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SUR UNE EXTENSION DES FORMULES DE CrAUSS;

Par M. SERVAIT.

Nous nous proposons, dans ce travail, d'étendre les formules
de Gauss au cas d'une variété à deux dimensions contenue dans
un espace à quatre dimensions, ou, si l'on veut, de définir intrin-
sèquement une surface dans l'espace n == 4.

I. Soit ^{xyzt){w) une variété quelconque connue et soit

ds^- == S dxï == E du^-{- 2F du dv 4- G dv^

son élément linéaire; soient ccW, CiC,c;c; deux directions
rectangulaires entre elles et perpendiculaires aux tangentes de la
variété; on aura

^sc<^-
Posons

o àx àx . àx•• o c — === S cci = S Ci — == S C i — ,
àv 'au 1 àv Sc2==i , S c ? = i .

/ S e

Se

à^x
ou*
àtx

au àv

:-S^^=D.au au

-ë—3^-»-,
. ^-o-.,

^ àc àx
àv ~àu ^S^^-D-au àv "' '

C ^î*r 1-.Sc.^=D., c àïx ^/Sci —— = Dp
àuàv *

s^=-sc£-'. s'^=-^S-»-.
Nous pouvons poser, comme dans le cas de l'espace ordinaire,

àxà^x __ àx
au* ""' i au Pc 4-Pi ciàv

et déterminer les quatre quantités M, N, P, P, ; carie déterminant^ \
au àv ccl = V^0—^ "'est pas nul en général ; on trouve ainsi

facilement les formules suivantes :

à^x \ ii j àx \ ii ) àx
àuf =={ i j ^ ^ i 2 j-^1^^^

^^ ( 12 ( àx \ 12 } àx _
^^"i 1 i ^ - ^ j , i^-^-^-0!^

(3)

dî-c
àyï

àx
~àv

àx
~àv DÏC,ÎD c -
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on peut également trouver, d'une façon analogue, les formules
suivantes ;

àc àx -L- „ àv _,- ^ î àx àx
~àù=màu^n-^+Qcl1 ^==m•^-i-/^^

(4)
àc ^ àx -i- ^àx _. ^ ^t ' à x t ÔX= m ;ÏÏT 4"71 ^ -4-0 c^ -T- =ml-T- -+-II-T- --^ c.àv " " àv ' " à v ^ ^ ^ à u ~ ~ " t t ' à u l " i à v

où w, /i, ... ont les valeurs suivantes :

F D — G D FD—ED' FD', — GD,m=——^—, n=——^——, ^=——^——1, ....
(5) FD^—GD' , rD'—ED"

771 == ———=7-———— > 71 == ————————— , . . • :Hâ ? " - ——îîi—— ' • • • >

on a encore les relations (Darboux)

( TH'E +(71'--77l)F — — 7 l G ==0, 7/171' —— 71771' =DDtf~' Iy^

(6) llï

^ 771, E +(n\ - m,)F - ̂ G = o, 771,71', - n,m\ == D1Dl,7Dla •

Écrivons maintenant les conditions d'intégrabilité des systèmes
d'équations (3) et (4). Considérons d'abord le système (3); nous
verrons que l'on a

^-/^.Ï^ = à ('àïx \
àu\àvt ) ""• àv\àuàv)9

à_fà^v\ _ à^( à^x \
àv\ài^) ~ àu^'àuàv)''

en remplaçant dans ces expressions les dérivées secondes de x
par kurs valeurs déduites des formules (3) et les dérivées de c
et Ci par leurs valeurs déduites des formules (4), il viendra deux
expressions de la forme

"^P^04-80*-0'
,àx ...àx .,, ^,

a ^ + p 5p- + Y C - + - o c l ï = o î

ces équations devant être vérifiées quand on remplace x par y, 5, <,
les a , j3 ,y ,5 , a', (3', Y', S'devront être identiquement nu ls ; or il
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vient, en écrivant que a, [i, a7, jî' sont nuls,

DD--D'2-4-D,D' ;—D 2 ( , -.„ i ) i ,
——————j^y—————L:= l 1 9 » 1 9 ! » KI == i 1 1 ' 2 1 ! ^ S %2» ^i'

K G = = ^ I , 2 l i ,
où Pon a posé

DD^-D^D^—D^
Hi—————— -^î

or, si l'on se reporte aux formules générales des formes quadra-
tiques linéaires (BIANCIH, Lezioni di Geometria^ Chap. II), on
voit que ces quatre équations se réduisent à une seule

/ ^ K ( r2 )L%}(7) ^^"WT-9

qui exprime que la quantité K. est égale à la courbure totale du
ds2 de la variété.

Écrivons maintenant que y5, v'S' sont nuls; il vient, par un
calcul facile,

^ ^ ' ^ . j ^ fp ' i - ^nD--^ 1 1 ^
àv au i l a J 2i^nvi-i1.2!]0'"!1.1!0^0-3-0'0"'0'
^ _W ^ g „ JD .̂ [j ̂  i „ j - HD. _ ; ̂  iD"-D';S+D.S"==,,
au àv ( i \ L( •> 1 ( « U ' a 1^ - ' ^^ îD .+n ' ^ -s "n0'.^! "iir.+Ds'-D-s^o,
àv ()M 4 i ^ ' L( i ^ ( ••» U ' •< i

^ ^+ j ^>D , -4 i 2 2 - •2 i^D.-! I3!D';+D•o•-n'o=o.
^ àv \ î \ L( 2 1 U ( 2 \

Cherchons maintenant les conditions d^inlégrabilité des équa-
à^c

fions (4)î pour cela écrivons .—r- de deux manières; il vient

, , ^a? à^x .à1 y as? / àm àmf\( m — n ) -, —— 4- n —— — m —— •+- -r- ( — — -.— )/ au àv àv1 au* au \ àv au }
àx [an àn'\ ^ àa ^ àc^ /à^ à^\

4-^(^~^;+ < s-5p-~o àu^^^àu)^^

cette équation doit être également vérifiée quand on remplacer par

y,^, < ; si donc on multiplie pa r , - et que l'on fasse la somme, on

trouve une des équations (8), de même si l'on multiplie par,-;

multiplions maintenant par c, il viendra de suite

(9) (m—/t/)D'-^/&Dff—m'D^o;
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multiplions maintenant par c<, il viendra

^"^ \'^tt
(îo) (w — ̂ DI 4- /iD', — /n'Di-4- -r- — -— == o;

il est facile de voir que Inéquation (9) est toujours identiquement
vérifiée; on obtiendra une nouvelle équation de même forme

que ( îo) en écrivant ,—— sous deux formes différentes; celte

équation sera
^•\ \»>if

(n) (mi— n\)D'-{- niD"— m\ D — — -+- — == o.

Les équations fondamentales de la théorie des surfaces dans
l'espace n == 4 sont donc au nombre de six; ce sont celles in-
scrites sous les numéros (7), (8), (9) et (n); elles se réduisent à
cinq, car les équations (9) et (i i) sont identiques, ainsi que l'on
peut le vérifier facilement; ces deux équations peuvent être
remplacées par l'équation unique

, „ - . / Ô Q à^\
(12) H (-T — T- -+-' / \àv au /

E F G
D D' D"
D, D\ D';

=•= o.

11. Les ^formules de Codazzi. — Etablissons maintenant, pour
les surfaces de l'espace à quatre dimensions, des formules ana-
logues à celle de Codazzi. La théorie des rotations et translations
a été étendue à l'espace à quatre dimensions par Thomas Craig et
M. Hatzidakis (A. S. M., 1898, 1900); nous en déduirons faci-
lement les formules que nous voulons obtenir.

Prenons, dans le plan tangent de la surface, deux directions
rectangulaires, a<, pi, et dans le plan normal conservons les deux
séries de cosinus directeurs c et c\ ; on aura

Saî==Spî== Scî^= Sc î= i ,
Sap=Sac=Sa<* i==Spc==Spc i= ; Scci == o.

Nous poserons

... àc c o ày. à'c ^ à^/^=^i^ ^=Sp^, ^=ba^ ^=Sc^,

.. àx c ^? ' ^ ôc
/^==Sc,^, ^=Sc»^, p,,=^c,^, ...,



il vient de suite

(i3)

/ ^c
au

^
au
àc_
au

àCt
au
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= Ptï?— ?i3C •+• Rt^Ctî

'• —— Ptt^ -+- Rî3C -+- JOn Ci,

: /?13a-—/?î3P-+-/?3^Cl,

= — — / ? U a — J O î 4 J Î — — / ) 3 4 C ,

et quatre équations toutes semblables pour définir les dérivées par
rapport à v de a, j3, c, c<, que Pon obtient en remplaçant les p
par les p ' . Les quantités p el // seront liées par les six équations
fondamentales

04)

^12 àP\ï ̂
àv au

àPîl^àÂL^
àv au

àp^àp^ ^
àv au -!-

àptz àp^
àv au

^ît <^î4 ,
àv au

àp^ àp^
àv au '

Pï3 Pî2

P\3 Pî3

PîS Plî

Pt3 P'tî

Plî Pï^

P\î PîS.

Plî Pt3

Plî Pt3

P^ Pit

Pi. P\.

Pt3 P^

P\3 P\.

—

—

——

——

——

Plï P^

P\. P^

Py. P\k
P^ P^

Pis P^
P\3 Pïk

P^ P3Ï

P'^ P^

PSI^ Pî3

P^ Pt3

Pî3 Pïk

Pî3 P'ï^

=0,

= 0.

Si l'on désigne par Ç,^, Ç, T les translations, on voit de suite
que les deux dernières devront êtres nulles, le polyèdre à quatre
dimensions devant être tangent à la surface; les coordonnées d\in
point de la surface sont données parles équations

^-s-^au
àx
~àv ^Pr/,
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et Von a enire les translations et les rotations les relations fon-
damentales

^-Ê ̂ P^-P'^=^
àfï à^ ,, , .
^-àu^pl^~pi^=ov

/ ? 13 î ; '—/? l3S—/ î 23y / -+ -7?23 7 1== o »

— Pl^-^- P\i Ï ——Pî^'^-Pî', f\ = 0,

que l'on déduit de suite des équations de Craig en annulant Ç
et T.

Par cette méthode, on a donc dix équations que doivent véri-
fier les coordonnées intrinsèques de la surface. Cherchons à
relier ces quantités à celles, E, F, G, D, D', ..., introduites pré-
cédemment.

On aura d'abord immédiatement

E==^+^, F=^-+-r,T/, G==^4-r/î.

Nous aurons ensuite

àc àxD = = — S J-, =-s(/? l3Ît—/?23P4-/?34Cl)(aS+Pîl),au au

/ D = Pîï^ — p^

D^T^—^is^ =/?2373--^l»^

^ = p\^'- p\^'
(l6) DI = p^ +/?24TT]

D 1 = = / ? 1 * S / -^-7?2t1f)' =^14S-+ -^2 t T l »

^i-P'i^+P^

8=^34, Ô'=p3^

formules qui permettent de passer de l'un des systèmes de formules
à Patitre. Les deux premières équations des translations peuvent
servir à calculer p^, p\^ qui ne dépendent que de Pélément
linéaire; les deux dernières sont identiques en vertu des for-
mules (6)$ on retrouve donc bien les six équations que nous
avons obtenues précédemment.

XXX.
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Rappelons encore les formules suivantes :

dx -+- ç du -r-^'dt -+- ( ̂ 12 rfit -}- 7/1, dv)y — ( />i3 û^ -+- p\ 3 ̂ )<3
-+-(/?i4^4-/?^rfP)/,

dy +T, Û?M— y/r fc— (p i^du -+- p\^dv)x -+- (p^du-^r- p\^)s
, -}-(pîkdu-+-p\^dv)t,

I ds -^ (p\ïdti-^-p\^dv)x—(piîdu-+-p\^dv}y
—(p^du-^-p^dv)!,

dt —{p\^du-^-p\^dv)T—(p^dn-^-p\^y
^ —{P^du-r-p^,,dv)z,

qui donnent les projections sur les axes mobiles du déplacement
infinitésimal d^in point.

Les deux systèmes de formules que nous avons donnés con-
tiennent une indétermination; en eflTet, dans le premier cas, les
quantités c et Ci ne sont pas entièrement déterminées et, dans le
cas des formules de Codazzi, c, c^ ainsi que a et (3 ne sont pas
complètement déterminées.

Examinons d'abord ce que^ deviennent les formules de Gauss
quand on change les valeurs de c et c^. On peut, de la façon la
plus générale, prendre pour valeur des cosinus

C == c co?îp -h Ci siny, Ci = — c sino -+- Ci coss»;

il viendra de suite

(0 == SC —- == D co?'p -}- DI sinf?, (Pi == — D sin î? -4- Di costp,

. ^ à's ^ à^A = o - + - — , A f f=o' r-^-—;
an êy

on voit, eÀ particulier, que Pon peut toujours déterminer y de
façon à annuler une des quantités suivantes (ô, CD(, ..., AA7'.

Voyons maintenant ce que deviennent les formules de Codazzi;
nous poserons

«,=== %cos'^ — psin<j/, pi ==—asin^ — ? cos^,

C = c cosc» 4- Ci sin^ Ci =— c coso -r- ri coso,
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il vient clé suite

Pi2=(-.asin^-r-?cos^)^ cos^.+^sin ^4- a sind/^ -+- Scos^^\au ou ' • < (̂ r- T ou/
ô^

==^î-î-^

PIÎ = /?i3 cos^ coso — p^ cos<]/ sîno —joi3 sin^ coso -- p^ sin<)/ siny,

P 3 » = = A ;

on peut donc, en particulier, annuler deux des rotations.

III. Lignes tracées sur les surfaces. — Étant donnée une
surface S(x^zt) {uv), on peut, en général, déterminer d'une seule
façon A, B, G, L, M de telle sorte que .r, r, 3, t soient solutions
de l'équation

f i 8 ) A ^ 6 - ^ ^ 0 ^r^0^!^ ^0
(18; A^ ̂ ^i^-4-^-^1^4-^^-

A, B, ... se calculent facilement à l'aide des formules de
Gauss; il v ient , en eflet, en remplaçant les dérivées secondes
par leurs valeurs et en annulant les coefficients des termes en
f)x àûc
-— -r-CCtdu àv '

Î A S V i - . B i - ^ c l - ^ r ^ o ,> ( - " ( . r ' î .
^tlUK\l^Uc\ïî^ ^Vi-^^h0!:3;-^0.

j AD -4-BD' -^CD" ==o,
1 ADi+BDi4-CDï =o,

équations qui permettent de déterminer A, B, C, ... à un facteur
près. Les caractéristiques de l'équation (i) supposées distinctes
traceront sur la surface un réseau conjugué; on voit donc
contrairement à ce qui se passe dans l'espace ordinaire, qu'il y a
en général, sur une surface, un seul système conjugué.

On peut encore définir ces lignes d'une façon différente. Cher-
chons l'iptersection du plan tangent avec le plan infiniment
voisin; elle sera évidemment définie par les formules suivantes
[en employant les formules (17)] :

-3=0, <==o (p^du^r P\^dv)x^(p^du^p^dv)y^o,

(pv,du -^p\.,dv)x-}- (p^ du -i- p\^dv\y -- o;
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l'équation du réseau conjugué s'obtient en él iminant a*, y entre
les deux dernières équations; on voit de suite l'analogie avec
l'espace à trois dimensions.

Nommons, avec M. Guichard, réseau de ligne de courbure
ou réseau 0 un réseau conjugué tel que Sx2 soit solution de
l'équation de Laplace (18) relative au réseau. Si l'on adopte cette
définition, on voit qu'en général une surface n'a pas de lignes de
courbure. La condition pour que l'équation (18) admette la solu-
tion S.r2 est

AE-h BF-+-CG==o
ou

E F G
D D' D" =o;
DI D', Dï

on voit alors facilement que l'on peut toujours déterminer les
normales à la surface de telle sorte que S et S" soient nuls. Les
normales formeront alors des congruences et le plan normal
enveloppe une surface développable(vof/'GUICHARD, S. M., 1896),

A l'aide des formules qui précèdent on peut généraliser un
grand nombre de propositions de Géométrie infinitésimale, sur-
faces applicables, surfaces de Weingarlen, etc.; quelques-unes
seraient sans intérêt, mais d'autres ont des applications immédiates
à la Géométrie ordinaire que nous espérons indiquer prochaine-
ment.


