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SUR UNE EXTENSION DES FORMULES DE GAUSS:
Par M. Servant.

Nous nous proposons, dans ce travail, d’étendre les formules
de Gauss au cas d’une variété a deux dimensions contenue dans
un espace i quatre dimensions, ou, si ’on veut, de définirintrin-
séquement une surface dans I'espace n = 4.

1. Soit S(xyst)(uv) une variété quelconque connue et soit

ds?=S dr*= LK du?+ 2F dudy + G dv?

son élément linéaire; soient ccc"c”, ¢ c,c)c; deux directions
rectangulaires entre elles et perpendlcula‘res aux tangentes de la
variété; on aura

ox oxr ‘ . Ox ox
4 . — — — — —_— _— L 2
(r) Se _iu_scdv __Sccl_bc,ou_ScldQ, Sc =1, Sc,—l.

Posons
’Sc,%” =—Sz—zg—5=n,
c%':_~£§i=—5§%%:p', Sc‘rﬁf‘.:_s‘;_:'z_-: D",
Sc.ﬁl‘f: " Sc'dd’dz = Di, Sct'z;—x—l)".,
Sc.g%=——5cdiu'=8, Scng§=—5c%‘_=av.

Nous pouvons poser, comme dans le cas de I'espace ordinaire,

itr . ox or 5
5;{———1"13:4-‘% +lc+l,c,
et déterminer les quatre quantités M, N, P, P, ; carle déterminant
z 3‘: ccy l = /EG —F? n’est pas nul en général; on trouve ainsi

facilement les formules suivantes :

2
noo_fulE gt oo,

du? 1 o0 2 {9
otx 12 ) ox 12 } oz ,
3 oudv ; idv_I—z 2 £T+DC+D‘C"

9
_222%0.1: 32;$-§+Dc—r—l),c,,
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on peut ¢également trouver, d’une fagon analoguc, les formules
suivantes : :

dc-—m-‘z--+n2'3"---|—t>c (—’ﬂ—m(—)f 9z _ 4
%) ou ou oy b ou = Mog T Mgy T
) dc ' ox +n'?:f e dey v oz —n ox e
dv ~ T oy d b ou 'ou ! go ¢
ou m, n, ... ont les valeurs suivantes :
_FD-—-GD n FD — ED’ m FD| — GD,
R : O =7wm > ™= 7wz
5
®))  Fp_6p, FD'—ED’ .
m=-T—, n_.———]P—, cee ]
on a encore les relations (Darboux)
. " __ ]
‘ m'E +~(n' —m)F —nG =o, mn' —nm' ='E)uz—n—,
(6) " N
’ miE +(ny— m;)F — n,G = o, m.n',—nlm’,.—_-D'—D‘ﬂ-?—D-’—.

Ecrivons maintenant les conditions d’intégrabilité des systémes
d’équations (3) et (4). Considérons d’abord le systeme (3); nous

verrons que I’on a
0 [z _ i 9z
ou\ov* ) ~ 90\ ouov

INEANEYELAY
dy m) —d—l; dudv)’

en remplagant dans ces expressions les dérivées secondes de z
par leurs valeurs déduites des formules (3) et les dérivées de ¢
et ¢, par leurs valeurs déduites des formules (4), il viendra deux
expressions de la forme

« or
oo
dz
dv

or
+p5—+YC +301 = 0,
+§—+Y’c+o ¢y=o0;

ces équations devant éire vérifiées quand on remplace x par y, s, ¢,
les =, 8,y, 9, «,f,Y, 8 devront étre identiquement nuls; or il
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vient, en écrivant que 2, 3, o/, ' sont nuls,

DD — D2+ D, D} —D2 .
i Ut LK = |19, 12), KF::n,mg:zzz,;g:,

KG = :zr,:u{,

ou Pon a posé
DD"— D'*+ D, D] — D}
H? =

K3

or, si I'on se reporte aux formules générales des formes (uadra-
tiques linéaires (Biancui, Lesioni di Geometria, Chap. IT), on
voit que ces quatre équations se réduisent i une seule

, (12,12)
(7) =—‘u, )

qui exprime que la quantité K est égale a la courbure totale du
ds? de la variété.

Ecrivons maintenant que v8, v'& sont nuls; il vient, par un
calcul facile,

9 -—9—9 —1"{p 4 } ey D" +~D|3—Dyd"=o0,
oy ou I L1 2 ] 2

WA dp 12 o =42 [ —pya b=,
ou dv { ot | { 2 1 )] I 2

oD, oD S 12 ) BRI RLNE Y 1) o0 . in
Tl i SD‘+L Ol ) §_ D,+3 ) gl),—t—Do —D'8 =o,
oD,  aDj 22 ), . [l 22 12 ) e 12 g ” v e
S N L S S I LR MR LS e D

Cherchons maintenant les conditions d’intégrabilité des équa-
dic

tions (4); pour cela écrivons o

de deux maniéres; il vient

,. 0z tx ,0%x oz fom  om')
(;n—-—n')bm+n )

vt T " ow T ou\% T o
LT (on _owN | idey o dey (08 o¥\

dv \ov ~ du o 0w T\ov T ou )T
cette équation doit étre également vérifiée quand onremplace z par

. T dz
¥, 5, t; si donc on multiplie par 5 et que P'on fasse la somme, on

trouve une des équations (8), de méme si 'on multiplie parz—f;

multiplions maintenant par ¢, il viendra de suite

(9) (m—n")D'+nD"—m'D =o;
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multiplions maintenant par ¢y, il viendra

Y p , d8  9¢"
(10) (I)l-—n)D,-—f—nD‘—-mD,—}—(’—v-—E:o;
il est facile de voir que I’équation (g) est toujours identiquement

vérifiée; on obtiendra une nouvelle équation de méme forme

]

, . dte fp
que (10) en écrivant W sous deux formes différentes; cette

équation sera

98 98"
1 m—n)D'+n D" —m|D—— 4+ — =0
( ) ( [ 1) 1 1 o0 ou
Les équations fondamentales de la théorie des surfaces dans
Pespace n =4 sont donc au nombre de six; ce sont celles in-

4 ’

scriles sous les numéros (7), (8),(9) et (11); elles se réduisent a
cing, car les équations (g) et (11) sont identiques, ainsi que I'on
peut le vérifier facilement; ces deux équations peuvent étre
remplacées par I'équation unique

5 o E F G
(12) H’((TE — ;3—) +| D D' D"|=o.
D, D), D}

1. Les formules de Codaszi. — Etablissons maintenant, pour
les surfaces de ’espace & quatre dimensions, des formules ana-
logues a celle de Codazzi. La théorie des rotations et translations
a été étendue & 'espace a quatre dimensions par Thomas Craig et
M. Hatzidakis (4. S. M., 1898, 1900); nous en déduirons faci-
lement les formules que nous voulons obtenir.

Prenons, dans le plan tangent de la surface, deux directions
rectangulaires, a;, (3;, et dans le plan normal conservons les deux
séries de cosinus directeurs c et ¢, ; on aura

Sat=S8Bt=Sc?=Sc}=1,
Sa =Sac=Sac,=8Sfc=SBec;=Secc;,=o.

Nous poserons

. Oc o . de a3
Ps’o:bclﬁ) [hz=532)7t’ [71::=515¢—‘-’ [7::«=_SC‘l—’

oJu
0z af . . de
./'ts=5010~u’ P:s=501d—i’ /’:n=501x, Tty
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il vient de suite

da 8— pise

ou = Piz P13C + pucy,

o

ou == P13® —+ P23C -+ P, Cy,
(13) { s

2 = a@— pafl + pac

ow P13 P23 P3:Cy,

06‘1 _ . _ ¢

oun =— P12 stp P3¢

et qualre équations toutes semblables pour définir les dérivées par
rapport a ¢ de a, B, ¢, ¢y, que I'on obtient en remplagant les p
par les p'. Les quantités p el p’ seront liées par les six équations
fondamentales

| 9p12 9P | P13 Pw | | Pu o Pu|
o ou Pis Pas Piv Pa
op1s _ 9ps + P23 P12 P Pu =0
o o . U - ’ ’ - b
o ou ’ P23 P2 Pis Py
opi _ 9pis - Pir P | | P13 Pa | _ o
() < oy ou Pis Pas Pis Pus
4
0ps3 _ 0Py + Piz P13 | | P P3s -0
oy Ju P Pla Py Phs
9pa 9Py, S|P P | Pu opms |
o ou Pisv Pha P35y P
9pss apy, + Pis P | _ | P P | _ o
o Ju Pis P Pas Pus

Si 'on désigne par §, n, §, © les translations, on voit de suite
que les deux derniéres devront étres nulles, le polyédre 4 quatre
dimensions devant étre tangent a la surface; les coordonnées d’un
point de la surface sont données par les équations

oxr
ou = af + P,
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et I'on a entre les Lranslations et les rotations les relations fon- -
damentales

19t df b
Jo ou TP TPN=0
d an' P

(15) £7’;{L‘+Pu§—l’n§=0,

Pt —pisk— pur’'+piyymn=o,
\ — PuE+piE—pun'+prn=o,

que l'on déduit de suite des équations de Craig en annulant §
etT.

Par cette méthode, on a donc dix équations que doivent véri-
fier les coordonnées intrinséques de la surface. Cherchons a
relier ces quantités a celles, E, F, G, D, D/, ..., introduites pré-
cédemment.

On aura d’abord immédiatement

E=§+v2 F=f'+n, G=§{+2
Nous aurons ensuile

dc ox
D=— Ju ou =—S8(p132 — paf + paicy) (25 + Bn),

[ D = paun — pisé .
D' = paan’ — puist’ = phsn—pi,é,
D" = phyn'— Pt
(16) Dy = pué + pain
| Di=pul 4 pun’ =Pk + phms
D= pisb + pyun’

S 4 ’
0 = P34 0O = P34

formules qui permettent de passer de 1’un des systémes de formules
a I'autre. Les deux premiéres équations des translations peuvent
servir & calculer py,, p\, qui ne dépendent que de I’élément
linéaire; les deux derniéres sont identiques en vertu des for-
mules (6); on retrouve donc bien les six équations que nous
avons obtenues précédemment.

XXX.
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Rappelons encore les formules suivantes :

dr +tdu +§dt + (padu—+ p\,de)y —(pudu—+ py,dv)s
“+ (pudu+ p'de)t,
dy + v du—+v'de —(pradu+ pyydv)z + (pradu + pyy)s

(17 1 + (pasdu+ p,,de)t,
g ds + (padu+ pydv)z — (prsdu + phyyde)y
~+ (pudu—+ py de)t,
dt ‘ —(pudu—+ py,dv)r — (paydu+ py)y

— (padu + py,dv)s,

qui donnent les projections sur les axes mobiles du déplacement
infinitésimal d’un point. v

Les deux systémes de formules que nous avons donnés con-
tiennent une indétermination; en effet, dans le premier cas, les
quantités c et ¢, ne sont pas entiérement déterminées et, dans le
cas des formules de Codazzi, c, ¢, ainsi que « et 8 ne sont pas
complétement déterminées.

Examinons d’abord ce que deviennent les formules de Gauss
quand on change les valeurs de ¢ et ¢,. On peut, de la fagon la
plus générale, prendre pour valeur des cosinus

(i = ccosg + ¢, sino, Cy=—csino + ¢, coso;
: ? ;

il viendra de suite

BNLY . -
(D:SCW = D cosz -+ D, siny, ®y=—Dsino + D, coso,
[/ 0o
A=0+ -~ A=1¢"+ —*;
o’ + o

on voil, gr{ particulier, que 'on peut toujours délerminer o de
facon 4 annuler une des quantités suivantes ®, ®,, ..., AA".

Voyons maintenant ce que deviennent les formules de Codazzi;
nous poserons

ay=acosy -+ Bsing, B =—asind + B cosy,

U =ccosy +¢;singy Cy=—ccoso + ¢q coso,
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-1l vient de suite

. [0 03 - - o
= (— ; URY (et Y o8 ) P4 o5 7T
Py = ( 1smq;-r—3¢osy)<ou cosy + J-sin g+ asing = + ‘3(.05'.!10!‘)
oy
= P2+ —0_7’

Pis = p13cosd coso — py; cosy sing — py3 sing coso — py, sind sing,

on peut donc, en particulier, annuler deux des rotations.
P ’ I y

WI. Lignes tracées sur les surfaces. — Etant donnée une
surface S(zyzt) (uv), on peut, en général, déterminer d’une seule
facon A, B, C, L, M de telle sorte que x, », 3, ¢ soient solutions
de ’équation

00 0%f) 00 a0 20

d_u;+ ou d¢ '(?_(:;.+L-(;Tt+1“_=o.

(18) A %

A, B, ... se calculent facilement & l'aide des formules de
Gauss; il vient, en eflet, en remplacant les dérivées secondes
par leurs valeurs et en annulant les coefficients des termes en
dx or
b—(—z EC(H

22%4—[‘ = 0,

+B; ':)

‘l‘ $+B? 'f % +C
(19) %

§+C§222 €+M=='o,

AD +BD’ +CD" =o,
AD,+ BD, + CD’ = o,

——— et s
>

équations qui permettent de déterminer A, B, C, ... 4 un facteur
prés. Les caractéristiques de I'équation (1) supposées distinctes
traceront sur la surface un réseau conjugué; on voit donc,
contrairement a ce qui se passe dans I’espace ordinaire, qu’il y a,
en général, sur une surface, un seul systéme conjugué.

On peut encore définir ces lignes d’une fagon différente. Cher-
chons liptersecltion du plan tangent avec le plan infiniment
voisin; elle sera évidemment définie par les formules suivantes
[en employant les formules (17)] :

z=o0, t=o0 (pudu-+ p\,dv)z —(pydu-+ pyydo)y =0,
(prydu—+ py,dv)x 4 ( pay du - ply de)y = o;
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I'équation du réseau conjugué s’obtient en éliminant z, y entre
les deax derniéres équations; on voit de suite I'analogie avec
P’espace a trois dimensious.

Nommons, avec M. Guichard, réseau de ligne de courbure
ou résecau O un réseau conjugué tel que Sx2 soit solution de¢
I'équation de Laplace (18) relative au réseau. Sil'on adopte cette
définition, on voit qu'en général une surface n’a pas de lignes de
courbure. La condition pour que r équahon (18) admette la solu-
tion Sz? est

AE+BF+CG=o

ou
E F G
D D D |=o;
D, D, D’

on voit alors facilement que I'on peut toujours déterminer les
normales & la surface de telle sorte que 5 et &" soient nuls. Les
normales formeront alors des congruences et le plan normal
enveloppe une surface développable (voir Guicaarn, S. M., 1896).

A laide des formules qui précédent on peut généraliser un
grand nombre de propositions de Géomélrie infinitésimale, sur-
faces applicables, surfaces de Weingarten, etc.; quelques-unes
seraient sans intérét, mais d’aulres ont des applications immédiates
a la Géométrie ordinaire que nous espérons indiquer prochaine-
ment.



