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SUR LES GROUPES
DE SUBSTITUTIONS DEUX FOIS TRANSITIFS A TROIS DEGRES;

Par M. Eb. MarLrET.

L.

Dérinrtion. — Si dans un groupe quelconque G de substitu-
tions de degré N on peut trouver (en laissant de coté le groupe
formé de la substitution 1) des groupes déplacant N, N — ¢,
N—uy, ..oy N—u_, lettres, avec o < uy << us<l...<um_y,
et non N — u, lettres, avec w) différent de o, uy, wy, ..., uy_4,
G est dit un groupe @ A degrés. Ainsi, un groupe régulier de
degré N est & un degré; un groupe de classe N — 1 et de degré N
est & deux degrés, etc. D’aprés un théoréme connu (*), 'ordre §

de C divise
N(N — u;)¢N —w3) -.. (N— up—1).

Nous nous proposons d’étudier ici: les groupes deux fois tran-
sitifs de degré N et de classe N — ¢ a trois degrés, et d’établir en
particulier a leur sujet les propriétés suivantes :

1. u—1 divise N —1, et u(u —1) divise N(N —1); par suite,
si « est impair, N est impair; si N est pair, « est pair. On a

N1+ 5‘—:—'(14-;/1—4—411).

Si u =3, N est d’'une des formes 62 +1 ou 6k + 3; si u =4,
N est d’une des formes 12/ 4+ 1 ou 12h 4 4.

2. Si § =N(N —1)3(, G renferme un nombre de substitutions
de classe N égal a

I HX—1 N—u
g[u_l _m(u'—l)u - ':)((u—l)(N—])]__‘
1 1 N—-u . g
=.(°[;+:)c(u_;)u - Z)(’(u—n)(N-.)]"'<;;—l'

(') Ann. Fac. Sc. Toulouse, 1895, D.8.
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3. Si §=N(N—1)X, onapour N=4h+ 2, N—u=4h,
et & pair.

4. Si N=pf(f premier impair et premier a p) et si 'ordre ¢
d’un groupe G deux fois transitif a trois degrés de degré N et de
classe N — u, ou a fortiorile nombre N(N — 1)(N — u) est £ o
(mod f?), on a u <f—f:—i; £/, d étant le plus grand commun divi-
seurde § et f —1, ou a fortiori de N(N—1)(N —u)et f—1.

Siu>2,0ona d>f;I w22, et en particulier I'on ne peut
avoir =23 que si § =o(modg).

Pour u2 2, G ne peut exister que pour des valeurs de fet u
limitées en fonction de p, 4 moins que § ne soit multiple de

of(ef—1) gl%_—u, 3 étant le plus grand commun diviseur de pu

et pf —u; o(pf —1) est divisible par u(u — 1), et u estpair si p
est pair.

B. Si N = f (f premier impair) il faut ¢=/f(f—1)(f—uw),
f—1=omod u(«—1). De plus, si f=4h+3, il faut u =4+ 3.
f—1

u

Enfin, quel que soit f, on n’a pas impair, ni f— v = 4{+ 2.
6. SIN—u=fp(uz3, f et p premiers différents),le degré N
estfp-+p-+1oufp+ f+u.
Soitea < f<p;siu=p-+1,0na

SH+1=2" G=(fp+p+0(fP+p)f

p +1 diviseur de f(f —+ 1) et divisible par f; siu=/f+1,0na
S+ 1 diviseur de p 41 et G = o(mod p) exige p +1 = 2™, ou f
diviseur de p — 1.

Si N—u=2p(u23,ppremierimpair)ona u=3, N=2p+3
et p=236k+11.

7. Si N— u=p?(p premier impair) on a u=p + 1= 2",
N=p2+p+1.

8. Si u=3, on n'a N—3=4p (p et N premiers impairs)
que si N=48h + 7.

9. Siu=3,N<103, N est égal & 33, 2™ — 1 ou 3.
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Nous croyons devoir signaler que I’étude du cas ot N<103,
avec u > 3, pourrait de méme étre faite a I'aide des propriétés
qui précédent : nous laissons ce soin a d’autres.

11.

Soit'G un groupe transitif a A degrés, H le groupe des substi-
tutions de G qui laissent une méme lettre de G immobile : H est
al—1 degrés.

Si A=12, et si G est de classe N — u et de degré N, G =Nuc;
H est & un degré et 3¢ divise N — «. G admet (') une répartition
de ses lettres en systémes de non-primitivité « a u, et u divise N
et N — u, les u lettres de G que H laisse immobiles formant un
systéme : le groupe des substitutions opérées par G entre les

systémes est de degré —; G ne peut étre primitif que si v =1:

c'est alors un groupe de classe N — 1 et de degré N.

Si A=3, et si G est deux fois transitif, ¢ =N(N — 1),
K étant I'ordre du groupe K des substitutions de G qui lais-
sent 2, par suite u lettres de G immobiles, G étant de classe
N —u : o divise N— . H étant transitif et a deux degrés,
N—1—(N—u)=wu—1 divise N—1 et N—'w, et K posséde

N— , .. .. .
u__: transformés distincts par les substitutions de H et appar-

tenant 3 H. Or H possé¢de N transformés distincts par les substi-

. N — , .
tutions de G, lesquels renferment chacun ” __: transformés dis-

tincts de K. En considérant les N transformés de H on voit que
N—1
u—I1
puisque chacun laisse exactement « lettres de G immobiles, et,
par suite, appartient & u transformés de H exactement. On en
conclut que u(u — 1) divise N(N —1).

Alors si u est impair, « —1, N—1 et N —u sont pairs; si N
est pair, N — 1 et  — 1 sont impairs et « est pair. Donc :

G contient N

transformés de K qui sont identiques u a u,

Tutéonime I. — Soit G un groupe deux fois transitif a trois

(1) Voir, par exemple, Ann. Fac. Se. Toulouse, 1895, D.18,
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degrés de classe N—u et de degré N; u—1 divise N —1, et
u(u— 1) divise N(N —1). Par suite, si u est impair, N est im-
pair et N — u pair; si N est pair, u et N— u sont pairs.

Ezemples: Si u=3,N estd’une des formes 64 +1 ou 64 +3;
si & =4, N est d’'une des formes 1272 41 ou 12/ 4 4.

Corollaire I. —Si N— u=/ff,... f5, ob fi, [, ..., frsont
des nombres premiers, différents ou non, et si f, f3, ..., fp,
Sut1r - +» S, désignent ces X facteurs dans un ordre différent ou

non,on a u=f fy ... fu+1diviseurde fi ;... fi (fpire o S5x+1),
i+ étant un des nombres 1, 2, ..., A—1si &> 2.

Corollaire 11. — Le degré N de G est limité inférieurement

. . o, u—1
en fonction de u par les inégalités N21+ — (1++V1+ 4u) et
N—123(u—1)22u, dés que u 23.

11 suffit de remarquer que u — 1 est premier & u qui divise
N(N—1) et (N—u)(N—1), en sorte que (u—1)?u divise
(N—u)(N—r1)et (u—1)2us(N—uy)(N—1).

De plus on a N>u et N—122(u—1); on n’aurait
(N—1)=o2a(u —1)que si u(u—1) divisait (2u — 2)(2u —1),
ce qui danne ¥ = 2. Don¢ N —123(u—1)2 21 dés que 2 3.

Tutorime Il. — Soit G un groupe deux fois transitif a trois
degrés, d’ordre § =N(N — 1), de classe N — u; G renferme
un nombre de substitutions de classe N égal a

¥ H—1 N—u
g[u-—l T X (u—n)u Z)L'(u—-l)(N—l)]—[
el 1 N—u 4
‘g[&"'m(u-—;)u"‘z>C(u—-|)(N—;)]—l< "

H—1 K —1 oy e e
En effet, H renferme _— (N —1) = W-—l):’c substitutions
de classe N — u, et, par suite,
e Xt e R(w—2) 1
-1 x:)((u.—()- K(u—1)

substitutions de classe N — 1. G .contiendra

N(N—1)

™ =1 =
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substitutions distinctes de classe N — u, et

A(u—2)+1 u—2 N(N—uw)
(@) g H(u—r) —N= gu—l+ u—t

substitutions de classe N — 1, soit en tout

1 K —1 N—u
2=g[u—l ——t)(u(u—-l)_:)(’(u——l;(N—Q]—'

substitutions de classe N.

Or

[, St S I I I I
w—1 Ru(u—1) u—t u(u—l) Ku(u—0 " Xa(u—=n

et
1 N—u
HXu(u—1) H(u—1)(N—1)
_ 1 1 N—u N—i1—u(N—u)
“zx(u—l)(z—N—x>=:>Cu(u—|)(N—1)'

D’aprés le corollaire II du théoréme I, on a, puisque u22 et

N>3, u(N—u)22(N—2)>N—1, et

) 1 N——l—u(N—u) C
(3) 2+l=9[ ]<g-

Xu(u—1)(N—r1)
C. Q. F. D.

Lemme I. — Soit G un groupe d’ordre § divisible par le
nombre premier f sans I'étre par f2, fv, I'ordre du groupe M des
substitutions de G échangeables a toutes les puissances d’une
substitution d’ordre f formant un groupe F, fv,v' l'ordre du
groupe L des substitutions de G permutables 4 F; G contient

S—1> f—'
§ v'=‘J fo

substitutions d’ordre = o (mod f), ou ¥ divise le plus grand com-
mun diviseur 8 de § et f—1.
En effet, d’aprés M. Sylow (*),

G = foiv(1+ nf),

(') Math. Ann., t. V, p. 584.
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ou 1+ nf est le nombre des sous-groupes d’ordre f de G, tous
transformés de F par les substitutions de G. Le groupe des sub-
stitutions échangeables a celles d’un groupe d’ordre f et le groupe
des substitutions permutables & ce groupe sont respectivement
transformés de M et L. par une substitution de G.

M et ses 1 + nf transformés contiennent chacun (f— 1)v, sub-
stitutions d’ordre = o(mod f), soit en tout (1-+ nf)(f—1)v,
substitutions, toutes distincles; toute substitution de G d’or-
dre = o (mod f) fait partie de ces substitutions, dont le nombre

est bien € 1’77,1 .

Enfin toute substitution de F autre que I'unité ayant exacte-
ment V' transformées distinctes par les substitutions de L, v' di-
vise f—1 et §, par suite leur plus grand commun diviseur &.

Nous croyons d’ailleurs ce lemme connu.

Lemme 11. — Dans un groupe G de degrés N, N, N,, ..., N,,
avee N> N, >N, >...>N,, si Ny > N, est le plus petit degré
de G qui soit divisible par 4, tout sous-groupe de G de degré
<N, est d’ordre £ 0 (mod 4). Si aucun des degrés de G n’est
divisible par 4, G et ses sous-groupes ont leur ordre 3£ o(mod 4).

Car un groupe dont aucun degré n’est divisible par 4 ne con-
tient pas de substitution paire d’ordre 2 : si son ordre est pair, il
contient une substitution d’ordre 2 impaire, par suite un sous-
groupe invariant d’ordre moitié moindre et impair, ce sous-groupe
ne contenant que des substitutions paires. €. Q. F. D.

Corollaire 1. — Parmi les degrés d’un groupe primitif G, de
degré N pair, il y en a un divisible par 4.

Car V'ordre d’un groupe primitif de degré pair est divisible
par 4.

Corollaire 11. — Dans un groupe G deux fois transitif a trois
degrés d’ordre G = N(N —1)a, de classe N — « et de degré N,
siN=4h+2,0n aN—u=4h,, et X pair.

Tutorime IIl. — Un groupe G deux fois transitif a trois de-
grés, de degré N = fo(f et ¢ premiers impairs et différents),
ne peut renfermer de substitution d’ordre fo, quand sa classe
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N — u(uz 2)est premiére a N, que si son ordre

G=rfofo—1)(fo—u)

st fo—1 est divisible par u(u—1), et si u est un diviseur
commun & f—1 et ¢ —1; en particulier, si u = 2, G doit étre
. . i/
trois fois transitif avec fo —1=2™(*).
La démonstration repose sur la considération des égalités

G=N(N—nNX=fv(af+1)=9n(agp+1)

avec a> o0, o > o0, déduite de la formule de MM. Mathieu et
Sylow, et si 'on pose kX =N —u, sur la considération des
égalités

kG=fo(fo—1)(fo—u), kv=up+1lf, kn=uf+ L.

Tatoreme IV. — Il n’existe aucun groupe G d’ordre § et de
degré fo( f et ¢ premiers impairs et différents) et de classe
Jfo — u, avec fo — u premier a fo, deux fois transitif a trois
degrés qui ne renferme une substitutiond’ordre f : 1° quand
w23, si f—1 ou ¢ —1 n’a avec G, par suite a fortiori avec
(N —1)(N—u) ou f(N—1)(N—u) respectivement que le
plus grand commun diviseur 2; 2° quand u=12, si f—1 n'a
avec G ou, a fortiori, avec (N —1)(N — u) que le plus grand
commun diviseur 2, et sien méme temps : 1° ou bien o <2 f—+1;
2° ou bien le plus grand commun diviseur de ¢ —1 et G, oua
fortiori de ¢ — 1 et f(N —1)(N — u) est £4.

Il suffit, en effet, de remarquer que si, d’aprés la formule de
MM. Mathieu et Sylow,

G =fv(af+ 1) =gn(xp-+1),

G renferme, d’aprés le lemme I, {,’f ! substitutions d’ordre f et

fv

G ??;nl substitutions d’ordre ¢ : si d est le plus grand commun

(') Le théoréme est encore vrai quand u< 4 et qu'on suppose seulement G
transitif & trois degrés N, N— 1, N — u, 2 moins que G ne contienne un sous-
groupe invariant d’ordre f ou ¢ : la démonstration est presque identique.

Voir aussi notre Thése de doctorat, p. 58-8o.
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diviseur de G et f— 1, 3 celui de G et ¢ — 1, on aura, d’aprés le
théoréme II,

I I N—u
s Zur KXu(u—1) HK(u—1)(N—r)

/ —i f—1_¢—1
( >Nt v

Le théoréme résulte immédiatement de ces inégalités.

(4)

Tutorime V. — Si N = pf(f premier impair et premier a p)
et st 'ordre G d’un groupe G deux fois transitif a trois de-
grés de degré N et de classe N — u, ou, a fortiori le nombre
N(N —1)(N — u) est & o (mod f?), onau<f <f, d étant
le plus grand commun diviseur de G et f — 1, ou, a fortiori de
N(N—1)(N—u)etf—1.Deplus, siu>2, onad>ff uz2a,

et, enparticulier, onnepeut avoir f=3 quesi Gest =o (medg).

En effet, si, d’aprés la formule de MM. Mathieu et Sylow et le
lemme I,

G =fww'(af+1)
ou fv, est Pordre du groupe des substitutions de G échangeables
a une d’ordre f, et o ¥' divise f — 1, par suite le plus grand di-
viseur d de § et f — 1, G renferme ff_v',l substitutions d’ordre di-
visible par f, et, d’aprés le théoréme II,

1 N—u f—=5 ., f—,
P> T Ruu—1)  X(a—0(N=D " v = Fd’
d'ou
5) <L fd

f—l"f——l

Le théoréme en résulte de suite (*).

(') Pour un groupe quelconque transitif a trois degrés de classe N — 3 et de degré
N = f¢ ou pf, on obtient les théorémes analogues aux théorémes IV et V en re-
marquant que, si JC est I’ordre du groupe H des substitutions de G laissant une
méme lettre immobile, ) I'ordre d’un sous-groupe de’ G laissant deux lettres
immobiles, § =NJC, I = (pH +1)K, N=(pH +1)(gX +1) +1, avec
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Tutorime VI — Un groupe G deux fois transitif & trois
degrés, de degré N = o f (f premier impair et premier a p), de
classe N — u, d’ordre =£ o (mod f?), ne peut exister que pour
des valeurs de f et u limitées en fonction de p, a moins que G
ne soit d’ordre G multiple de% pf(ef —1)(pf—u), d étant le

plus grand commun diviseur de pu et pf — u, p(pf — 1) étant
divisible par u(u — 1), et u étant pair si p est pair.

En effet, considérons les valeurs de f telles que p < /fSpu.
D’aprés le théoréme I, u—1 divise pf — 1 et est premier & f.
u ne peut étre divisible par f que si u =8, avec 150 << p. Mais
8/ — 1 diviserait pf — 1, et 'on en conclurait

of —1=p(bf—1)=pbf—p Sf(f—1)

p—1=(pd—p)f avec p<f,

et

ce qui exige p.=1, § =p, alors que § < p : donc u est premiera f
et u(u—1) divise p(pf—1). Ceci a lieu encore a fortiori si
J>eu.
2
On en conclut 2 -P—_—F%——u
Si f<pu, cette inégalité donne

pPup+ut—u

p > o (voir notre Thése de doctorat, p. 68-70). G renferme

o[L__e%:i_]
I3 T ()

substitutions de classe N, et 'on a les formules

(4 bis) > f—}l .n -—fd_/l 08;1;
s S o Sfa
(5 bis) 2 << f—l_f—l

analogues 2 (4) et (5) et qui donnent mémes résultals qu’aux théorémes IV

et V. Notons encore que si N = pf, comme au théoréme V, et si v/ ou d est < 2,
on a

(5 ter) f<%p%i:
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et u est limité supérieurement en fonction de p. De méme pour f,
d’aprés fSou.

Soit f> ou : d’aprés MM. Mathieu et Sylow

G=sv(af+0)=of(of =D,
ou 3 divise pf — u. Posant
X =N—u, kQ@=kfv(af+1)=pf(of—1)(pf—u),

ona

kv=pu(modf), dou Av=pu-+If e I

v
©

On en ure

(pu—+If)(af +1) = p(of —1)(pf — u) = alft+ (I+apu)f+pu
=p3f2— lo’(u—i-l)f—i— ou

et
(6) (pP—al)f=p2(u+1)+1+apu.

Tous les termes du deuxiéme membre étant positifs, il faut
al<p? et,sil>o,

() S (u+r1)+pulpd—i1)+i1,

ce qui, joint  Pinégalité £ 24—

- ¥, donne une limite supérieure

de u et de f en fonction de p, quand !> o.
On en conclut que, sauf pour des valeurs de f et u limitées
supérieurement en fonction de p, il faut /=o, kv =pu, et k di-

viseur commun i pu et pf — u. C. Q. F. D.

Corollaire. — Si N=f, il faut (') G=/f(f—1)(f— u),
f—1=o[modu(u—1)]. De plus, si f=4h+3, il faut
w = 41+ 3; enfin, quel que soit f, on n’a pas f—:—' impair, ni
J—u=4l+ 2.

En effet, on a f> u et, d’aprés (6), l=o0, kv=1u, 8=1,
v=u, §=f(f—1)(f—u): u(u—1) divise f —1, d’aprés le

(') Un raisonnement presque identique a celui du théoréme: VI montrera qu’un
groupe G transitif & trois degrés, de degré premier f et de classe f—u, avec u<§,

est deux fois transitif, c’est-d-dire que le corollaire du théoréme VI lui est appli-
cable.
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théoréme I. Si f— u =4[+ 2, G contiendrait un sous-groupe
invariant d’ordre moitié moindre deux fois transitif a trois degrés,
lequel ne peut exister d’aprés ce qui précéde.

Enfin, soit

impair, et, par suite, « pair. On a
¢ =Jsu(af+1),

avec af + 1 impair. G renferme un sous-groupe d’ordre fu ren-
fermant un sous-groupe invariant d’ordre f, et une substitution

u
sous-groupe invariant G’ transitif et d’ordre moitié moindre

\ 1 . . . .
d’ordre u a cycles, qui est impaire. G renfermerait donc un

ff__l (f — u). Le groupe H’ des substitutions de G’ qui laissent

2
une méme lettre de G’ immobile permute une quelconque de ses

f

o . . — 1
J— 1 lettres, «, transitivement avec au moins — lettres, car le

groupe K’ des substitutions de I’ laissant « immobile est d’ordre
diviseur de f — u. H'ne pouvant étre transitif entre f — 1 lettres,
puisque J¢' n’est pas divisible par f— 1, « est permutée transiti-

Jf—1
2

lettres; K’ permutant transitivement les

f—1

2

vement par H' avec

J — u lettres qu’il déplace, il faut 2f— u—+ 1, ce qui est im-

possible d’apreés le corollaire II du théoréme I (la propriété sub-
siste si . = 2).

Remarque. — Nous nous contenterons de signaler qu’on peut
obtenir des théorémes analogues au théoréme VI quand N =p f?
ou N = f3 ( f premier impair, premier a » et > u) en s’appuyant
sur des théorémes connus (').

HI.

Nous signalerons l'application du théoréme I au cas oi
N=¢f+1(p et f premiers) avec «> 2. En particulier :

Sio=12,onau=3,f=6h+1, et G est de classe N — 3 et
de degré N.

(') Ann. Fac. Sc. Toulouse, 1896, A.17.
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Sio=3,0onau=4, f=4h+1, et Gest de classe N — 4 et
de degré N.

Dans ce dernier cas, le cas exceptionnel ot N =16 avec u =6,
que le corollaire I du théoréme I ne permet pas d’écarter, s’éli-
mine directement.

On peut encore faire application da théoréme I au cas ou
N =pf-+ 1 (f premier impair, o quelconque), avec > 2. En
particulier :

Si p=4, et N=4f+1, on a u=3 avec f=6h—1, ou
u=>5avec f=10h+1.

Les cas particuliersou N =13 avec © =3, N = 21 avec u =5,
N=13 avec u =4, N=121 avec u =6, N=45 avec u =112
s’éliminent directement.

Sip=6,etN=6f+1,onaouu=3,ouf=14k+1 avec
w=r.

Les cas particuliers ot N = 43 avec u =7, N = 31 avec u =6,
N =175 avec © = 3o s'éliminent directement.

Tutorkme VII. — Un groupe G deux fois transitif a trois
degrés de degréN = f2+1(f premier) et de classeN—u (u>2)
est tel que u=fr—+1, oit A= (2h +1)p (k> o), cest-a-dire
que p. est divisible par la plus haute puissance de 2 qui divise ).

et est < A. Donc G ne peut exister si A est puissance exacte
de 2.

Tuatorkme VIII. — Ur groupe G deux fois transitif a trois
degrés, de degré N = 2 f*+1 (f premier impair) et de classe
N —u(u>2), ne peut exister que st u=3.

Tutorime IX. — Un groupe G deux fois transitif a trois
degrés, de classe N — u= f*(f premier, u > 1) ne peut exis-
ter que si A est pair et = 2hy, et si N= fr+ fe4 1.

Tutorime X. — Dans un groupe G deux fois transitif &
trois degrés de classe N — u=fp (u >3, fet p premiers dif-
Sérents),ledegréNest fp -+ p+1,ou fp+f+1.Soita < f<p.
Siu=p+1, on a f+1=2", G=(fp+p+1)(fp+p)f
P+ diviseur de f(f +1) et divisible parf; siu = f+1,0n a
S+t diviseur de p+1, et G=o (modp) exige p+1=2amou
S diviseur de p — 1= 4h + 2.
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- Le corollaire I du théoréme I nous donﬁe de suite u =p +1
diviseur de f(f+1) avec p+1=0 (mod f) ou u=f+ di-
viseur de p + 1.

Premiercas: u=p—+1.0na3 =(fp+ p)K, avec K égal
a f,p ou fp, et H admet une répartition de ses lettres en f1
systémes de non-primitivité de p lettres, les p letires de H que K
laisse immobiles formant un systéme, Si alors % = o (mod f),
K contient une substitution d’ordre f, en sorte que K est transitif
entre les f systémes qu’il déplace. H opére entre les f+1 sys-
témes les substitutions d’un groupe deux fois transitif d’ordre
(f—+1)fn, avec n diviseur de p2, et de degré f+1. Ona p > f+1
etn =1, en sorte que (') f+ 1= 2™, Si K= o(mod p), Hcon-
tient un sous-groupe invariant d’ordre p?, car il opére entre les
S 1 systémes les substitutions d’un groupe transitif de degré
S+ 1 et d’ordre premier & p. Dés lors, G contiendrait au plus au-
tant de sous-groupes d'ordre p? que H a de transformés par les
substitutions de G, c'est-a-dire au plus fp+p +1 <p241:
G contiendrait (?) un sous-groupe invariant d’ordre p ou p? et
ne pourrait étre primitif. On n’a donc pas & = o (mod p).

Deuxiéme cas : u=jf+1. On a &= (fp + f) K, avec K
égal & f, p ou fp, et H admet une répartition de ses lettres en
p -+ 1 systémes de non-primitivité de f lettres, les flettres de H
que K laisse immobiles formant un systéme. Si alors X =o
(mod p), K est transitif entre p systémes, et H opére entre les
p 1 systémes un groupe de substitutions deux fois transitif
d’ordre (p +1)p8, avec 8 égal & 1, f ou J2, ce qui exige 8 divi-
sear de p —1, p+1=2"si =1, p=4h+ 3 avec f divi-
seurdep — 1 sif>1. c. Q. F. p.

Tatorime XI. — Ur groupe G deux fois transitif, de classe
2p (p premier impair > 3) a trois degrés est dedegré 2p + 3,
avec p =36k +17.

D’aprés le corollaire I du théoréme I, on a =3 diviseur de
p(p +1),0uu=p + 1 diviseurde 6. Dans ce dernier cas, p =5

(') JorpaN, J.de Math., 1872.
(?) Ann. Fac. Sc. Toulouse, 1896, A.6, corollaire II.

XXV. 4
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ct G serait de classe 10 =2.5 et de degré 16 =1+ 3.5 : on sait
que G ne peut exister. Dans le premier cas, si p =3, G est de
classe 6 et de degré g : on sait qu’il existe des groupes linéaires
deux fois transitifs & trois degrés de degré g et de classe 6. Soit
doncp>3; on a p+1=o0 (mod3), c’est-a-dire p=6h~h —1 :
étudions spécialement ce cas.

Ona g=(2p+3)3, 5 = (2p+2), et K divise 2 p.

Si & est pair, G contient un sous-groupe invariant G’ deux
fois transitif, d’ordre moilié moindre, qu’il nous suffit d’étudier.
Ou bien X = 2, et G est linéaire (') avec-2p + 3 =r™ (r pre-
mier); G’ contient un sous-groupe invariant M régulier, d'ordre
rm, formé de substitutions d’ordre r échangeables; M est inva-
riant dans G, qui est linéaire, et, par suite, G étant de classe
rm—3, on a rm—3 égal arm—rm' avec m'<<m, c’est-a-dire
r=3, 2p + 3 = 3™, ce qui est absurde, puisque p est premier
a 3. Ou bien X =2p, et G’ est lui-méme un groupe deux fois
transitif & trois degrés de degré 2p + 3, de classe 2p, d’ordre
G={(2p+3)(2p + 2)p qu'il nous suffira de considérer.

Nous n’avons donc plus & examiner que le cas ol & est impair
et égal a p.

On voit, comme au théoréme précédent, que H opére entre les
systémes de la répartition de ses lettres deux a deux qu’il admet,
les deux lettres de H laissées immobiles par K formant un sys-
téme, les substitutions d’un groupe H, deux fois transitif de de-
gré p—+1 etdordre 3, égal a (p+1)p ou (p+1).p.2. Si
3y =(p +1)p, il faut p+ 1 =2™, ce qui est absurde, puisque
p+1=6h.Si13,=(p+1).p.2,0n ne peutavoir p = 4h'+ 3,
sans quoi H, contiendrait un sous-groupe invariant d’ordre moitié
moindre deux fois transitif pour lequel on devrait encore avoir
p—+1=06~h=2".0Onen conclutp =6~ —1=4A'+1=12145.

Ce n’est pas tout : H, est un groupe deux fois transitif de classe
p — 1 et de degré p + 1, et ne peut exister () pour une foule de
valeurs de p+ 1. Ainsi, si p+ 1 est divisible par 3, mais non
par g, d’aprés (5ter) ou l'on prend f=3 il faur p =5,

(1) JorbaN, J. de Math., 1872.
(?) Voir notre Thése dc doctorat, p. 68-g8, et quelques-unes des propriétés
précédentes.
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¢=13.12.10, ce qui est impossible d’aprés le corollaire du

théoréme VI. Donc p + 1 =0 (mod 9), et p = 36k + 17.

C. Q. F. D.

Tukorkme XII. — Un groupe G deux fois transitif, & trois
degrés de classe N — u = p* (p premier impair) est de degré
N=p*+p+1,etp +1=2m

La démonstration sc fait en établissant que H doit éure iso-

by

morphe & un groupe deux fois transitif de degré p + 1 et d’ordre
(p+1)p-

1V.
APPLICATION DE CE QUI PRECEDE AU CAS ou u =3

D’aprés le théoréme I, N est impair et N(N — 1) == 0 (mod 6),
c’est-a-dire que N est de la forme 6k + 1 ou 6/ + 3.

D’aprés le corollaire du théoréme VI, si N est premier et im-
pair, il famt N=12h +get G = f(f— 1) (f—3).

La classe N — 3 ne peut étre de la forme fp, avec f<<p, et f
et p premiers, que si f= 2, en sorte que, d’aprés le théoréme XI,
p=36k—+17, N=r2k + 37.

Nous allons encore établir cette propriété.

Tutorime XIl. — La classe d’un groupe G deux fois tran-
sitif a trois degrés, de degré N premier, ne peut étre de la
Jorme 4p=N—3 (p premier impair) quesi l'on a N=48 h+.

En effet, on peut supposer p>3. L'ordre ¢ de G est
G=(4p+3)(4p + 2)4p, 4p—+2 ecst divisible par 3, ct
p=©6h—+1.

H est isomorphe a un groupe deux fois transitif H' d’ordre
H'=(2p+1)2p.8, de degré 2p + 1, formé par les substitutions
que H opére entre les syst¢tmes de la répartition de ses lettres
deux a deux qu’il admet, § divisant 4.

Si 8 <4, H contiendrait un sous-groupe inyariant d’ordrc

= 2%, ol est égal a 1 ou 2; d’aprésle lemme suivant, que nous

D &~
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nous contenterons d’énoncer ('), et qui permet de généraliser le
lemme 1 :

Lemme I11I. — Si un groupe M contient un sous-groupe inva-
riant P d’ordre p* (p premier), auquel cas I'ordre 91t de M est di-
visible par p?, 'ordre £ du sous-groupe L des substitutions de M

échangeables a toutes celles de P est £ = Q:}', ou p divise la quan-

tité p?— p ou la quantité (p? —1)(p*— p), suivant que P est
formé ou non des puissances d’une substitution d’ordre p2, H con-
tient un sous-groupe invariant d’ordre 29 formé de substitutions-
-échangeables a une d’ordre p, puisque p > 3, par suite une sub-
stitution impaire et de classe 4p + 2. G contiendrait ainsi un
groupe d’ordre moitié moindre transitif, qui ne peut exister (corol-
laire du théoréme VI). Donc 6 = 4.

Le sous-groupe K, des substitutions de H’ laissant une méme
lettre de H' immobile est d’ordre 8p et contient un sous-groupe
invariant d’ordre p, 4 moins que p =7 et que K, contienne un
sous-groupe invariant d’ordre 8 formé de substitutions échan-
geables. Dans ce dernier cas, on démontrera directement 'impos-
sibilité de I'existence de H'; dans le premier, I'ordre du groupe
des substitutions de H’ échangeai)les a une d’ordre p n’étant pas
divisible par 4, d’aprés le lemme I, on a p = 4A'+ 1, par suite
p=12l+1 et 4p+3=481+r. C. Q. F. D.

Enfin, nous allons déduire de ce qui précéde le théoréme sui-
vant :

Tatorime XIV. — Les groupes deux fois transitifs, a trois
degrés, de classe N —3 <100 et de degré N, sont tous de de-
grés 3w, a™ —1 ou 33.

Ce qui précéde permet, en effel, de montrer que ce théoréme
ne pourrait étre en défaut que pour les valeurs de N égales a 19,

(V) Sit=h,h,..., L2 sont les substitutions de P, T une substitution quel-
conque de M, on peut faire correspondrc a T la substitution
T — < hy, h,, cee
T-'A,T, T-'A,T, ves

entre les symboles A, Le lemme résulte de suite de la considération des substi-
tutions T’ : on peut V’étendre au cas out P est d’ordre p (i quelconque). -
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at, 39, 43, 43, 51, 55, 57, Gy, 69, 75, 87, 91, 93, 99, 103.

Cas ot N=3f(f premier impair) : N est un des nombres
21, 39, 51, 57, 69, 87, 93.

On appliquera un raisonnement analogue  celui que nous
allons faire pour N=a1=3.7. On a alors ¢ = 21.20., ou &
divise 18. Si & est pair, G renferme un sous-groupe invariant
d’ordre moitié moindre qui ne peut exister que s’il est de classe 18 :
il suffira de considérer ce dernier, c’est-a-dire le cas ou 9 est
impair et égal 3 3 ou g.

Si §=(7h+1)v.7 d'aprés la formule de MM. Mathieu et
Sylow, le nombre (74 1)6 des substitutions d’ordre 7 est mul-
tiple de 20K.

Sik =3, 7h+ 1=10), ot A divise 18; on voit de suite qu'il
v’y a aucun diviseur de 180 qui soit a la fois des formes 10} et
7h +1.

Si & =g, 7h +1=230%, ot A divise 18; on voit de suite qu’il
n’y a aucun diviseur de 540 qui soit a la fois des formes 30} et
7h -+ 1, sauf le nombre 540 lui-méme : on aurait y = 4o

Jox — 1
ce qui est impossible, d’aprés le théoréme V.

Cas oz N premier impair : N est un des nombres 19, 43, 67,
103. Ona ¢=N(N —1)(N—3).

On démontre I'impossibilité de existence du groupe H de
degré N — 1 et d’ordre (N — 1) (N — 3), lequel ne peut contenir
de substitution impaire.

Si N=19, H ne peut contenir de sous-groupe invariant d’ordre ¢
sans contenir (lemme IIT) une substitution d’ordre 2 échangeable
a toutes celles de ce sous-groupe, c'est-a-dire de classe 18, par
suite impaire, ce qui est impossible. Alors 3_99 ne possédant pas
de diviseur gk + 1, on peut trouver dans H deux sous-groupes
d’ordre g ayant deux a deux une substitution d’ordre 3 commune.
Le groupe dérivé de ces deux sous-groupes contiendrait une sub-
stitution d’ordre 2 'impaire, ce qui est impossible. On n’a donc
pas N=19.

Si N=43, H ne peut contenir un sous-groupe invariant
d’ordre 7 sans contenir (lemme I) une substitution d’ordre 7 et
de classe 42 échangeable a une d’ordre 5 et de classc 4o, ce qui



est impossible. On en conclut, en raisonnant comme, par exem-
ple, pour N=21 et & = 3, que si 3¢ = (7h +1)v.7, d’aprés la

formule de MM. Mathieu et Sylow, H renferme -:— Je substitutions

d’ordre 7, et que v = 2. Une substitution d’ordre 3 ne pouvant
étre échangeable a une d’ordre 7, le nombre des substitutions

d’ordre = o(mod 3) dans H est au moins (‘):;- J¢. Enfin H contient
13

5 42 J¢ substitutions d’ordre diviseur de 4o et de classe 4o ct il

.3 I 1 39 . ‘
faudralt; +3+ 3 7o < 1, ce qui est absurde.
Si N= 67, le nombre des substitutions d’ordre 11 de H est

multiple de 64 ; le nombre des sous-groupes d’ordre¢ 11 de H est

de la forme 11 A 41, avec £ > o, et divise 7 ce qui est contra-

dictoire, puisque f_f(’;_ n’a pas de diviseur 114 +1 de la forme
32 '

Si N =103, un raisonnement semblable est applicable au
nombre premier 17 diviseur de 102.

Cas ott N = 45 : G = 45.44., et 'on peut supposer K impair
et égal 4 3.7 ou 21. On voit que H ne pourrait exister que si
Je=1r1.12, et s’il renferme 12 sous-groupes d’ordre r1. H serait
donc isomorphe (2) holoédriquement 4 un groupe deux fois tran-
sitif d’ordre 11.12 et de degré 12, lequel ne peut exister.

Casou N=55:G=155.54.%.0na¢=(11h+1)v.11, avec.
vy=o0(mod 5) (théoréme V). D’autre part le nombre des sous-
groupes d’ordre 11 de G est 272, ol X divise 2.52 et est
> 1, alors qu’aucun des diviseurs de 54.52 de la forme 27 11 n'est
de laforme 114+ 1. On est donc conduit a une impossibilité.

Cas ot N=1735 : §=15.74.2; deux sous-groupes d’ordre 25 de
G n’ont d’autre substitution commune que l'unité et, d’aprés ne
formule connue, on a (3) ¢ =25v(1+ 25Ak), ol 1+ 25/ est le
nombre des sous-groupes d’ordre 25 de G. Ona 1+ 25k = 37},

(') Lemme I.
(%) W. Dyck, Mat. Ann., t. XX et XXII et notre Thése de doctorat.
(®) Ann, Fac. Sc. Toulouse, 1896, A.17.
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ol A divise 63¢, et 1+ 25k =3.74.8, d'ot & = o (mod 8). On
a d’ailleurs (') v > 1, d’olt &K = o (mod 24), et K égal & 24 ou 72.
Alors H renfermerait un sous-groupe d’ordre 37, et d’aprés le
lemme I le groupe des substitutions de H échangeable a une
d’ordre 37 serait multiple de 74.2 : il y aurait ainsi une substitu-
tion d’ordre 2 et de classe 72 échangeable & une d’ordre 37 et de
classe 74, ce qui est absurde.

Cas ot N=g91 : ¢ =91.90.3, ol I'on peut supposer & pair,
le cas ol A = 11 se traitant de la méme maniére : H divise
88=23%.11.0na gr=7.13, ¢ = (13hA—+1)v.13 d’apres la formule
de MM. Mathieu et Sylow; le nombre des substitutions d’ordre 13

étant multiple de (13h+1)12 et go X, on a 13k +1=15 ‘% ,
ot %S M\ est un diviseur de 7.88.6; 13k +1 est donc un des

nombres 15.176 ou 15.33 qui sont premiers & 7, ou un des
nombres 15.7 ou15.14.33.

Or v doit diviser (lemme I) 12.7, puisqu’une substitution de
classe << 91 ne peut étre échangeable 3 une d’ordre 13.

Dés lors, si 13h+1=15.7, X =12, G=(7l+1)7.V et
7+ 1 est multiple de 30.13 : on auraitv'< 2, ce qui est impos-
sible [théoréme V, formule (5)].

Si13h+1=15.14.33, v divise 12 et K est égal & 22 ou 44.
Quand X = 22, on ay =12, ce qui est impossible [théoréme V,
formule (5)]. Quand & = 44, 70+ 1 est multiple de 15.44 : on
aurait v'= 2, ce qui est impossible.

Si13h +1=15.33, on a & =22 : G ne peut exister (théo-
réme I1I).

Si13h+1=15.176, ona §=91.90.88 : H ne peut exister.
En effet, on sait (2) que 3¢ = gv,(1+9#A,). G ne renferme pas
de substitution impaire et de classe go, en sorte que le nombre
(1 + 944)8 de substitutions d’ordre diviseur de 9 est multiple de
88.2 et 14+ gh,=22], ou A divise 5.8 : aucun des nombres 22
n’étant de la forme 1 + g&,, H ne peut exister.

. 24 - s ..
1) Sans quoi G renfermerait —f (; substitutions d’ordre diviseur de 25, de
q 25 d

classe 75, ce qui est impossible (théoréme IT).
(?) Ann. Fac. Sc. Toulouse, 1893, D.17.
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Casou N=g9 : §=09.98.9, et g9 =9.11. Onapplique a 11

lc théoréme V.
Le théoréme XIV est ainsi complétement étabhi.



