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MÉMOIRES ET COMMUNICATIONS.

SUR LE PROBLÈME GÉNÉRAL DE LA DÉFORMATION DES SURFACES;

Par M. L. RAFFY.

1. Voici une proposition qui, malgré son étroite connexion
avec une propriété bien connue des lignes asymptotiques, ne
semble pas avoir été énoncée dans toute sa généralité :

Si les coordonnées de toutes les surfaces (S) qui admettent
un même élément linéaire sont définies par des équations
telles que

(ï) dxi = A,o?a -+- B^P, (t ==i,2,3),

où les A, et les B/ sont des fonctions déterminées de deux va-
riables a et p, de deux fonctions arbitraires y(a) et^(^) d^un
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seul argument chacune, ainsi que de leurs dérivées successives
en nombre limité, les lignes a === const. et [î==consl. sont les

asymptotiques de toute surface (S)*

En effet, considérons en particulier une surface (So) qui répond
à un choix déterminé des fonctions arbitraires

o ( a ) = = ( p o ( a ) , < K P ) = = ^ o ( P ) .

Si, dans les formules générales (i), nous donnons à ? une valeur
fixe Pô, d^ailleurs quelconque, nous obtenons une courbe (Co) de
la surface (So). Cette courbe est définie par les trois équations

^==A,[a,po;?o(a),. . . ;<^/o(Po),<^o(Po),.. . ,W )(Po)]^.

Cela posé, désignons par ̂  ([î) l'une quelconque des fonctions
de p qui satisfont aux n -4- i équations

+i (Po )=<MPo) , y i ( P o ) = + o ( P o ) , ..., WPo)^^^).

La surface (S<), obtenue en faisant dans les formules (i)

?(a)=?o(a) , < K P ) = < M P ) ,

est applicable sur la surface (So), puisqu'on suppose applicables
les unes sur les autres toutes les surfaces définies par ces formules,
quelles que soient les expressions attribuées aux fonctions <p et A.
Mais, à raison des conditions imposées à la fonction A< (?), la sur-
face (S<) passe par la courbe (Co) de la surface (So), comme on
le voit en donnant à ? la valeur fixe Ro- Dès lors, la surface (So)
pouvant être déformée sans que la courbe (Co) le soit, cette courbe
est, en vertu d\in théorème connu ( ^ ) , une asymptotique de la
surface (So). On prouverait de même que les lignes a == const.
sont aussi des asymptotiques (2).

(*) DARBOUX, Leçons sur la théorie des surfaces, t. III, p. 280.
(') Le raisonnement qui précède a plus de généralité que la proposition énon-

cée. Il prouve notamment la suivante : Si les formules

dx^ A;û?a-hB,o?p (î=i, ^,3),
où les A; et B, sont des fonctions déterminées de deux variables a et p, d^une
fonction arbitraire <j/(P), ainsi que de ses dérivées successives en nombre
limité, définissent des surfaces toutes applicables les unes sur les autres, les
lignes ? == const. sont des asymptotiques pour chacune de ces surfaces.
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2. Comme exemples de ce théorème, je citerai les diverses sur-

faces (à courbure totale différente de zéro) dont on connaît toutes
les déformations, successivement découvertes par M. Weingarten
ou déduites de ses travaux par M. Goursat(4). Dans tous ces cas,
en effet, les coordonnées des surfaces cherchées (S) sont déter-
minées par des formules pareilles à celles qui figurent dans
Fénoncé ci-dessus; et M. Goursat, en étudiant la transformation
imaginée par M. Weingarten, a implicitement établi que les va-
riables a et p sont les paramètres des lignes asymptotiques des
surfaces (S).

On voit que, quand un problème de déformation comporte une
solution complète du type défini par Renoncé de notre théorème,
c'est à leurs asymptotiques qu'il faut rapporter les surfaces cher-
chées pour que les différentielles de leurs coordonnées prennent
la forme dont il s'agit. Ceci suggère, pour traiter les questions
d'applicabilité, deux procédés généraux, inverses l'un de l'autre,
que nous emploierons successivement pour retrouver les beaux
résultats qui viennent d'être rappelés.

3. Premier procédé. — Partons des formules par lesquelles
M. Leiieuvre (2) a exprimé les différentielles des coordonnées
d'une surface au moyen des paramètres a et [i de ses asympto-
tiques :

dx = ( M N a — NMa) rfa— (MNp - NMp)rf(î,
(2) dy = (NLa - LNa) da - (NLp — LNp) ̂ ,

dz = (LMa —MLa) doc — (LMp — MLp) d^.

Les fonctions L, M, N sont trois solutions quelconques (linéaire-
ment indépendantes) d'une même équation

< 3 ^ ;^=P(^)-
Si l'on représente par

(4) ds^ = Ei d^ -+- îFi dy. d^ + Gid^

( * ) Sur un théorème de M. Weingarten et sur la théorie des surfaces appli-
cables {Annales delà Faculté des Sciences de Toulouse, t. V, 1892).

(2) Bulletin des Sciences mathématiques, t. XII,, p. 126.
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rëlément linéaire des surfaces (2) , on trouve aisément

El=(L24-M2+N2)(LÏ+Ma 2 +Na 2 ) - (LLa4-MMa4-NNa) 2 .

(5) - ^ (^^^^^(LaLp+MaMp+NaNp)
— (LLa 4- MMa + NNa) (LL^ + MMp -4- NNp),

.Gl=(L2+M2-^-N2)(L^+.Mp2+Np2)--(LLp+M.Mp4-NNp)2 .

Nous allons former trois fonctions L, M, N vérifiant une équa-
tion (3), telles en outre que les relations (2) rentrent dans le type
qui nous occupe et définissent des surfaces foules applicibles les
unes sur les autres. A cet effet, nous poserons

.L^[(a-0^(P-.^],

(6) • 2M= /î[(a24-i)^+(^+i)^-],

'^^•(-â-^)'
en désignant par F la solution la plus générale de l'équation

(7) àîv'— v(v)
w / àïà^ (a- jâ)^

où ̂ \v) est ^ dérivée d'une fonction provisoirement indéterminée
de v. Moyennant Phypothèse faite sur p, on vérifie sans difficulté
les relations

i à^L _ i à^M __ i ()2N V ( v )
L 5a'5p ~ M àï^ ~ N 5o^ == (aT^^ •

Je dis maintenant que, la fonction ^ une fois choisie, d'une ma-
nière quelconque d'ailleurs, toutes les surfaces correspondantes
ont même élément linéaire. En effet, les formules (6) donnent
immédiatement

W L'2 + M2-+-N2 :-= 9/TCT,

en introduisant la fonction auxiliaire

(q) n^i31^)!^-.
•2 <)a i)^
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Dès lors. on a sans calcul

(10)
[ LLa + MMa •+• 1NNa = i—>] oa
\

ÔV5

aï

( 1 f f •HII•^lrf •HT11T' • v^LLp-+-MMp-4-NNp === Ï , Q - .

Différentiant les formules (6) en ayant égard à l'équation (7),
on trouve après réductions

^"••^•-^^-(•-^^-(S']'
L,.̂ »,.=4(.-p),̂ -̂.)̂ -̂ y],

(ii)
- , , , ,,,,,, .,,..-, . ( a — Q y r y v à î v / à^v V]
L.Lp+MaMp+N«Np=t^——^[^^(^)J

[. Q\/^p ^2(; ^v à^-vX àv àv~\
-l ^~y\^à^~àïà^)^àià^]

Au moyen des relations (8), (g), (10) et (n) on peut calculer
les seconds membres des identités (5). Il convient, pour faire dis-
paraître des résultats les trois dérivées secondes de v^ de les ex-
primer en fonction de ^'(^O et ^^ deux dérivées premières de CT,
ce que permettent les équations (7 ) et (9). On trouve ainsi

/ors à^V /àvV
Ei=(—--- ' 4 - 2 T î r ( — ,

\ ày. av. / \ àa /

- /àxs (MA /ÔT3 à^\ àv àv
^-(^-^A^-jp^^da^'
„ /ans à^y /àvyG•=(5p-^) ^(op)-

Tl suffît alors de faire CT — ^ == H P01111 arriver à Pélément li-
néaire

dsî = du2 -4-2[M-}-^(^)] ̂ 2?

dont la forme montre que toutes les surfaces correspondant à
une même fonction A ( ^ ) sont applicables les unes sur les autres.

Enfin, il est bien évident que les différentielles (2) rentreront
dans le type (i) défini par notre théorème, si l'intégrale générale
v de l'équation (7) admet la forme analytique des fonctions A,
et B/. C'est ce qui aura lieu, d'après une théorie générale due
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à M. Moutard, si l'on prend

,, ' m(î—m) - , , , .
^(p)±= a î (w=o,±i,±2, ...),

et aussi, en vertu d'une remarque faite par M. Weingarten, dans
le cas où

îv

^(v) = nv -+• pe n,

quelles que soient les deux constantes arbitraires n et p . (On voit
que, quand ^ est proportionnel à v2, les trois fonctions L, M et N
sont des solutions de l'équation qui définit v).

4. Second procédé. — M. Darboux a montré (1) que les coor-
données curvilignes u, v des points d'une surface d'élément li-
néaire

(4 Y ds^ = E du^ -h aF du dv -t- G dv2

sont définies comme fonctions des paramètres a et ? des lignes
asymptotiques par les deux équations suivantes :

u, àîu 1 r^àlosk ^àE -àF ^àE\ au au2H2-^-^ -+- (îH2——"- +G-r- —2F— •+-F^- ) — -^av. à^ \ au au au àv / av. àf
/ ^log^ àE àG\ /au àv au àv\

+ ( H - ^ + G ^ ~ ^àu)^^ ^ à ^ ô i )
/ ^à¥ ^àG -àG\ àv àv

-h (2 G—— — • G T - - — F — — - r - - r Q - = = 0 ,\ àv au àv / ày. ày

TT, ^v l it,^1^ ^àG ^à¥ -àG\àvàv2H2-—-5. + (aH1—— H-E—-—2F-—+F— ) T- ^0ày. à^ \ àv àv àv au / àa, àf

_ , ( ^à\^k àG r,àE\/àu àv au àv\+ ( , H ~ ^ ^ + E ^ ~ " ^ A ^ ^ ^ ^ ^
/ _<)F -àE _^E\ au au- h f a E j - — E — — F — - — - T Q = O ,
\ au àv au/ àa. àf

où l'on a posé, pour abréger,

Hî=EG-F2, Â:=A/——,y Ki Kî

R, et Ra étant les rayons de courbure principaux.
Quand on a trouvé une solution (a, v) de ce système, on a vir-

(*) Leçons sur la théorie des sur'facesf t. III, p. 290.
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tuellement déterminé une sarface (à la position et à une symétrie
près) qui admet l'élément linéaire considéré. Mais, pour connaître
les différentielles de ses coordonnées, il faut encore intégrer deux
équations de Riccati.

Examinons l'élément linéaire pour lequel on a

E = = r , F=o, G=i\u-i-^(v)]
et, par suite,

H-G, .̂

Les équations générales (12) deviennent alors

(13) à2u _ ^(ç>) /au ^ au à^\ __ i ait au àv àv _
ày.à^ î(u-{-^) \ày. à^ ' à^ à^) M -+ -<^^ad>p~"5a^ = = o î

(14) àîv — ^(p) àv.àv, ^.
à^à^ î(u-}-^) àa. à^ "" 0'

Tel est le système que nous allons intégrer. Pour éliminer u, nous
poserons

05) m= u-^-^(v).

L'équation (i4) s'écrit alors
/ .y ^ ^8
(l4) CT == •- ——r,

^ ^

et la précédente devient

(^V r,^210^? àï^ ' ' V / , à\OgVJ , Ô\OSV5\(I3) ^~à^^à^^^^ï(^^^+^^)=o'
Si maintenant on élimine CT entre ces deux équations, on trouve,

tous calculs faits,

c6' s^"^-^-
De celte équation, intégrée par Liouville, on tire

(I7) f^)^ (A-B)^

en désignant par A et B deux fonctions arbitraires, l'une de a,
l'autre de p- Ce résultat, rapproché des relations ( i4) et (i5),
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donne
/ O N ,</ ^ i ( A — B ) 2 àv àv(18) ^=^(.)^L-^^.

Toutes les solutions du système (i3) e t ( i4) appartiennent donc
au système (17) et (18). Pour établir la réciproque, remarquons
que, si l'on pose

_ A'B'
^"~~ (A^US^

d'où résultent, pour les équations (17) et (18), les formes sui-
vantes

(17)' 5%=^)'

08)' ^(^-.^),

l'équation ( i4 ) est vérifiée d'elle-même. Quant à l'équation (i3),
il suffit d'y substituer les dérivées u^y u^ ù'y^ tirées de l'équation
(18)', en ayant égard à la relation (17)', pour voir que son premier
membre contient en facteur l'expression

à2 Iog{ji
da^ 2p.,

qui est nulle, diaprés la définition de a.
Ainsi, nous avons fait dépendre de Inéquation (17), ou de

Inéquation (7) qui n'a pas moins de généralité, le problème qui
consiste à rapporter Félément linéaire proposé

dsî = du^ -+• 2 [ u 4- <K P)] dv2

aux paramètres des lignes asymptotiques des surfaces qui l^admel-
tent. C'est ce qui se fera par rintermédiaire de la formule

(y.— 0)2
u 4- <KP) == -——-^— v^v'^

v étant l'intégrale générale de l'équation (7). On retrouve ainsi
l'élément linéaire (4), défini par les relations (5), (6) et (7).
Les surfaces correspondantes sont déterminées par les formules
(2), ce qui nous dispense de former et d'intégrer les deux équa-
tions de Riccali dont i l a été question plus haut.
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8. Il n'est peut-être pas sans intérêt de rapprocher les deux
procédés que nous venons d'appliquer et de présenter quelques
remarques sur leur mode d'emploi.

Revenons aux formules (a). Désignons par a et b deux fonctions
arbitraires, l'une de a, l'autre de p, par a/i et bn leurs dérivées res-
pectives d'ordre n et supposons que L, M, N soient des fonctions
connues des arguments

a, p; a, b\ ai, bi\ a^ 62; ^ni bn

et de ceux-là seulement. Par hypothèse, tous les éléments linéaires

(4) ^s2==Ei ^-t-aFi^aâ^+Gi^

qui différent les uns des autres par le choix des fonctions a et &,
peuvent être ramenés à la même forme

( 4 / ds^ == E du2 -+- 2 F du dv -\- G ̂ 2,

où E, F, G sont des fonctions déterminées des deux variables in-
dépendantes u et (\ Laissant de côté le cas des surfaces à cour-
bure totale constante, nous allons exprimer H et v en a et P.

Égalant les courbures totales des deux éléments linéaires (4)'
et (4)5 nous aurons une première équation finie

(19) [/î^k^^'^L^-M^W-

On en obtiendra une seconde en égalant l'un des paramètres diffé-
rentiels dek(u,v) au paramètre correspondant de (l^+M-'+N2)'"1.
Celte seconde équation

(20) l(u,v)=-)ii(a^\

jointe à la précédente, déterminera les fonctions u et ^, dont le
calcul n'exigera aucune intégration.

Cette conclusion ne tombe en défaut que quand tous les para-
mètres différentiels de k sont des fonctions de À', c'est-à-dire dans
le cas des surfaces de révolution. Mais alors l'élément linéaire (4)
pouvant s^écrire

J T a / n . T T a l ads^= du^+Wdv^,
la formule connue

k=
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donnera u en fonction de À-, et, par suite, de a et (3. Pour déter-
miner ç», il suffit de recourir à l'identité

^ds^—du.1 ,
——U———=^-

Ayant exprimé le premier membre en a et j3, on sera ramené à
l'intégration d'une différentielle exacte. Si l'on a égard à la rela-
tion (19), on voit que u dépend des mêmes arguments (sans plus)
que L, M, N, et que les dérivées partielles v'^ Va dépendent en
outre des dérivées a,̂  et bn+f

6. Dans le cas général, il semble que le second membre de l'é-
quation (20) contienne, d'après sa loi de formation, des dérivées
dr, br d'ordre supérieur à n, et que, par suite, l'une au moins
des fonction^ u et v dépende de ces dérivées d'ordre r. Nous
allons montrer qu'il n'en est rien : les seuls arguments dont
puissent dépendre u et v sont ceux qui concourent à former L,
M ^ N .

En effet, d'après nos hypothèses, les coefficients E<, F<, G< de
l'élément linéaire (4) ne contiennent les dérivées de a et b que
jusqu'à l'ordre n + i inclusivement. Si donc r est supérieur à n^
ils doivent être, en particulier, indépendants de ar^.\ et de ^r+t.
Supposons maintenant que l'on ait

u == u(ar, br, ...), v == v(a^ br, . . . ) .

Nous tirons de là

, ( O U T- \ 1 / OU , TT \ »Qdu == t j— a,.-+-i -(- Lii J û?a 4- l „- br-^\ -+- Ug j ap,

dv == ( Ê; ar^ + vl) dsc + (à; b^i + v2) ̂

les fonctions Ui, Ua, V^ , Va ne dépendant ni de a^, ni de fcr+i-
Substituons ces différentielles dans l'élément linéaire (4/ et ex-
primons qu'il est indépendant de a^ et de &r+o en nous soave-
nant que E, F et G n'en dépendent pas. Le coefficient E< est un
trinôme du second degré en Or+i ; d'où les deux équations

- (au Y - au àv ^ I àv YE( T~) 4 -2P—— — +G ( T- ) ==o,\àar/ oa,. ^o'r \àa,.J

EUi^+l<Yv^+lJ^)+GV,^ =o.
oa,. \ àa,. i)a,./ àa,
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Le coefficient F< est, bilinéaire en a^^ et h,.^ ', d'où les trois

équations

au au / Ou <)c an ôv \ àv àv
àa^ ah,. \àai. àb,. ôb,. Oa^/ ôa,. Oh,. î

au — /-„ au -- ()r \ ^ - - f)p
^Ja;.̂ ,̂̂ 2 .̂) +GV2jo;= 0-

E U . ^ + F fv. ̂  + U , ^ ) - GV, ^ - o.
Obr \ ()^r ^v! àb,.

Le coefficient G^ est un trinôme du second degré en br+\ ; d 'où
les deux équations

_ / àu\2 _ ()?< àv ., / O'P \ 2

^J --2F^^-{-G(^) ==05
/ / au \2 au àv / àv \ 2

\àb~,) ~^~fl W,. ôbr^ ['^r)

( E U ^ + F f v ^ + U ^ - U G V ^ - o .
\ àbr \ àbr àb , . i àb,.

Des sept équations ci-dessus, détachons la première de chaque
groupe. Nous obtenons trois relations linéaires et homogènes en
E, F, G, dont le déterminant est

/ 'l^L -CA1 -_ .̂ <)v\ï'
\à€i,- ôb,. àbr àUf/

Ce déterminant doit être nul.

Soit d'abord — -7— -yé o. On auradar àb,. /

àv ^ au àv . ou
-— r== À -— ? —— À —— •
va,, dar d0r àbf.

Les trois équations considérées se réduisent à une, savoir

E 4- a F X + G).2- o.

Les quatre équations restantes se réduisent à deux

U i ( E 4 - X F ) + V i ( F + X G ) = - - o ,
U2(E -^ X F ) 4- V2(F+ X G ) == o,

qui, rapprochées de la précédente, ainsi écrite,

(E- i -^F)-}-X(F + X G ) =o,
entraînententraînent

et, par suite,
V i - X U i , V . 2 = X U , ,

dv -=3. \ du.
xxii. 9
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Ainsi v serait fonction de Uy ce qui ne se peut.
c • • au au ', . . àvboit maintenant -„- = o, avec j— 7^ o, ce qui cxi^e -.- =r o.àbr àa, / / 1 & c^,.
Les trois équations considérées se réduisent à une

17 ( àu ^2-.- v àu àv r l àv Yh ( ~)— ) -+- aF 3— ^— -+- G ( -— ) == o.\oa,./ àdr àdr \àarl

Les quatre équations restantes se réduisent à deux

ujE^+F^)+V.(F^+G-^)=o,\ àdr àa,./ \ àa,. àdr) 7

V, (E011 +F^ )+vJF d M +G^)= o.
\ àdr àa,./ \ àar àa,. /

Rapprochons de chacune d^elles la précédente, ainsi écrite,

au ( au àv \ àv ( au àv \
àa-, [Eàa;.~}~^àa~,) + àa, {¥ àa, ̂  G àa,) == 0;

nous trouvons immédiatement

àv au àv auU, — — V, ,— = o, Uî -,— — Va — = o.
àa, àa, àa, àa,

On en conclut
.. au au
ul==lA15a;? V2=^^
,r àv àvvl=lx•^' V2='A2^•

De là résulte
du= j- [(a,+i-{- p.^)o?a-4- ^2û??L

^ == ̂  ̂ a/'+l 4' IA1 )û?a + tJL2 ̂  1 -

Ainsi v serait fonction de u ou se réduirait à une constante,
conclusions également inacceptables.

Supposons enfin ̂  == ^- = o, c'est-à-dire ^ indépendant de

Or et de &,.. Les trois équations considérées se réduisent à deux

p àv àv
CT -,— == 0, G-,- == 0.

oa,. àbr

On voit que, si G n^est pas nul,<> devra, comme u, être indé-
pendant de a, et de &^.
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Si G == o, les quatre équations restantes deviennent

".s". <". ".,— ",̂ ,,,
abstraction faite du facteur F, que l'on ne peut supposer nul sans
réduire l'élément linéaire à un carré parfait. Or U, et Us ne peu-
vent pas être nuls tous les deux, car alors u serait constant. On a
donc

àv _ àv
àar ~~ àb'r ~ oî

ce qui montre que v est indépendant de Or et de br.

7. D'après la proposition que nous venons d'établir, si les déri-
vées de l'ordre le plus élevé de a et de h qui figurent dans L M
et N sont celles de l'ordre n, fes fonctions u et v ne contiendront
pas de dérivée d'ordre plus élevé. Mais il peut arriver que l'une
d'elles ne dépende ni de a.n, ni de b,^ ou que chacune d'elles ne
dépende que de l'une de ces deux dérivées.

Pour étudier ces cas particuliers, revenons aux équations ( la) ,
que nous écrirons ainsi :

(12/

àîH . p ^ au /au àv au ôv \ àv àv
à^^~1 àa ^ • x \àa à^ ̂ ^ ai) ~+~K ^S?" 0 '

-àîv ^, P àu àu , n (àu à^ au àv\ _ àv àv
àoLà^'1 ̂  ^ • ^ l Y 5 a ? p 4 " ^ ^ / +Rl^^ =0'

ce qui définit suffisamment la signification des lettres P, Q R
Pi, Qi et R < . Je dis que si les dérivées de u ou de v manquent
dans l'une de ées équations, Isolément linéaire (4)' convient n
des surfaces réglées.

Supposons, par exemple, les coefficients P^ et Q, nuls, ce qui
entraîne les deux équations

( P } ^à¥ F^ P^\1 l ) 2 h —— — tL-^~ — F — ==0,
au àv au

(Q.) H.^+E^-F^o.
au au àv

La première peut s'écrire

à v/Ë _ à F
àv ~ ~àu ̂  '
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On en déduit
/r — àt F _ ()f
"^ TE ~ ^

en introduisant une fonction auxiliaire / de u et de v. Alors Félé-
mcnt linéaire proposé

/ .— p \ 2 TÎ2( 4 y ^2 == {v/E ̂  4- — ̂  i + -„- ̂ 2

\ /E / î^
prend la forme

H 2
ds^ = dt^ + — rfp2.h*

Or, en éliminant la dérivée E^, entre les équations (Pi ) et '(Q<),
on trouve

ô , kW IÏ2 V ( p )
^^-E--0 ' E---A:-'

ce qui permet d7 écrire
dv^ds2 == dt2 -4- -,J- ?

résultat strictement équivalent à la forme canonique

ds^ = o?r2 -}-(lt2 -{- mt + n) dv\

de l'élément linéaire des surfaces réglées. En effet, pour le type

<^2== d^-{- G2 dv\,

le paramètre k est déterminé par la relation connue

-i-
Dans Fexemple actuel, Â'2 est égal à C~4. On a donc

CCÎ.==^,
d'où Pon tire

I ^C2 „ ,2 p ^ , 1^-^-=CQ^C< =C, +^.

Différen fions par rapport à t\ nous trouvons

î à^C^ ^ ( ^ i \
S-^-^^^-^^0 '

Ainsi C2 est bien un trinôme du second degré en t, ce qui dé-
montre la proposition. {Asuivre.}


