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DEMONSTRATION DES FORMULES FONDAMENTALES DE LA PERIMORPHIE
ET DES FORMULES DE GODAZZI;

Par M. Bavitrann.

Les formules que nous allons établir ne différent pas, au fond,
de celles qui ont été données par Ribaucour ('), et qui consli-
tuent la base de la méthode a laquelle il a donné le nom de péri-
morphie. Mais la démonstration de nos formules est plus simple,
ct la signification géométrique des éléments qui y figurent plus.
évidente. Elles conduisent immédiatement, et sous une forme
trés avanlageuse, aux formules de Codazzi.

Etant donnés une courbe gauche (c¢) et un point M sur cette
courbe, menons au point M le triédre formé par la tangente Mz,
la normale principale My et la binormale Mz, ou triédre princi-
pal. On passe de la position Mz)'s & une position infiniment voi-

sine par une translation s et par une rotation dont les compo-
ds ds

sanles sont — ==, 0, —» o et r désignant les rayons de courbure
ct de torsion de la courbe (¢) au point M. Si x, y, 5 désignent
les coordonnées d’un point quelconque P de 'espace par rapport
au triedre principal, on a les formules (2)

la caractéristique & se rapportant au déplacement absolu du
point P, la caractéristique d au déplacement relatif.

(') Etude sur les élassoides (Mémoires couronnés, publiés par I’Académie des
Sciences de Belgique; 1881). — (Journal de Matheématiques pures et appli-
quées; 1891).

(*) Ces formules sont trés connues. M. Cesaro en a fait un cmploi systéma-
tique dans I'étude intrinséque des courbes gauches et les a étendues & I'hyper-
espace (Annali di Matematica; 1887. — Rendiconti, della R. Accademia dei
Lincei; 188g). — Voir aussi le travail de M. RouqQuET, Sur les formules fonda-
mentales de la théorie des courbes gauches (Mémoires de I’Académie des
Sciences de Toulouse).
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Si, au licu duTtri¢dre principal, on considére le triedre formé

par la tangente Mz et par deux droites My, Mz, situées dans le

plan normal, la droite My étant inclinée d’un angle 0 sur la bi-
normale, on a les formules

8r = dr + ds + %(z sin0 — y cos0) ds,

(2) 8y=dy+xc:50ds -—‘z<0'—l-l‘) ds,

3 =dzs 4y (0'— ;) ds — “;“"ds.

Passons aux éléments du second ordre. Les formules (1) don-
nent aisément

8’z=d’x+d’s—yd-‘-if_ .l.<'7_"+ f) dsz_,‘d.};ds,

P pAp 7
(3) 82y=d?y+zd£i§+zdd—:—-y<§i+rl,>ds’+').djpds+2dzrdss
\ 32z =d2z -—ydii;*%<§+ §> ds? — 2d{ds,
et les formules (2) les suivantes :
| sin0 ds cosOds

Rz =d?xz+dis+zd 5 —yd S

(0 — 1 H_K‘zz—e-&(sinﬂdz—cosﬂdy,
r P

8‘2_y=d2y+xdcosgds ——zd(()’— }) ds
(4) A« ;
-+ SlLOH,_.Ki}/_'_ EM _.2<0'___ l> dzds’
P P r
3z =dz +yd<0'—%> ds+zxd

+°°P5°11_K:z+z(0'—;)dyds_“’“’“'“0,

e

sin® ds

ou l'on a posé

1

‘ H==x <0’— ,> ds? + é(ysine + 3z cosV) ds?,

(5)
P
P r

Considérons maintenant une surface de référence (s) qui, rap-
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portéc a deux systémes de courbes orthogonales, admet poar élé-
ment linéaire ,
dst= f2du?+ g? do?.

Considérons le triédre principal formé par la normale a la sur-
face Oz et par les tangentes Oz et Oy aux courbes («) et (v), et
soient z, y, 5 les coordonnées d’un point quelconque P de I'es-
pace par rapport a ce tri¢dre. Lorsqu’on passe de la position O zy s
a une position infiniment voisine O'z'y'z', on a les formules

‘ S =dr + g dv+ g—(zsinf),——ycnsel)gdv—f— [z(()’—-:—_) ycosﬁ]f]
o1
6) ( Sy =dy+fdu+ (ﬁ/———)]gdv+—(zsmﬁ-—yeosﬁ)_/du,

| sin ( s
8z =dz +[_y(f)’————)—m]gdv—l—[quo—x(O’——)J/du.
ry P1 P r

On les obtient en appliquant les formules (2) a deux déplace-
ments successifs effectués suivant (u) et (¢); p, et r, désignent
les rayons de courbure et de torsion de la courbe («), 6§, 'angle

[.z' cos
o1

de son plan osculateur avec le plan tangent a la surface; o, 7, §
ont la méme signification pour la courbe (¢).
Nons poserons

2] 2y "1
(7) ¢ .
( N — fcos(), Q:fsmﬁ, N :f<0' ._l)
? P r

Les six quantités M, N, P, Q, R, S ont une signification géo-
métrique bien connue, et les f01 mules (6) s’écrivent alors

ox =dr + gdv+ 3(Pdv~+ Sdu)—y(Mdv + Nduw),
(8) Sy =dy + fdu+x(Mdv+ Ndu)— 3( Rdv+ Qdu),
83 = ds +y(Rdv+Qdu)—ax( Ldo+S du).
Les conditions de fixité du point x, y, s dans I’espace sont
données par les six relations

‘gf+Sz———Ny=0, %+g+l’z—My=o,
(9) ,"»7+f+NJ-_Q,,_o, gZ-{-Mz‘-—R:.zo,

dv

1 9z 93
(J—-{-Q}——S.I‘—-o Pl + Ry - Pur=o,
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et celles de la direction ¢, m, n par les relations

do_zi+57l—N”l:°’ % +Pn—Mm=o,
(10) Q'_I+NI—Qn—_—0. O,—n—G—Ml—ano,

Ju ov

on

bT‘A—Q(n—S/:o, 3—?4—“»1——]’1 = o.
Pour exprimer les conditions d’invariabilité d’une droite, il faut
joindre aux conditions d’invariabilité de sa direction celles de
la fixité d’un de ses points. Si la droite
I
X—ar Y—» _ Z7Z—z

{ m n

est donnée par ses six coordonnées
l, m, n, l'=ny—ms, m=1lz—nx, n=mx—ly,

il faut joindre aux relations (10) les relations qui expriment la
fixité du vecteur 'y m', n'.

Le plan
lr+~my+nz—p=o

sera fixe dans I'espace, si aux conditions (10) on ajoute les rela-

tions
/A mf, _QP =

o =&

Exprimons que les dérivées de I/, m, n fournies par les rela-
tions (10) satisfont aux conditions d’intégrabilité

ddl 9 dl .
oy ou  ou op’ B

on obtient ainsi les relations

oM oN
T)E_J—v + PQ —RS =o,
oP 9S8

(11) T " o +~RN—QM =o,
JoR 0

X L SM—DPN=o.
on dV'SM PN=o
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Opérant de méme sar les dérivées de x, y, 5 tirées des équa-
tions (g) et tenant compte de (i1), on trouve

(1) M——_—-}g‘g, N:—_:’:f—){, Rf+Sg=o.
Ce sont les formules de Codazzi (*).

Pour faire une application des formules précédentes, prenons
la représentation sphérique de la surface de référence.

Par un point fixe O de I'espace, menons une paralléle a la nor-
male 4 la surface au point M, paralléle sur laquelle nous prenons .
une longueur constante OP — a. Les formules (8) nous donnent
pour les coordonnées z, y, z du point P

sz =a(Pdv+Sdu), 8y=—a(Rdv+Qdu), Sz =o;
d’ou, pour I'élément linéaire de la représentation sphérique,
- (13) ds?=a2(Pdv +Sdu)+ a?(Rdv +Qdu).

Le systéme orthogonal de la surface de référence admeltra,
comme représentation ‘sphérique, un systéme orthogonal si
R =0, S=o0, ce qui donne les lignes de courbure; ou bien si
P =0, Q =o0, ce qui donne les surfaces minima; et il est bien
évident que ce sont les seuls cas ol cela puisse avoir lieu.

Si les lignes (u) et (¢) sont les lignes de courbure de la sur-
face (S), I'expression (13) devient

o o (82d*  frdu?\ _ . /cos?a sin’a
d:r_a< R + "R >-a ds <_—R';’ + g7 )’

a désignant 'angle que fait la courbe considérée avec la courbe (ir).
On voit que la ligne définie par la velation

cos2q sin2a I
K? Rz T a?

(') Copazzi, Mémoires presentcs par divers savants a ['Academie des
Sciences; 1882.

O. BonNET, Mcmoire sur la théorie des surfaces applicables sur une swrface
donnée ( Journal de I'Ecole Polytechnique; 1867).

Sur les formules fondamentales de la périmorphie on peut consuller, outre les
Mémoires de Ribaucour, les Legons sur la theorie des surfaces, de M. Darhoux,
ct le Tome VII du Traite d’Analyse de M. Launrent.
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est égale en arc a sa représentation sphérique. On voit encore que
la représentation sphérique d’une surface minima réalise un tracé
géographique de la surface sur la sphére.

angle une courbe ave représentation sphérique es

L’angle V d’ be avec sa rep tation spl t
donné par la formule

1 1
—— = du dy
<n, n)fg
tangVe=ck — - — .
i Sfrdu L& dv?
R R,

Cette relation, nouvelle croyons-nous, montre que, par chaque
point d'une surface, passent quatre lignes faisant un angle donné
avec leur représentation sphérique. Ces quatre lignes sont Loutes
réelles ou toutes imaginaires. Il n’y a d’exceplion que si

frdur  grde
R TR,

= o0,

ce qui correspond aux lignes asymplotiques; et 'on voit que la
représentation sphérique d’une ligne asymptotique est perpendi-
cilaire a cette ligne, propriété bien connue.



