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Dérivées successives d’une puissance entiére d’une fonction
d’une variable, dérivées successives d’une fonction de
Jonction et application & la détermination des nombres de
Bernoulli; par M. pe Presie (1).

(Séance du 4 juillet 1888.)

1. Rappel de la formule donnant les dérivées successives
d’un produit de fonctions d’une variable. — Soient a, b,
¢y «.., k nfonctions d’une variable z; on a, d’aprés une formule
connue, '

!
- 3 D,,za D,le) e Dp‘/(;

m
(1) Duy=x(a.b.c...k)=Zd.e.. gW——

dans cette formule
p+q+...+t=m;

d,e, ..., g sont les fonctions dont les dérivées ne figurent pas
dans le terme considéré.

2. Dérivées successives d’une puissance entiére d’une fonc-
tion d’une variable. — Supposons les fonctions a, b, ¢, ..., k
identiques entre elles. Soit « leur valeur commune : nous aurons

o m' s /
Dpzur=3j ATy un—&lI] D,,ru;.

dans cette formule

Zh.l=m, 2l=1,2,...,n,

J est un coefficient qu'il s’agit de déterminer.

 Pour cela, nous chercherons le nombre des termes qui, dans
I'expression de Dy=(a.b.c. .. k) deviennent égaux en vertu de la
supposition précédente, et, pour plus de clarté, nous supposerons
qu’un de ces termes soit, en supprimant l'indice z,

Dsd.D;b.DgC.Dzd.Dse. D,f.Dk.

(*) Pour ne pas multiplier outre mesure les parenthéses, nous désignerons
par D4 zf la dérivée d’ordre @ par rapport a z de f élevée a la puissance b, que
l'on écrit ordinairement (D% f£)".
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Mais on verra immédiatement que la conséquence du raisonne-
ment que nous allons faire est générale.
Ecrivons le terme en question

D;a.D;c.D;e.D36.D,d.D,yf.DE.

Nous devons prendre toutes les combinaisons trois a trois des
sept facteurs Da, Db, Dc,Dd, De, Df, Dk et les affecter de
'indice 5, puis multiplier chacune de ces combinaisons par toutes
les combinaisons une 4 une d’un facteur restant affectées de I'in-
dice 3; ensuite multiplier par toutes les combinaisons deux adeux
de deux facteurs restants affectées de l'indice 2; enfin multiplier
par le facteur restant; donc le terme proposé donne un nombre de
termes identiques égal a '

ou a
3Tilol !’

Il est évident que le nombre des termes de D,,-u" provenant
d’une semblable analyse est

~

£1)

!
oin’

Mais ce qui a lieu pour le terme considéré s’applique a tous les
termes de méme composition d’indices, dont les lettres ne sont
pas toutes les mémes, c’est-a-dire & un nombre de termes égal au
nombre des combinaisons de m lettres £/ &4 £/ ou a

m(m—1)...(m—El+1)

=D7 ;
donc
. m(m—i)...(m—2l+1) (=) m! . /
D""“"‘E 0! e acaTy =MDjeu,

ou
m(m—1)...(m—32l+1) m! .

(2) Dpeun= 3 T )H(h!)l ur==MDjr e,
Shl=m, 3l=1,2...,n

3. Remarque. — Supposons m égal a n

D,,,ru'":Z m(m—i)...(m—320+4+1) m!

3!
e ATy T P
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mais

Dy =m(m—1)...(m—E{41)um—3,
donc

m! ,

(3) 1 | Duewn= 3 oprircgry Demen U)o,

\ Zhlzln, 21:‘?2,”-,’71.

’é m!
4. Remarque. — 1l résulie de I'équation (3) que (T TCATY!

est un nombre entier; on peut le démontrer directement. Re-
marquons d’abord qu’en décomposant I'expression précédente en

facteurs de la forme KD _;:(2}3")['“_‘" k1), k étant un nombre

entier, il suffira de démontrer que ces facteurs sont entiers; en

outre, 'un d’eux peut s’écrire (& +l)(k_;_h2l))! (k + A1) = lggl}l,)!)/'

Le premier de ces nouveaux facteurs étant entier, nous nous pro-
poserons de démontrer qu’il en est de méme du second.
Nous prendrons un cas particulier, mais 1l sera évident que la
P ’
démonstration est générale.
Considérons le quotient

1.2.3...14.15
(r.2.3.4.53.1.2.3

Nous pouvons Pécrire

l?'34£><678()5 Xn.uz.lS.l 5.3
1.2.3.4 5.1 .2.3.4 5 1.2.3.4 5.3

: . 1.2.3.4 6.7.8.9 11.12.13 14
Or les fractions 1.2.3.4° 1.2.3.4’ 1.2.3.4

le quotient proposé est entier.

sont entiéres; donc

5. Dérivées successives d’une fonction de fonction. — Con-
sidérons une fonction de u, (u«); u étant une fonction de z,
D,,_",? = D”(? D_tl.t,
Dyro =D, 9 Dyrtr + Deno D2,

D3co = D9 Dyt + 3Dyup Dyt Dyt + Dynoo D3 we.

nous reconnaissons la loi suivante, dont la généralité s’apercoit
immédiatement,

Do = Ay Dutp + A, Dg"? +...+ A, DM"‘Py
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les coefficients A, A,,..., A, étant indépendants de la fonction o,
mais ne dépendant que de la fonction u.

Il en résulte que les coefficients de D,=u™, que nous avons
trouvés (3), sont ceux de D,,,.rcp; donc

!
4) Du=e = 2& [1(11)1](] Ty DEI"‘?HvD/,.ru,
A Zhl::m, 21:',27-..,”1.

6. Application. — Nous allons appliquer cette formule a un
cas particulier D;=¢; nous formerons des suites de nombre par
ordre décroissant avec répétition, telles que la somme des nom-
bres de chaque suite soit 7,

7, 6.1, 5.2, 5.v.1, 4.3, 4.2.1, 4.1.1.0,
3.3.1, 3.2.2, 3.2.1.0, 3.r.v.r.1, 2.2.2.1, 2.2.1.1.1,
2.1.7.0.01.01, [.1.1.7.1.1.1;

nous transformerons ces suites en produits affectés d’exposants

7, 6.1, 5.2, 5.12, 4.3. 4.2.1,
4.13, 321, 3.22, 3.2.12, 3.1% 23.1, 2%.13, 92.15, 17,

Nous formerons des produits de dérivées de u par rapport a x,
dont les indices seront les facteurs précédents, et les exposants
ceux de ces facteurs, enfin nous multiplierons chaque produit par
une dérivée de ¢ par rapport & u d'indice égal au degré de ce pro-
duit et par le coefficient que donne I’équation (4).

Considérons, par exemple, dans la suite précédente le produit
3.22; il donne d’abord

Daxu Dgzu;
puis
D3uo Dyzuu Dz u;
et enfin
57’7(‘2—’)’— D3uo DyzuD3-u
ou

105.D3v¢ D3z uD3ru

En faisant un semblable calcul pour tous les termes, nous ob-
tenons pour D;:¢ 'expression suivante, dans laquelle nous n’indi-
querons pas les quantités par rapport auxquelles les dérivées sont
prises, les dérivées de ¢ élant toujours prises par rapport a « et
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celles de « par rapport & x

Do D;u+7.Dy9 Dgue Du+21.D3¢ Dy Dyw +-21. D30 Dyu D?u
+35.D30 DyuDsu +105.D30 D, u Dy Du +35.D,9D,uD3u
+70.D39 D3 u Du +105.D3¢ D3 D} u + 210.D,0 Dyu Dyu D2u
+35.D5¢Dsu D*u+105.D0 D u Dt +-105. D59 DiuD3u
+ 21.Dgp DyuDud+ D79 D’ .

On peut vérifier I'exactitude de ce résultat en formant successi-

vement les dérivées de ¢.

1. Application aux nombres de Bernoulli. — L’expression
d’un nombre de Bernoulli B, est la suivante :

n
) Bu=(— 0! e D (tang e
=(—1)n+t n Dspr_g(cos—2x),.

(zzrz__ l) o2n—1
Supposons dans la formule précédente
p p

o= u? i = cosux,
nous aurons

Dy o =(—1)k(k +1)! u—tk+2), Dopryrst =(—1)*sinz, Dyxu =(— 1)k cosz,
Dpo(@)a=o =(— 1) (k+1)!, Disrvq(u)o=o, Doz (1)e = (— 1)k,

B ap)I (Sl +1)!

dans laquelle formule

h pair, 2hl=2ap, =12, .., p
donc

_ _(=nmtn (=03 (2n — 2 (Zl41)!
Bn= (2211_|)22n—12 oD ’

dans laquelle formule

h pair, Zhl=2n—2, 2l=1,2,...,(n—1).

8. Calcul d’un nombre particulier de Bernoulli. — Propo-
sons-nous le calcul de B,

B 3 (—N)Z 10! (Zl+1)!
$TT (alz—)ale uhucaly
XVI. t
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ou
On aura d’abord pour IT/4¢, les valeurs
10, 8.2, 6.4, 6.22, 42.2, 4.23, 23,

puis pour I/ les valeurs

Ot

I, I.I, L1, L2, 2.1 1.3,
Les valeurs de £/ sont
I, 2, 2, 3, 3, 4, 5,
celles de £/ + 1 sont
2, 3, 3, 4 4, 5 6.
donc la somme X aura pour expression

1o! 2! 10!3! 10!3! 10! 4! 10! 4! 10! 5!

10! 6!

T ol T 8Tal THIZT T aTel(al)  al(40)al T 3142l BI(alp

ou
— 2 + 270 -+ 1260 — 15120 — 37800 -+ 378000 — 680400,
ou enfin
— 353792.
353792

On obtient ainsi pour B, la valeur .
1397760

Le plus grand commun diviseur des deux termes de B, étant

512, on obtient le résultat connu

__ 691
f= —2-

2730



