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Sur les courbes unicursales; par M. . Humsert.

(Séance du 4 février 1885.)

En coordonnées homogeénes, une courbe unicursale de degré n
est représentée par des équations de la forme

x=fi(t) = aytt + a "1 4. . .+ a,,
(1) ry=fo(t) = bot"+...,
ay=f3(t) =cot"+...,

t étant un paramétre variable, a,, ..., ¢y, ... des constantes.

Réciproquement, toute courbe représentée par des équations de
la forme (1) est en général de degré n et de genre zéro; mais,
dans certains cas, son degré peut étre différent de n.

L’étude de ces cas particuliers est liée intimement i celle des
courbes adjointes de la courbe proposée : on sait qu’'on nomme
courbe adjointe d’une courbe S toute courbe qui passe par les
points doubles de S, ou, plus généralement, toute courbe qui a an
point multiple d’ordre p—1 en tout point multiple d’ordre p
de S.

Cela posé, les questions que nous nous proposons de traiter sont
les suivantes :

1° Etant donnée une courbe, S, de degré n, représentée par
les équations (1), former U’équation de cette courbe et celles
des courbes adjointes de degrésn — 2 et n —1;

2° Trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour
qu’une courbe représentée par des équations de la forme (1) ne
soit pas de degré n, et exprimer ces conditions en fonction des
coefficients qui figurent dans les équations (1).
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L’équation de la courbe S, représentée par les équations (1),
s’obtient en éliminant ¢ entre les deux ¢quations

7 flt) m _ fill)

o ) = i)

Nous arriverons a cette équation, et en méme temps a celles
des courbes adjointes de degrés n — 2 et n-—1 par le procédé
suivant.

Les trois polyndmes f,(¢), fa(¢), f3(t) sont linéairement indé-
pendants, sinon la courbe S serait une droite, cas sans intérét que
nous excluons. On peut alors, d’une infinité de maniéres, former
(n — 2) polynémes de degré nent; fi(2), [5(1), «.oy fupi(2),
lels qu’il n’existe aucune relation linéaire et homogéne, identique

en ¢, entre f,(t), f2(t), f3(8), [s(t), - .-, furs (2).

Soient ainsi posés

fl(t) = agt"+ a1 4-.. .+ a,,
fz(t) = bot”"i—-..‘
fb(t) =dytr+...,
..... Lesseeenaaanay

Forr(8)=lotn +....

Résolvons ces équations par rapport aux (n - 1) quantités
7.2 . »
TLN I que nous deSIgnerons respectiver - nt par ¢,,
ty 4y «-y Ly, Ly; NOUS aurons

| tn = fidafate. .t T Snet
tpy= B fi+...,
(2) [ e )
(n =0 fitee,
ty = Mjfi+

Remarquons maintenant que les quantités ¢, £,_y, ..., ¢ sont
liées par des relations du second degré, de la forme

Lity= U ty,



— 31 —

ot l'on a
i )=k,
car les deux produits considérés sont égaux a ¢/,
Ecrivons toutes ces relations en plagant sur une méme ligne ho-
rizontale les produits ¢; ¢; pour lesquels la somme {4 est la
méme; nous formons ainsi le Tableau suivant :

thtp s = tlal--'li
tplp—3= ln—1lp—s,

thtp=tp_glp—3= I/21—27

thty =tlpqly =Llp st3=...,
t,,_‘fo =t”>g’1=...,
I3tg= 1,1,

t2t0= t%.

Le nombre de ces relations se détermine comme il suit.

Le Tableau précédent renferme 2n — 3 lignes horizontales; il
contient une et une seule fois les produits ¢;¢; (¢ et j étant diffé-
rents), sauf les produils ¢,¢,_, et ¢, ¢, qui n’y figurent pas; il
contient de méme tous les carrés ¢7, sauf ¢; et ¢;. Il contient donc
un nombre de termes égal a

nin-—r)

+(n-+1)—{.
3 )

Le nombre des relations du second degré qui tient ¢,, ..., {,
ct qui sont toutes écrites dans le Tableau est évidemment égal au
nombre précédent diminué du nombre des lignes horizontales,
puisque le nombre d’équations que contient une ligne est égal au
nombre des produits ¢;¢; qu’elle renferme, diminué de un.

Les relations du second degré entre ¢,, t,_y, ..., t, t; sont donc
égales en nombre &

nin—+r1
—(—;———) +(n+1)—4f—(2n—3),
c’est-a-dire a
n(n—i)
2
(n—r)
P

n .
Obscrvons de plus que.les premiers membres de ces re-
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lations, mises sous la forme -
{ tatp—g— t}zq =0,

thtp—3— tp—1lp— = 0,

thtn—y — th—1tp-3 =0,

(3)
thtp—y — l?,_, =0,
et asean e .
tyly el t% =0,

sont linéairement indépendants par rapport aux quantités ¢,,
lp_yy .-y Lyy ty o en. d’autres termes, en combinant linéairement
ces équations, on n’obtiendra jamais une identité en &,, £,_y, ...y £,.

Cela posé, remplacons dans les équations (3) ¢, ¢,_y, ... par
leurs valeurs en fonction linéaire et homogene de f,, fa, ..., fuys,

(n—1)

., . . . .n .
tirées des relations (2), nous obtiendrons ainsi relations

du second degré en fi, fs, ..., fa41, que nous appellerons, a
cause de leur importance dans la théorie qui va suivre, les équa-
tions fondamentales.

Ces équations sont de la forme

AnSi+Aufifs+ o Anrrnrr fie +Pofu + W fito Xy fo1 =2y,

B_r,(,fz—P .............. PR +‘bg‘fh ereen B T, e =Qy,

eeceeesesetevest ettt e aaroans cheriaaees Ceee eereaaen ey

L“ﬂ—l-Lgsfl,f;;—f-.... ............ +q’nln—|)fb+ ................ :Qfl"—,!_’
2 2

Ay ooy Aynga,ngrs Bisy Ly, ... sont des constantes;
®,, ¥,, X, @5, ..., ®,rn_y, ... des polynémes homogénes de

Z
degré un en fy, f3, f3;

Q, Quy ..., Yy des polynémes homogénes de degré deux en

/0 ) ,/27 fs-
Quelles que soient les équations primitives (1) d’ou 'on est
parti (pourvu toutefois qu’elles ne représentent pas une droite),

n(rn—1 équa-

on arrivera par la méthode qu’on vient d’indiquer a
tions de la forme (4), dont la considération va nous per-
mettre de reconnaitre si la courbe S est ou n’est pas de degré n.
Mais, quel que soit le degré de cette courbe, c’est-a-dire quels que

soient les coefficients @q, . .., @p, by, ..., Co, ... des équations (1),
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les fonctions de fy, fi fy qui figurent dans les relations (4)
jouissent de propriétés générales que nous allons d’abord ex-
poser.

Remarque. — 1l résulte de ce qui a été dit & propos des rela-
tions (3) que les équations (4) sont linéairement indépendantes
par rapport aux quantités f,, fa, ..., fays, C'est-d-dire qu’en les
combinant linéairement on n’arrivera jamais a une relation iden-

tique en fi, fay ...y fa-
| IL

Sil'on élimine entre les équations (4) les quantités f3, £ fs, ...,

/2.1 qui sont au nombre de Mz————(l—-———_e‘)

(n—1) (n—2)(n—3)
2 2

-+ n— 2, on obtient

N .
en général — (n—2), c’est-a-diren —1

équations de la forme

9 /4 + Y fs+oo Yo Sur1 =y,
) Cpgfg et eerteitiecenarennns = Wg,
A ‘?Iz—lf’;'*‘ ---------- -+ Zu—-ifu+l= Wp -1y

ot 9, ¥, ..., 7 sont des polyndmes homogénes de degré un, en
Jvs [ar [4, et @ des polyndmes homogénes de degré deux en f,
For fo

Remarquons d’ailleurs que les équations (5) peuvent étre en
nombre supérieur & n-—1 (cela arrivera par exemple si f} ne
figure pas dans les relations fondamentales); mais elles ne peuvent
étre en nombre inférieur, car pour cela il faudrait que les équa-
tions (4) ne fussent pas linéairement indépendantes par rapport
aux quantités fi, fa, f3s -+ fugr-

En résolvant (n — 2) des équations (5) par rapport aux (n —2)
quantités fi, fs, . o5 fags qui y entrent au premier degré, on ob-
tient des relations telles que

(6) Afy,=Fy; Afs=F5; ...y Afnr1=Fpuy,

ol A est un polyndéme de degré n — 2 en fi, fa, f3; Fuy ..o Fuyy
des polyndmes de degré n — 1 en fy, f,, f5. '
On a par exemple, si les équations résolucs sont les (7 — 2)



[ & 1 /1 t wy Yy oo 1
t
2y '2 e .« N [OF "42
A= T 'T‘ x R l.‘ — 11
|
Qn-2 «« eee fn-2 | Wpey Yu—a ... Yn-2

Remplagons dans les polynémes Aet F, £, /., f, par 1, .. 23,
et considérons les courbes représentées par les équations

A(xy, 7y, 73) =0, F(x), 29, 73) = 0.
Elles jouissenl d'une propriélé importante.

Tuatorime. — Les courbes représentées par les équations
A =0, F = o sont des courbes adjointes de la courbe S, repré-
sentée par les équations (1).

Soit, en effet, A un point multiple de S, un point triple par
exemple, Désignons par a, 3, v les trois valeurs correspondantes
du paramétre ¢; on aura, en les supposant différentes,

‘f:(ﬁ) = Afi(a), fily) = nfi(),
(7) )f2(ﬁ):)\f2(“)- Ja () = pfe(9),
VB =2f(2), fe(y) = pfa(n),

% et w étant deux constantes. Il s’agit de prouver que les courbes
A =0, F = o passent par A ety ont un point double.

Considérons a cel effet les (n — 2) équations (5) que nous
avouns résolues pour obtenir les équations (6)

(5) '-?ifb”lh '-l‘ifs"*“ o "/‘if{z+l = Wy [‘: Ty 2y .. '1('7'_2)_;7
et pOS()nS
Fi(t) = 30) ol )+ D) fs (1) + - oo 7402 fusa ().

9i(2) ... désigne ce que devient la fonction 9;[ f1(¢), f2(¢), /5(¢)]
pour ¢ = a.
On a évidemment

Fi(n) = ©i (%) fu(2) oo L (%) farr (%) = wi(2)

en vertu de (5).
On a également

FuB) =20 fu B+
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Or 9; est un polynome du premier degré en f,(¢), f2(¢), [5(¢);
©; un polynome du deuxié¢me degré en f,(¢), f2(¢), f3(¢).
On a donc, en vertu de (7),

ei(B)=Api(2), w;(B)=rw;(x).
Par suite

ji(3)= %[’-D,(B)f,(p)—«)—] = %w,-(ﬁ) = Jw (%)

Donc enfin 1l vient
(8) Fi(B)=2&i(n),
et de méme R .
Fi(y) =wFi(a).
Si donc on pose
Pi(t) =F(t)fi(x)—=F () fi(t), [i=1,2, ..., (n—2)];
Pu1(t)= fa(¢) fi(2) — fa(a) f1(2),
Pu(t) = fa(t) fi(2) —fa(a)fi(2),

les n polyndémes Py, ..., P, de degré n en ¢ s’annulent pour t =12,
t =, t =y en vertu des relations (7) et (8); ils s’expriment par
suite en fonction linéaire et homogéne de (n — 2) polyndmes de
degré n en t; en d’autres termes, ils sont liés par deux relations
linéaires et homogénes de la forme

) { mPi+maPo+...4+myPpy+ muP,=o,
(9) ?plP, +pePg .o = o,
ou nmy, ..., py ...sont des constantes.

Ces deux relations sont identiques en ¢, ¢’est-a-dire identiques
par rapport aux quantités ¢, fo_y, ..., ¢, Ou, ce qui revient au
méme, par rapport a fi, fay .., fapa-

Or f; ne figure que dans P,_,; f; que dans P,. On a donc

Mp1==Mp=Pp-4 = Ppn=0.

Ecrivons maintenant que fi, fi, -+ fogs disparaissent dans la
premiére relation (9); il vient, en remarquant que Fi(a)=0,(2),

“mywy (%) 4+ mawa(2) 4. ..+ Mp—gWy—2(a) = o0,
o (2) +ma@a(2) ... Mg ‘,Dn—-:z(“) =0,
(10) g (%) e =o,

Cmg (%) A maa(%) .o Mg An-2(2) = 0.
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On a des équations analogues, en remplacant m,, ... parp,, ...
On en conclut aisément que le déterminant d’ordre n — 2

%1(2, () oo ()
Az) = Gy(2)  .....

| On—2(2) .vooo oo Yn-2(2)

est nul, ainsi que tous ses mineurs d’ordre (n — 3), qu’il en est de
méme des déterminants obtenus en remplacant une colonne du
précédent par la colonne

wy(a),

wy(2),

we-a(2),

et que les mineurs d’ordre n — 3 des précédents sont également
nuls.

Ces résultats suffisent pour démontrer le théoréme que nous
voulons établir.

En effet, la relation A(a) = o montre que la courbe A(z, x,, x3)
passe par le point triple A de la courbe S. Je dis qu’elle y a un
point double. En effet, les constantes me,, ma, ..., m,_,, qui figu-
rent dans les relations (g) et (10), ne sont pas toutes nulles a la-
fois, d’aprés ’hypothése méme qui a permis d’écrire les équa-
tions (9). Supposons que m, ne soit pas nul. On pent écrire

mlcpl—i—m,ug, Rt ol ([ FRE P ﬂl|¢1+1713¢2 e woe My MyYs
P2 '412 e 12
= @3 ..
cP.n—2 q/u—z .o An--2

ou, en ordonnant par rapport aux éléments de la premiére ligne,
myA(21, s, 3) = ZR(2y, 29, 23) [y @121, T2y T3) 13 P2 (21, 29, 3) +...].
Or la courbe

myQs -+ mgzps +-...= 0

est une droile qui passe par le point A, puisque, d’apreés les équa-
tions (10), on a

ny 9 (%) -~ M3y Pa(%) +...=0;
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la courbe R = o, de degré n — 3, passe également par ce point,
puisque la quantité R[ f(«), f2(2), f3(2)] est un des déterminants
mineurs d’ordre (n — 3) du déterminant A(«), et est nulle, d’aprés
ce qui précéde.
11 en résulte que la courbe A = o passe par A et y a un point
double.
La démonstration est la méme pour les courbes F. c. ¢. ¥. p.
Si, au point A, deux branches de S avaient méme tangente,
deux des quantités «, (3, v, les deux premiéres, par exemple,
seraient égales. On aurait en ce cas, en désignant par f'(¢) la dé-
rivée de f(t),
fi(2) =X fi(a),
Si(2) =1} fa(a),
S3(2) =1 fi(a).

On donnerait du théoréme proposé une démonstration ana-
logue & la précédente, en montrant que les fonctions P, ..., P,
s’annulent pour ¢ =, et ont la racine double a.

II1.

Avant d’entrer dans des explications plus détaillées au sujet des
courbes adjointes et d’appliquer les considérations précédentes
a la courbe S, représentée par les équations (1) et supposée de
degré n, nous chercherons dans quels cas cette courbe peut étre
de degré inférieur a n.’

La courbe S

= fi(t), @ =/fa(t), @ =fs(1)

est coupée par la droite a,z, + a,xy + @3y = o0 en des points
dont les arguments vérifient I’équation

(11) a1 f1(t) + ay f2(t) + a3 f5(t) = o.

Cette équation a 7 racines; la courbe coupe donc S en n points,
et cette derniére courbe est, en général, de degré n. Il n’y a que
deux cas d’exception :

1° A une ou a plusieurs des racines de I'équation (1) ne cor-
respond aucun point de S; cn d’autres termes, les fonctions f,
fa, fs s’annulent pour la valeur de ¢ considérée. En cc cas, f,(¢),
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Ja(t)s f3() ont A zéros communs §,, 0,, ..., O, ct en divisant ces
trois polynémes par le produit (¢ —8,)(¢ —0,)...(¢ — lx), on ob-
lient des quotients entiers /;, f,, f; de degré n — k. La courbe
T =[fil), wa=[3(1), xy=fi(t)

est évidemment identique a la courbe S, et son degré est n — k,
en général,

2" A plusieurs des racines de I'équation (11) correspond le

méme point de S; en d’autres termes, ¢ ct u étant deux de ces
racines, on a

o filw)  f(u)  facw)
Ji(t) T osat) T f3()

(12) ( avec

( ay fi(u) +ag fa(u) +as fs(u)=o,
ay fi(t) + as f2(t) + a3 f3(t) =o.

Les équations (12) doivent avoir lieu, quels que soient «,,
@y, ay; par suite, quel que soit ¢, on doit pouvoir trouver une va-
leur w, différente de ¢, telle que les équations

Si(w) _ fa(u) _ fa(u)
Sit) T f(t) T fi(t)

soient satis(aites.

En ce cas, 4 un point de S correspondent plusieurs valeurs du
paramétre ¢, ct la courbe est une courbe de degré inférieur a n,
comptée plusieurs fois.

Supposons qu’on ne se trouve dans aucun de ces deux cas
d’exception : la courbe S sera de degré n.

Formons les équations (4) et les équations (5); ces derniéres
sont de la forme

‘ '?1fb + 4 fs -+ Xifu+l = Wy,

(5) ) 'Pifb R -+ "/jfn+l = g,

Elles sont au nombre de (7 — 1) au moins, comme nous I'avons
vu plus haut.



Posons

P2 Ys /12

A = 93 13
Pn—1 -+ . fn—t
9 41 9

A, = <3 73 .
Qn—1 Tn-1
¥y 4‘1 P&

An—: - (lﬂg .o ORI § 1 .

Qn—2

Les courbes A, (zy, 22, 3) =0, «.., Au_s (&4, X3y Z3) = 0. de
degré n — 2, sont, comme nous I'avons vu, des courbes adjointes
de S. Nous allons démontrer qu’aucune des fonctions Ay, A,, ...
n’est ideﬁliquement nulle.

Remarquons d’abord que, si la fonction A, par exemple, était
identiquement nulle, elle le resterait si 'on y remplacait /i, f,, /5
par des fonctions linéaires et homogénes de f,, /3, f,, telles que

Si=afi+ as [+ ay fy,
(13) Je=bif —...,
fi=crfi + ...

Le déterminant de cette substitution étant supposé différent de
zéro, on aura
Si=a\fi+ayfi+asty,

fis f1s fs sont des polyndmes de degré n en ¢; si f,(t), f2(t), f3(¢)
n'ont aucun zéro commun, ce que nous supposerons puisque S
est de degré n, on pourra choisir les constantes «', @), a;, ..., de
fagon que les fonctions f,(t), f,(?), f,(t), prises deux & deux,
n’aient aucun zéro commun.

Supposons maintenant que A, soit nul identiquement, ct rem-
placons, dans les équations (35), fi, f et /3 par leurs valeurs en
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fonction de f|, f,, /,. Ces fonctions donnent
A fe =T,

en désignant par A} et F| ce que deviennent, aprés la substitu-
tion (13), les déterminants A, et F,, étant posé

e !Pg BRI ¢ ]
F‘ — w3 qla cer As
Wp-q .. vee Yn—

La relation précédente, ot A, est nul identiquement, entraine
la relation
F,=0 ou F,=o.

Cette derniére équation, de degré n—1 en fy, [, fs, doit étre
une identilé par rapport a f, f3, f3, sinon I'équation ¥y = o serait
I’équation de la courbe S, ce qui est impossible, puisque cette
courbe est de degré n.

De méme les délerminants obtenus en remplagant une colonne
de A, par la colonne :

Wp—2
seront identiquement nuls.
Ecrivons les équations (5) cn remplacant f,, f,, f, par leurs va-

leurs £/, fir fy

[ ¢ fi W So o L San = 0,
(5 bis) S oy fo +¥sfs+. i+ YoSur =0,

................................... y

\ ({/',,_if/, e P P +X;,_1fn+l = w;z—x'
Les déterminants A, F,, ..., c’est-a-dire

’ ’ r
Pa L IRER ' ,
’ [ m’i ¢2 e x"
(LI S T AT c
. Wyog ee eee An-t

Cn-1
élant identiquement nuls, les coefficients de la plus haute puissance

dc /. dans chacun d’cux, seront nuls. Il en résulte aisément qu’on
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pourra, en combinant linéairement les (2 — 2) derniéres des équa-
tions (5 bis), faire disparaitre f, des coelficients de /5, [5, ...y fuy
et f,* du second membre de la relation obtenue. Cette relation
sera donc de la forme

Siafot Bofs) + foasfo+ B fy) ..
=fr (M fi+ mafs+vafs) L1 fi+ ps fo-+Vsf3)

ou

(f) [i(ASfi+As i+ Asfs+ A fi ) =f(Bi i+ + By fu +..0).

Or, par hypothése, les polynémes, de degré n en ¢, f, et f;, n’ont
aucun zéro commun; il en résulte que f, divise le polynéme
Bif,+ ..., et, comme ce dernier est de degré n, il est, a un
lacteur prés, identique a f,. De méme, A, f, + ... est, & un fac-
teur prés, identique & f;. Il en résulte que 1’équation (14) se ré-
duit a
Mfyfs=o,
M étant une constante, qui est nulle nécessairement; par consé-
- quent, on obtient une identité en combinant linéairement les
équations (5 bis), ce qui est impossible, d’aprés ce qui a été dit
plus haut. On en conclut que ’hypothése faite est inadmissible,
c’est-a-dire que A, n’est jamais identiquement nul.
On démontre de méme :
1° Qu’il n’existe aucune relation identique de la forme

Ay A+ agAy ...+ %y Ap—q = 0;

2° Que les équations (5) ne sont pas en nombre supérieur a
(n—1).

Remarquons cnfin que les équations (5) renferment linéai-
rement les (n — 2) quantités f,, ..., foys; pour quelles soient
compatibles, il faut qu’on ait

?l "Pl “ee X] Wy
S — (Pg qlg “e c. g

I
e

Pr—1 oo e e Wy—y

Cette relation est de degré n en fi, fs, f3; on démontre, comme
plus haut, que le déterminant S n’est pas identiquement nul en f,,
f25 [33 €L, par suite, S = o est 'équation de la courbe considérée.
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IV.

Les résultats des deux paragraphes précédents nous permettent
de résoudre la premiére question posée au commencement de ce
travail :

E'tant donnée une courbe S, de degré n, représentée par des
équations de la forme (1), trouver son équation et celles des
courbes adjointes de degrés n— 2 et n —1.

Remarquons d’abord que la courbe S est nécessairement uni-
cursale.

En effet, les équations (3) permettentd’exprimer £, (¢), f5(¢), ...,
JSug1(t) en fonction rationnelle de f,(¢t), f2(¢), f3(¢), c’est-a-dire
des coordonnées z,, £3, 3 d’un point de S. Par suite, tout poly-
nome entier de degré n en ¢ est fonction rationnelle de z,, z, 3.
En particulier, on a

t = fonction rationnelle de 2y, 7, x;.

Posons, A,, By, ... étant des constantes,

.’I"izA‘l—FBi,
.T,’ZA”—PBQ,

1"3 = A;f -+ B3.

Le point (z, x,, ) décrit une droite quand ¢ varic. D’apreés
ce qui précede, on voit que ', z,, x, seront des fonctions ration-
nelles de x,, x,, 3. Inversement, z,, x,, x;, étant des fonctions
rationnelles de ¢, seront fonctions rationnelles de z', ), z. Les
courbes décrites par les points (24, z,, 73) et (x|, x,, z,) se cor-
respondent donc par une transformation unidéterminative et, par
conséquent, sont du méme genre.

La courbe S est donc du genre zéro.

Son équation est S = o, S désignant le déierminant du para-
graphe précédent.

Cela pos¢, supposons, pour simplifier le langage, uc la courbe S

n‘ait comme points multiples que des points doubles ; clle en aura
(n--nN(n-—2)
k3
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Les courbes adjointes de degré (n -— ») passent par ces points,
et, par suite, leur équation générale scra de la (orme

Ay Cq =+ 12Cg e Apq Cn_1= o,

Ci=o,...,Cy=0, Cu_y = o étant des courbes adjointes, telles
» . ~ ‘' ~ . L . 3
que les fonctions C,,C,, ..., C,_, soient linéairement indépen-
dantes.
Or nous connaissons (n — 1) courbes adjointes

Aj=o0, Ay=0, ..., A, =0,

telles que les fonctions 4,, ... soient linéairement indépendantes;
il en résulte que I'équation générale des courbes adjointes de degré
(n— 2) sera

A+ 233+ Apgdp g =0,

Ay, Ay, ... étant des polyndmes que nous avons appris a former
plus haut.

On formerait de méme 1'équation d’une courbe adjointe de de-
gré n—1, a l'aide des polynomes que nous avons appelés F au
§ 1L

Nous ferons une observation relative aux courbes représentées
par les équations F(z,, 2,2, ;) = o.

Nous avons trouvé plus haut les relations

(6) Af’a = F'n Afﬁ = F57 ceny Afu+1 = Fu+h
ou A est un polyndme de degré n — 2, tel que la courbe
A('Th Ty, T3) =0

est une courbe adjointe de S, que I'on peut supposer quelcongue.

Les courbes S et A ont (72 —1) (n — 2) intersections aux points
multiples de S, et, par suite, elles ont encore 7 — 2 points com-
muns, différents des points multiples. Ces (r— 2) points sont
d’ailleurs arbitraires, puisque, par (7 —2) points et par les
Y(n —1)(n — 2) points doubles de S, on peut toujours faire passer
une courbe A, de degré n — o.

Cela posé, les équations (6) montrent immédiatement que les
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courbes adjointes Fy =o, ..., F,,y = o passent par les (n — 2)
points communs 4 A et a S.

On déduit de 13 une conséquence relative & la transformation
unidéterminative qui lie deux courbes unicursales de degré n,
Set§S.

Les coordonnées x|, z,, z, des points de S, étant égales & des
polynémes d’ordre n en ¢, sont des fonctions linéaires et homo-

- génes de f,(¢), f2(2), f3(¢); -+, furs(2); On a ainsi
zi=aifi+bifa+cifas+dify+...+ lifaon
ou, en vertu de (6),
Ari=(aifi+bifs+cifa)A+diFy +...+ ;Fpiq.

Or f,(t), f2(t), f5(t) sont les coordonnées z,, z3, x5 d’un
point de S; on a ainsi, en supprimant dans le premier membre de
la relation précédente le facteur A,

x; = (a;xy + bixe + c;x3) A2y, X2y 23) +d; Fo(2y, 9y 23) + . ...

En d’autres termes, S et S’ étant deux courbes unicursales de
degré n, les coordonnées d’un point de S’ sont liées aux coordon-
nées d’un point de S par les relations

T; = q’i(mh T3, ‘1‘3)7

y; étant un polynéme de degré n —1, et les courbes ¢, = o des
courbes adjointes de S, passant par (n — 2) points pris arbitrai-
rement sur S.

(A suivre.)



