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Résumé. — Dans cet article, on étudie le système de Boussinesq décrivant le
phénomène de convection dans un fluide incompressible et visqueux. Ce système
est composé des équations de Navier-Stokes incompressibles avec un terme de force
verticale dont l’amplitude est transportée sans dissipation par le flot du champ de
vitesses.

On montre que les résultats classiques pour le système de Navier-Stokes standard
demeurent vrais pour le système de Boussinesq bien qu’il n’y ait pas d’amortissement
sur le terme de force.

Plus précisément, on établit l’existence de solutions faibles globales d’énergie finie
en n’importe quelle dimension et l’existence de solutions fortes uniques globales en
dimension N ≥ 3 pour de petites données initiales. Dans le cas particulier de la
dimension deux, les solutions d’énergie finie sont uniques pour n’importe quelle donnée
initiale dans L2(R2).
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262 DANCHIN (R.) & PAICU (M.)

Abstract (The Leray and Fujita-Kato theorems for the Boussinesq system with par-
tial viscosity)

We are concerned with the so-called Boussinesq equations with partial viscosity.
These equations consist of the ordinary incompressible Navier-Stokes equations with
a forcing term which is transported with no dissipation by the velocity field. Such
equations are simplified models for geophysics (in which case the forcing term is pro-
portional either to the temperature, or to the salinity or to the density).

In the present paper, we show that the standard theorems for incompressible Navier-
Stokes equations may be extended to Boussinesq system despite the fact that there is
no dissipation or decay at large time for the forcing term.

More precisely, we state the global existence of finite energy weak solutions in any
dimension, and global well-posedness in dimension N ≥ 3 for small data. In the two-
dimensional case, the finite energy global solutions are shown to be unique for any
data in L2(R2).

Introduction

Dans cet article, on étudie l’évolution d’un fluide incompressible visqueux
soumis à une force verticale. On suppose que l’amplitude θ de cette force est
transportée par le flot du champ de vitesses u du fluide. Le système de Bous-
sinesq régissant l’évolution de (θ, u) s’écrit donc :

(1)


∂tθ + u · ∇θ = 0

∂tu+ u · ∇u− ν∆u+∇Π = θ eN

div u = 0.

Les inconnues θ, u et Π dépendent du temps t ≥ 0 et de la variable d’espace
x. Pour s’abstraire des difficultés dues aux conditions aux limites, on suppose
que le fluide remplit tout l’espace (donc x décrit RN tout entier).

Le système (1) est un modèle simplifié courant pour l’évolution de fluides
géophysiques (voir par exemple [27] ou [29]). Le champ de vecteurs u et le
scalaire Π désignent alors respectivement la vitesse et la pression du fluide
considéré et θ, une quantité scalaire (1) transportée par le fluide.

Pour avoir un modèle plus réaliste, il conviendrait de rajouter des termes de
forces extérieures aux deux équations. Nous les supposerons nuls pour simplifier
la présentation. Notons au passage que dans le cas particulier où θ ≡ 0, on
retrouve le système de Navier-Stokes « classique ».

Les prémices de l’étude mathématique du système de Boussinesq sont rela-
tivement récentes et ne traduisent pas uniquement une préoccupation d’ordre

(1) Nous appellerons cette quantité « température » pour fixer les idées mais qui physiquement
pourrait parfaitement être proportionnelle à la densité ou à la salinité.
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physique. En réalité, l’engouement des mathématiciens pour ce modèle se limite
essentiellement au cas de la dimension deux du fait d’une ressemblance formelle
(dans le cas ν = 0) avec le système d’Euler incompressible axisymétrique avec
swirl. On peut montrer que l’apparition de singularités au temps T est liée
à l’explosion simultanée de ∇θ et du tourbillon dans L1(0, T ;L∞) (voir [16]).
Malheureusement, déterminer si ces quantités explosent effectivement semble
au moins aussi difficile que répondre au problème similaire pour le système
d’Euler incompressible en dimension 3.

Dans le cas ν > 0 en revanche, les résultats obtenus sont nettement plus com-
plets. Divers auteurs ont établi l’existence globale dans le cas N = 2 lorsque
l’équation sur θ comporte en plus un terme de diffusion (voir [30] et les réfé-
rences qui s’y trouvent).

L’existence globale en dimension deux sans condition de petitesse demeure
valable dans la situation qui nous intéresse où θ est transporté sans diffusion.
Le cas de données régulières dans des espaces de Sobolev a été résolu (indé-
pendamment) par T. Hou et C. Li dans [20], et par D. Chae dans [5]. Très
récemment, H. Abidi et T. Hmidi ont établi dans [1] l’existence globale et uni-
cité sans condition de petitesse pour des données initiales (θ0, u0) appartenant
à un très gros sous-espace de (L2(R2))3. Comme on peut par ailleurs construire
des solutions faibles globales à la Leray pour des données initiales θ0 et u0 dans
L2(R2) (voir par exemple [19]), il est raisonnable de penser que ces solutions
« faibles » sont uniques.

Dans cet article, nous souhaitons montrer que trois des résultats mathéma-
tiques les plus célèbres pour le système de Navier-Stokes incompressible sont
encore valables pour le système de Boussinesq (1), à savoir :

– l’existence de solutions faibles globales d’énergie finie en n’importe quelle
dimension (théorème de Leray, voir [24]),

– l’unicité des solutions d’énergie finie en dimension deux (résultat figurant
implicitement dans un autre article de J. Leray, voir [23], et démontré par
J.-L. Lions et G. Prodi dans [25]),

– l’existence de solutions globales uniques pour des données petites en di-
mension N ≥ 3 (théorème de Fujita-Kato [17]).

Nous verrons plus loin que la démonstration de l’existence globale de solu-
tions faibles se fait en suivant la démarche originale de J. Leray : la présence de
la température nécessite un peu d’attention mais n’introduit pas de difficulté
majeure.

En revanche, pour démontrer l’unicité en dimension deux, l’approche naïve
consistant à écrire le système vérifié par la différence de deux solutions semble
vouée à l’échec. En effet, du fait de la présence d’une équation de transport dans
le système, les estimations de stabilité ne peuvent être établies qu’avec perte

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



264 DANCHIN (R.) & PAICU (M.)

d’au moins une dérivée donc dans un espace à régularité strictement négative.
Or, pour contrôler ce type de régularité, l’hypothèse que le champ de vitesses
soit au moins lipschitzien semble inévitable. Mais le champ de vitesses construit
n’est a priori que dans L2

loc(R+;H1).

Enfin, pour établir l’existence de solutions fortes globales en dimension N ≥
3, une application directe de l’approche de Fujita-Kato associant point fixe
contractant et utilisation du semi-groupe de la chaleur ne saurait convenir. En
effet, la méthode de Fujita-Kato exige non seulement une donnée initiale petite
mais aussi un terme de force f qui soit intégrable en temps sur R+ entier, et
d’intégrale petite. À moins que θ ne soit identiquement nulle, cette dernière
condition n’est pas vérifiée par le terme de force θ eN puisque θ est transportée
sans amortissement donc est constante le long des caractéristiques.

Nous avons adopté le plan suivant. La première section est consacrée à la pré-
sentation de nos résultats principaux. Dans la partie suivante, nous démontrons
l’analogue du théorème de Leray pour le système de Boussinesq à l’aide d’ar-
guments élémentaires d’analyse fonctionnelle. Dans la troisième section, nous
présentons l’artillerie technique nécessaire pour venir à bout du reste de notre
programme : espaces de Lorentz et de Besov, décomposition de Littlewood-
Paley et calcul paradifférentiel. La quatrième partie regroupe diverses estima-
tions a priori – dont certaines avec perte de régularité – pour l’équation de la
chaleur ou de Stokes, l’équation de transport et le système de Navier-Stokes.
Les résultats liés aux solutions fortes sont alors démontrés dans la cinquième
partie, et l’unicité des solutions faibles d’énergie finie en dimension deux, dans
la sixième partie. Nous avons regroupé en dernière section quelques résultats
supplémentaires. Un lemme technique figure en appendice.

1. Résultats principaux

Avant d’énoncer notre résultat d’existence globale de solutions faibles, pré-
sentons brièvement les égalités d’énergie formelles associées au système.

Soit donc (θ, u,∇Π) une solution régulière et décroissante à l’infini du sys-
tème de Boussinesq avec données (θ0, u0). Tout d’abord, sachant que le champ
de vitesses est à divergence nulle, on a

(2) ‖θ(t)‖Lp = ‖θ0‖Lp pour tout t ≥ 0 et 1 ≤ p ≤ ∞.

Par ailleurs, en prenant le produit scalaire L2(RN )N de l’équation de la vitesse
avec u puis en intégrant en temps, on obtient

(3) ‖u(t)‖2L2 + 2ν

∫ t

0

‖∇u‖2L2 dτ = ‖u0‖2L2 + 2

∫ t

0

∫
RN

θ uN dx dτ.
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Il est clair que l’intégrale du terme de droite peut être absorbée par le membre
de gauche pourvu que l’on dispose d’un contrôle sur la norme H−1 de θ.

Ce contrôle est donné par (2) dès que Lp(RN ) s’injecte continûment dans
H−1(RN ). Si N ≥ 3 (resp. N = 2), cette condition est vérifiée si et seule-
ment si p ≥ 2N

N+2 (resp. p > 1).
Comme de coutume, l’obtention des solutions faibles globales se fera en

passant à la limite dans une suite de solutions approchées vérifiant (2) et (3).
Le passage à la limite dans le terme u · ∇θ = div (uθ) exige que l’injection de
Lp(RN ) dans H−1(RN ) soit localement compacte, donc que p > 2N

N+2 .

Ces considérations sommaires mènent à l’énoncé suivant :

Théorème 1.1. — Soit θ0 ∈ Lp(RN ) avec 2N
N+2 < p ≤ 2, et u0 un champ

de vitesses à divergence nulle et coefficients dans L2(RN ). Alors le système de
Boussinesq avec donnée initiale (θ0, u0) admet une solution faible globale

(θ, u) ∈ L∞(R+;Lp(RN ))×
(
L∞loc(R+;L2(RN )) ∩ L2

loc(R+;H1(RN ))
)N
,

telle que pour tout t ≥ 0, on ait

‖θ(t)‖Lp ≤ ‖θ0‖Lp

et

‖u(t)‖2L2 + ν

∫ t

0

‖∇u‖2L2dτ ≤ C
(
‖u0‖2L2 + να−1tα+1‖θ0‖2Lp

)
pour une constante C ne dépendant que de N et de p, et α = 1−N

(
1
p −

1
2

)
.

Dans le cas θ ≡ 0, il est bien connu que les solutions faibles globales en
dimension deux sont uniques (voir par exemple [25]). Il est donc légitime de
chercher à démontrer que cette propriété persiste pour le système de Boussinesq
avec des données quelconques dans L2(R2). À notre connaissance, le résultat le
plus proche allant dans ce sens a été établi par H. Abidi et T. Hmidi dans [1]
(voir aussi [19]) : si θ0 appartient à l’espace de Besov homogène (2) Ḃ0

2,1(R2) et
u0 est dans Ḃ−1

∞,1 ∩L2(R2) alors il y a unicité de la solution globale construite.
Nous démontrons ici qu’il y a encore unicité des solutions faibles d’éner-

gie finie en dimension deux sous la seule hypothèse que les données sont dans
L2(R2).

Cette propriété remarquable découle du fait que le champ de vitesses
construit appartient aussi à l’espace L̃1

loc(R+;H2(R2)) (défini plus loin en (18))
qui est à peine plus gros que L1

loc(R+;H2(R2)). De ce fait, le champ de vitesses
est presque localement intégrable en temps à valeurs quasi-lipschitziennes et
l’on peut faire appel à des estimations avec perte de régularité dans l’esprit de
celles qui ont été établies dans [2] ou, plus récemment, dans [13].

(2) Voir la définition 3.3.
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Théorème 1.2. — Supposons N = 2. Soit (θ0, u0) ∈ L2(R2)3 avec u0 à di-
vergence nulle. Alors le système (1) a une unique solution globale (θ, u,∇Π)

telle que
θ ∈ C(R+;L2) et u ∈ C(R+;L2) ∩ L2

loc(R+;H1).

De plus la norme L2 de θ est conservée au cours de l’évolution, l’égalité (3)
est satisfaite et u appartient à l’espace L̃1

loc(R+;H2) défini au-dessus de la
remarque 3.12.

La dernière partie de notre programme consiste à établir un résultat d’exis-
tence globale de solutions fortes à données petites en dimension N ≥ 3, dans
l’esprit de celui de Fujita-Kato pour le système de Navier-Stokes incompressible
(voir [17]).

Rappelons que le théorème de Fujita-Kato se démontre en récrivant le sys-
tème de Navier-Stokes en termes de problème de point fixe pour une fonc-
tionnelle construite à l’aide du semi-groupe de Stokes. Sous des hypothèses de
petitesse adéquates, le théorème du point fixe de Picard permet alors d’obtenir
une solution globale unique. Cette approche s’avère particulièrement perfor-
mante si l’espace fonctionnel F utilisé est critique, i.e. respecte l’invariance
par changement d’échelle (ou scaling en anglais) du système de Navier-Stokes.
Cela amène à choisir pour F un espace de distributions sur R+ ×RN à norme
invariante pour tout λ > 0 par la transformation

u(t, x) 7−→ λu(λ2t, λx)

et donc à choisir une vitesse initiale u0 dans un espace fonctionnel E à norme in-
variante par la transformation u0 7→ λu0(λ · ). H. Fujita et T. Kato démontrent
ainsi que le système de Navier-Stokes est globalement bien posé pour des don-
nées initiales petites par rapport à la viscosité dans l’espace de Sobolev homo-
gène Ḣ

1
2 (R3) (voir [17] et [7]). Le résultat de Fujita-Kato se généralise à un

grand nombre d’espaces critiques (voir e.g. [22] ou [26]).
Un calcul facile montre que le système de Boussinesq est invariant par la

transformation

u(t, x) 7−→ λu(λ2t, λx) et θ(t, x) 7−→ λ3θ(λ2t, λx).

Autrement dit, les espaces critiques pour la vitesse sont les mêmes que pour
le système de Navier-Stokes et il faut en quelque sorte exiger deux dérivées de
moins sur la température.

En l’absence de dissipation sur la température, il ne semble pas possible de
démontrer que le système de Boussinesq est bien posé même localement pour
des données aussi peu régulières. On peut cependant établir l’existence locale
pour des données initiales dans l’espace de Besov homogène Ḃ0

N,1(RN ) (gros
sous-espace de LN (RN )) qui est critique pour la vitesse seulement :
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Théorème 1.3. — Supposons N ≥ 2. Soit θ0 ∈ Ḃ0
N,1 et u0 un champ de

vecteurs à divergence nulle et coefficients dans Ḃ0
N,1. Alors le système de Bous-

sinesq admet une unique solution locale (θ, u,∇Π) dans l’espace

ET := C([0, T ]; Ḃ0
N,1)×

(
C([0, T ]; Ḃ0

N,1)∩L1(0, T ; Ḃ2
N,1)

)N
×
(
L1(0, T ; Ḃ0

N,1)
)N

.

Si de plus θ ∈ L∞(0, T ∗; Ḃ0
N,1) et u ∈ L∞(0, T ∗; Ḃ0

N,1)∩L1(0, T ∗; Ḃ2
N,1) alors

la solution peut être prolongée au-delà de T ∗.

Si la construction de solutions à temps petit peut se faire par des arguments
standard, montrer l’existence de solutions fortes globales est nettement plus
délicat. En effet, comme expliqué dans l’introduction, l’absence d’amortisse-
ment pour la température interdit l’approche classique associant estimations
pour le semi-groupe de la chaleur et point fixe de Picard, et le scaling de la
température semble bien trop bas pour pouvoir travailler directement dans des
espaces invariants par changement d’échelle.

Notre stratégie est la suivante : trouver deux espaces fonctionnels, X pour
la vitesse initiale u0 et Y pour la température initiale θ0 tels que, en notant
P le projecteur orthogonal sur les champs à divergence nulle et

(
eτ∆

)
τ>0

le
semi-groupe de la chaleur, on ait les estimations suivantes :

‖θ‖L∞(0,T ;Y ) ≤ ‖θ0‖Y , ‖et∆u0‖L∞(0,T ;X) ≤ ‖u0‖X ,∥∥∥∥ ∫ t0 e(t−s)∆P(θeN ) ds

∥∥∥∥
L∞(0,T ;X)

≤ C1‖θ‖L∞(0,T ;Y ),∥∥∥∥ ∫ t0 e(t−s)∆P div (u⊗ u)(s) ds

∥∥∥∥
L∞(0,T ;X)

≤ C2‖u‖2L∞(0,T ;X)

avec des constantes C1 et C2 indépendantes du temps T. (Nous avons supposé
que ν = 1 pour simplifier l’heuristique.)

Pour de tels espaces, on obtiendra alors

‖u‖L∞(0,T ;X) ≤ ‖u0‖X + C1‖θ0‖Y + C2‖u‖2L∞(0,T ;X).

Supposons que (1) admette une solution locale (θ, u) dans L∞([0, T ];Y ) ×
L∞([0, T ];X) et que de plus C1‖θ0‖Y + ‖u0‖X ≤ c avec c suffisamment petit.
Soit T ∗ le temps maximal pour lequel ‖u‖L∞(0,T∗;X) ≤ 2c. Si l’on a choisi c de
telle sorte que 4cC2 < 1, l’inégalité ci-dessus implique que ‖u‖L∞(0,T∗;X) < 2c.

Par des arguments classiques de bootstrap, on conclut alors que T ∗ = +∞.
Nous verrons plus loin que l’on peut choisir pour X l’espace de Lorentz

LN,∞(RN ), et pour Y l’espace de Lebesque L
N
3 (RN ) (voire L

N
3 ,∞(RN ) si N ≥

4). Notons au passage que ces espaces sont critiques.
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À moins que θ ≡ 0, il n’est pas clair que l’on puisse démontrer l’existence
et l’unicité de solutions dans ces espaces sans hypothèse supplémentaire de ré-
gularité. Pour y remédier, nous allons devoir exiger plus de régularité sur les
données initiales. Cette régularité doit de plus pouvoir être transportée globa-
lement si les données sont petites dans X × Y. Le caractère global demande
un peu d’attention car les estimations habituelles de régularité sur les solutions
d’une équation de transport font apparaître un terme qui dépend exponentielle-
ment de la norme lipschitzienne du champ de vitesse. On sait cependant depuis
un article de M. Vishik que ces estimations sont « meilleures » dans les espaces
de Besov d’indice nul (voir [31] et la proposition 4.8 pour plus de détails).

Ces considérations mènent au résultat suivant d’existence globale à données
petites :

Théorème 1.4. — Supposons que N ≥ 3. Soit θ0 ∈ Ḃ0
N,1(RN ) et u0 ∈

Ḃ
−1+N

p

p,1 (RN ) pour un p ∈ [N,∞]. Il existe une constante c > 0 ne dépendant
que de N telle que si de plus u0 ∈ LN,∞, θ0 ∈ L

N
3 et

(4) ‖u0‖LN,∞ + ν−1‖θ0‖
L
N
3
≤ cν

alors le système de Boussinesq admet une unique solution globale

(θ, u,∇Π) ∈ C(R+; Ḃ0
N,1)×

(
C(R+; Ḃ

N
p −1

p,1 ) ∩ L1
loc(R+; Ḃ

N
p +1

p,1 )
)N

×
(
L1
loc(R+; Ḃ

N
p −1

p,1 )
)N

.

De plus, il existe une constante C ne dépendant que de N telle que pour tout
temps t ≥ 0, on ait

‖θ(t)‖
L
N
3

= ‖θ0‖
L
N
3
, ‖u(t)‖LN,∞ ≤ C

(
‖u0‖LN,∞ + ν−1‖θ0‖

L
N
3

)
,

‖u‖
L∞t (Ḃ

N
p
−1

p,1 )
+ν‖u‖

L1
t (Ḃ

N
p

+1

p,1 )
≤ C‖u0‖

Ḃ
N
p
−1

p,1

e
Ctν−1‖θ0‖Ḃ0

N,1 +ν
(
e
Ctν−1‖θ0‖Ḃ0

N,1−1
)
,

‖θ(t)‖Ḃ0
N,1
≤ C‖θ0‖Ḃ0

N,1
e
Ctν−1‖θ0‖Ḃ0

N,1
(
1 + Cν−1‖u0‖Ḃ0

N,1

)
.

Remarque 1.5. — À partir de la dimension quatre, l’espace L
N
3 (RN ) peut

être remplacé par L
N
3 ,∞(RN ).

Remarque 1.6. — Notons que les hypothèses supplémentaires sur la vitesse
sont critiques en terme de scaling. Par ailleurs, l’appartenance de θ0 à l’espace
de Besov homogène Ḃ0

N,1 (qui est un sous-espace strict de l’espace de Besov
non homogène B0

N,1) est assurée par θ0 ∈ L
N
3 ,∞ ∩ B0

N,1. De même, si p > N,

tome 136 – 2008 – no 2



LES THÉORÈMES DE LERAY ET DE FUJITA-KATO 269

l’hypothèse u0 ∈ Ḃ
−1+N

p

p,1 est garantie par u0 ∈ LN,∞ ∩B
−1+N

p

p,1 (voir le lemme
3.9).

Notation. — Dans tout l’article, C désigne une « constante » susceptible de
changer de ligne en ligne et dont la valeur exacte n’influe pas sur l’exactitude
des calculs. On utilise parfois la notation abrégée A . B au lieu de A ≤ CB.

2. Solutions faibles globales

Cette section est consacrée à la démonstration du théorème 1.1.
Fixons une fonction χ ∈ C∞c (RN ) positive et d’intégrale 1, et notons Ir

(r > 0) l’opérateur de convolution par la fonction r−Nχ(r−1·). Dans un premier
temps, nous allons résoudre le système de Boussinesq régularisé suivant :

(5)

{
∂tθ + Iru · ∇θ = 0,

∂tu+ P
(
Iru · ∇u

)
− ν∆u = P

(
Irθ eN

)
,

avec données initiales θ0 et u0 dans L2(RN ).

Proposition 2.1. — Pour tout couple de données initiales (θ0, u0) dans
L2(RN ) tel que div u0 = 0, le système (5) admet une solution faible globale
(θ, u) telle que

θ ∈ C(R+;L2), u ∈ L∞loc(R+;L2) ∩ L2
loc(R+;H1)

et vérifiant l’inégalité d’énergie suivante pour tout t ∈ R+ :

(6) ‖u(t)‖2L2 + 2ν

∫ t

0

‖∇u‖2L2 dτ ≤ ‖u0‖2L2 + 2

∫ t

0

∫
RN

Irθ uN dx dτ.

Preuve. — Nous allons résoudre le système (5) à l’aide de la méthode de Frie-
drichs. Pour cela, on définit l’opérateur de troncature spectrale Jn par‘Jnf(ξ) = 1[ 1

n ,n](|ξ|)f̂(ξ)

et l’on cherche à résoudre le système suivant pour n ≥ 1 :

(7)


∂tθ

n + Jn
(
IrPJnun · ∇Jnθn

)
= 0,

∂tu
n + PJn

(
IrPJnun · ∇PJnun

)
− ν∆PJnun = P

(
IrJnθ

n eN
)
,

(θn, un)|t=0 = (Jnθ0, Jnu0).

Ce système est une équation différentielle ordinaire sur L2 vérifiant les hypo-
thèses du théorème de Cauchy-Lipschitz. Il admet donc une unique solution
maximale (θn, un) ∈ C1

(
[0, Tn[; (L2(RN ))N+1

)
pour un Tn > 0.
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Comme de plus (PJn)2 = PJn et J2
n = Jn, le couple (Jnθ

n,PJnun) est aussi
solution de (7). Par unicité, on a donc Jnθn = θn et PJnun = un. Cela entraîne
que θn et un sont dans C1([0, Tn[;H∞) et vérifient

(8)

{
∂tθ

n + Jn
(
Iru

n · ∇θn
)

= 0,

∂tu
n + PJn

(
Iru

n · ∇un
)
− ν∆un = P

(
Irθ

n eN
)
.

Une méthode d’énergie élémentaire assure alors que ‖θn(t)‖L2 = ‖Jnθ0‖L2 pour
tout t ∈ R+, et

(9) ‖un(t)‖2L2 + 2ν

∫ t

0

‖∇un‖2L2 dτ = ‖Jnu0‖2L2 + 2

∫ t

0

∫
RN

Irθ
n unN dx dτ.

Notons que ces deux égalités impliquent que Tn = +∞. En effet, si Tn est
fini, on montre facilement en majorant le terme de droite de (9) à l’aide de
l’inégalité de Cauchy-Schwarz, que (θn, un) est dans L∞(0, Tn;L2) et peut donc
être prolongée en vertu des théorèmes classiques sur les équations différentielles
ordinaires.

Il s’agit maintenant de passer à la limite dans (8). Tout d’abord, il est clair
que la suite (θn)n∈N est bornée dans L∞(R+;L2) et que (9) assure que (un)n∈N
est bornée dans L∞loc(R+;L2)∩L2

loc(R+;H1). En utilisant le système (8) et en re-
marquant que la suite (Iru

n)n∈N est bornée dans tous les espaces L∞loc(R+;Hs),

on en déduit alors que (∂tθ
n)n∈N et (∂tu

n)n∈N sont bornées dans L2
loc(R+;H−1).

Par des arguments de convergence faible et de compacité classiques, on conclut
qu’il existe θ ∈ L∞(R+;L2) et u ∈ L∞loc(R+;L2) ∩ L2

loc(R+;H1) à divergence
nulle, tels que, à extraction près,

– θn tend vers θ dans L∞loc
(
R+;H−ηloc

)
pour tout η > 0,

– θn(t) tend faiblement dans L2 vers θ(t) pour tout t ∈ R+ (et donc Irθn(t)

tend fortement vers Irθ(t) dans L2),

– un tend vers u dans L2
loc(R+;H1−ε

loc ) pour tout ε > 0,

– un(t) tend faiblement dans L2 vers u(t) pour tout t ∈ R+.

Ces propriétés de convergence permettent de passer à la limite dans le sys-
tème (8) et de montrer que

lim
n→∞

∫ t

0

∫
RN

Irθ
n unN dx dτ =

∫ t

0

∫
RN

Irθ uN dx dτ.

Le couple (θ, u) est donc une solution globale de (5) vérifiant (6).

Nous pouvons maintenant passer à la démonstration du théorème 1.1. Nous
supposons donc que la température initiale θ0 appartient à Lp(RN ) avec 2N

N+2 <

p ≤ 2 et que u0 ∈ L2(RN ) avec div u0 = 0. Il est clair que Irθ0 ∈ L2 pour tout
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r > 0. La proposition précédente appliquée avec r = 2−k assure donc l’existence
d’une solution globale (θk, uk) vérifiant (6) pour le système approché

(10)


∂tθk + div

(
I2−kuk θk

)
= 0,

∂tuk + P div
(
I2−kuk ⊗ uk

)
− ν∆uk = P

(
I2−kθk eN

)
,

(θk, uk)|t=0 = (I2−kθ0, u0).

On constate que θk est solution d’une équation de transport par le champ de
vecteurs régulier à divergence nulle I2−kuk. Cela assure que θk ∈ C(R+;L2∩Lp)
et que

(11) ‖θk(t)‖Lp = ‖I2−kθ0‖Lp ≤ ‖θ0‖Lp pour tout t ≥ 0.

Ensuite, en vertu de (6) et de l’inégalité de Hölder, on a

(12) ‖uk(t)‖2L2 + 2ν

∫ t

0

‖∇uk‖2L2 dt ≤ ‖u0‖2L2 + 2

∫ t

0

‖θk‖Lp‖uk‖Lp′ dt.

Comme 2N
N+2 < p ≤ 2, on dispose de l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg sui-

vante :

‖uk‖Lp′ ≤ C‖uk‖
α
L2‖∇uk‖1−αL2 avec α = 1−N

(1

p
− 1

2

)
.

En injectant cette inégalité dans (12) et en utilisant (11) et l’inégalité de Young,
on trouve

‖uk(t)‖2L2 + ν

∫ t

0

‖∇uk‖2L2 dt ≤ ‖u0‖2L2 + Cν
α−1
α+1 ‖θ0‖

2
1+α

Lp

∫ t

0

‖uk‖
2α

1+α

L2 dτ,

d’où, après une nouvelle utilisation de l’inégalité de Young,

(13) ‖uk(t)‖2L2 + ν

∫ t

0

‖∇uk‖2L2 dt ≤ C
(
‖u0‖2L2 + tα+1να−1‖θ0‖2Lp

)
.

Il reste à justifier le passage à la limite dans (10). Tout d’abord (11) et (13)
assurent que (θk)k∈N est bornée dans L∞(R+;Lp) et que (uk)k∈N est bornée
dans L∞(R+;L2) ∩ L2(R+;H1). En utilisant (7), on peut alors montrer que
(∂tθk)k∈N et (∂tuk)k∈N sont bornées dans L2

loc(R+;H−
N
2 −1). Par des arguments

de compacité classiques et en notant que Lp(RN ) ↪→ H−N( 1
p−

1
2 )(RN ) pour

1 < p ≤ 2, on en déduit, quitte à extraire, que :

– θk tend vers une fonction θ dans L∞loc
(
R+;H

−N( 1
p−

1
2 )−η

loc

)
pour tout η > 0,

– uk tend vers un champ u à divergence nulle dans L2
loc(R+;H1−ε

loc ) pour
tout ε > 0.

Ces propriétés de convergence permettent de justifier que div (I2−kukθk)

tend vers div (uθ) au sens des distributions pourvu que 1−N
p +N

2 > 0, condition
qui est équivalente à p > 2N/(N + 2). Le passage à la limite dans le terme
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div (I2−kuk ⊗ uk) se fait exactement comme pour le système de Navier-Stokes
incompressible « classique ».

3. Espaces fonctionnels et outils d’analyse harmonique

Commençons par rappeler la définition des espaces de type Lp faible.

Définition 3.1. — Pour 1 ≤ p <∞, on définit l’espace Lp faible (noté Lp,∞

par la suite) comme l’ensemble des fonctions mesurables de RN dans R telles
que

‖f‖Lp,∞ := sup
λ>0

λ
∣∣∣{x ∈ RN/|f(x)| > λ

}∣∣∣ 1p <∞.
Remarque 3.2. — Dans le cas 1 < p < ∞, l’espace Lp,∞ coïncide avec l’es-
pace de Lorentz défini par l’interpolation réelle (L∞, L1)( 1

p ,∞). En d’autres
termes, f est dans Lp,∞ si et seulement si, pour tout A > 0, on peut écrire
f = fA + fA avec ‖fA‖L1 ≤ CA1−1/p et ‖fA‖L∞ ≤ CA−1/p, et la « meilleure
constante » C est une norme équivalente à la quantité de la définition ci-dessus
(voir par exemple [22]).

Plus généralement, pour 1 ≤ q ≤ ∞, l’espace de Lorentz Lp,q peut être défini
par interpolation réelle en posant :

Lp,q := (L∞, L1)( 1
p ,q)

.

Dans la suite de cette partie, nous rappelons brièvement la définition de la
décomposition de Littlewood-Paley (selon [6]) ainsi que celle des espaces de
Besov.

La décomposition de Littlewood-Paley se définit à l’aide d’une décomposition
dyadique de l’unité : soit χ une fonction positive radiale de classe C∞, supportée
dans la boule {|ξ| ≤ 4

3}, valant 1 sur {|ξ| ≤ 3
4}, et telle que r 7→ χ(rer) soit

décroissante. On pose ϕ(ξ) = χ(ξ/2)− χ(ξ) de telle sorte que

(14) ∀ξ ∈ RN \ {0},
∑
q∈Z

ϕ(2−qξ) = 1 et ∀ξ ∈ RN , χ(ξ) = 1−
∑
q∈N

ϕ(2−qξ).

On définit ensuite les opérateurs de localisation en fréquences ∆̇q et Ṡq de
L(S ′;S) par :

∆̇q u := ϕ(2−qD)u et Ṡq u := χ(2−qD)u pour tout q ∈ Z.

Notons que pour une distribution tempérée u ∈ S ′(RN ), les fonctions ∆̇qu et
Ṡqu sont analytiques à croissance lente. Si de plus il existe un réel s tel que
u ∈ Hs(RN ) alors ∆̇qu et Ṡqu appartiennent à l’espace H∞ :=

⋂
σ∈R H

σ.
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Par ailleurs, on établit à l’aide de (14) que u = Ṡ0u+
∑
q∈N ∆̇qu dans

S ′(RN ) et u =
∑
q∈Z ∆̇qu dans S ′(RN ) modulo un polynôme (voir par exemple

[22]).

Enfin, nous utiliserons souvent la propriété de presque orthogonalité sui-
vante :

(15) ∆̇k∆̇qu ≡ 0 si |k − q| ≥ 2 et ∆̇k(Ṡq−1u∆̇qv) ≡ 0 si |k − q| ≥ 5.

Nous pouvons maintenant définir les espaces de Besov homogènes comme suit :

Définition 3.3. — Soient s ∈ R, (p, r) ∈ [1,∞]2 et u ∈ S ′(RN ). On note

‖u‖Ḃsp,r
déf
=
(∑
q∈Z

2rqs‖∆̇q u‖rLp
) 1
r

si r <∞, et ‖u‖Ḃsp,∞
déf
= sup

q∈Z
2qs‖∆̇q u‖Lp .

On définit l’espace de Besov homogène Ḃsp,r := Ḃsp,r(RN ) par
– Ḃsp,r = {u ∈ S ′(RN ) | ‖u‖Ḃsp,r < +∞}, lorsque s < N

p ou s = N
p et r = 1.

– Ḃsp,r = {u ∈ S ′(RN ) | ∀ |α| = k + 1, ∂αu ∈ Ḃs−k−1
p,r } si Np + k ≤ s <

N
p + k + 1, ou s = N

p + k + 1 et r = 1, pour un k ∈ N.

Remarque 3.4. — On prendra garde au fait que Ḃsp,r(RN ) est un espace de
Banach si et seulement si s < N/p ou s ≤ N/p et r = 1.

Rappelons également la définition des espaces de Besov non homogènes :

Définition 3.5. — Soient s ∈ R, (p, r) ∈ [1,∞]2 et u ∈ S ′(RN ). On note

‖u‖Bsp,r :=
(
‖Ṡ0u‖rLp +

∑
q∈N 2rqs‖∆̇q u‖rLp

) 1
r

si r <∞,

‖u‖Bsp,∞ := max
(
‖Ṡ0u‖Lp , supq∈N 2qs‖∆̇qu‖Lp

)
.

L’espace de Besov non homogène Bsp,r := Bsp,r(RN ) est l’ensemble des distri-
butions tempérées u telles que ‖u‖Bsp,r soit fini.

Remarque 3.6. — Les espaces de Besov Bs2,2 et Ḃs2,2 coïncident respective-
ment avec les espaces de Sobolev Hs et Ḣs. Si s ∈ R+ \N, les espaces de Besov
Bs∞,∞ et Ḃs∞,∞ coïncident respectivement avec les espaces de Hölder Cs et Ċs.
Par abus, nous noterons Cs := Bs∞,∞ et Ċs := Ḃs∞,∞ pour tout s ∈ R.

Les inégalités suivantes, dites de Bernstein et démontrées par exemple dans
[6] seront d’un usage constant.

Lemme 3.7. — Soit 1 ≤ p1 ≤ p2 ≤ ∞ et ψ ∈ C∞c (RN ). Alors on a

‖ψ(2−qD)u‖Lp2 ≤ C2qN
(

1
p1
− 1
p2

)
‖ψ(2−qD)u‖Lp1 .
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Comme conséquence de l’inégalité de Bernstein et de la définition de Ḃsp,r,
on a la proposition suivante :

Proposition 3.8. — (i) Il existe une constante c strictement positive telle
que

(16) c−1‖u‖Ḃsp,r ≤ ‖∇u‖Ḃs−1
p,r
≤ c‖u‖Ḃsp,r .

(ii) Pour 1 ≤ p1 ≤ p2 ≤ ∞ et 1 ≤ r1 ≤ r2 ≤ ∞, on a Ḃsp1,r1 ↪→ Ḃ
s−N( 1

p1
− 1
p2

)
p2,r2 .

(iii) Si p ∈ [1,∞], alors Ḃ
N
p

p,1 ↪→ Ḃ
N
p
p,∞ ∩L∞. Si p est fini, l’espace Ḃ

N
p

p,1 est une
algèbre.
(iv) Interpolation réelle : (Ḃs1p,r, Ḃ

s2
p,r)θ, r′ = Ḃ

θs2+(1−θ)s1
p,r′ pour 0 < θ < 1 et

1 ≤ p, r, r′ ≤ ∞.

Signalons aussi le résultat d’inclusion suivant qui nous sera fort utile :

Lemme 3.9. — Pour 1 < p < q ≤ ∞, on a

Lp,∞(RN ) ↪→ Ḃ
N
q −

N
p

q,∞ (RN ).

Démonstration. — Notons h = 2Nh(2·) avec h = F−1ϕ. On a ∆̇u = h ? u,

donc par les inégalités de convolution dans les espaces de Lorentz (voir par
exemple [22]),

‖∆̇u‖Lq ≤ ‖h‖Lr,1‖u‖Lp,∞ avec
1

r
= 1 +

1

q
− 1

p
·

En faisant un changement de variable, on constate que

‖h‖Lr,1 = 2N(1− 1
r )‖h‖Lr,1 ,

d’où le résultat.

Nous souhaitons maintenant donner quelques estimations a priori dans les
espaces de Besov pour l’équation de la chaleur. Ces estimations découlent du
lemme suivant démontré dans [8] :

Lemme 3.10. — Il existe deux constantes c et C telles que pour tout τ ≥ 0,

q ∈ Z, et p ∈ [1,∞], on ait

‖eτ∆∆̇qu‖Lp ≤ Ce−cτ22q

‖∆̇qu‖Lp .

De ce lemme, on déduit facilement (voir encore [8]) le résultat suivant :
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Proposition 3.11. — Soit s ∈ R, 1 ≤ p, r, ρ1 ≤ ∞. Soit u0 ∈ Ḃsp,r et f ∈

L̃ρ1T (Ḃ
s−2+ 2

ρ1
p,r ). Alors l’équation de la chaleur

∂tu− ν∆u = f, u|t=0 = u0

admet une unique solution u dans L̃∞T (Ḃsp,r) ∩ L̃
ρ1
T (Ḃ

s+ 2
ρ1

p,r ) et il existe une
constante C ne dépendant que de la dimension N telle que l’on ait l’estimation
a priori suivante pour tout t ∈ [0, T ] et ρ ≥ ρ1 :

(17) ν
1
ρ ‖u‖

L̃ρt (Ḃ
s+ 2

ρ
p,r )

≤ C
Å
‖u0‖Ḃsp,r + ν

1
ρ1
−1‖f‖

L̃
ρ1
t (Ḃ

s−2+ 2
ρ1

p,r )

ã
.

Si r <∞, la solution u appartient de plus à C([0, T ]; Ḃsp,r).

Dans la proposition ci-dessus, on a utilisé les espaces L̃ρT (Ḃsp,r) qui se défi-
nissent comme à la définition 3.3 après avoir posé

(18) ‖u‖
L̃ρ
T

(Ḃsp,r)
:=
∥∥∥2qs‖∆̇qu‖Lρ

T
(Lp)

∥∥∥
`r(Z)

.

Notons qu’en vertu de l’inégalité de Minkowski, on a

(19) ‖u‖Lρ
T

(Ḃsp,r) ≤ ‖u‖L̃ρ
T

(Ḃsp,r)
pour ρ ≥ r,

et l’inégalité opposée si ρ ≤ r.
On posera C̃T (Ḃsp,r) := L̃∞T (Ḃsp,r) ∩ C([0, T ]; Ḃsp,r) et L̃ρloc(R+; Ḃsp,r) =⋂
T>0 L̃

ρ
T (Ḃsp,r).

Sur le même modèle, on peut définir des espaces non homogènes L̃ρT (Bsp,r).

Dans le cas particulier où p = r = 2, on utilisera plutôt la notation L̃ρT (Ḣs) ou
L̃ρT (Hs).

Remarque 3.12. — Grâce à la proposition 3.11, et en utilisant le fait que le
projecteur P sur les champs à divergence nulle est un multiplicateur de Fourier
homogène de degré 0 et est donc continu de Ḃsp,r dans lui-même (voir e.g. [22]),
il est facile de résoudre le système de Stokes non stationnaire

(20)

{
∂tu− ν∆u+∇Π = f, div u = 0,

u|t=0 = u0,

avec donnée initiale u0 ∈ Ḃsp,r à divergence nulle, et force f ∈ L̃1
T (Ḃsp,r).

On obtient encore une unique solution (u,∇Π) avec u ∈ L̃∞T (Ḃsp,r) ∩
L̃1
T (Ḃs+2

p,r ) et ∇Π ∈ L̃1
T (Ḃsp,r), et u vérifie pour tout 1 ≤ ρ ≤ ∞ l’estimation

ν
1
ρ ‖u‖

L̃ρ
T

(Ḃ
s+ 2

ρ
p,r )

≤ C
Å
‖u0‖Ḃsp,r + ‖Pf‖

L̃1
T

(Ḃsp,r)

ã
.

Si r <∞, la solution u appartient de plus à C([0, T ]; Ḃsp,r).
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Remarque 3.13. — On peut énoncer une version non homogène de la pro-

position 3.11 pour des données u0 ∈ Bsp,r et f ∈ L̃ρ1T (B
s−2+ 2

ρ1
p,r ). Les résultats

d’existence, d’unicité et de continuité en temps demeurent, mais la constante
C de (17) se met à dépendre (au pire linéairement) de T.

La preuve de certaines estimations a priori pour des termes de type quadra-
tique sera grandement facilitée par l’usage du calcul paradifférentiel et notam-
ment de la décomposition suivante introduite par J.-M. Bony dans [3] :

fg = Ṫfg + Ṫgf + Ṙ(f, g),

où le terme de paraproduit Ṫ est défini par Ṫfg :=
∑
q Ṡq−1f ∆̇qg, et le terme

de reste Ṙ, par Ṙ(f, g) :=
∑
q ∆̇qf‹∆qg avec ‹∆q := ∆̇q−1 + ∆̇q + ∆̇q+1.

Nous énonçons ci-dessous quelques résultats de continuité d’usage constant
pour les opérateurs de paraproduit et de reste (consulter par exemple [28] pour
une étude exhaustive de ces opérateurs).

Proposition 3.14. — Soit 1 ≤ p, p1, p2, r, r1, r2 ≤ ∞ vérifiant 1
p = 1

p1
+ 1

p2

et 1
r = 1

r1
+ 1

r2
. L’opérateur de paraproduit Ṫ est continu :

– de L∞ × Ḃtp,r dans Ḃtp,r pour tout t ∈ R,
– de Ḃ−sp1,r1 × Ḃ

t
p2,r2 dans Ḃt−sp,r pour tout t ∈ R et s > 0.

L’opérateur de reste Ṙ est continu :
– de Ḃsp1,r1 × Ḃ

t
p2,r2 dans Ḃs+tp,r pour tout (s, t) ∈ R2 tel que s+ t > 0,

– de Ḃsp1,r1 × Ḃ
−s
p2,r2 dans Ḃ0

p,∞ si s ∈ R et 1
r1

+ 1
r2
≥ 1.

La proposition ci-dessus permet de montrer la plupart des résultats de conti-
nuité pour le produit de deux distributions appartenant à des espaces de Besov.
Nous utiliserons fréquemment par exemple que l’application (u, v) 7→ uv est
continue de

– ḂsN,1 × ḂtN,1 dans Ḃs+t−1
N,1 si −1 < s, t ≤ 1 et s+ t > 0,

– Ḣs × Ḣt dans Ḃs+t−
N
2

2,1 si |s| < N
2 , |t| <

N
2 et s+ t > 0.

4. Quelques estimations a priori

4.1. Espaces de Lorentz et système de Stokes non stationnaire. — Dans cette sec-
tion, on démontre quelques estimations a priori dans les espaces de Lorentz
pour le système de Stokes non stationnaire (20). Le lemme suivant nous per-
mettra de contrôler le terme de couplage avec l’équation de transport dans le
système de Boussinesq.

Lemme 4.1. — On a les estimations a priori suivantes pour tout t ≥ 0 :

tome 136 – 2008 – no 2



LES THÉORÈMES DE LERAY ET DE FUJITA-KATO 277

– Si N = 3 alors ν

∥∥∥∥ ∫ t0 eν(t−s)∆P(θe3)(s) ds

∥∥∥∥
L3,∞

≤ C‖θ‖L∞t (L1).

– Si N ≥ 4 alors ν

∥∥∥∥ ∫ t0 eν(t−s)∆P(θeN )(s) ds

∥∥∥∥
LN,∞

≤ C‖θ‖
L∞t (L

N
3
,∞)

.

Démonstration. — Par un changement de variable temporel, on peut se rame-
ner au cas ν = 1. Notons par ailleurs que P ∈ L(Lp(RN );Lp(RN )) pour tout
1 < p <∞. Par interpolation réelle, on a donc en particulier

(21) P ∈ L
(
LN,∞(RN ), LN,∞(RN )

)
.

Par conséquent, on peut « oublier » le projecteur P dans les inégalités à dé-
montrer et se limiter à la preuve d’inégalités similaires pour l’opérateur de la
chaleur. Pour ce faire, on écrit la décomposition suivante avec A paramètre
positif :∫ t

0

e(t−s)∆θ(s) ds =

∫ A

0

1[0,t](s) e
(t−s)∆θ(s) ds︸ ︷︷ ︸
IA

+

∫ ∞
A

1[0,t](s) e
(t−s)∆θ(s) ds︸ ︷︷ ︸

IA

.

Par calcul direct on a pour τ > 0 et 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞,

‖eτ∆‖L(Lp,Lq) = ‖F−1(e−τ |ξ|
2

)‖Lr =
1

τN/2
‖G(

x√
τ

)‖Lr =
1

τN/2r′
‖G‖Lr(22)

où l’on a noté G = F−1(e−|ξ|
2

), 1/r = 1 + 1/q − 1/p et 1/r′ = 1/p− 1/q.

Supposons d’abord que N = 3. On a

‖IA‖L1 ≤
∫ A

0
‖e(t−s)∆θ(s)‖L11[0,t](s) ds,

≤
∫ A

0
‖e(t−s)∆‖L(L1,L1)‖θ(s)‖L11[0,t](s) ds,

≤ ‖G‖L1

∫ A
0
‖θ(s)‖L11[0,t](s) ds ≤ A‖G‖L1‖θ‖L∞t (L1).

D’autre part, pour IA, on peut écrire

‖IA‖L∞ ≤
∫∞
A
‖e(t−s)∆θ(s)‖L∞1[0,t](s) ds,

≤
∫∞
A
‖e(t−s)∆‖L(L1,L∞)‖θ(s)‖L11[0,t](s) ds,

≤ ‖G‖L∞
∫∞
A

1
(t−s)3/2 ‖θ(s)‖L11[0,t](s) ds,

≤ 2A−1/2‖G‖L∞‖θ‖L∞t (L1).

En tenant compte de ces deux estimations, de la remarque 3.2 et de (21), on
obtient le résultat souhaité dans le cas N = 3.
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Le cas N ≥ 4 se traite de manière analogue. À partir de (22), on montre par
interpolation que l’opérateur eτ∆ est continu de L

N
3 ,∞ dans L

N
3 ,∞ avec norme

bornée par C‖G‖L1 . Cela assure que pour tout A ≥ 0, on a

‖IA‖
L
N
3
,∞ ≤

∫ A
0
‖e(t−s)∆‖

L(L
N
3
,∞,L

N
3
,∞)
‖θ(s)‖

L
N
3
,∞1[0,t](s) ds,

≤ CA‖G‖L1‖θ‖
L∞t (L

N
3
,∞)

.

Pour majorer IA, on utilise le fait que l’opérateur eτ∆ est continu de L
N
3 ,∞

dans L∞ avec norme Cτ−
3
2 ‖G‖

L
N
N−3

,1 (combiner (22) avec un argument d’in-
terpolation). On peut donc écrire

‖IA‖L∞ ≤
∫∞
A
‖e(t−s)∆‖

L(L
N
3
,∞,L∞)

‖θ(s)‖
L
N
3
,∞1[0,t](s) ds,

≤ C‖G‖
L

N
N−3

,1

∫∞
A

1
(t−s)3/2 ‖θ(s)‖LN3 ,∞1[0,t](s) ds,

≤ CA−1/2‖G‖
L

N
N−3

,1‖θ‖L∞t (L
N
3
,∞)

.

En combinant les majorations pour IA et IA, le fait que

(L
N
3 ,∞, L∞) 2

3 ,∞
= LN,∞,

et (21), on peut maintenant conclure à l’inégalité souhaitée dans le cas N ≥ 4.

Le lemme suivant (qui semble être dû à Y. Meyer, voir [26]) nous permettra
de contrôler le terme de convection dans l’équation sur u.

Lemme 4.2. — Pour tout t ≥ 0 et ν ≥ 0, on a les estimations a priori

ν

∥∥∥∥∫ t

0

eν(t−s)∆P∇g(s) ds

∥∥∥∥
LN,∞

≤

{
C‖g‖L∞t (L1) si N = 2,

C‖g‖
L∞t (L

N
2
,∞)

si N ≥ 3.

Démonstration. — Pour la commodité du lecteur, nous donnons ci-dessous les
grandes lignes de la démonstration. On procède comme dans le lemme précé-
dent : après s’être ramené au cas ν = 1, on découpe l’intégrale à majorer en
deux parties JA et JA. En vertu de (21), on peut « oublier » le projecteur P.
De plus, il est clair que pour tout τ > 0 et 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, on a
(23)

‖eτ∆∇‖L(Lp,Lq) =
1

τ
1
2 + N

2r′
‖H‖Lr avec H := F−1

(
e−|η|

2

η
)

et
1

r′
=

1

p
− 1

q
·

En reprenant les calculs du lemme précédent, on obtient donc si N ≥ 3,

‖JA‖
L
N
2
,∞ ≤ CA‖H‖L1‖g‖

L
N
2
,∞ et ‖JA‖L∞ ≤ CA−1‖H‖

L
N
N−2

,1‖g‖LN2 ,∞ .

On conclut alors en remarquant que (L
N
2 ,∞, L∞) 1

2 ,∞
= LN,∞.
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Le cas N = 2 est formellement identique. Il suffit de remplacer L
N
2 ,∞ par

L1.

4.2. Estimations a priori pour le système de Navier-Stokes. — Dans cette partie,
on démontre des estimations a priori pour le système de Navier-Stokes incom-
pressible :

(24)


∂tu+ u · ∇u− ν∆u+∇Π = f,

div u = 0

u(0, x) = u0(x)

sous diverses conditions de petitesse.

Énonçons tout d’abord un résultat global de propagation de la régularité

L∞t (Ḃ
−1+N

p

p,1 ) ∩ L1
t (Ḃ

1+N
p

p,1 ) sous l’hypothèse que u est petite dans Ċ−1.

Lemme 4.3. — Soit p ∈ [1,∞[ et u une solution de (24) appartenant à

L∞T (Ḃ
−1+N

p

p,1 ) ∩ L1
T (Ḃ

1+N
p

p,1 ). Il existe deux constantes c et C telles que si u0

appartient à Ḃ
−1+N

p

p,1 et vérifie div u0 = 0, si f est dans L1([0, T ]; Ḃ
−1+N

p

p,1 ) et
de plus

sup
t∈[0,T ]

‖u(t)‖Ċ−1 ≤ cν

alors, on a pour tout t ∈ [0, T ] l’estimation

‖u(t)‖
Ḃ
N
p
−1

p,1

+ ν

∫ t

0

‖u(τ)‖
Ḃ
N
p

+1

p,1

dτ ≤ C
Å
‖u0‖

Ḃ
N
p
−1

p,1

+

∫ t

0

‖f(τ)‖
Ḃ
N
p
−1

p,1

dτ

ã
.

Démonstration. — On applique l’opérateur P∆̇q à l’équation de Navier-Stokes.
Sachant que div u = 0, on obtient

∂t∆̇qu− ν∆∆̇qu = P∆̇qf − P∆̇q(u · ∇u).

Admettons un instant que

(25) ‖P∆̇q(u · ∇u)‖Lp . aq2
−q(−1+N

p )‖u‖Ċ−1‖u‖
Ḃ

1+N
p

p,1

avec
∑
q∈Z

aq = 1.

Alors en utilisant le lemme 3.10, on a

2q(−1+N
p )‖∆̇qu(t)‖Lp ≤ 2q(−1+N

p )e−cνt2
2q

‖∆̇qu0‖Lp

+

∫ t

0

e−cν(t−τ)22q
(

2q(−1+N
p )‖∆̇qf‖Lp + aq‖u‖Ċ−1‖u‖

Ḃ
−1+N

p
p,1

)
dτ.
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Après sommation sur q, on trouve donc

‖u‖
L∞t (Ḃ

N
p
−1

p,1 )
+ ν‖u‖

L1
t (Ḃ

N
p

+1

p,1 )
≤ C

(
‖u0‖

Ḃ
−1+N

p
p,1

+‖f‖
L1
t (Ḃ
−1+N

p
p,1 )

+ ‖u‖L∞t (Ċ−1)‖u‖
L1
t (Ḃ

1+N
p

p,1 )

)
.

Si l’on suppose que

C‖u‖L∞t (Ċ−1) ≤
ν

2

alors on obtient l’estimation souhaitée.

L’inégalité (25) que nous avons utilisée plus haut repose sur le lemme sui-
vant :

Lemme 4.4. — Soient s > 1, r ∈ [1,+∞] et u un champ à divergence nulle.
Alors il existe une constante C et une suite aq ∈ `r(Z) telles que

‖∆̇q(u·∇v)‖Lp ≤ C2−q(s−2)aq
(
‖u‖Ċ−1‖v‖Ḃsp,r+‖v‖Ċ−1‖u‖Ḃsp,r

)
et ‖(aq)‖`r ≤ 1.

Démonstration. — En vertu de (15) et de div u = 0, on a

∆̇q(u · ∇v) =
∑

q′≥q−4

∆̇q div (Ṡq′+2u⊗ ∆̇q′v) +
∑

|q−q′|≤4

∆̇q(∆̇q′u · ∇Ṡq′−1v).

Sachant que s > 1, on a∑
q′≥q−4

‖∆̇q div (Ṡq′+2u⊗ ∆̇q′v)‖Lp ≤ C2q
∑

q′≥q−4
‖Ṡq′+2u‖L∞‖∆̇q′v‖Lp ,

≤ C2q
∑

q′≥q−4
2−q

′(s−1)‖u‖Ċ−1 2q
′s‖∆̇q′v‖Lp ,

≤ C2−q(s−2)aq‖u‖Ċ−1‖v‖Ḃsp,r
avec aq ∈ `r(Z) vérifiant ‖(aq)‖`r ≤ 1,

D’autre part, on dispose de la majoration suivante :∑
|q′−q|≤4

‖∆̇q(∆̇q′u · ∇Ṡq′−1v)‖Lp ≤ C
∑

|q′−q|≤4

‖∆̇q′u‖Lp‖Ṡq′−1∇v‖L∞ ,

≤ C2−q(s−2)aq‖v‖Ċ−1‖u‖Ḃsp,r ,

d’où le lemme.

Il n’est pas clair que le lemme 4.3 demeure valable dans le cas limite p = +∞.
Mais on dispose toutefois du substitut suivant :
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Lemme 4.5. — Soit u une solution de (24) avec donnée initiale u0 ∈ Ḃ−1
∞,1

à divergence nulle, et terme de force f ∈ L1([0, T ], Ḃ−1
∞,1). Il existe deux

constantes c et C telles que si

sup
t∈[0,T ]

‖u(t)‖LN,∞ ≤ cν

alors on a pour tout t ∈ [0, T ] l’estimation

‖u(t)‖Ḃ−1
∞,1

+ ν‖u‖L1
t (Ḃ

1
∞,1) ≤ C

Å
‖u0‖Ḃ−1

∞,1
+ ‖f‖L1

t (Ḃ
−1
∞,1)

ã
.

Démonstration. — La démarche générale est la même que dans la preuve du
lemme 4.3, mais on ne peut plus utiliser le lemme 4.4 qui est faux dans le cas
limite p =∞, r = 1 et s = 1. Le bon substitut est l’inégalité suivante :

(26) ‖∆̇q

(
u · ∇u

)
‖L∞ ≤ Caq2q‖u‖LN,∞‖u‖Ḃ1

∞,1
avec

∑
q∈Z

aq ≤ 1.

La justification de (26) repose sur la décomposition de Bony. En tenant compte
de div u = 0, on a pour tout j ∈ {1, · · · , N},[

div (u⊗ u)
]j

= ∂i(Ṫuiu
j + Ṫuju

i + Ṙ(ui, uj)).

Les résultats de continuité pour le paraproduit énoncés dans la proposition 3.14
assurent que

‖ div ∆̇q(Ṫuu)‖L∞ ≤ C2qaq‖u‖Ċ−1‖u‖Ḃ1
∞,1

avec
∑
q∈Z

aq ≤ 1

et l’on a vu que LN,∞ ↪→ Ċ−1 (cf lemme 3.9).

La continuité de l’injection de LN,∞ dans Ċ−1 permet aussi d’écrire que

‖∆̇q div Ṙ(u, u)‖L∞ ≤ C2q‖∆̇q div Ṙ(u, u)‖LN,∞ pour tout q ∈ Z.

Par conséquent, on a

‖∆̇q div Ṙ(u, u)‖L∞ ≤ C22q
∥∥∥ ∑
q′≥q−3

∆̇q(∆̇q′u‹∆q′u)
∥∥∥
LN,∞

,

≤ C22q ∑
q′≥q−3

‖∆̇q′u‖LN,∞‖‹∆q′u‖L∞ ,

≤ C2q
∑

q′≥q−3
2q−q

′
aq′‖u‖LN,∞‖u‖Ḃ1

∞,1

avec
∑
q aq ≤ 1, ce qui achève la démonstration de (26).
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4.3. Estimations pour l’équation de transport. — Dans cette section nous établis-
sons diverses estimations a priori pour l’équation de transport

(27)

{
∂tθ + div (θu) = f

θ(0, x) = θ0(x)

avec u champ de vecteur lipschitizien à divergence nulle. Pour commencer,
rappelons un résultat classique relatif aux espaces Lp ou Lp,∞ :

Proposition 4.6. — Pour tout p ∈ [1,∞], on a les estimations a priori sui-
vantes :

∀t ∈ R+, ‖θ(t)‖Lp ≤ ‖θ0‖Lp +

∫ t

0

‖f(s)‖Lp ds.

Plus généralement, pour 1 ≤ p <∞, on a

∀t ∈ R+, ‖θ(t)‖Lp,∞ ≤ ‖θ0‖Lp,∞ +

∫ t

0

‖f(s)‖Lp,∞ ds.

Dans tous les cas, l’inégalité peut être remplacée par une égalité si f ≡ 0.

Démonstration. — En introduisant le flot ψ du champ u défini par

(28)

{
∂tψ(t, x) = u(t, ψ(t, x)),

ψ(0, x) = x,

on obtient

(29) θ(t, x) = θ0(ψ(t, x)−1) +

∫ t

0

f(s, ψ(s, ψ(t, x)−1)) ds.

Sachant que div u = 0, la fonction ψt := ψ(t, ·) est un difféomorphisme qui
préserve le volume. En conséquence,

‖θ(t)‖Lp ≤ ‖θ0‖Lp +

∫ t

0

‖f(s)‖Lp

avec égalité si f ≡ 0.

La preuve de l’inégalité dans les espaces Lp,∞ se traite en comparant les
ensembles de niveau de θ et de θ0. En effet : dans le cas f ≡ 0, on a pour tout
λ ≥ 0,

(30)
{
y ∈ RN / |θ(t, y)| > λ

}
= ψt

({
x ∈ RN / |θ0(x)| > λ

})
,

et les deux ensembles ont même mesure puisque ψ préserve la mesure.
Le cas général f 6≡ 0 s’en déduit facilement à partir de la formule (29).

Dans la proposition ci-dessous, nous énonçons un résultat de propagation de
régularité de type Besov pour les équations de transport.
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Proposition 4.7. — Soient 1 ≤ p ≤ p1 ≤ +∞, r ∈ [1,∞] et s ∈ R tels que

−1−min

Å
N

p1
,
N

p′

ã
< s < 1 +

N

p1
·

Supposons que le champ de vecteurs u soit à divergence nulle et à coef-

ficients dans L1([0, T ]; Ḃ
1+ N

p1
p1,1

(RN )), que le terme de force f appartienne
à L1([0, T ]; Ḃsp,r(RN )) et que la donnée initiale θ0 soit dans Ḃsp,r(RN ).
Alors l’équation (27) admet une unique solution θ ∈ L∞([0, T ]; Ḃsp,r)

(θ ∈ C([0, T ]; Ḃsp,r) si r <∞) qui vérifie l’estimation

‖θ‖
L̃∞t (Ḃsp,r)

≤
(
‖θ0‖Ḃsp,r + ‖f‖

L̃1
t (Ḃ

s
p,r)

)
exp

Å
C

∫ t

0

‖∇u‖
Ḃ
N
p1
p1,1

dτ

ã
.

L’inégalité ci-dessus reste valable dans le cas limite r = ∞ et s = −1 −
min

(
N
p1
, Np′

)
.

Démonstration. — Un résultat analogue a été établi dans [13] (mais dans le
cadre des espaces de Besov non homogènes et sans le cas limite). Nous nous
limitons donc à une preuve succincte des estimations a priori.

Appliquons ∆̇q à l’équation de transport (27). En utilisant la décomposition
de Bony, la propriété de divergence nulle et (15), on obtient

∂t∆̇qθ + Ṡq−1u · ∇∆̇qθ = ∆̇qf − Fq,

avec Fq = ∆̇q(Ṫ∂iθu
i) + ∂i∆̇qṘ(ui, θ)

+
∑

|q−q′|≤1

(Ṡq′−1 − Ṡq−1)u · ∇∆̇q∆̇q′θ +
∑

|q−q′|≤4

[∆̇q, Ṡq′−1u] · ∇∆̇q′θ.

D’après la proposition 4.6, on a

(31) ‖∆̇qθ(t)‖Lp ≤ ‖∆̇qθ0‖Lp +

∫ t

0

‖∆̇qf(τ)‖Lp dτ +

∫ t

0

‖Fq(τ)‖Lp dτ.

Il s’agit maintenant de majorer ‖Fq‖Lp de façon adéquate. Le premier terme
se traite en faisant appel à la proposition 3.14. Comme s < 1 + N

p1
, on obtient

‖∆̇qṪ∂iθu
i‖Lp ≤ C2−qsaq‖∇u‖

Ḃ
N
p1
p1,1

‖θ‖Ḃsp,r avec ‖aq‖`r ≤ 1.

De même, sous la condition s+ 1 + min
(
N
p1
, Np′

)
> 0, la proposition 3.14 donne

(32) ‖∂i∆̇qṘ(ui, θ)‖Lp ≤ Caq2−qs‖∇u‖
Ḃ
N
p1
p1,1

‖θ‖Ḃsp,r avec ‖aq‖`r ≤ 1,
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et dans le cas limite s+ 1 +
(
N
p1
, Np′

)
= 0,

(33) sup
q∈Z
‖∂i∆̇qṘ(ui, θ)‖Lp ≤ C2−qs‖∇u‖

Ḃ
N
p1
p1,1

‖θ‖Ḃsp,∞ .

Le troisième terme de Fq est une fonction localisée spectralement dans une
couronne dyadique 2qC. Ainsi, sans aucune restriction sur s, on a∑

|q−q′|≤1

‖(Ṡq−1 − Ṡq′−1)u · ∇∆̇q∆̇q′θ‖Lp ≤ Caq2−qs‖∇u‖
Ḃ
N
p1
p1,1

‖θ‖Ḃsp,r .

Enfin, par une inégalité classique sur les commutateurs (voir par exemple [6]),
on a

‖[∆̇q, Ṡq′−1u] · ∇∆̇q′θ‖Lp . 2−q‖∇Ṡq′−1u‖L∞‖∆̇q′∇θ‖Lp .
En conséquence,

‖[∆̇q, Ṡq′−1u] · ∇∆̇q′θ‖Lp . 2q
′−q‖∇u‖L∞‖∆̇q′θ‖Lp ,

d’où∑
|q−q′|≤4

‖[∆̇q, Ṡq′−1u]·∇∆̇q′θ‖Lp ≤ C2−qsaq‖∇u‖L∞‖θ‖Ḃsp,r avec ‖(aq)‖`r ≤ 1.

En sommant toutes ces estimations et en utilisant le fait que Ḃ
N
p1
p1,1

↪→ L∞, on
trouve (en supposant r =∞ dans le cas limite) :

‖Fq‖Lp . 2−qsaq‖∇u‖
Ḃ
N
p1
p1,1

‖θ‖Ḃsp,r avec ‖aq‖`r ≤ 1.

Il ne reste plus qu’à injecter cette inégalité dans (31), à multiplier par 2qs puis
à prendre la norme `r(Z) en q de chaque membre. On obtient

‖θ‖
L̃∞t (Ḃsp,r)

≤ ‖θ0‖Ḃsp,r + ‖f‖
L̃1
t (Ḃ

s
p,r)

+ C

∫ t

0

‖∇u(τ)‖
Ḃ
N
p1
p1,1

‖θ(τ)‖Ḃsp,rdτ

et le lemme de Gronwall permet alors d’obtenir l’estimation souhaitée.

La présence du terme exponentiel dans l’estimation a priori de la proposition
4.7 semble ôter tout espoir de démontrer des résultats globaux pour le système
de Boussinesq.

Dans [31] cependant, M. Vishik a remarqué que cette croissance exponen-
tielle n’a pas lieu (dans le cas f ≡ 0) si l’on travaille dans des espaces de Besov à
indice de régularité nul. Le résultat de M. Vishik a été redémontré récemment
par T. Hmidi et S. Keraani par une méthode plus robuste qui permet entre
autres d’ajouter un terme de diffusion dans l’équation de transport (voir [18]).
Nous utiliserons la version suivante du résultat de Vishik :
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Proposition 4.8. — Soit θ ∈ L̃∞T (Ḃ0
p,r) une solution de (27) avec f ∈

L̃1
T (Ḃ0

p,r) et ∇u ∈ L1([0, T ], Ḃ0
∞,1) à divergence nulle. Alors on a la majoration

suivante pour tout t ∈ [0, T ] :

‖θ‖
L̃∞t (Ḃ0

p,r)
≤ C

(
‖θ0‖Ḃ0

p,r
+ ‖f‖

L̃1
t (Ḃ

0
p,r)

)(
1 +

∫ t

0

‖∇u(s)‖Ḃ0
∞,1

ds
)
.

Démonstration. — Nous adoptons l’approche utilisée dans [18]. Pour simplifier
la présentation, on se limite au cas r = 1 (qui est le seul utilisé dans l’article).

Tout d’abord, remarquons que par unicité de la solution de l’équation de
transport, on a θ =

∑
q∈Z

θq où θq est la solution de l’équation

(34)

{
∂tθq + u · ∇θq = ∆̇qf

θq(0, x) = ∆̇qθ0(x).

On a clairement

(35) ‖θ‖Ḃ0
p,1
≤
∑
j,q∈Z

‖∆̇jθq‖Lp =
∑

|j−q|≤Q

‖∆̇jθq‖Lp +
∑

|j−q|≥Q

‖∆̇jθq‖Lp ,

où Q est un paramètre entier que l’on ajustera plus loin.
En faisant appel à la proposition 4.6, on constate que∑

|j−q|≤Q
‖∆̇jθq(t)‖Lp .

∑
|j−q|≤Q

‖θq(t)‖Lp ,

. Q
∑
q

(
‖∆̇qθ0‖Lp + ‖∆̇qf‖L1

t (L
p)

)
,

. Q(‖θ0‖Ḃ0
p,1

+ ‖f‖L1
t (Ḃ

0
p,1)).

Pour traiter la deuxième somme de (35), on utilise la proposition 4.7 avec
donnée initiale ∆̇qθ0 dans Ḃ±εp,1 et terme de force dans L1(0, T ; Ḃ±εp,1) (avec ε
choisi dans (0, 1)). On peut donc écrire

‖θq(t)‖Ḃ±εp,1 ≤ (‖∆̇qθ0‖Ḃ±εp,1 + ‖∆̇qf‖L1
t (Ḃ
±ε
p,1)) exp

Å
C

∫ t

0

‖∇u‖Ḃ0
∞,1

dτ

ã
,

ce qui implique

‖∆̇jθq(t)‖Lp ≤ 2−ε|q−j|aj(‖∆̇qθ0‖Lp + ‖∆̇qf‖L1
t (L

p)) exp

Å
C

∫ t

0

‖∇u‖Ḃ0
∞,1

dτ

ã
,

avec ‖(aj)‖`1(Z) ≤ 1. Par sommation sur les indices (j, q) tels que |j − q| ≥ Q,

on trouve∑
|j−q|≥Q

‖∆̇jθq(t)‖Lp ≤ 2−QεC(‖θ0‖Ḃ0
p,1

+‖f‖L1
t (Ḃ

0
p,1)) exp

Å
C

∫ t

0

‖∇u‖Ḃ0
∞,1

dτ

ã
.

Il ne reste plus qu’à choisir Q tel que Qε log 2 ≈
(

1 + C
∫ t

0
‖∇u‖Ḃ0

∞,1
dτ
)
.
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4.4. Estimations à pertes. — La démonstration de l’unicité pour le système de
Boussinesq en dimension deux repose sur des estimations a priori avec perte
de régularité pour les équations de transport-diffusion du type

(36)

{
∂tρ+ div (ρu)− ν∆ρ = f

ρ|t=0 = ρ0

avec un champ de vecteurs u à divergence nulle qui n’est pas lipschitzien en
espace.

Dans le cas sans diffusion, H. Bahouri et J.-Y. Chemin ont remarqué (voir
[2]) que si le champ de vitesses était localement intégrable en temps à valeurs
log-lipschitz, i.e.

|u(t, x)− u(t, y)| ≤ γ(t)|x− y|(1− log |x− y|)
pour tout |x − y| < 1 avec γ ∈ L1

loc(0, T ), alors la régularité de la donnée
initiale était susceptible de se dégrader au cours du temps. Par exemple, si ρ0

appartient à l’espace de Sobolev Hs alors la solution à l’instant t est seulement
dans Hs−V (t) avec V (t) = C

∫ t
0
γ(τ) dτ.

Nous souhaitons démontrer des estimations analogues valables pour tout
ν ≥ 0, sous des hypothèses légèrement plus générales que celles de [2] et avec
en sus un gain de régularité de type parabolique si ν > 0.

Nous avons opté pour un cadre fonctionnel non homogène. De ce fait, nous
ferons appel à des blocs dyadiques non homogènes définis comme suit :

∆q := ∆̇q si q ≥ 0, ∆−1 := Ṡ0 et ∆q := 0 si q ≤ −2,

et à la troncature basses fréquences

Sq :=
∑
p≤q−1

∆p.

Proposition 4.9. — Soit s ∈] − 1 − N
2 , 1 + N

2 [ et ρ une solution de l’équa-
tion de transport-diffusion (36). Il existe N0 ∈ N ne dépendant que du support
de la fonction ϕ intervenant dans la décomposition de Littlewood-Paley, une
constante universelle C0 et deux constantes c et C ne dépendant que de s et de
N tels que si

(37) ‖u‖
L̃1
T

(B
1+N

2
2,∞ )

≤ c

alors on a l’estimation a priori suivante pour tout t ∈ [0, T ] :

sup
q≥−1
τ∈[0,t]

2qs−εq(τ)‖∆qρ(τ)‖L2 + ν sup
q≥0

∫ t

0

2q(s+2)−εq(τ)‖∆qρ(τ)‖L2 dτ

≤ C0

Å
‖ρ0‖Bs2,∞ + sup

q≥−1

∫ t

0

2qs−εq(τ)‖∆qf(τ)‖L2 dτ

ã
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où εq(t) := C
∑q
q′=−1 2q

′(1+N
2 )
∫ t

0
‖∆̌q′u‖L2 dτ avec ∆̌q′ =

∑
|α|≤N0

∆q′+α vé-
rifie

εq(T )− εq′(T ) ≤ 1

2

(
1 +

N

2
+ s
)
(q − q′) pour q ≥ q′.

Démonstration. — La démonstration de cette proposition se trouve implici-
tement dans [13] (voir th. 3.12) mais l’effet régularisant du Laplacien n’y est
pas explicité. Étant donné que l’exploitation de cet effet régularisant est la clef
de la preuve de l’unicité pour le système de Boussinesq en dimension 2, nous
donnons ici la démonstration intégrale de l’estimation a priori.

En appliquant l’opérateur ∆q à (36) et en procédant comme dans la preuve
de la proposition 4.7, on obtient

∂t∆qρ+ Sq−1u · ∇∆qρ− ν∆∆qρ = ∆qf + F 1
q + F 2

q + F 3
q + F 4

q

avec

F 1
q :=

∑
|q′−q|≤4

[Sq′−1u,∆q] · ∇∆q′ρ,

F 2
q :=

∑
|q′−q|≤1

(
Sq−1 − Sq′−1

)
u · ∇∆q∆q′ρ,

F 3
q := −∆q

( ∑
|q′−q|≤4

Sq′−1∂iρ∆q′u
i
)
,

F 4
q := −

∑
q′≥q−3

∂i∆q

Å
∆q′ρ

(∑
|α|≤1

∆q′+α

)
ui
ã
.

Une méthode d’énergie standard combinée avec l’inégalité de Bernstein donne

(38)
1

2

d

dt
‖∆qρ‖2L2 + νq2

2q‖∆qρ‖2L2 ≤
(
‖∆qf‖L2 +

4∑
i=1

‖F iq‖L2

)
‖∆qρ‖L2

avec νq := κν si q ≥ 0 et ν−1 = 0, la constante κ dépendant uniquement du
support de ϕ.

Par des manipulations classiques, on a

‖F 1
q ‖L2 ≤

∑
|q′−q|≤4

‖∇Sq′−1u‖L∞‖∆q′ρ‖L2 ,

‖F 2
q ‖L2 ≤

∑
|q′−q|≤1

2q‖∆̌qu‖L∞‖∆qρ‖L2 ,

‖F 3
q ‖L2 ≤

∑
q′≤q+2

2q
′
‖∆q′ρ‖L∞‖∆̌qu‖L2 ,

‖F 4
q ‖L2 ≤

∑
q′≥q−3

2q(1+N
2 )‖∆q′ρ‖L2‖∆̌q′u‖L2 ,
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en notant ∆̌q =
∑
|α|≤N0

∆q+α avec N0 suffisamment grand.

En utilisant le fait que

‖∇Sq′−1u‖L∞ .
∑

q′′<q′−N0

2q
′′(1+N

2 )‖∆̌q′′u‖L2 ,

‖∆̌qu‖L∞ . 2q
N
2 ‖∆̌qu‖L2 , ‖∆q′ρ‖L∞ . 2q

′ N
2 ‖∆q′ρ‖L2 ,

et en injectant les majorations obtenues ci-dessus dans (38), on obtient

1

2

d

dt
‖∆qρ‖2L2 + νq2

2q‖∆qρ‖2L2 ≤
(
‖∆qf‖L2

+C
∑

q′≥q−4

2(q−q′)(1+N
2 )ε′q′‖∆q′ρ‖L2 + C

∑
q′≤q

2(q′−q)(1+N
2 )ε′q‖∆q′ρ‖L2

)
‖∆qρ‖L2

avec εp(t) :=
∫ t

0

∑
p′≤p 2p

′(1+N
2 )‖∆̌pu‖L2 dτ.

Pour λ > 0, on pose

ρλq (t) := 2qse−λεq(t)‖∆qρ(t)‖L2 et fλq (t) := 2qse−λεq(t)‖∆qf(t)‖L2

de telle sorte que

1

2

d

dt
(ρλq )2 + λε′q(ρ

λ
q )2 + νq2

2q(ρλq )2 ≤ ρλq
Å
fλq

+C2qse−λεq
( ∑
q′≥q−4

2(q−q′)(1+N
2 )ε′q′‖∆q′ρ‖L2 +

∑
q′≤q

2(q′−q)(1+N
2 )ε′q‖∆q′ρ‖L2

)ã
.

De l’inégalité précédente, on déduit après intégration en temps :

ρλq (t) + νq2
2q

∫ t

0

ρλq (τ) dτ + λ

∫ t

0

ε′q(τ)ρλq (τ) dτ ≤ ρλq (0) +

∫ t

0

fλq (τ) dτ

+C
∑

q′≥q−4

2(q−q′)(1+N
2 +s)

∫ t

0

ε′q′(τ)eλ(εq′ (τ)−εq(τ))ρλq′(τ) dτ

+C
∑
q′≤q

2(q′−q)(1+N
2 −s)

∫ t

0

ε′q(τ)eλ(εq′ (τ)−εq(τ))ρλq′(τ) dτ.

En écrivant ε′q(τ) = ε′q′(τ)+(ε′q−ε′q′)(τ) dans le dernier terme et en remarquant
que (εn)n≥−1 est une suite croissante de fonctions croissantes positives, on
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obtient pour tout q ≥ −1,

ρλq (t) + νq2
2q

∫ t

0

ρλq (τ) dτ + λ

∫ t

0

ε′q(τ)ρλq (τ) dτ ≤ ρλq (0) +

∫ t

0

fλq (τ) dτ

+C
∑
q′≥q

2(q−q′)(1+N
2 +s)eλ(εq′ (t)−εq(t))

∫ t

0

ε′q′(τ)ρλq′(τ) dτ

+C
∑
q′≤q

2(q′−q)(1+N
2 −s)

∫ t

0

ε′q′(τ)ρλq′(τ) dτ +
C

λ

∑
q′≤q

2(q′−q)(1+N
2 −s) sup

τ∈[0,t]

ρλq′(τ).

Supposons désormais que
(39)

sup
q≥−1

2q
(

1+N
2

)
‖∆̌qu‖L1

t (L
2) ≤ ε log 2 pour un ε tel que λε ≤ 1

2

(N
2

+ 1 + s
)

de telle sorte que pour tout q′ ≥ q ≥ −1, on ait

2(q−q′)(1+N
2 +s)eλ(εq′ (t)−εq(t)) ≤ 2

q−q′
2 (1+N

2 +s).

Alors en prenant la borne supérieure en q de l’inégalité précédente, on obtient

sup
q≥−1
τ∈[0,t]

Å
ρλq (τ) + νq2

2q

∫ τ

0

ρλq (τ ′) dτ ′ + λ

∫ τ

0

ε′q(τ
′)ρλq (τ ′) dτ ′

ã
≤ sup
q≥−1

ρλq (0)

+ sup
q≥−1

∫ t

0

fλq (τ) dτ + C sup
q≥−1

∫ t

0

ε′q(τ)ρλq (τ) dτ +
C

λ
sup
q≥−1
τ∈[0,t]

ρλq (τ).

En conséquence, on a,

sup
q≥−1
τ∈[0,t]

ρλq (τ) + ν sup
q≥0

22q

∫ t

0

ρλq (τ) dτ + λ sup
q≥−1

∫ t

0

ε′q(τ)ρλq (τ) dτ ≤ 3‖ρ0‖Bs2,∞

+3 sup
q≥−1

∫ t

0

fλq (τ) dτ + 3C sup
q≥−1

∫ t

0

ε′q′(τ)ρλq′(τ) dτ +
3C

λ
sup
q≥−1
τ∈[0,t]

ρλq (τ).

Il ne reste plus qu’à choisir λ = 6C pour conclure à l’inégalité souhaitée :

sup
q≥−1
τ∈[0,t]

ρλq (τ) + ν sup
q≥0

22q

∫ t

0

ρλq (τ) dτ ≤ C0

Å
‖ρ0‖Bs2,∞ + sup

q≥−1

∫ t

0

fλq (τ) dτ

ã
.
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Remarque 4.10. — L’estimation de la proposition 4.9 s’étend sans aucune
difficulté au problème de Stokes non stationnaire avec convection :{

∂tρ+ div (ρu)− ν∆ρ+∇Π = f,

div u = 0.

La propriété de divergence nulle assure en effet que le terme ∇Π est « transpa-
rent » et que les estimations sur ‖∆qρ‖2L2 restent les mêmes que pour l’équa-
tion (36).

5. Solutions fortes

Cette partie est consacrée à la démonstration de résultats d’existence locale
(ou globale à données petites) et d’unicité pour le système de Boussinesq.

5.1. Un résultat local. — Dans un premier temps, nous souhaitons établir le
théorème 1.3. Pour cela, nous allons adopter le schéma classique suivant :

1. Construction d’une suite de solutions globales approchées,

2. Estimations uniformes en grande norme sur un (petit) intervalle de temps
fixe,

3. Convergence en petite norme sur cet intervalle de temps,

4. Unicité.

Le critère de prolongement sera démontré à la fin de la section.

5.1.1. Construction d’une suite de solutions globales approchées.— Notons
(uL,∇ΠL) la solution libre de l’équation de Stokes

∂tuL − ν∆uL +∇ΠL = 0, uL(0) = u0.

On a bien sûr (cf remarque 3.12) :

uL ∈ Cb(R+; Ḃ0
N,1) ∩ L1(R+; Ḃ2

N,1) et ∇ΠL ∈ L1(R+; Ḃ0
N,1).

On définit ensuite (θ0, u0) ≡ (θ0, 0) puis on résout par récurrence les équations
linéaires suivantes :

(40)


∂tθ

n+1 + un · ∇θn+1 = 0 avec un := uL + un,

∂tu
n+1 − ν∆un+1 +∇Π

n+1
= −div (un ⊗ un) + θn+1eN ,

θn+1(0) = θ0, un+1(0) = 0.

D’après la proposition 4.7, la remarque 3.12 et le fait que Ḃ1
N,1 soit une algèbre,

on obtient ainsi une suite (θn, un,∇Π
n
)n∈N de solutions globales approchées

vérifiant

θn ∈ C(R+; Ḃ0
N,1), un ∈ C(R+; Ḃ0

N,1)∩L1
loc(R+; Ḃ2

N,1) et ∇Π
n ∈ L1

loc(R+; Ḃ0
N,1).
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5.1.2. Estimations a priori uniformes en grande norme sur un intervalle de
temps fixe.— D’après la proposition 4.8, on a pour tout t ≥ 0,

(41) ‖θn+1(t)‖Ḃ0
N,1
≤ C‖θ0‖Ḃ0

N,1

(
1 + ‖un‖L1

t (Ḃ
2
N,1

)

)
.

Par ailleurs, d’après la remarque 3.12 et les lois de produit dans les espaces de
Besov énoncées après la proposition 3.14, on a

U
n+1

(t) := ‖un+1‖L1
t (Ḃ

0
N,1

) + ν‖un+1‖L1
t (Ḃ

2
N,1

) + ‖∇Π
n+1‖L1

t (Ḃ
0
N,1

)

. ‖un‖2
L2
t (Ḃ

1
N,1

)
+ ‖θn+1‖L1

t (Ḃ
0
N,1

).

D’où, en insérant l’inégalité (41) dans l’inégalité ci-dessus,

U
n+1

(t) ≤ Cν−1U
n
(t)
(
U
n
(t) + t‖θ0‖Ḃ0

N,1

)
+C
(
‖uL‖2L2

t (Ḃ
1
N,1

)
+ t‖θ0‖Ḃ0

N,1

(
1 + ‖uL‖L1

t (Ḃ
2
N,1

)

))
avec C ≥ 1 ne dépendant que de la dimension N.

On en déduit que U
n
(t) ≤ ν/(2C) tant que t vérifie

(42) 4C2ν−1
(
‖uL‖2L2

t (Ḃ
1
N,1

)
+ t‖θ0‖Ḃ0

N,1
(2 + ‖uL‖L1

t (Ḃ
2
N,1

))
)
≤ 1,

En revenant à (41) et en notant T la borne supérieure des temps t vérifiant (42),
on peut finalement conclure que (θn, un,∇Πn)n∈N est uniformément bornée
dans l’espace ET .

5.1.3. Convergence en petite norme. — Soit θ
n

:= θn−θ0. Nous allons montrer
que, quitte à diminuer T si nécessaire, la suite (θ

n
, un,∇Π

n
)n∈N est de Cauchy

dans l’espace

FT := C([0, T ]; Ḃ−1
N,1)×

(
C([0, T ]; Ḃ−1

N,1)×L1([0, T ]; Ḃ1
N,1)

)N
×
(
L1([0, T ]; Ḃ−1

N,1)
)N

.

Comme les espaces de Besov utilisés sont homogènes, l’appartenance à ET
n’entraîne a priori pas que (θ

n
, un,∇Π

n
) est dans FT . En s’aidant de (40) et

de la proposition 3.14, il n’est cependant pas difficile de vérifier que ∂tθn et
∂tun sont dans L2(0, T ; Ḃ−1

N,1). Sachant que θn(0) et un(0) sont nuls, on peut
alors facilement justifier que (θ

n
, un,∇Π

n
) est dans FT .

Notons δθn := θn+1 − θn, δun := un+1 − un et δΠn := Πn+1 − Πn. Comme
δθn vérifie

∂tδθ
n + un−1 · ∇δθn = − div (δun−1θn),

la proposition 4.7 assure que

‖δθn(t)‖Ḃ−1
N,1
≤ Ce

‖un‖
L1
t
(Ḃ2
N,1

)

∫ t

0

‖θn δun−1‖Ḃ0
N,1

dτ.
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Donc, grâce aux bornes uniformes obtenues dans l’étape précédente, on a

(43) ‖δθn(t)‖Ḃ−1
N,1
≤ CT

∫ t

0

‖δun−1‖Ḃ1
N,1

dτ,

avec CT indépendante de n et de t ∈ [0, T ].

Ensuite, comme

∂tδu
n − ν∆δun +∇δΠn = −div (un−1 ⊗ δun−1)− div (δun−1 ⊗ un) + δθneN ,

on a, d’après la remarque 3.12,

δUn(t) := ‖δun‖L∞t (Ḃ−1
N,1

) + ν‖δun‖L1
t (Ḃ

1
N,1

) + ‖∇δΠn‖L1
t (Ḃ
−1
N,1

)

≤ C
∫ t

0

(
‖un−1 ⊗ δun−1‖Ḃ0

N,1
+ ‖δun−1 ⊗ un‖Ḃ0

N,1
+ ‖δθn‖Ḃ−1

N,1

)
dτ.

Le dernier terme peut être borné grâce à (43). En utilisant les lois de produit
dans les espaces de Besov énoncées après la proposition 3.14, et les inégalités
d’interpolation de la proposition 3.8, on obtient

‖un−1 ⊗ δun−1‖L1
t (Ḃ

0
N,1

) + ‖δun−1 ⊗ un‖L1
t (Ḃ

0
N,1

)

≤ C
(
‖un−1‖L2

t (Ḃ
1
N,1

) + ‖un‖L2
t (Ḃ

1
N,1

)

)
‖δun−1‖L2

t (Ḃ
0
N,1

).

En combinant avec (43), on a donc finalement

δUn(t) ≤ δUn−1(t)ν−1/2
(
CT t+ C

(
‖un−1‖L2

t (Ḃ
1
N,1

) + ‖un‖L2
t (Ḃ

1
N,1

)

))
.

D’après (42), il existe une constante c (que l’on peut choisir aussi petite que
l’on veut quitte à diminuer T ) telle que

‖un−1‖L2
T

(Ḃ1
N,1

) + ‖un‖L2
T

(Ḃ1
N,1

) ≤ c
√
ν.

On en conclut que pour T suffisamment petit, on a

∀t ∈ [0, T ], ∀n ∈ N, δUn(t) ≤ 1

2
δUn−1(t).

La suite considérée est donc de Cauchy dans FT .

5.1.4. Fin de la preuve de l’existence locale. — On a donc d’une part
(θ
n
, un,∇Π

n
) qui converge dans l’espace FT vers une fonction (θ, u,∇Π), et

d’autre part les estimations uniformes en grande norme de la première étape.
Cela permet d’affirmer que (θn, un,∇Πn)n∈N converge vers une solution(

θ := θ + θ0, u := u+ uL,∇Π := ∇(ΠL + Π)
)

du système de Boussinesq appartenant à

(44) L∞T (Ḃ0
N,1)×

(
L∞T (Ḃ0

N,1) ∩ L1
T (Ḃ2

N,1)
)N
×
(
L1
T (Ḃ0

N,1)
)N

.
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La continuité en temps s’obtient à l’aide de la proposition 4.7 et de la remarque
3.12 en remarquant que (44) entraîne que ∂tθ + div (θu) et ∂tu − ν∆u +∇Π

sont dans L1
T (Ḃ0

N,1).

5.1.5. Unicité. — L’unicité s’obtient par les mêmes arguments que la conver-
gence en petite norme. Les détails sont laissés au lecteur.

5.1.6. Critère de prolongement. — Sous les hypothèses du théorèmes, on
constate que ∂tθ+u ·∇θ et ∂tu−ν∆u+∇Π sont dans L1(0, T ∗; Ḃ0

N,1). D’après
la proposition 4.7 et la remarque 3.12, les fonctions θ et u sont donc en fait
dans L̃∞T (Ḃ0

N,1). En partant de n’importe que temps t ∈ [0, T ∗), on peut alors,
grâce à (42) obtenir l’existence d’une solution avec données (θ(t), u(t)) sur un
intervalle de temps indépendant de t. Combiné avec la propriété d’unicité, cela
permet de prolonger (u, θ) au-delà de T ∗.

Cela achève la démonstration du théorème 1.3.

5.2. Résultats globaux à données petites. — Cette section est consacrée à la dé-
monstration du théorème 1.4. Pour alléger la présentation, on convient désor-
mais que L

N
3 ,∞ désigne L1 si N = 3.

5.2.1. Unicité. — La partie unicité du théorème 1.4 découle de la proposition
suivante :

Proposition 5.1. — Soit (θ1, u1,∇Π1) et (θ2, u2,∇Π2) deux solutions du sys-
tème de Boussinesq telles que (θ1, u1) et (θ2, u2) appartiennent à l’espace(
C([0, T ]; Ḃ0

N,1) ∩ L∞(0, T ;L
N
3 ,∞)

)
×(

C([0, T ]; Ḃ−1
∞,1) ∩ L1(0, T ; Ḃ1

∞,1) ∩ L∞(0, T ;LN,∞)
)N

.

Si les deux solutions coïncident à l’instant initial alors elles coïncident sur
[0, T ].

Preuve. — Remarquons tout d’abord que du fait des hypothèses, on a

∂tui − µ∆ui ∈ L1
T (Ḃ−1

∞,1) pour i = 1, 2.

La proposition 3.11 assure donc que ui ∈ L̃∞T (Ḃ−1
∞,1). Ce fait sera utilisé à

plusieurs reprises dans les calculs qui suivent.

Soit (δθ, δu, δΠ) = (θ1 − θ2, u1 − u2,Π1 −Π2). Remarquons que

(45)

{
∂tδθ + div (u2 δθ) = −div (δu θ1),

∂tδu+ div (u2 ⊗ δu) + div (δu⊗ u1)− ν∆δu+∇δΠ = δθ eN .
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Admettons provisoirement que (δθ, δu,∇δΠ) appartienne à l’espace

GT := L∞
(
[0, T ]; Ḃ−1

N,∞
)
×
Å
C
(
[0, T ]; Ḃ−1

N,∞
)
∩L̃1

T

(
Ḃ1
N,∞

)ãN
×
Å
L̃1
T

(
Ḃ−1
N,∞

)ãN
.

On munit GT de la norme

‖(θ, u,∇Π)‖GT := ‖θ‖L∞
T

(Ḃ−1
N,∞)+‖u‖L∞

T
(Ḃ−1
N,∞)+ν‖u‖L̃1

T
(Ḃ1
N,∞)

+‖∇Π‖
L̃1
T

(Ḃ−1
N,∞)

.

Pour montrer l’unicité dans GT , nous allons suivre l’approche utilisée dans [14] :
établir une inégalité différentielle sur ‖(δθ, δu,∇δΠ)‖GT grâce à un argument
d’interpolation logarithmique puis conclure à l’aide du lemme d’Osgood.

Tout d’abord, en appliquant la proposition 4.7 et en utilisant (19), on obtient

‖δθ‖L∞t (Ḃ−1
N,∞) ≤ Ce

C‖u2‖L1
t
(Ḃ1
∞,1)

∫ t

0

‖δu θ1‖Ḃ0
N,∞

dτ.

Sachant que Ḃ0
N,1 ↪→ LN ↪→ Ḃ0

N,∞ et que Ḃ0
∞,1 ↪→ L∞, on peut écrire :

‖δu θ1‖Ḃ0
N,∞

. ‖δu‖L∞‖θ1‖LN ,

. ‖δu‖Ḃ0
∞,1
‖θ1‖Ḃ0

N,1
.

Cela permet de conclure que pour tout t ≤ T, on a

(46) ‖δθ‖L∞t (Ḃ−1
N,∞) ≤ Ce

C‖u2‖L1
t
(Ḃ1
∞,1)‖δu‖L1

t (Ḃ
0
∞,1)‖θ1‖L∞t (Ḃ0

N,1
).

Pour majorer δu, on utilise la remarque 3.12 et l’on obtient pour une constante
C indépendante de t :

δU(t) ≤ C
(
‖ div (u2⊗δu)‖

L̃1
t (Ḃ
−1
N,∞)

+‖ div (δu⊗u1)‖
L̃1
t (Ḃ
−1
N,∞)

+‖δθ‖
L̃1
t (Ḃ
−1
N,∞)

)
avec δU(t) := ‖δu‖L∞t (Ḃ−1

N,∞) + ‖δu‖
L̃1
t (Ḃ

1
N,∞)

+ ‖∇δΠ‖
L̃1
t (Ḃ
−1
N,∞)

.

Les termes non linéaires se traitent à l’aide des décompositions de Bony
suivantes :

div (u2 ⊗ δu) = Ṫuj2
∂jδu+ ∂jṘ(uj2, δu) + Ṫ∂jδuu

j
2,

div (δu⊗ u1) = Ṫ∂ju1
δuj + ∂jṘ(u1, δu

j) + ∂j Ṫδuju1.

En utilisant les résultats de continuité de la proposition 3.14 (qui se généralisent
de façon immédiate aux espaces L̃ρT (Ḃsp,r) voir par exemple [12] ou [14]), et (19),
on obtient les majorations

‖ div (u2 ⊗ δu)‖
L̃1
t (Ḃ
−1
N,∞)

. ‖δu‖
L̃2
t (Ḃ

0
N,∞)
‖u1‖L̃2

t (Ḃ
0
∞,1)

,

‖ div (δu⊗ u1)‖
L̃1
t (Ḃ
−1
N,∞)

.
∫ t

0
‖δu‖Ḃ−1

N,∞
‖u1‖Ḃ1

∞,1
dτ.
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En conséquence, on a

δU(t) . ‖u2‖L̃2
t (Ḃ

0
∞,1)
‖δu‖

L̃2
t (Ḃ

0
N,∞)

+

∫ t

0

(
‖δθ‖Ḃ−1

N,∞
+ ‖δu‖Ḃ−1

N,∞
‖u1‖Ḃ1

∞,1

)
dτ.

Le premier terme du membre de droite peut être absorbé à temps suffisamment
petit. En appliquant l’inégalité de Gronwall, on obtient donc pour t assez petit,

(47) δU(t) ≤ CT
∫ t

0

‖δθ‖Ḃ−1
N,∞

dτ

pour une constante CT ne dépendant que de normes de u1 et u2 sur [0, T ].

Par ailleurs, d’après un résultat d’interpolation logarithmique établi dans la
proposition 1.8 de [12], on a

‖δu‖L1
t (Ḃ

0
∞,1) . ‖δu‖

L̃1
t (Ḃ

0
∞,∞)

log

Å
e+

‖δu‖
L1
t
(Ḃ
−1
∞,1)

+‖δu‖
L1
t
(Ḃ1
∞,1)

‖δu‖
L̃1
t
(Ḃ0
∞,∞)

ã
,

. ‖δu‖
L̃1
t (Ḃ

1
N,∞)

log

Å
e+

‖δu‖
L1
t
(Ḃ1
∞,1)

+t‖δu‖
L∞
t

(Ḃ
−1
∞,1)

‖δu‖
L̃1
t
(Ḃ1
N,∞)

ã
.

Par hypothèse, la fonction V définie par

V (t) := ‖δu‖L1
t (Ḃ

1
∞,1) + t‖δu‖L∞t (Ḃ−1

∞,1)

est bornée sur [0, T ].

En injectant (46) dans (47), et en utilisant l’inégalité d’interpolation loga-
rithmique, on obtient finalement compte tenu de la croissance de la fonction
x 7−→ x ln(e+ y

x ) et quitte à augmenter CT ,

δU(t) ≤ CT
∫ t

0

δU(s) log

Å
e+

V (s)

δU(s)

ã
ds.

Le lemme d’Osgood assure que δU(t) = 0, et donc l’unicité sur un petit in-
tervalle de temps. De l’unicité locale, on passe à l’unicité sur [0, T ] par des
arguments classiques.

Il s’agit maintenant de justifier que (δθ, δu,∇δΠ) appartient bien à l’espace
GT .

Vu les hypothèses, la fonction δθ appartient à L∞([0, T ]; Ḃ−1
N,∞). En effet, sa-

chant que L
N
3 ,∞ ↪→ Ḃ−2

N,∞ (cf lemme 3.9) et que θi appartient aussi à L∞T (Ḃ0
N,1),

on déduit par interpolation que

(48) θi ∈ L∞T (Ḃ−1
N,∞) pour i = 1, 2.

Reste à justifier l’appartenance de (δu,∇δΠ) àÅ
C
(
[0, T ]; Ḃ−1

N,∞
)
∩ L̃1

T

(
Ḃ1
N,∞

)ãN
×

Å
L̃1
T

(
Ḃ−1
N,∞

)ãN
.
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Pour cela, on peut décomposer ui (que l’on note dorénavant u pour simplifier)
en solution libre uL := eνt∆u0 et fluctuation u := u− uL. On voit que u vérifie

(49)

{
∂tu− ν∆u = P

(
θ eN − div (u⊗ u)

)
,

u|t=0 = 0.

Tout d’abord, comme u ∈ L2
T (Ḃ0

∞,1) (par interpolation) et Ḃ0
∞,1 ↪→ L∞, et

comme par ailleurs on a u ∈ L∞T (LN,∞), on obtient u ∈ L2
T (L2N ). Cela assure

que u⊗ u ∈ L1
T (LN ) puis, par injection et différentiation, que

(50) div (u⊗ u) ∈ L1
T (Ḃ−1

N,∞).

En combinant (50), (48) avec (19), on constate donc que u est solution
de l’équation de la chaleur avec donnée initiale nulle et terme de force dans
L̃1
T (Ḃ−1

N,∞). La proposition 3.11 assure que

u ∈ L∞T (Ḃ−1
N,∞) ∩ L̃1

T (Ḃ1
N,∞) et ∇Π ∈ L̃1

T (Ḃ−1
N,∞).

Cela achève la démonstration de la proposition.

La démonstration de l’existence globale dans le théorème 1.4 repose sur des
estimations a priori adéquates qui font l’objet de la partie suivante.

5.2.2. Estimations a priori. — Considérons une solution régulière (θ, u,∇Π)

du système de Boussinesq. Remarquons tout d’abord que la vitesse u vérifie

u(t) = eνt∆u0 +

∫ t

0

eν(t−s)∆P div (u⊗ u)(s) ds+

∫ t

0

eν(t−s)∆P(θ(s)eN ) ds.

Donc, en vertu des lemmes 4.1 et 4.2, et sachant que ‖u⊗ u‖
L
N
2
,∞ ≤ ‖u‖2LN,∞ ,

on a

‖u‖L∞t (LN,∞) ≤ C
(
‖u0‖LN,∞ + ν−1‖u‖2L∞t (LN,∞) + ν−1‖θ‖

L∞t (L
N
3
,∞)

)
.

Comme par ailleurs (cf proposition 4.6),

‖θ‖
L∞t (L

N
3
,∞)

= ‖θ0‖
L
N
3
,∞ ,

on en conclut que

(51) ‖u‖L∞t (LN,∞) ≤ cν

pourvu que

(52) ν−1‖θ0‖
L
N
3
,∞ + ‖u0‖LN,∞ ≤ c′ν

avec c′ suffisamment petit.
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Il s’agit maintenant de propager la régularité nécessaire pour pouvoir établir
l’existence globale et l’unicité. Tout d’abord, les lemmes 4.3 et 4.5, et le fait
que LN,∞ ↪→ Ċ−1 (voir le lemme 3.9) assurent que
(53)
U(t) := ‖u‖

L∞t (Ḃ
−1+N

p
p,1 )

+ ν‖u‖
L1
t (Ḃ

1+N
p

p,1 )
≤ C

(
‖u0‖

Ḃ
−1+N

p
p,1

+ ‖θ‖
L1
t (Ḃ
−1+N

p
p,1 )

)
pour tout p ∈ [N,∞] pourvu que (51) soit satisfaite. Pour cela, il suffit que les
données initiales vérifient (52), ce que nous supposerons désormais.

D’autre part, en vertu de la proposition 4.8,

‖θ(t)‖Ḃ0
N,1
≤ C‖θ0‖Ḃ0

N,1

(
1 + ‖u‖L1

t (Ḃ
2
N,1

)

)
.

Sachant que Ḃ0
N,1 ↪→ Ḃ

−1+N
p

p,1 , on obtient donc

U(t) ≤ C‖u0‖
Ḃ
−1+N

p
p,1

+ Ct‖θ0‖Ḃ0
N,1

+ Cν−1‖θ0‖Ḃ0
N,1

∫ t

0

U(τ) dτ,

puis grâce au lemme de Gronwall,

U(t) ≤ C‖u0‖
Ḃ
−1+N

p
p,1

e
Ctν−1‖θ0‖Ḃ0

N,1 + ν
(
e
Ctν−1‖θ0‖Ḃ0

N,1 − 1
)
.

5.2.3. Démonstration de l’existence globale dans le cas p = N . — Soit T ∗

le temps d’existence de la solution (θ, u,∇Π) définie dans le théorème 1.3.
Sachant que θ0 ∈ L

N
3 ,∞ et que θ est transporté par un champ de vecteurs

qui est dans L1
loc(0, T

∗; Lip), on a θ ∈ L∞(0, T ∗;L
N
3 ,∞) avec norme constante.

Comme de plus u0 ∈ LN,∞, les lemmes 4.1 et 4.2 permettent d’affirmer que
u ∈ L∞loc(0, T ∗;LN,∞).

D’autre part, en utilisant le schéma itératif (40), on obtient une estimation
uniforme dans L∞(0, T ∗;LN,∞). En effet, on a pour tout t ∈ [0, T ∗[,

‖un+1(t)‖LN,∞ ≤ C
(
‖u0‖LN,∞ + ν−1‖θ0‖

L
N
3
,∞ + ν−1‖un‖2L∞t (LN,∞)

)
ce qui implique par récurrence que ‖un‖L∞t (LN,∞) < 2C(‖u0‖LN,∞ +

ν−1‖θ0‖
L
N
3
,∞) < 2Ccν si (52) est satisfaite. Par passage à la limite on

obtient ‖u‖L∞(0,T∗;LN,∞) ≤ 2Ccν.

Supposons par l’absurde que T ∗ est fini. Alors les estimations a priori de la
section 5.2.2 assurent que

θ ∈ L∞T∗(Ḃ0
N,1) et u ∈ L∞T∗(Ḃ0

N,1) ∩ L1
T∗(Ḃ

2
N,1).

Le théorème 1.3 permet alors de prolonger la solution au-delà de T ∗, ce qui
contredit la maximalité de T ∗. Cela achève la démonstration du théorème 1.4
dans le cas p = N.
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5.2.4. Démonstration de l’existence globale dans le cas p > N . — La stratégie
est des plus simples : régulariser et tronquer la vitesse initiale afin de se ramener
au cas p = N que l’on sait traiter, puis passer à la limite.

Pour la régularisation des données, nous ferons appel au lemme suivant :

Lemme 5.2. — Soit ψ ∈ C∞c (RN ) et (s, p) tels que 1 ≤ p ≤ ∞ et −N/p′ < s ≤
N/p. Pour R > 0, notons ψR = ψ( ·R ). Il existe une constante C indépendante
de R telle que pour toute fonction f de Ḃsp,1, on ait

‖ψRf‖Ḃsp,1 ≤ C‖f‖Ḃsp,1 .

Preuve. — Vu les hypothèses sur s et p, la proposition 3.14 donne

‖ψRf‖Ḃsp,1 ≤ C
(
‖ψR‖

Ḃ
N
p
p,1

+ ‖ψR‖
Ḃ

N
p′
p′,1

)
‖f‖Ḃsp,1 .

Les normes de ψR considérées sont bien finies car C∞c est un sous-espace de Ḃ
N
r
r,1

pour tout r ∈ [1,+∞]. Par ailleurs, les normes dans ces espaces sont invariantes
par changement d’échelle, et ne dépendent donc pas de R.

5.2.5. Régularisation des données et résolution. — On pose

un0 = ψ(n−1·)
∑
|q|≤n

∆̇qu0

où ψ est une fonction de C∞c (B(0, 2)) à valeurs dans [0, 1] et égale à 1 sur
B(0, 1). Il est clair que un0 converge vers u0 au sens des distributions. De plus,
d’après le lemme ci-dessus, il existe une constante C telle que

∀n ∈ N, ‖un0‖
Ḃ
N
p
−1

p,1

≤ C‖u0‖
Ḃ
N
p
−1

p,1

,

et l’on vérifie facilement en utilisant des inégalités de convolution que

∀n ∈ N, ‖un0‖LN,∞ ≤ C‖u0‖LN,∞ .
En appliquant le théorème 1.4 avec p = N, on constate que si ν−2‖θ0‖

L
N
3
,∞ +

ν−1‖u0‖LN,∞ est suffisamment petit alors on peut alors résoudre globalement
le système de Boussinesq avec données (θn0 , u

n
0 ). La solution (θn, un,∇Πn) ainsi

obtenue appartient à

C(R+; Ḃ0
N,1)×

(
C(R+; Ḃ0

N,1) ∩ L1
loc(R+; Ḃ2

N,1

)N
×
(
L1
loc(R+; Ḃ0

N,1

)N
.

5.2.6. Estimations a priori globales. — Par injection dans les espaces de Besov,
(θn, un,∇Πn) appartient aussi à l’espace

Ep := C(R+; Ḃ0
N,1)×

(
C(R+; Ḃ

N
p −1

p,1 )∩L1
loc(R+; Ḃ

N
p +1

p,1

)N
×
(
L1
loc(R+; Ḃ

N
p −1

p,1

)N
.

Ainsi les estimations a priori de la partie 5.2.2 s’appliquent telles quelles. On
en déduit des bornes uniformes sur (θn, un,∇Πn) dans l’espace Ep.
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5.2.7. Convergence. — La convergence de (θn, un,∇Πn)n∈N repose sur des ar-
guments de compacité qui peuvent être déduits des propriétés des dérivées
temporelles.

Fixons un temps T > 0. Par construction, on a

∂tθ
n = −div (unθn).

Sachant que la suite (un)n∈N est bornée dans L2
T (Ḃ

N
p

p,1) ↪→ L2
T (L∞) et que

la suite (θn)n∈N est bornée dans L∞T (Ḃ0
N,1) ↪→ L∞T (LN ), on en déduit que

(∂tθ
n)n∈N est bornée dans L2

T (W−1,N ). Cela permet d’affirmer que (θn)n∈N est
bornée dans C([0, T ];LN ) et équicontinue de [0, T ] dans W−1,N . Sachant que
l’injection de LN dans W−1,N est localement compacte, on peut en déduire en
combinant théorème d’Ascoli et procédé d’extraction diagonal la convergence
d’une sous-suite de (θn)n∈N vers une distribution θ qui appartient localement
à C([0, T ];W−1,N ).

De même, un examen attentif de l’expression de (∂tu
n)n∈N permet d’affir-

mer que (un)n∈N est équicontinue de [0, T ] dans B−2
N,∞ puis de conclure à la

convergence à extraction près. Les détails sont laissés au lecteur.

5.2.8. Conclusion. — Tout d’abord, les bornes uniformes sur (θn, un) per-
mettent d’affirmer que (θ, u) appartient en fait à

L∞loc(R+; Ḃ0
N,1 ∩ L

N
3 ,∞)×

(
L∞loc(R+; Ḃ

N
p −1

p,1 ∩ LN,∞) ∩ L1
loc(R+; Ḃ

N
p +1

p,1 )
)N

.

Notons que, même dans le cas N = 3 où il faut remplacer L
N
3 ,∞ par L1, les

bornes uniformes dans l’espace de Besov Ḃ0
N,1 (qui s’injecte continûment dans

LN ) empêchent d’éventuelles concentrations pour θ.
Par interpolation entre les bornes uniformes et les résultats de convergence,

on peut montrer que la suite (θn, un)n∈N converge en un sens suffisamment fort
pour pouvoir passer à la limite dans tous les termes de l’équation.

Enfin, sachant que (θ, u) est solution, il est facile de montrer que ∂tθ +

u · ∇θ ∈ L1
loc(R+; Ḃ0

N,1) et que ∂tu − ν∆u ∈ L1
loc(R+; Ḃ

N
p −1

p,1 ), ce qui assure

l’appartenance de (θ, u) à C(R+; Ḃ0
N,1)× C(R+; Ḃ

N
p −1

p,1 ).

6. Unicité des solutions d’énergie finie en dimension deux

Cette section est consacrée à la démonstration du théorème 1.2. Rappelons
que pour n’importe quelle donnée (θ0, u0) dans L2(R2) (avec div u0 = 0), le
théorème 1.1 assure l’existence globale d’au moins une solutions faible d’énergie
finie pour le système de Boussinesq. Nous nous proposons de démontrer l’unicité
d’une telle solution.
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Dans un premier temps, on va établir que le champ de vitesse appartient
nécessairement à l’espace L̃1

loc(R+;H2(R2)). Cette propriété remarquable (qui
nous permettra d’utiliser les estimations avec perte de régularité énoncées dans
la proposition 4.9 afin d’établir l’unicité) a été établie par J.-Y. Chemin et
N. Lerner dans [10] pour le système de Navier-Stokes standard. L’objet du
lemme ci-dessous est de démontrer que ce résultat demeure pour le système de
Boussinesq en dimension deux.

Lemme 6.1. — Soit (θ, u,∇Π) une solution de (1) sur R+ × R2 appartenant
à l’espace d’énergie :

(54) θ ∈ L∞(R+;L2(R2)) et u ∈ L∞loc(R+;L2(R2)) ∩ L2(R+;H1(R2)),

Alors on a u ∈ L̃1
loc(R+;H2(R2)) ∩ C̃loc(R+;L2).

Démonstration. — En appliquant l’opérateur de projection P à l’équation de
la vitesse, on constate que u vérifie l’équation de la chaleur :{

∂tu− ν∆u = f1 + f2

u|t=0 = u0 ∈ L2(R2)
avec f1 = −P div (u⊗ u) et f2 = P(θe2).

Cela nous amène à décomposer u en u1 + u2 avec

u1 =

∫ t

0

eν(t−τ)∆f1(τ) dτ et u2 = etν∆u0 +

∫ t

0

eν(t−τ)∆f2(τ) dτ.

Il est clair que f2 ∈ L1
loc(R+;L2). De plus, par interpolation, on a visiblement

u ∈ L
8
3

loc(R+;H
3
4 ). En utilisant les lois de produit dans les espaces de Besov

non homogènes (qui sont identiques à celles que nous avons énoncées sous la
proposition 3.14 pour les espaces homogènes), on en déduit que u⊗u appartient
à L

4
3

loc(R+;B
1
2
2,1) puis que f1 ∈ L

4
3

loc(R+;B
− 1

2
2,1 ).

Finalement, la proposition 3.11 et la relation (19) garantissent donc que

(55) u1 ∈ L
4
3

loc(R+;B
3
2
2,1)∩C(R+;B0

2,1) et u2 ∈ L̃1
loc(R+;H2)∩C̃loc(R+;L2).

On découpe alors f1 en trois termes :

f1 = P div (u1 ⊗ u1) + P(u1 · ∇u2) + P(u2 · ∇u).

D’après (55) et par interpolation, on a u1 ∈ L2
loc(R+;B1

2,1). Sachant que
B1

2,1(R2) est une algèbre, on en déduit que

div (u1 ⊗ u1) ∈ L1
loc(R+;B0

2,1) ↪→ L1
loc(R+;L2).

Par ailleurs, en utilisant le fait que B1
2,1(R2) ↪→ L∞(R2) et que ∇u2 ∈

L2
loc(R+;L2), on établit aisément que

u1 · ∇u2 ∈ L1
loc(R+;L2).

tome 136 – 2008 – no 2



LES THÉORÈMES DE LERAY ET DE FUJITA-KATO 301

Enfin, en combinant le fait que u2 ∈ L̃4
loc(R+;H

1
2 ) et que ∇u ∈ L̃

4
3

loc(R+;H
1
2 ),

on trouve que
u2 · ∇u ∈ L1

loc(R+;L2).

Comme l’opérateur P est continu sur L2, on peut conclure que f1 ∈
L1
loc(R+;L2) puis, grâce à la proposition 3.11, que u1 ∈ L̃1

loc(R+;H2) ∩
C̃loc(R+;L2).

Remarque 6.2. — En étant plus soigneux, on peut établir que f1 ∈
L1
loc(R+;B0

2,1), ce qui entraîne que

u1 ∈ C̃loc(R+; Ḃ0
2,1) ∩ L1

loc(R+; Ḃ2
2,1).

On retrouve ainsi le fait (bien connu pour les équations de Navier-Stokes) que la
fluctuation est plus régulière que la solution libre du système de Stokes. Cepen-
dant cette petite amélioration ne sera pas nécessaire pour démontrer l’unicité
dans le théorème 1.2.

Nous sommes maintenant armés pour démontrer l’unicité. Considérons donc
deux solutions (θ1, u1,∇Π1) et (θ2, u2,∇Π2) de (1) avec même donnée initiale
(θ0, u0) dans L2(R2). Le système vérifié par la différence (δθ, δu,∇δΠ) entre
ces solutions est{

∂tδθ + div (u1δθ) = −div (θ2 δu),

∂tδu+ div (u1 ⊗ δu)− ν∆δu+∇δΠ = −div (δu⊗ u2) + δθ e2.

Le caractère hyperbolique de la première équation induit une perte d’une déri-
vée dans les estimations de stabilité. Il va donc falloir démontrer des estimations
au niveau H−1 au lieu de L2. Pour une raison purement technique, et comme
l’on dispose d’une grande marge de manœuvre, il est plus commode d’opérer
au niveau H−3/2 (mais n’importe quel exposant strictement compris entre −2

et −1 conviendrait aussi).
Pour estimer δθ et δu, nous allons donc appliquer la proposition 4.9 (ou

plutôt la remarque 4.10 pour la deuxième équation) avec s = −3/2 aux équa-
tions du système. Pour que cela soit possible, fixons un temps T > 0 tel que
la condition (37) de la proposition 4.9 soit satisfaite par le champ de vitesses
u1. Le lemme 6.1 garantit que u1 ∈ L̃1

T (H2) et donc l’existence d’un tel T. En
notant

εq(t) = C
∑
q′≤q

22q′‖∆̌q′u1‖L1
t (L

2) δΘ(t) := sup
τ∈[0,t]
q≥−1

2−
3
2 q−εq(τ)‖∆qδθ(τ)‖L2 ,

δU(t) := sup
τ∈[0,t]
q≥−1

2−
3
2 q−εq(τ)‖∆qδu‖L2 + ν sup

q≥−1

∫ t

0

2
q
2−εq(τ)‖∆qδu‖L2 dτ,
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on obtient alors

δΘ(t) ≤ C supq≥−1

∫ t
0

2−
3
2 q−εq(τ)‖∆q div (θ2 δu)‖L2 dτ,

δU(t) ≤ C(1 + νt) supq≥−1

∫ t
0

2−
3
2 q−εq(τ)

(
‖∆q div (δu⊗ u2)‖L2 + ‖∆qδθ‖L2

)
dτ.

L’inoffensif facteur (1 + νt) provient du fait que l’on a pris le sup pour q ≥ −1

et non pas seulement pour q ≥ 0 dans le second terme de δU(t).

Admettons que les termes de convection se majorent comme suit (voir la
démonstration en appendice) :

sup
q≥−1

∫ t

0

2−
3
2 q−εq(τ)‖∆q div (θ2 δu)‖L2 dτ

≤ C‖θ2‖L∞t (B0
2,∞) sup

q

∫ t

0

2
q
2−εq(τ)‖∆qδu‖L2 dτ,

sup
q≥−1

∫ t

0

2−
3
2 q−εq(τ)‖∆q div (δu⊗ u2)‖L2 dτ

≤ C‖u2‖L̃2
t (B

1
2,∞)

sup
q≥−1

∥∥2−
q
2−εq(τ)‖∆qδu‖L2

∥∥
L2
t

.

En remarquant que pour tout q ≥ −1, on a∥∥2−
q
2−εq(τ)‖∆qδu‖L2

∥∥2

L2
t

≤
∥∥2

q
2−εq(τ)‖∆qδu‖L2

∥∥
L1
t

∥∥2−
3
2 q−εq(τ)‖∆qδu‖L2

∥∥
L∞t

,

on obtient donc

δΘ(t) ≤ Cν−1‖θ2‖L∞t (B0
2,∞)δU(t),

δU(t) ≤ C(1 + νt)
(
ν−

1
2 ‖u2‖L̃2

t (B
1
2,∞)

δU(t) +
∫ t

0
δΘ(τ) dτ

)
.

Sachant que ‖u2‖L̃2
t (B

1
2,∞)
≤ C‖u2‖L2

t (H
1) et que ‖θ2‖L∞t (B0

2,∞) ≤ C‖θ2‖L∞t (L2) ≤
C‖θ0‖L2 , on en déduit que pour t assez petit, on a

δU(t) ≤ C(1 + νt)

∫ t

0

δΘ(τ) dτ et δΘ(t) ≤ Cν−1‖θ0‖L2δU(t).

Le lemme de Gronwall permet alors de conclure à l’unicité sur un petit intervalle
de temps.

L’unicité globale s’obtient par un argument de continuité en temps et de
connexité des plus classiques.
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Fin de la démonstration du théorème 1.2. — Pour montrer que l’égalité d’énergie
(3) est satisfaite, il suffit de remarquer que u vérifie le système de Navier-Stokes
incompressible en dimension deux avec terme de force dans L∞(R+;L2). Enfin,
la théorie classique des équations de transport assure que la norme L2 de θ est
conservée au cours de l’évolution. Un argument standard d’analyse fonctionnelle
permet par ailleurs de montrer que θ est faiblement continue en temps à valeurs
L2. Comme la norme L2 est conservée, on en déduit que la continuité est forte.
Cela achève la démonstration du théorème 1.2.

7. Quelques résultats supplémentaires

7.1. Un critère de prolongement. — On peut démontrer un critère de prolonge-
ment bien plus précis que celui qui est énoncé à la fin du théorème 1.3. En fait,
si ∫ T∗

0

‖∇u(τ)‖L∞ dτ <∞

alors la solution peut être prolongée au-delà du temps T ∗.
Cela résulte du fait que l’intégrand apparaissant dans l’inégalité de la pro-

position 4.7 peut être remplacé par ‖∇u‖L∞ lorsque |s| < 1. Il en est donc de
même dans la proposition 4.8. En utilisant le théorème 1 de [15], on peut alors
contrôler la norme L∞(0, T ∗; Ḃ0

N,1) de la solution par
∫ T∗

0
‖∇u(τ)‖L∞ dτ. Les

détails sont laissés au lecteur.

7.2. Conditions aux limites périodiques. — Rappelons qu’il existe une version
périodique de la décomposition de Littlewood-Paley. De ce fait, tous nos résul-
tats sont encore valables mutatis mutandis dans le tore TN . En fait, sachant
que toute solution périodique à moyenne nulle du système de Stokes décroît
exponentiellement en temps, le cas périodique est même plus facile à traiter.

7.3. Termes de forces. — Notons tout d’abord que nos méthodes n’utilisent
jamais la verticalité du terme θeN . Nos résultats peuvent donc s’adapter au
cas plus général où θ est à valeurs dans RN .

Par ailleurs, pour simplifier la présentation, nous avons omis les termes de
forces extérieures dans le système de Boussinesq. Indiquons rapidement les
hypothèses raisonnables à imposer sur ces termes.

Tout d’abord, si l’on note Θ le terme de source pour l’équation sur la tem-
pérature, et f le terme de forces extérieures pour l’équation sur la vitesse, on
peut obtenir un analogue du théorème 1.1 si l’on suppose en sus que

Θ ∈ L1
loc(R+;Lp) et f ∈ L1

loc(R+;L2) ∪ L2
loc(R+; Ḣ−1).
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Pour démontrer l’unicité en dimension deux, il est cependant impératif que
Θ et f soient dans L1

loc(R+;L2) afin que le champ de vitesses appartienne à
L̃1
loc(R+;H2).

En ce qui concerne les solutions fortes globales, nos résultats globaux de-
meurent si l’on suppose que :

– Θ appartient à L1
loc(R+; Ḃ0

N,1) et est petite dans L1(R+;L
N
3 ,∞) (resp.

L1(R+;L1) si N = 3),

– f est dans L1
loc(R+; Ḃ

−1+N
p

p,1 ) et est petite dans Lp(R+;L
N(p+2)

3p ,∞) pour
un p ∈ [1,∞] (resp. L1(R+;L1) si N = 3 et p = 1).

7.4. Modèle complètement visqueux. — Tous nos résultats demeurent valables
sans aucune hypothèse supplémentaire pour le système de Boussinesq complè-
tement visqueux : 

∂tθ + u · ∇θ − κ∆θ = 0,

∂tu+ u · ∇u− ν∆u+∇Π = θ eN ,

div u = 0,

avec κ paramètre positif (représentant la conductivité thermique si θ est une
température).

Notre approche permet d’obtenir des estimations indépendantes du para-
mètre κ sur les solutions construites et de démontrer ainsi des résultats de
convergence pour κ tendant vers 0.

7.5. Non existence des singularités de type jet en dimension trois. — Pour le sys-
tème de Navier-Stokes classique, il est bien connu que les solutions faibles
d’énergie finie en dimension trois appartiennent à L1

loc(R+;L∞).

Pour le système de Boussinesq cette propriété est également connue pour des
données dans L2(R3) × H1(R3)3, ce qui entraîne que les singularités de type
jet (ou squirt en anglais) ne peuvent pas se produire (voir [11]).

Pour les équations de Navier-Stokes classiques avec données L2, on peut
établir une propriété bien plus forte, à savoir que le champ de vitesses est dans
L1
loc(R+; Ḃ

3
2
2,1) ce qui assure notamment l’existence d’un flot continu en temps

et en espace (voir [9]). Cette propriété persiste pour le système de Boussinesq
si 3/2 < p ≤ 2 :

Proposition 7.1. — En dimension N = 3, le champ de vitesses de toute
solution faible d’énergie finie du système de Boussinesq avec données (θ0, u0) ∈
Lp(R3)×

(
L2(R3)

)3 (pour 3/2 < p ≤ 2) appartient à L1
loc(R+;B

3
2
2,1).
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Démonstration. — Nous présentons une démonstration différente de celle
de [9]. Tout d’abord, comme, par construction, le champ de vitesses u appar-
tient à L2

loc(R+;H1), les inclusions de Sobolev dans les espaces de Lorentz as-
surent que u ∈ L2

loc(R+;L6,2). En utilisant le fait que ∇u ∈ L2
loc(R+;L2) et que

L2 coïncide avec l’espace de Lorentz L2,2, on a donc u · ∇u ∈ L1
loc(R+;L3/2,1).

Mais par ailleurs, on a

L
3
2 ,1 = (L1, L2) 2

3 ,1
↪→ (Ḃ

− 3
2

2,∞, Ḃ
0
2,∞) 2

3 ,1
= Ḃ

− 1
2

2,1 ,

donc P(u · ∇u) ∈ L1
loc(R+; Ḃ

−1/2
2,1 ). En observant que pour 3/2 < p ≤ 2, on

a Lp ↪→ B
− 1

2
2,1 , on constate que P(θ e3) ∈ L1

loc(R+;B
−1/2
2,1 ). En vertu de la

remarque 3.13, on conclut alors que∫ t

0

eν(t−s)∆P(θ e3 − u · ∇u) ds ∈ L1
loc(R+;B

3
2
2,1).

Enfin, sachant que u0 ∈ L2, on a et∆u0 ∈ L1
loc(R+;H2−ε) pour tout ε > 0.

Cela achève la démonstration du résultat.

8. Appendice

Nous démontrons ici le lemme qui nous a permis d’estimer les termes de
convection dans la preuve de l’unicité du théorème 1.2.

Lemme 8.1. — Soit (αq)q≥−1 une suite de fonctions positives croissantes sur
[0, T ], et ε ∈]0, 1[. On suppose que pour tout q′ ≥ q ≥ −1 et t ∈ [0, T ], on a

(56) 0 ≤ αq′(t)− αq(t) ≤
Å

1− ε
2

ã
(q′ − q).

Alors pour tout r ∈]1,+∞], il existe une constante C ne dépendant que de r
et de ε telle que l’on ait l’estimation a priori suivante pour toute fonction a et
champ de vecteurs b à divergence nulle sur R2 :

sup
q≥−1

∫ t

0

2−q(1+ε)−αq(τ)‖∆qdiv(ab)‖L2 dτ

≤ C‖b‖
L̃rt (B

2
r
2,∞)

sup
q≥−1

∥∥∥2q(1−
2
r−ε)−αq‖∆qa‖L2

∥∥∥
Lr
′
t

.

Démonstration. — La démonstration repose sur la décomposition de Bony,
version non homogène. En tenant compte de div b = 0, on a (avec la convention
habituelle de sommation sur les indices répétés) :

(57) ∆q div (ab) = ∆q

(
T∂jba

j
)

+ ∆q

(
Taj∂jb

)
+ ∆q∂jR(aj , b).
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En vertu des propriétés de localisation de la décomposition de Littlewood-Paley,
on a

∆q

(
T∂jba

j
)

=
∑

|q′−q|≤4

∆q

(
Sq′−1∂jb∆q′a

j
)
.

Ci dessus les opérateurs T et R de paraproduit et de reste non homogènes se
définissent comme Ṫ et Ṙ en remplaçant chaque bloc homogène ∆̇q par son
homologue non homogène ∆q.

Pour simplifier les calculs, procédons comme si l’on avait ∆q

(
T∂jba

j
)

=

Sq−1∂jb∆qa
j (le fait d’avoir (56) permet de justifier cette approximation). En

utilisant la définition de Sq−1, on obtient

‖Sq−1∂jb∆qa
j‖L2 ≤ 2q(2−

2
r )‖∆qa‖L2

∑
q′≤q−2

2q
′( 2
r−2)‖∆q′∇b‖L∞2(q−q′)( 2

r−2).

En conséquence, pour tout 0 ≤ t ≤ T, on a∫ t

0

2−q(1+ε)−αq(τ)‖Sq−1∂jb∆qa
j‖L2 dτ

≤
∥∥∥2q(1−

2
r−ε)−αq‖∆qa‖L2

∥∥∥
Lr
′
t

∑
q′≤q−2

2q
′( 2
r−2)‖∆q′∇b‖Lrt (L∞)2

(q−q′)( 2
r−2).

Sachant que 2
r − 2 < 0, on en déduit alors que

(58)
supq≥−1

∫ t
0

2−q(1+ε)−αq(τ)‖∆qT∂jba
j‖L2 dτ

. ‖∇b‖
L̃rt (B

2
r
−2

∞,∞)
sup
q≥−1

∥∥∥2q(1−
2
r−ε)−αq‖∆qa‖L2

∥∥∥
Lr
′
t

.

De même, pour estimer le deuxième terme de (57), on peut procéder comme si
l’on avait ∆q

(
Taj∂jb

)
= Sq−1a

j ∆q∂jb. On a pour tout 0 ≤ t ≤ T,

2−q(1+ε)−αq(τ)‖Sq−1a
j∆q∂jb‖L2

≤ 2q(
2
r−1)‖∆q∇b‖L2

∑
q′≤q−2

2−q
′( 2
r+ε)−αq(τ)‖∆q′a‖L∞2(q′−q)(ε+ 2

r ).

Sachant que αq ≥ αq′ pour q ≥ q′, on en déduit que∫ t

0

2−q(1+ε)−αq(τ)‖Sq−1a
j∆q∂jb‖L2 dτ

≤ 2q(
2
r−1)‖∆q∇b‖Lrt (L2)

∑
q′≤q−2

∥∥∥2−q
′( 2
r+ε)−αq′‖∆q′a‖L∞

∥∥∥
Lr
′
t

2(q′−q)(ε+ 2
r ).
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Grâce à l’inégalité de Bernstein, on peut donc conclure que
(59)
supq≥−1

∫ t
0

2−q(1+ε)−αq(τ)‖Sq−1a
j∆q∂jb‖L2 dτ

. ‖∇b‖
L̃rt (B

2
r
−1

2,∞ )
sup
q≥−1

∥∥∥2q(1−
2
r−ε)−αq‖∆qa‖L2

∥∥∥
Lr
′
t

.

Enfin, sachant que

∆q∂jR(aj , b) =
∑

q′≥q−3

∂j∆q

(
∆q′a

j‹∆q′b) avec ‹∆q′ = ∆q′−1 + ∆q′ + ∆q′+1,

et que F
(
∂j∆q

(
∆q′a

j‹∆q′b)
)
est supporté dans une boule de taille 2q, on a en

vertu de l’inégalité de Bernstein,

2−q(1+ε)−αq(τ)‖∆q∂jR(aj , b)‖L2 .
∑

q′≥q−3

2q(1−ε)−αq(τ)‖∆q′a‖L2‖‹∆q′b‖L2 ,

d’où,∫ t

0

2−q(1+ε)−αq(τ)‖∆q∂jR(aj , b)‖L2 dτ

.
∑

q′≥q−3

∫ t

0

2q
′(1− 2

r−ε)−αq′ (τ)‖∆q′a‖L2

(
2

2
r q
′
‖‹∆q′b‖L2

)
2(αq′−αq)(τ)2(q−q′)(1−ε).

Pour conclure, l’hypothèse (56) est cruciale. On obtient alors pour tout q ≥ −1,∫ t

0

2−q(1+ε)−αq(τ)‖∆q∂jR(aj , b)‖L2 dτ

. ‖b‖
L̃rt (B

2
r
2,∞)

sup
q≥−1

∥∥∥2q(1−
2
r−ε)−αq‖∆qa‖L2

∥∥∥
Lr
′
t

,

ce qui, joint à (57), (58) et (59), achève la démonstration.
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