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REsuME. — L’objet de cet article est d’obtenir une formule pour la fonction zéta des
hauteurs classique a partir de la fonction zéta des hauteurs multiple de La Bretéche,
et d’utiliser cette formule pour prolonger de maniére méromorphe la fonction zéta des
hauteurs. En particulier, il est montré que celle-ci peut étre prolongée au demi-plan
{s€C : Res > %} et que la frontiére naturelle de son domaine naturel de méromorphie

est {s € C : Res = %}

ABsTRACT (Height zeta function of a cubic surface). — The object of this article is
to obtain a formula for the classical height zeta function of Xg = X1 X2X3 in terms of
the multiple height zeta function of La Bretéche, and to use that formula to find the
meromorphic continuation of the height zeta function. In particular, it will be shown
that the height zeta function can be meromorphic continued in {s € C : Res > %}
and its natural boundary is {s € C : Res = %}
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66 DE LA BRETECHE (R.) & SWINNERTON-DYER (SIR P.)

1. Introduction

De nombreux auteurs (voir [2, 7, 8, 9]) ont étudié ’asymptotique du nombre
N (B) des points rationnels P de hauteur H(P) < B sur la surface cubique
définie par

(1.1) X§ = X1 X, X3

en dehors des trois droites définies par Xy = 0. Ici, la hauteur H(P) lorsque
P est représenté par un quadruplet d’entiers xg, x1, T2, 3 de pged égal & 1 est
définie par

H(P) = max |2;].

Le meilleur résultat a été obtenu par le premier auteur [2] utilisant des mé-
thodes d’analyse complexe analogue & celle intervenant dans la démonstration
du théoréme des nombres premiers. Il a montré qu’il existe un polynéme @ de
degré 6 et une constante ¢ > 0 tels que l'on ait, pour B tendant vers l’infini,
Pestimation

(12)  N(B) = BQ(log B) + O(B"/® exp{—c(log B)*/*(loglog B)"'/*}).

De plus le coefficient dominant est égal a
1 1\7 7 1
1.3 STIH{(-2) (1+-+ )}
(1.3) 6! 1;[ P e

De récentes conjectures concernant le nombre de points rationnels [11]
rendent souhaitable d’obtenir le terme suivant de Destimation de N(B).
Le second auteur conjecture dans [11] qu’il existe un deuxiéme terme dans
Pestimation de N(B) pour les surfaces cubiques non-singuliéres qui devrait
ressembler & celui qui apparait dans la formule explicite du théoréme de
nombres premiers.

L’exposant 19—1 apparaissant dans (1.5) est difficile & prévoir. Il est sans doute
lié & la nature de la singularité de la cubique considérée, mais nous pensons
qu’il est plausible de ’attribuer au choix de la hauteur. Un choix plus canonique
d’un certain point de vue de la hauteur peut étre trouvé dans [12]. Pour celle-ci,
on peut remplacer (1.4) par

N(B) = BQ;(log B) + O(BY/?%¢)

ol 1 est un polyndéme de degré 5 et le terme d’erreur est encore relié aux
zéros de la fonction zéta de Riemann; mais ici aussi il y a des complications
qui apparaissent de maniére quelque peu non naturelle.
Puisque les conjectures de [11] ne concernent que les cubiques non-singu-
liéres, cela ne permet pas de faire des prédictions sur la valeur de cet exposant.
Les fonctions zéta des hauteurs associées & certaines surfaces de del Pezzo
singuliéres de degré 4 ont déja été calculéees dans [3, 4, 5]. Elles jouent un role
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FONCTION ZETA DES HAUTEURS 67

clé dans la démonstration d’une estimation précise dans la conjecture de Manin
et I’étude de la taille du terme d’erreur. De plus, elles recellent en général plus
d’informations que les formules asymptotiques.

Nous étudions ici les propriétés analytiques de la fonction zéta des hau-
teurs Z(s) associée a (1.1) et en particulier le plus grand domaine ou la fonc-
tion Z(s) peut étre prolongée de maniére méromorphe.

La fonction zéta des hauteurs Z(s) associée a (1.1) sur lequel on compte est
définie par

1
Z(s) = 2 TPy
oll la somme est prise sur les points rationnels en dehors de la réunion des trois
droites d’équation Xy = 0.

THEOREME 1. — La fonction Z(s) admet un prolongement méromorphe dans
le demi-plan {s € C : Res > %} et sa frontiére naturelle d’analycité est la
droite {s € C : Res = 2}.

Il est démontré dans [6] que les fonctions zétas des hauteurs associés aux
espaces projectifs P, (Q) et a I’éclaté du plan projectif en un point sur QQ sont
prolongeables en des fonctions méromorphes sur C. A notre connaissance, c’est
le seul autre exemple connu ou le domaine naturel de méromorphie est entie-
rement déterminé.

L’estimation (1.5) avec son terme d’erreur semblable & celui qui apparait
dans le théoréme des nombres premiers laisse deviner I'importance de la répar-
tition des zéros de ¢ dans la taille du terme d’erreur.

La formule (1.4) permet d’obtenir une évaluation de N(B) sous ’hypothése
de Riemann usuelle. Les poles de Z(s) dans {s € C : Res €]3,1[} sont alors
% et les % + %p ol les p décrivent les zéros de ( de partie réelle %

THEOREME 2. — Soit € > 0. Sous l’hypothése de Riemann, il existe une cons-
tante v > 0 telle que nous avons lorsque B tendant vers l'infini l’estimation
(1.4) N(B) = BQ(log B) + vBY/** + O(B'¥/16+¢).

Si de plus tous les zéros de { sont simples, nous avons

(1.5) N(B)=BQ(ogB)+yBY'" +1lim » B, BW/16+7/8 1 o(B*/>+e)

ITISR

ot les % + i1 parcourent les zéros de la fonction zéta, les B, ne dépendent que

de T, et la limite est prise lorsque R — +00 avec la condition
(1.6) |¢(o +iR)| > R/ legloglos B (1 <5 <),
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68 DE LA BRETECHE (R.) & SWINNERTON-DYER (SIR P.)

REMARQUES. — Il n’y a aucune raison de penser que ¢ admet un zéro multiple.
Mais si % + i7 est un zéro d’ordre r > 1 de ¢, il suffit dans (1.5) de multiplier
le terme correspondant par @ (log B) ou @, est un polynoéme de degré r — 1.

L’ensemble des R satisfaisant (1.6) est non borné. En effet, le théoréme 14.16
de [14] affirme que, pour un choix convenable de A, tout intervalle [T, T + 1]
avec T' > 2 contient un t tel que

|C(o +it)| > ¢4/ leslest (L <5 < 1)

ce qui est plus fort que (1.6).

Nous renvoyons & la formule (4.9) pour une expression explicite de v et
a (4.12) pour une de S;.

Remerciements. — Ce travail a été réalisé lorsque le premier auteur faisait par-
tie de I’équipe Arithmétique et géométrie algébrique du département de Mathé-
matiques de I"Université d’Orsay. Nous remercions aussi Jordan Ellenberg qui
nous a conseillé de déterminer le signe de la constante v apparaissant au théo-
réme 2.

2. Démonstration

2.1. Préliminaires. — Dans une premiére étape, nous démontrons une identité
qui peut étre vue comme une variante de la formule de Perron; celle-ci est
donnée au lemme 2. Avant cela, nous énongons un lemme qui nous permettra
de justifier les différentes manipulations en montrant la convergence absolue de
toutes les intégrales multiples que nous rencontrerons par la suite.

Nous n’utiliserons seulement que le cas n = 0 du lemme 1, mais I’énoncé du
résultat général servira dans la démonstration par récurrence.

LEMME 1. — Soient a,~y des réels et r,n des entiers tels que 0 < a < 1, v > 0,
r >0, n > 0. Pour tout t l’intégrale

2.1) / /°° T{log( 2+|t—t1 o=t )} dty - - - diy

' (v + [ta]) (7+|tT|)(7+|t_t1_"'_tr|)
ot T = max(|t1],...,[t,|) est convergente et uniformément bornée.
Démonstration. — Nous raisonnons par récurrence sur 7. Il est clair que, pour

des raisons de symétrie, on peut remplacer dans (2.1) le terme T* par |tq]“.
Nous majorons l'intégrale sur ¢, pour laquelle nous devons considérer

& o {log(2 + |7 — t.|)}"™d¢,
|t ] =
oo (v + [ty + [T =)

(2.2)
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FONCTION ZETA DES HAUTEURS 69

ol nous avons utilisé la notation
{t—tl—---—tr_l avec a, = asir =1,
T =
0 sinon.

Puisque nous pouvons changer les signes de ¢ et de tous les ¢;, nous pouvons
supposer 7 > 0. Nous scindons le domaine d’intégration de (2.2) en quatre.

— Lorsque t,, > 27 ou t,. < —7, l'intégrande est majorée par

O ({log(2 + [t:)}"/ (v + [t [)>~*")
de sorte que la contribution & l'intégrale (2.2) est O({log(2+7)}"/(y+7)'~2").

— Dans 27 > t,. > %T, I'intégrande est majorée par

O({log(2 + 7)}"/(y +7)' =" (v + |7 = t,))
et la contribution & I'intégrale (2.2) est O({log(2 + 7)}"*1/(y + 7)172").

— Des arguments similaires permettent de la méme maniére de traiter 1’in-
tervalle %T >t > —T.

Nous avons donc montré que 'intégrale de (2.2) est
O({log(2 + 7)}" /(v +7)' 7).

Notant temporairement (2.1) par I, -(t), nous avons établi que I, -(t) est
convergente lorsque 7 > 1 si Ip4q,—1(t) 'est aussi, ce qui permet d’itérer la
récurrence, et que I, 1(t) est borné ce qui permet d’initialiser la récurrence. O]

Pour des nombres complexes s;, considérons une série de Dirichlet & plusieurs
variables

f(so,...,sr):Za(ng,...,nr)naso---nr_”

absolument convergente lorsque Resy > cp,...,Res, > ¢, ot ¢j > 0 pour
tout j. Ecrivant m = max(no,...,n,) , nous associons a f la série de Dirichlet

Z(s) = Za(no, ce e )m T

qui est absolument convergente dans Res > ¢ + -+ - + ¢,

LEMME 2. — Soient ¢; > c} lorsque 1 < j < r et s un nombre compleze
satisfaisant Res > ¢{ +c¢1 + -+ - + ¢,. Alors Z(s) est égale

1 c1+i00 cr+i00 _ — =Sy ey S
o g [ [,

(2m)T 81 8p(s—81— -+ —38)

1—100 — 100

REMARQUE. — Le membre de droite de (2.3) n’est pas symétrique en les va-
riables s;. Il existe des formules symétriques pour Z(s) en fonction de f, mais
elles sont plus compliquées et moins pratiques.
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70 DE LA BRETECHE (R.) & SWINNERTON-DYER (SIR P.)

Démonstration. — Commencons par considérer le cas
(2.4) F(s0y.--y8r) =mg - n 7.
Nous partons de la formule classique, valable pour ¢; > 0,
1 e1+ioo o1 1 siz>1,
h(x):—/ ds; =91 siz=1,
278 J oy —ioo  S1 ]
0 siz<l.
Nous raisonnons par récurrence sur r. Lorsque r = 1, le membre de droite
de (2.3) est
1 c1+ico snslfsnfsl
(2.5) —/ 0l ds
270 o, ioo  S1(5 — 51)

et s’écrit sous la forme

nas /cl+ioo (nO/nl)sl ds nl_s /C1+ioo (nl/no)s—sl ds,
(&3 c

- 1+
210 J oy —ico S1 210 J oy —ico s—81

= ng*h(no/n1) + ny *h(ni/ne) = { max(ng,n1)}

avec Res > ¢ + c1.

Lorsque 7 > 1, nous utilisons ce résultat avec s’ = s — sy —- -+ — s,.  la place
de s pour intégrer en la variable s; ; ’expression (2.3) de f lorsque f est donné
par (2.4) est égale a

1 /Cz-i-ioo. - /cr+i<x> S{max(no, nl)}—s’ngsz .. nr—sT
C C.

(2mg)r—1 §'Sg -8y

dss - - - ds,.
o — 100 — 100
C’est exactement ’expression du membre de droite de (2.3) avec un variable
en moins ; une itération de ce procédé fournit alors la valeur recherchée
—S
{ max(ng, ny, .. . ,n,n)}
Cela prouve le cas particulier (2.4). Le cas général s’en déduit par interversion
de sommation. (]

2.2. Séries de Dirichlet a plusieurs variables. — Soit U 'ouvert de la surface pro-
jective X3 = X;X,X3 défini par Xy # 0. Nous préparons I'application du
lemme 2. Nous notons

f(Sl, 32, 83) — Z .731_811:2_82:5;83

ou la somme est prise sur les triplets x1, €2, 3 d’entiers positifs de pged égal a 1
tels que le produit z 223 soit un cube. Alors la fonction zéta des hauteurs Z(s)
associée a I'ouvert U est donnée par

(2.6) Z(s) = 42 { max(z1,z2,73)} .
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FONCTION ZETA DES HAUTEURS 71

Notons
1 + 1— Z3si Z2Sj+8k _ z3sl+332+383
(27) ¢(Z)51782>S3) = Z( 3 ) 3 3

(1= 251)(1 — 29%2) (1 — 25%)
ou la somme est prise sur les six permutations ¢, j, k de 1, 2, 3 ; cette convention
sera adoptée jusqu’a la fin du prochain paragraphe. Le premier auteur a montré
la formule

(2.8) f(s1,82,83) = Hp¢(P_1751782,83)

que nous utilisons pour prolonger f. Soit N > 2. Pour les triplets d’entiers
n1,n9,n3 avec 0 < ny + ng + ng < N, on peut déterminer de maniére unique
les entiers b(n1,m2,n3) tels que la fonction 9y définie implicitement par

(2.9) (;5(2:, S1, S2, 33) = { H(l _ ans1+nzsz+n333)—b(nl,nz,ng) }¢N(z, $1, 82, 83)
s’écrive
(2.10) PN = 1_|_ZCN(nhn27n3)zn1s1+nzsz+ngs3

ol la somme ci-dessus ne contient pas de termes tels que 0 < n;+ns+ns < N.
Pour éviter les cas particuliers, lorsque N = 1,2 nous écrivons

Yy =(1 =251 (1= 2%2)(1 - 2°%)¢
=1 + Z(l _ ZSSi)Z25j+Sk _ 2381+382+383.
L’existence et ’unicité des b(n1, ne, n3) peuvent étre démontrées par récurrence
sur N ; pour aller de N & N + 1 on peut et on doit choisir les b(n1,ng, ng) avec

n1+mng+n3 = N+ 1 égaux aux cy(n1,ne,n3). Il est facile aussi de voir qu’'une
permutation sur les n; ne change pas la valeur des ¢y (n1,n2,n3), que l'on a

(2.11) en(ni,ne,ng) =0 saufsi 3| (ny + ng + ng),
et que pour toute permutation ¢, j,k de 1,2,3
(2.12) en(ni,me,ng) =0 lorsque n; > 2(n; + ng).

Donc, avec la restriction n; + no + n3 > 3 dans le cas (2.12), ces propriétés
restent vraies pour b(ni,ng,ns). Pour faciliter le rappel, nous énongons cela
formellement.

LEMME 3. — La valeur b(ny,na,n3) est invariante par permutation des argu-
ments. Si b(n1,n2,n3) # 0 alors 3 | (n1 + ng + n3) et toutes les conditions
n; < 2(nj + ng) sont vérifiées si n1,nq,n3 ne prend pas les valeurs 3,0,0 a
permutation pres. (I

REMARQUE. — Nous remercions 'arbitre de cet article de nous avoir indiqué
que de semblables manipulations sont effectuées dans [1].
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72 DE LA BRETECHE (R.) & SWINNERTON-DYER (SIR P.)

Pour prolonger Z(s) jusqu’a Res > % nous aurons aussi besoin des relations
(2.13) b(3,0,0) = b(2,1,0) =1, b(1,1,1) =0,
couplées avec b(6,3,0) = 0 et
(2.14) b(4,2,0) = b(4,1,1) = —1, b(3,2,1) = b(2,2,2) = -2,

ou au moins de retenir que ces derniéres valeurs sont toutes négatives.

Nous exposons maintenant un moyen simple de calculer les b(ni,ns, ns).
Les membres de droite de (2.7) et (2.9) sont égaux; en prenant le logarithme,
en appliquant opérateur z8/0z puis en faisant tendre N vers l'infini nous
obtenons 1’égalité entre séries formelles

Z b(n1,n2,n3)(n181 + noss + ngsg)z1s1tn2s2tnsss

1 — Z’I’L181+’n232+’n353
3512351 3592352 3s532°¢
1 —2351 132 1 — g3

0
+ Z@ log {1 + 2(1 _ z3$i)228j+8k _ Z3<sl+32+33)}

qui permet d’en déduire les valeurs des b(ni,n2,n3). Une version encore plus
efficace peut étre obtenue en remarquant que le numérateur de ¢ dans (2.7) se
factorise de la maniére suivante

(1 _ Zs1+sz+ss)(1 + 251+sz+83 + Zz2si+5j + Z2(sl+52+53))
b

et en lui appliquant le méme procédé.
Si 3| (n1+n2+ns) et si toutes les inégalités n; < 2(n; +ny) sont satisfaites,
on a alors
>0 sing+ ng + ng est impair,
b(nlu na, n3)

<0 sing 4+ ng 4+ ng est pair.

Cette assertion étant inutile dans la suite de la démonstration, nous omettons
de la démontrer.

LEMME 4. — Lorsque N > 2 le produit
U (s1,52,83) H Un(p~t, 51,89, 53)

est absolument convergent et définit une fonction holomorphe dans le domaine
défini par les inégalités Re(2s; + s;) > 3/(N + 1) prises pour toutes les per-
mutations i,j,k de 1,2,3. De plus, si pour un € > 0 les s, satisfont les six
conditions

Re(2s; +s5) >3/(N+1)+¢

alors Uy est borné par un majorant ne dépendant que de € et de N.
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FONCTION ZETA DES HAUTEURS 73

REMARQUE. — Ce résultat a été démontré auparavant dans [1]. Afin d’avoir
une démonstration autonome, nous détaillons la démonstration.

Démonstration. — Lorsque s; = sy = s3 = 1, la série ¥ est absolument
convergente dans |z| < 1 pour tout N car on ’a construite comme un produit
fini de séries absolument convergentes. Donc pour tout p > 1 il existe Ay,
dépendant uniquement de p et de N tel que tous les coefficients de (2.10)
satisfassent

}CN(TM, No, n3)} < AN,ppn1+n2+n3.

Posons oo = min(Re(2s; + s;)) de sorte que & > 3/(N + 1) +¢. Nous déduisons
de (2.12) que si cy(n1,n2,n3) # 0 alors n1s; + nase + ngss est une combinai-
son linéaire des six 2s; + s;; donc sa partie réelle est au moins égale & %ow
avec v = nj + ng + nz. Pour tout v > N la série (2.10) contient O(r?) termes

avec n1 + ne + ng = v; lorsque |z| < p~3/® 1a série est donc majorée par
0 a(N+1)/3 ,N
LBy, 3 PR =1 o (TR,
o (1= pl2I*73)

Puisque a(N + 1)/3 > 1 le produit des ¥y (p~!,s1,s2,53) est absolument
convergent, et par conséquent définit une fonction holomorphe dans le do-
maine défini dans le lemme. Puisque la démonstration que ¥ soit absolument
convergent dépend seulement d’une comparaison avec une expression indépen-
dante de s;, la derniére assertion du lemme est aussi prouvée. Il

COROLLAIRE . — La fonction f(s1, s2, S3) peut étre prolongée dans le domaine
défini par les inégalités Re(2s; + s;) > 0 prises pour toutes les permutations
1,7,k de 1,2,3. En particulier, si s1, S2, 83 sont des fonctions affines de s alors
la fonction de s que définit f(s1, S2,83) est méromorphe dans toute bande de la
forme o/ < Res < ¢” dans laquelle Re(2s; + s;) > 0.

Démonstration. — Gréce a (2.9), nous avons lorsque N > 2

(215) f(s1,52,58) = { [[(C(nust +mass +ngse)) "m0 by (s1, 52, 59),

ou le produit est pris pour tous les triplets ni,no,n3 qui vérifient les condi-
tions 0 < ny + no +n3 < N. En prenant N arbitrairement grand, nous obte-
nons grace au lemme 4 le prolongement de f dans le domaine désiré. (I
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74 DE LA BRETECHE (R.) & SWINNERTON-DYER (SIR P.)

2.3. Prolongement de la fonction zéta des hauteurs. — Pour tous réels positifs
c2, c3, considérons

co+ico
J(027 03) (27T’L /
C2—100

Pour raccourcir les formules nous utiliserons la notation s; = s — so — s3. Gréace
au lemme 2 et & (2.6), on a

c3+ioco
SJ\S — SS9 — S83,89,S8
/ A 2~ 53,52,53) dsgydss.

e3—i00 $283(s — 82 — S3)

Z(s) = 4J(ca,c3)

pour co > = , c3 > % et Res > % + co + c3; cela fournit déja une description
de Z(s) dans Re s > 1. Pour prolonger J = J(cg, c3) nous avons besoin de dé-
placer les contours d’intégration de s, et de sz vers la gauche. Pour simplifier,
nous décrivons ce procédé en disant que nous déplagons s3 dans J de Resz =
a Ress = «'. Lorsque nous faisons cela pour s appartenant dans une bande
verticale, nous devons contrdler Re s de sorte que nous puissions savoir quels
poles — s’écrivant en fonction de s, so — le contour de s3 croise; alors J devient
une somme d’intégrales sur so qui correspondent aux résidus associés aux dif-
férents poles avec une valeur de J ayant des arguments différents. Le premier
exemple de ce procédé est fourni en (2.19); et sa pertinence provient du fait
qu’on peut montrer que le membre de droite peut étre défini dans une bande
débordant vers la gauche le domaine ot les membres de gauche ont été définis.
On remplace en fait le contour Re s3 = par un contour d’intégration obtenu
en joignant les points

v —ioco, v —iT, v —iT, v +iT, v+ 4T, v+ ico

ot T (qui dépendra de s, lorsque nous considérerons J) est grand par rapport
a Imm(s) et Imm(sz). (La condition sur T est nécessaire pour s’assurer que
le contour croise bien les poles précisés a chaque étape.) Nous aurons besoin
d’étre en mesure de montrer que la contribution des intégrales prises sur les
deux premiers segments et les deux derniers segments sont o(1); et le moyen
le plus simple de le faire est d’utiliser un argument impliquant le lemme 1.
Nous faisons ensuite tendre T vers +oo. Les manipulations analogues pour
les intégrales Ky et K3 introduites dans la suite sont semblables quoique plus
simples.

Pour que J(cg, c3) soit bien défini, les conditions Re(2s;+s;) > 0 de I’énoncé
du corollaire du lemme 4 doivent étre satisfaites, l'intégrande doit étre fini
en tout point du fermé sur lequel on intégre et la double intégrale doit étre
absolument convergente. Supposons pour simplifier que co et c3 sont positifs,
la premiére condition est alors équivalente &

(2.16) Re s > max(co + %03, %CQ + c3).
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La seconde condition est
7é 1 si b(nl,ng,ng) >0,

n1 Res + (ng —nq)ea + (ng —nq)es
>1 sib(ng,ne,n3) <0,

ol si on suppose I’hypothése de Riemann les « > 1 » dans la seconde ligne
sont remplacés par « # % ». On doit aussi imposer Re s # ¢ + ¢3, pour que le
facteur (s — so — s3) du dénominateur de l'intégrande ne s’annule pas. Pour la
troisiéme condition nous appliquons le lemme 1 avec les estimations

1
29
1

(o +it) = O(IH+) ot s = {

Wl wh\':

si0 <
1
2

~ \
<0<

SIS [Q\»—A

o si ,

lorsque t > 1. Pour ces valeurs c¢3, c3 nous avons besoin de nous assurer que
I’exposant a obtenu vérifie « < 1; nous nous restreignons a un demi-plan de la
forme Re s > 0y ; en fait dans la suite tous les demi-plans sur lesquels nous tra-
vaillerons ’exposant & maximal sera < %—1—0(1). Nous devrons seulement décaler
les contours de sorte que dans les intégrales faisant intervenir la fonction ¥s
dans (2.15) celle-ci soit holomorphe. Donc les seuls poles qui nous concerneront
durant l'intégration seront ceux de ((3s;) et ((2s; + s). (Cependant ce ne
sera plus le cas pour les résidus R;i.) Tout cela implique que le demi-plan sur
lequel on travaille sera divisé en bandes contigiies, o, dans chacune d’elles,
J(ca,c3) est holomorphe. Des remarques semblables restent pertinentes pour
les intégrales K3 et Ko introduites en (2.20) et (2.26).

Nous prolongeons Z(s) 4 Re s > % en plusieurs étapes. Prenons £; un nombre
réel positif arbitraire. Nous choisissons co = ¢3 = % + €1, et disons que nous
supposons

(2.17) 1+4e; <Res< 15

(Le majorant ici est fixé suffisamment proche de 1 de sorte que les résultats sur
les poles rencontrés soient valables dans tout (2.17).)

(i) L’intégrale intérieure dans J(cg,cs) étant relative a sz, nous décalons le
contour d’intégration ss vers Re sg = %. En faisant cela, nous croisons des pdles
simples (d’une fonction de s3 avec s, sp fixés) en s3 = s3; avec

(218) 831 = %, 832 = %(1 - 82), 833 = 1-— 282, 834 = 1—s+ S9.
11 vient

4
(2.19) J+ens+e)=JE e 5+ Ka(3+en;ss))

j=1
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ol

1 fetioo {sf(s—82—53732753)}
2.20 Ks(c;s35) = — R dsa.
( ) 3(¢; 837) 2mi /c SSZGSSSJ' s253(s — 82 — 83) .

—1300

Pour chaque j la méthode pour prolonger K 3(% +&1; 83;) est essentiellement
la méme. Pour un j fixé, les poles so de 'intégrande, vu comme une fonction
de s,, apparaissent en nombre fini, ou chaque so; est une fonction affine de s
qui prend la valeur % en s = 1. Nous décalons d’abord le contour d’intégration,
par exemple jusqu’a Ress = %. Sous la condition (2.17) le contour croise les
poles so pour lesquels le coefficient de s apparaissant dans la définition de so

n’est pas positif. Ainsi

(221) Kg(%+€1;83j) :Kg(i;83j)+ZRjk
k
dans (2.17), ot la somme porte sur les indices k satisfaisant la condition évoquée
ci-dessus et ou les I, sont les résidus en sy = sy, de I'intégrande dans (2.20).
Lorsque j = 2,3,4 lintégrande dans (2.20) contient un facteur {(2s — 1)
que nous pouvons sortir de I'intégrale. A cette manipulation prés, K3(i; S35)
13 11

est holomorphe dans la bande 13 > Res > {3. Si nous nous restreignons

4 1—4e; > Res> %, nous pouvons décaler le contour d’intégration vers la

droite jusqu’a Ress = % — €1. Pendant cette étape, le contour d’intégration
croise les s pour lesquels le coefficient de s apparaissant dans la définition

de sop est positif. Ainsi dans cette bande

(2.22) Kg(%;ng) :K3(% _51;33j)_ZRjk
k

ol la somme est restreinte aux indices k ci-dessus. Ici K3(3 — €1;53;) est ho-
lomorphe dans la bande 1 — 4e; > Res > % + %51. De plus, nous montre-
rons que les R;; sont tous méromorphes dans la bande % > Res > %; de
sorte que la réunion de (2.21) et (2.22) fournira un prolongement méromorphe

de Kg(% + €15 835) jusqu'a Res > % + %51.
(ii) Pourvu que % < Res; < %, ce qui est équivalent &
(2.23) H+er<Res<I+e,

la double intégrale J (% + €1, %) est bien définie et holomorphe. En nous res-
treignant a la bande

% +e1 <Res<1
et interchangeant ’ordre de sommation de sorte que l’intégrale intérieure porte

sur Ss, nous décalons le contour d’intégration de so jusqu’a Resy = %. En
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faisant cela, nous croisons des pdles simples (d’une fonction de sy avec s, s3
fixés) en so = s91 et s99 avec

(2.24) So1 = %, S99 =1 — s+ s3.

(C’est pour étre stir de croiser ce deuxiéme podle que nous avons imposé la
condition Re s < 1.) Ainsi nous obtenons

(2.25) JE+e, ) =T, 8) + Ka(3:501) + Ka(35522)
avec
ctico
(2.26) Ks(c; s95) = % /c_—;o s?:essw {sfi;g(«:z_—szzs,_sz;?) }d33-
Pourvu que % < Res; < %, ce qui est cette fois-ci équivalent a
(2.27) 3 <Res< 1,
la double intégrale J(g,&) est encore bien définie et holomorphe. Utili-

sant (2.19) dans la bande (2.23), et la réunion de (2.19) et (2.25) dans la
bande (2.27), nous avons donc réduit le probléme du prolongement de Z(s)
jusqu’a Res > % au probléme correspondant pour K3 et K5 qui apparaissent
respectivement en (2.20) et (2.26).

(ili) L’intégrande dans K3(3 + €1;531) = K3(5 + €15 3) est

N _ f(81a327s3)
32(8 8y — %) ou f1(81782533) - <(383) :

Les seuls poles qui nous concerne de 'intégrande vue comme une fonction de sy

sont les poles triples en so3 = % et 594 = 85— % et les poles simples sg5 = 25 — g

sfi(s —s2— 5,82, %)

et S0 = % — 5. Si nous écrivons

sfi(s —s2— %, 9, %)}
1

(2.28) Rij = Res { P PE—
3

S§2=82j
alors R; est méromorphe dans Res > % lorsque j = 3,4 et dans % > Res > %
lorsque j = 5, 6.

Nous désignons par g1 (s, s2) l’expression entre accolades dans (2.28). Puis-
que g1 vu comme une fonction de sy a un poéle triple so3 = %, le résidu vaut

. 0?
Ris3 = hm1 952 {%(52 — %)391(3,32)}.
S27—3 2

On vérifie aisément que R13 & un pole d’ordre 7 en s = 1 et aucun autre pole
dans Re s > %. De méme, nous avons

. 0?
Ry = lim —2{%(32—34-%)391(3,32)}.
3 0s3

Sg—Ss—%
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La relation g (s, s2) = g1(s, s — s2 — %) fournit alors la relation
Riy = —Rys.
Regardons R5 et Ri6. Nous avons

Ris = lim 5{(32 — 25+ %)91(8,82)}

sz—>2s—§

Sf(81,82,83)/818283 . . 4 5 1
=— évalué en (3 — 5,258 — 2, 3),
3C(383)<(281 + 82) (3 3 3)

Rig = lim {(s2+s—3)g1(s,52)}

S2—3—S$

:Sf(sl, 52,83)/515253
30(353)C(51 + 252)

Puisque f est symétrique en ses deux premiers arguments, on a Ri5 = —Ryg.

D’aprés le lemme 4, la fonction \I/N(% — 5,28 — %, % est holomorphe dans

) . 5 4 1
évalué en (25 — 5,5 — s, 3).

3 3 3 3
2 PRI . S
(229) {SGC st aw ) “Res < 2(N+1)}

pourvu que N > 2. Cela fournit un prolongement méromorphe de R;5 dans
Res > %.
Utilisant le procédé décrit a la fin du paragraphe (i), nous avons
(2.30) Kj(3 +e1;5831) = K3(5;831) + Ris + Rie
= K3(3;831) + Ris — Ri5 dans 12 > Res > 1+ 4eq,

(2.31) K3(3;831) = K3(5 — €1;531) — Ria — Ri5K3(3 — €15 831)
+ Ri3 — Rq5 dansl—451>Res>§~
Ici Kg(i;s;{[) est holomorphe dans % < Res < % et Kg(% — £1;831) est

holomorphe dans % — %81 <Res<1-—e¢;.
(iv) L’intégrande dans K3(3 + €1;s32) = K3(3 + €15 5(1 — 52)) est

sfa(s — %32 - %,32, %(1 — 83))
sa(s — %32 — %)(1 — 82)

N f(slu 52, 83)
ou 81,892,83) = —F————=-
f?( 1,92, 3) C(82+2S3)
Nous pouvons sortir le facteur {(2s — 1) provenant du facteur {(2s; + s2) de f
de l'intégrale. Les poles de l'intégrande vu comme une fonction de sy sont un

pole triple en so3 = % et des poles simples en

(2:32) So5=25— 3, Sy;y=1—125, syg=35—73, spg=35—1L
Posons
1 1 1
Sfa(s— Lsg — 1 59, 2(1—s
(2.33) Ry; = Res { fa( 252~ 3 12,2( 2))}
5 U e — - Dl—s)
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et désignons par go(s, s2) 'expression entre accolades dans (2.33). Puisque go
vu comme une fonction de s, a un péle triple en sy = s23, nous avons

Rys = lim \ 353 2{ %)3g2(s,82)}.
82%
11 est facile de vérifier que Ro3 a un pole d’ordre 7 en s = 1 et pas d’autre pole
dans Res > %. Les autres résidus sont donnés par
Ros = lim {(s2 — s25)g2(s,s2)}

S2—825
_Sf(Sl, 82,83)/518283
3C(s2 + 253)((3s1)

Ror = lim {(s2 — s27)g2(s, s2)}

S2—827
sf(s1,82,53)/515253 . . 4 2.1
= évalué en (38— 1,1 — %5, 35),
3((82 + 283)((81 + 282) (3 3 3 )

) . 1 5 4
évalué en (3,25 — 5,3 — s),

Roys = lim {(s2 — s28)g2(s,52)}

S2—S28

sf(s1,52,83)/s15253

- évalué en (2s— 1, 25— 1 2 _1lg)
3¢(s2 + 2s3)C(s1 + 2s3) v (3 33 55— 39)
Ryg = lim {(s2 — 529)g2(s,s2)}
S2— 829
_ 8f(s1,82,83) /515253 valué en (Ls, 45— 1,1 25).

3((82 + 283)C(281 + 33)
Interchanger s; et s3 permet de montrer Re5 = Rj5. Une permutation cycli-
que de si, Sz, s3 fournit aussi Ryg = —Rjy7. La fonction Rp; est méromorphe
dans Res>% lorsque j = 3,8, dans 2 > Res > % lorsque j = 7,9 et
dans 3 > Res > 3 lorsque j = 5.

Etudions précisément Ry7. D’aprés le lemme 4, \Illl( -1,1-— s, 55) est

une fonction holomorphe dans £ > Res > 2. Les seuls facteurs zeta de f qui
peuvent fournir des poles de Ry7 dans cette bande sont ceux qui proviennent

des triplets (n1,n2,n3) qui satisfont les conditions du lemme 3 et pour lesquels
(2.34) Re((35— 1)ny + (1 — 25)ng + 3sn3) < 1

est compatible avec Z > Res > Z' Si 2no > 4nq + ns3, nous vérifions que cela
peut seulement intervenir pour les triplets (0,2,1) et (0,3,0). Sinon, puisque
linégalité (2.34) est équivalente &

9(4ny — 2ny + n3)(Res — f) 9 — 3ns — (2n2 + 2n3 — n1),

de rapides calculs montrent que cela arrive seulement pour (3,0,3), (4,1,1),
(4,0,2), (6,0,3) et les triplets pour lesquels ny + ny + ng = 3.
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Etudions maintenant Rag. D’aprés le lemme 4, \115(§ 3, %s - %, % — %s) est
holomorphe dans Re s > % ; donc les seuls facteurs de f qui puissent fournir des
poles & Rag dans cette bande sont ceux qui proviennent des triplets (n1, no, ng)
vérifiant ny; + no + n3 = 3, et ceux-ci contribuent seulement au pole en s = 1

d’ordre 7.
Utilisant le procédé décrit a la fin du paragraphe (i), nous avons
(2.35) K3(5 + €15 832) = K3(; 832) + Ras + Ry

dans = > Res > 14 4eq, et

(2.36) K3(3;s32) = K3(§ — €15 532) — Ras — Ros — Rag

= K3(3 — €1;532) — R15 — Ras + Rar
dans 1 —4e; > Res > . Ici Kg( 332) ou l'on a enlevé le facteur ¢(2s — 1)
est holomorphe dans 2 > Res > 2 et K3( — £1;832) avec le méme facteur
enlevé est holomorphe dans 1-— 451 > Res > 2 — §51

(v) L’intégrande dans Kg(% +e1;833) = Kg(% +e1;1 — 2s9) est

sfs(s+ 82 —1,89,1 — 2s9)
s2(s 4 s2 — 1)(1 — 2s5)

f(Sl, 52, 83)_
¢(2s2 + s3)

ou  f3(s1,82,83) =

L’intégrande contient lui aussi un facteur ((2s — 1), provenant cette fois-ci
du facteur {(2s; + s3) dans f, qui peut étre sorti de lintégrale. Les poles de
I'intégrande sont un podle triple en so3 = % et les poles simples

(237) S26 — % — S, So7 = 1-— %8, S28 = % — %S, S210 = %8.
Notons
sfs(s+s3—1,82,1 —2s3)
2.38 Ry; = Res { }
( ) 3 szzesszj 52(8 + 89 — 1)(1 - 232)

et g3(s, s2) lexpression entre accolades dans (2.38). Afin de calculer les Rj;
nous utiliserons & plusieurs reprises la relation

(2.39) g3(s,82) = 2g2(s,1 — 2s3)

valable pour des raisons de symétries. Il vient

R3s = lim 652{ — 1)%g3(s,52)} = —Ras.
52—>
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Il reste & déterminer la contribution des poles simples. La relation (2.39) fournit

R3¢ = lim {(s2+s—3)gs(s,s2)} = —Ros = —Rus,

S2—3—S$

R37 = lim {(82 -1+ %s)gg(s, 52)} = —R29 = R27,

2
So—1— 58

Rgg= lim {(s2+ 35— 2)gs(s, s2)} = —Ros,

R310 = hm {(82 — %8)93(8,52)} = —R27.

1
S2— 38

=

La fonction R3; est méromorphe dans Res > 5 lorsque j = 3,8, dans 2 >
Res > % lorsque j = 7,10 et dans % > Res > % lorsque j7 = 6. Utilisant le
procédé décrit a la fin du paragraphe (i), nous avons

(2.40) K3(% + €13 833) = K3(%;533) + Rs3 + R3s + Rar + Rss
= K3(5;533) — Ros — Ri5 + Rar — Ras
dans % > Res>1+44¢eq, et
(2.41) K3(5;833) = K3(§ — €15 833) — R310 = K3(5 — €15 533) + Rar

dans 1 — 4e; > Res > g. Ici Kg(i;Sg,g) avec le facteur ((2s — 1) enlevé est
holomorphe dans % > Res > % et Kg(% — £1; 833) avec le méme facteur enlevé
est holomorphe dans 1 —¢; > Res > % + %51. Enfin, Kg(% + €15 s33) avec le
facteur ¢(2s — 1) enlevé est holomorphe dans 1 —e; > Res > 2 — 3¢;. En

1
décalant s vers la droite, on a
(2.42) K3(% —€1;833) = K3(% +e1;833) — R3z = K3(% +€1; 833) + Ras

dans le domaine 1 — 3¢; > Res > % + %El. Ainsi Kg(% — €15 833) admet un

prolongement méromorphe dans 1 — 3¢; > Res > % - %81.

(vi) L’intégrande dans K3(1 + €1;534) = K3(3 + €131 — s+ s2) est

5fa(2s — 289 — 1,89,1 — s+ 83)
$2(28 — 289 — 1)(1 — s + s2)

N f(sla 52, 83)
ou fa(s1,82,83) = T —— -
( ) C(Sl + 283)
L’intégrande contient encore un facteur ¢(2s—1) provenant du facteur ¢(s1+2s2)
dans f, qui peut étre sorti de I'intégrale. Les poles de l'intégrande sont un pole

triple en s9y = s — % et des poles simples en

(2.43) $23 = %7 S28 = %S - %, S29 = %s —1, s210= %s.
Soit
5fa(28 — 289 — 1,89,1 — s+ 83)
2.44 Ry = Res { }
(2:44) YT R $2(28 — 289 — 1)(1 — s + s2)
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Nous désignons par g4(s, s2) U'expression entre accolades dans (2.44). Nous uti-
liserons & plusieurs reprises la relation

(2.45) 94(8, $2) = 2g2(8,25 — 289 — 1)

issue des relations de symétries liant les valeurs de f. Nous avons ainsi

. 02
Rys = lim , @{%(82 — s+ %)394(8,82)} = —Ro3.
2

S2—s—3
Il reste & considérer les poles simples. La relation (2.45) fournit

Ry3 = siiml {(s2 — $)ga(s,52)} = —Ras = —Rus,

Ryg = lim {(s2— 25+ $)ga(s,52)} = —Ras,

S2— % sf—

Ry = lim { - §8 + 1)94(8,82)} = —Ro7,

82*)48 1

Ry = lim { (s2 — 35)9a(s,82)} = —Rag = Ror.

Sg*)

Alors Ry; est méromorphe dans Res > l lorsque j = 4,8, dans 2 > Res > g
lorsque 7 = 9,10 et dans 2 >Res> ¢ lorsque j= 3 Supposant Res > 1, nous
décalons le contour d’ 1ntegrat10n vers la droite de % s tera § +e1+Res—1.
En faisant cela sous la condition Res > 1 + 3¢y, le contour croise Sa4, S2g, S210
définis en (2.32) et avant. Un changement de variables fournit alors

(2.46)  K3(3 +¢e1;531) = K3(3 + €1 + Res — 15534) — Rya — Ras — Razo
= K3(3 4 €1; 533) + Ros + Ras — Ror.
Le paragraphe (v) permet de conclure.

(vii) Pour des raisons de symétries nous avons Kg(é,Sgl) = K3(é,531)
Donc K. 2(6’ S21) est holomorphe dans < Res < . Nous décalons le contour
vers la droite jusqu’a 4 lorsque Re s E (12, 1-— 451). Nous ne croisons aucun
pole ; nous pouvons donc nous reporter au paragraphe (iii) puisque

(247) Kg(%;Sgl) :KB(i§s3l)-

(viii) Pour des raisons de symétries, K (&; s22) = K3(§; s34). Utilisant 'étu-
de du paragraphe (vi) nous pouvons décaler le contour d’intégration de %

4 1 +Res —1 pourvu que Res € (13, 17). 11 vient dans ce domaine
(2.48) Kg(é;SQQ) IKg(i—l—ReS—l;S;M) :Kg(i;833)

ot Res € (13,17). L’intégrale K3(5,s33) avec le facteur ((2s — 1) enlevé est

holomorphe dans % < Res < % Nous pouvons donc conclure grace au para-
graphe (v).
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En reportant dans (2.19) les relations (2.25), (2.30), (2.31), (2.35), (2.36),
(2.40), (2.41), (2.46), (2.47), (2.48), nous obtenons la relation

(249) 1Z(s) =3Ri3—6Ri5+ 6Ryr — 2Ros + J (5, %)
+2K3(3 —e13831) + Ks(3 — 13 532) + 3K3(5 — €15 533)

Nous obtenons ainsi un prolongement méromorphe de Z(s) dans la bande
%4—%81 < Res <1-—4e.

3. Frontiére naturelle du domaine de méromorphie

Notons
D(o)={s€C : Res>o}.

La formule (2.49) ne suffit pas pour établir que la droite Res = % est la

frontiére naturelle du domaine de méromorphie de Z(s). Pour montrer cela,

nous commengons par déterminer quels sont les termes qui sont prolongeables
3

4 gauche de Res = 3.

D’aprés le corollaire du lemme 2.3, la fonction Ro7 admet un prolongement
méromorphe dans le domaine {s € C : % < Res < 2}. De méme, les fonctions
R13, Ro3 et Rog admettent un prolongement méromorphe dans ’D(%)

Les fonctions Kg(%—&l; s31) et K3(%—81; s33) (resp. K3(é €1;832)/¢(25—1))

admettent un prolongement dans le demi-plan D(3 — 2¢1) (resp. D(2 — 1¢1)).

Considérons maintenant J (l l) en se placant dans un domaine inclus dans
(3.1) 3 <Res< 1l + 1¢.

Nous décalons la droite d’mtégratlon de la variable sy vers la droite jusqu’a

% — £1. Les poles croisés sont

1 1
821128—5—553, 8212228—1—283.

Puisque K> (g; 5211) = K3(g; 532) et Ka(§; 5212) = K3(§; 534), nous obtenons
(32) T D =Tk —e1, ) = Ka(L;s011) — Ko(L;5212)
= J(5 —e1,5) — Ka(§:532) — Ka(g 534)-

1

De plus, la fonction J(:l,’ €1, é) est holomorphe dans 2 — 61 <s< % — 5€1-
On décale dans l'intégrale K3(6,332) ’abscisse 1 Jusqu 'a 3 — e1. Lorsque s
satisfait (3.1), le seul pole rencontré est sog. Il v1ent

Ks(%;832) = Ks(% —€1;832) — Rog

ce qui fournit un prolongement méromorphe de K3(%; s32) dans le demi-plan
Res > % - %61.
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Pour étudier K;;(%; 834), IIOUS nous restreignons a
3 <Res< 22
En décalant % vers % + Re s — 1, nous obtenons
Ks(§;531) = Ka(3; + Res — 1;534) = Ks(% 8,333)
qui est prolongeable méromorphiquement dans {s € C : § — 75 < Re(s) < %}

En rassemblant ces résultats dans (3.2), nous obtenons un prolongement de
la fonction J(G, 6) & gauche de % jusqu’a % — %81.

Reporter ces résultats dans (2.49) permet de montrer que Z(s) + 24R15(s)
admet donc un prolongement a gauche de 2 7 jusqu’a § — 751 Il reste & montrer
que le domaine naturel de méromorphie de Ri5(s) est celui que l'on attend.
Pour cela, il suffit de considérer ¥s(5 — s,2s — 2, 1). D’aprés Décriture (2.8),
le facteur eulérien définissant W5 (3 — s,2s — 2, 1) s’écrit

(3.3) w5( — 8,28 — g,%)
_ H —1 —j(s— 1))(1 + (1 _p—s) Zp—l—j(s—l) _p—SS)’
jeJ jeJ

avec J ={-2,-1,0,2,3,4}.

Notre démonstration s’inspire de [10]. Nous introduisons la fraction
W(X,)Y)=1+(1-X*Y) (XY ?+ XV '+ X'+ X°Y 2+ XY2+Y*) - XOV?
de sorte que

1/}5 (pil, % - S 25 — gv %) = H(l - pilij(57l))W(p71/47p3/4is)‘
jeJ

Le lemme suivant permet de décrire avec précision certains zéros en s du
facteur W(p_l/ 4 p3/ 4=$) g’approchant par la droite de la droite verticale d’abs-
cisse %.

LEMME 5. — Il existe pg tel que pour tout p > po il existe une famille de
complezes sy, telle que pour tout k € Z on ait W(p‘1/4,p3/4_sk’1’) =0 et
Re sy, > 2 satisfaisant approzimation

(3.4) 3 1—4 3i ir(2k + 1) ( 1 )

A4) Sg,— - = — _ R
ke T g 44/2p'/4logp  16p'/2logp 4logp p3/4logp

Démonstration. — Une application du théoréme de Rouché permet de montrer

que, pour tout U au voisinage de 0, il existe un unique V = Vy au voisinage

de ¢'™/* satisfaisant 1’équation W (U, V) = 0. Il est facile de montrer que
t—1

3.5 -Vt= +0(U?),

(3.5) = ©?)
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a partir de la formule W(U,V) = 1 + V44 UV 4+ U2V2 + O(Ug)' Prenant
U, v) = (p71/4,p3/4’sp), nous obtenons

. 1—1 ) 1
(3 —4sp)logp = im(2k + 1) + log (1+ Vi + W) +O(W)

. 71— 1 3¢ 1
=im(2k+ 1) + 7\/51)1/4 + 74[)1/2 +O<p—3/4)

avec le logarithme complexe défini par sa série entiére. En écrivant log(1+2) =

z— fz + O(z®) au voisinage de 0, nous obtenons I’approximation annoncée.
Pour p suffisamment grand, nous avons bien Re sy , > %. O

Nous sommes maintenant en mesure de conclure en montrant le résultat
suivant.

COROLLAIRE . — Pour tout 7 € R, il existe une suite {sp}nen de com-

plexes distincts de {s € C : Res > %} convergeant vers %—i— iT satisfaisant

Ri5(sn) = 0. En particulier, la frontiére naturelle du domaine naturel de
3

méromorphie de Rys est la droite Res = 5.

Démonstration. — La factorisation (2.15) de f permet d’écrire
5 1
Us(5—s25—5,3)
sous la forme
(36) H C(Tl1$1 + naSg + n383)b(n1’n2’n3)\I/N(% — 5,28 — %, %)

ot le produit est pris sur les indices (n1, ng, ng) satisfaisant 5 < n;+ns+ng < N
et ou (s1,s2,53) = (3 — 5,25 — 2,1). La fonction Un(3 — 5,25 — 2, 1) est
holomorphe sur

3 3 3 3
sy fsec Res<®o 3 )
(3:7) s € Ty I BT
et a un facteur eulérien qui s’annule en s, = sy, , avec k = [—27(log p) /7]. Nous

choisissons deux constantes suffisamment petites ¢; et ¢y telles que ¢; < ¢o et
que pour tout p satisfaisant
N4 N*
Q——= <p< o
"logN)* =P P log V)

les s, soient dans le domaine (3.7) et que la valeur de k soit la méme. Les s,

sont donc des zéros de Uy (5 — 5,25 — 5, 1) et, d’aprés (3.4), si N tend vers

D'infini, les s, correspondant tendent vers 2 + ir.

(3.8)

Il reste & montrer que pour N suffisamment grand, il existe au moins un p
tel que s, ne soit pas un pole du produit de zétas, disons Oy (s), apparaissant
dans (3.6).
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Nous commengons par extraire une sous-suite de nombres premiers {p;}7_,
telle que les s, soient tous distincts.

Montrons que pour tout s le cardinal K des nombres premiers p tels que
sp = s est au plus N/(log N). Soient p, g des nombres premiers distincts p > ¢
tels que s = si p = sg,q. Le développement du lemme 5 implique

logp = logg + O(¢*/*)
qui fournit bien
K < N/logN.
Le nombre r de nombres premiers p tels que les s, soient des zéros distincts
dans le domaine (3.8) est donc
N* N3
log NP K ~ (log N)E
Il reste & montrer que le nombre de poles de © 5 (s) ayant une partie imagi-

naire comprise entre —|7| — 1 et |7| + 1, par exemple, est plus petit. Montrons
tout d’abord que nous pouvons restreindre I’étude des poles de O (s) & ceux

(3.9) r>> (

de O (s) qui est le produit des
C(nlsl + NoSo + n353)b(”17"27"3)

avec les restrictions supplémentaires suivantes sur les indices ni,ns, ng

0<ny <4, ng=2n3+ 2n,
(3.10) {

0<n1 <2, ng=2n3+2n;—3, ny+nz>1.
Pour cela, nous observons que pour les autres triplets d’indices nous avons
soit b(ni,n2,m3) = 0 soit Re(ni1s; + nass + n3s3) > 1 lorsque Res > %. En
effet, si b(n1,n9,n3) # 0, nous avons ns < 2n; + 2n3. Posons
r(n1,m2,n3) = Re(n1s1 + nasz + ngs3) = ni(5 — Res) + na(2Res — 2) + ing.

Si —n1 + 2ns < 0, alors r(ny,n2,n3) > 1 dés que Res € (%,1). Les facteurs
correspondant & ces triplets (n1,n2,n3) n’ont donc pas de zéro dans le domaine
qui nous intéresse. Lorsque —nj + 2ns > 0, on a lorsque Re s € (%, 1)

r(ny,ng,ng) > inl — é(ng —2n; —2n3) > inl.

Siny = 2ng, on a alors de méme r(ny,nz, n3) > %nl. Nous pouvons donc nous
restreindre au cas 0 < ny < 4 et
2713—6—}—%77/1 < ng < 2n3 + 2nq
car sinon r(nj,ne,ng) > 1 dés que Res € (%, 1). Cela permet ainsi de se res-
treindre & (3.10) grace & 3 | ny + na + ng.
Le nombre de facteurs zéta de ©n(s) est = O(N). Pour chacun de ses
facteurs, le nombre de poéles ayant une partie imaginaire comprise entre —|7|—1
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et |7| + 1 est d’aprés un théoréme classique de densité de zéros de la fonction
zéta de Riemann = O(N(|7] + 1) log(N(|7] + 2))).

Le nombre de poles, que nous cherchions & majorer, est donc = O(N 2log N )
a 7 fixé et est négligeable par rapport au minorant obtenu en (3.9). Cela achéve
la démonstration du corollaire. (]

4. Estimation asymptotique

4.1. Majorations de (. — Nous rappelons les majorations classiques de ¢ condi-
tionnelles & ’hypothése de Riemann [14].

LEMME 6. — Soient e > 0. Sous I’hypothése de Riemann, on a pour tout k € N
la majoration uniforme lorsque 0 <1 —¢

1
(4.1) ¢ (0 )| e (1 [r|ymetameodee

et la majoration uniforme lorsque o > % +e
(4.2) ¢(o +im)| " <. (1+|7))°.

Nous aurons aussi besoin du lemme suivant pour déterminer les propriétés
de R;5. Plutot que d’utiliser la factorisation (2.15) de f(s1, $2,$3) en produit
de ¢(nys1 +nasy + nzs3)b1m2m3) pour N tendant vers I'infini, nous préférons
étudier directement le résidu R;5 dans la bande verticale

{seC:2+c<Res<2—¢}
via (2.15) pris en N =5 et un calcul explicite.
LEMME 7. — Soit € > 0. Il existe G1 une fonction holomorphe ne s’annulant

pas et bornée sur {s € C : 2 +c < Res < 2 —¢} telle que dans ce domaine on
ait

4 N ¢(11s —8)
Vo5 =2 55) = g —ayems —mcies a7 1)
REMARQUE. — Posant
(4.3) E(s) = s C(2s — 1)¢(3s — 2)¢(4s — 3)

(2s=3)(5—9)
x ((6s —5)¢(2 — s)¢(3 —25)((4 — 3s),
B(s)((11s — 8)Gi(s)
¢(8s —6)¢(7s — 5)((6s — 4)2

(44) —Ris=E(s)Us(3 —5,25— 2, 1) =
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Démonstration. — On observe que dans (3.3) 'on peut restreindre la somme et
le produit aux entiers j > 0. Pour étudier \115(% —8,2s5+ %, %), nous nous plagons
dans {s € C : % +e<Res+1< % — ¢}. Le facteur 1/15(p_1,% — 5,25 + %,%)
associé au premier p satisfait
= (L= p ) (1= p (1 )
X (1 +p—1—28 _|_p—1—35 +p—1—4s + O(p—l—s))'
En développant le produit, on montre successivement qu’il est égal a
(1 _ p—1—35)(1 _p—1—45)(1 +p—1—3s +p—1—4s _p—2—63 + O(p—l—s))
— (1 _ p—1—4s)(1 +p—1—4s _ 2p—2—65 _p—2—7s 4 O(p—l—s))
— (1 _ 2p—2—65 _ p—2—7s _ p—2—8s +p—3—115 4 O(p—l—a)).

On factorise cette derniére expression maintenant petit & petit pour reconnaitre
les facteurs de la fonction zéta. Le facteur eulérien est donc de la forme

1—p > ®)PA-p > ™)1 —p )1 -p > )1+ 0~ 79))

ce qui permet de trouver le résultat recherché. O

4.2. Démonstration du théoréme 2. — Nous nous plagons sous I’hypothése de
Riemann. La formule (2.49) et les propriétés décrites des différentes fonctions
intervenant dans son membre de droite permettent d’écrire

Z(s) = —24Ry5 + R(s)

ol R est une fonction méromorphe sur D(% + £) n’ayant aucun pole en dehors
de s =1 et satisfaisant la majoration dans {s € D(3 +¢) : |s — 1| > ¢}

(4.5) R(s) < |s/°.

En effet, tous les R;; apparaissant dans le membre de droite de (2.49) hor-
mis Ry5 peuvent s’écrire comme le produit d’une fonction holomorphe bornée
dans le domaine considéré avec un produit de facteur zéta dont les arguments
sont de partie réelle > % et # 1 si s # 1. Le lemme 6 fournit alors un majo-
ration de R de la forme (4.5). Le méme type de majoration s’obtient de la
méme maniére pour les Kg(% —¢1; 835) avec j = 1,2, 3 pourvu que &1 soit choisi
suffisamment petit.

Montrons la majoration
card{P : H(P)=n} < n?/3te,

Nous paramétrons ces points P comptés par les quadruplets (zg, 1, 2, z3) tels
que 12273 = z3. Nous pouvons supposer les coordonnées positives et 3 = n.
On peut écrit 1 = yi”nlulv% et xo = yg’nzuw% ou np et ny n’ont pas de facteurs

cubiques et sont des diviseurs de n2, les u; et v; sont premiers & n, sans facteur

TOME 135 — 2007 — ~N° 1



FONCTION ZETA DES HAUTEURS 89

carré et sont des diviseurs de n2. Alors, nous devons avoir u; = va, g = V1.
De plus, y; < n/zu;v?. Nous en déduisons la majoration

card(p  1(P)=np < 3 5[] T[]

2
zZ22Uu”cv
u, V<N z;|n? 2

< n??7(n?)?(log 2n)? < n?/3te.
La seconde formule de Perron (voir par exemple le corollaire I1.2.2.1 de [13])
fournit lorsque k =1+ 1/logBet T > 2
1

" 2mi

k41T s
/ Z(s)Bst —|—O(B2/3+€(1—|—:v(logT)/T)).
k—1iT

N(B)

Nous décalons le contour jusqu’a l’abscisse %. Une application immédiate du
théoréme des résidus fournit I’existence d’un polynéme P tel que
1 [T Beds

R — 4/5+eme
(4.6) 3ri | BRI = BP(log B) + O(B/*+°T)

Compte tenu de la formule (4.4) issu du lemme 7, les majorations sous 'Hypo-

thése de Riemann du lemme 6 fournissent lorsque Res € [%, 2]

(4.7) Ri5(8)C(8s — 6) < (1 + |7)13(1=o)=5+e

En décalant I’abscisse d’intégration de k a % +e¢, on voit que les pdles rencontrés

sont 1 et %. Notons que la valeur % n’est pas un pole de Ry5(s) puisque le
produit (2s — 2)¢(6s — 4) ne s’annule pas en s = 2. Il vient
1 [T B*d 1
(4.8) 7/ Ri5(s) - BP;(log B) — 7739/11 + 0(313/16+5T5)
2mt J i 24

ce qui fournit la premiére partie du théoréme 2 en prenant T = B4 et A
suffisamment grand. La constante v est donnée par la formule

R15(s)> B 8E(9/11)G1(9/11)
©3¢(6/11)¢(8/11)¢(10/11)?

Nous constatons tout d’abord que Gi(c) > 0 lorsque o > % puisque c’est
un produit eulérien absolument convergeant dont chaque facteur relatif & un
premier p ne s’annule pas. En effet, d’aprés (4.4), cela provient de la non-

annulation de ¢5(p™", §—0,20— 2, 1) dont on trouvera une expression en (3.3).
Nous avons ainsi

1?5(27717 % -0, 20 — ga %)

= (1 -p ) [[a-p D) (14 3 p D 4y ),
jeJ jeJ

(49) v =24Res,_o/11 ( -
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avec J = {—2,—1,0,2, 3,4} et il est alors facile de vérifier que tous les facteurs
sont strictement positifs. La constante v est donc non nulle. La fonction G (o)
lorsque o > 19—1 est continue, ne s’annule pas et est positive pour ¢ > 1. La
valeur G1(5%) est donc positive. En utilisant ((0) < 0 lorsque o € ] — 2,1],
on en déduit la positivité de ~.

Supposons maintenant que tous les zéros de ((s) sont simples. On sait que
pour tout T suffisamment grand il existe R € [T, T + 1] tel que

).

Nous appliquons le théoréme des résidus au contour joignant

(4.10) ((0 £iR) > R~/ logloglog R (o>

=

1; 1, 4 1, 4 1;
K)—EZR, H+§'LR, g+5+g'LR, g+5—g’LR
Les majorations sur les contours horizentaux correspondant & Res > %2 sont

16
assurées par (4.10) et (4.7). Lorsque Re s € [2 + ¢, 12], 'équation fonctionnelle
de ¢ fournit

o— 3 —
CBs—6)"" =< (14 )V E¢(7—8s)"
et par conséquent sur la partie du contour de partie réelle < % nous avons la
majoration
(4.11) Rys(s) < (14 7)) 77",

Avec le choix R = éT, nous obtenons 'estimation

1 [rTT B*ds
— —24R
271 k—iT 15 (S)

= 24BP; (log B) + vB*/!1

+ Z /BTBl3/16+i‘r/8+O(B4/5+5T5)

ITISR

ot les % + 47 parcourent les zéros de la fonction zéta, les 5, ne dépendent que
de 7 et satisfont

(4.12) B, =—24 Res (R“’(s)).

s=13+1ir S
On peut alors faire tendre R vers +oco avec la condition
|C(o +iR)| > R~/ lesloglos (L < 5 < 7).

En rassemblant les estimations (4.2) et (4.6), nous achevons la démonstration
du théoréme 2.
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