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Intégration de Uéquation aux dérivées partielles du premier
ordre & n variables indépendantes; par M. H. LEmonnikr (*).

(Séance du 21 juillet 1882.)
1. Etant donnée I'équation

(l) ' f(.’l/‘, Ty, T2y ”."z-‘n; P1; P2y --- (Pn) =0,

ol Zi,..., Z, désignent n variables indépendantes, et 2 une fonc-

(') L’auteur d¢ ce travail vient d’étre inopinément enlevé & la Science, a sa
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tion de ces variables ayant p,,. .., p, pour dérivées particlles par
rapport 4 elles, nous nous proposons d’en obtenir une intégrale
compléte.

L’équation
(2) F(z, 1, ..., ;) =0

sera une intégrale de (1) lorsque par la substitution de toute valeur
de x qui en provient et des dérivées partielles correspondantes,
dans cette équation (1), on obtient une identité, sans attribuer de
valeurs particuliéres & z,,..., &, ni a desconstantes arbitraires
pouvant figurer dans F, étrangéres a f.

Soit posé
(3) df =Xdr + X doy+... + X, do,+Pidpy~+...+ P,dp,.

Tant que dans le facteur fon considére z, p,, ..., p, comme
dues a I'équation (2), les dérivées partielles de f par rapport aux
variables xz,, ..., #, sont nulles séparément.

On a donce
7 0[)1 0Pn
A . ; — —_—
(4) Xi+ Xpi+ Py dzi+"'+P" ril
¢ variant de 1 a n.
En raison des égalités
oy _ Opi .. OPn _ Opi
dox;  0zy > Yz, oxn
c’est avoir
, op; op;
4) X;+ Xpi+ Py 01;‘1+...+P,17)~£—’n=o;
mais de

op op:
dp,-=5§‘;dz‘+.. + L gy,

on tire

. . . oD . )
wpi _ J.(dp[—z—gl-dx,——... P gy y— P dx,~+,—d—P‘-dx,,),
1

ox; ox; - 0z 0Z;+1 ox,

famille et & ses amis. Le 27 octobre dernier, cet homme de bien, ce savant aussi
modeste qu’il était distingué, ce professeur de mérite que tant de travaux dési-
gnaient pour une situation plus brillante, est mort & Caen des suites d’une chute
qu’il avait faite quelques jours auparavant. La Sociét¢ mathématique de France
perd en lui un membre actif et dévoué, dont le Conseil a plus d’une fois apprécié
les lumiéres; queclques-uns de ses membres regrettent un ami sincére et éclairé.
Puisse ce dernier hommage adoucir les regrets d’une famille si éprouvée! H. P.
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ce qui, substitué dans (4'), change la relation en
(X,’+ Xpi) d.z','—|- Pidp[—l— (Pid.l'i— P,'d:lz'j) g% -+ .
) i

(4 ( + Piorde—Pideiy) 32
i—1

op; op;
+ (Piyy davi— Pidiy) o—x{’:‘ oo (Prday— Prdz,) Ll = o,
I3 n

Si actuellement, au lieu d’estimer indépendantes les unes des
autres les valeurs de z,, ..., 2,, nousles lions par les n — 1 rela-
tions

(5) — . e e e e = TS eeeI=

dz‘, _ dxg d.Z'i dz, _dpi

PP TR T TP T X+ X

et cela s’appliquant a toutes les valeurs de i depuis 1 jusqu’a n, il
s’ensuit

= = = —dpl——= —dp’ =---=—‘_-‘1P4-~
X+ Xpr  Xa+ Xp Xp+ Xpa

doy _dwy _  _ doa
P, P, P,

En tenant compte de ce que parl’équation (2) I'on a
(6) dx=p1dxl+P2dz2+...+Pudxn,
le systéme de ces équations est finalement

d&b“ d.’l:’z _ ﬁ

Py T Py P,
dr —dpy — dpn

- Pipi+...+Pppn = X+ Xpy = X,,-—!—-Xp,,'

(7)

Ainsi, du moment que ’équation (1) est vérifiée par I’équation
(2), toute valeur de z tirée de cette équation (2) et les valeurs
de p; correspondantes satisfont au systéme d’équations différen-
tielles (7), avec des valeurs de z,, x,, . . ., Z, qui, au lieu de rester

X. 15
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indépendantes, soient liées entre elles par n — 1 relations faisant
partie de ce systéme (7).

2. Considérons en lui-méme le systéme (8). L'intégration com-
pléte de ce systéme, soit qu’elle s’étende a toutes valeurs réelles et
imaginaires de 1'une des variables, soit qu’elle doive se limiter &
tels ou tels champs de valeurs, fournira 2n équations avec 2n
constantes arbitraires a,, . . ., ,, susceptibles de se déterminer, de
facon que pour une valeur attribuée arbitrairement a 1'une des va-
riables, & x par exemple, au moins dans un champ de valeurs
possibles, on obtienne pourz, x, . ..; Zu, Py, -« ., pu des valeurs
pareillement arbitraires o, Za2qy « + -y Znos P10y « + - 1 Pro-

I1 est a remarquer que les équations (7), en méme temps qu’elles
impliquent la relation (6), donnent

Xdz + Xydwi+. ..+ Xpdowp+ Pidpi+. ..+ Prdp, = o,

c’est-a-dire df = o, ou f = const.

C’est-a-dire que les valeurs de z,, X2, ..., Zn; P1y -+, Pu €N
fonction de z,, par exemple, substituées dans f, en font une con-
slante.

En égalant le résultat a zéro, on établira une relation entre ces
constantes; I'une d’elles s’ensuivra en fonction des autres; leur
nombre sera réduit & n—1 et 'équation (1) deviendra 'une des
équations intégrales.

Pour qu’il en soit ainsi, il suffira du reste, dans le cours de I'in-
tégration, de faire de f= o l'une des équations intégrales; le
nombre des constantes arbitraires se trouvera étre n — 1 dans le
systéme intégral. Mais si, pour x, = x,,, les constantes sont alors
Lo, Tioy Ta0y +++5 Tnoy Pros « » < » Pno, €€ Sera sous la réserve d’a-
VOil'f(xo, Zy0y L205 »+ 3 Lnos Proy «+ ) Pno) =0.

Dans son beau et retommé Mémoire sur les solutions singuliéres
des équations aux dérivées partielles, M. Darboux a tiré un heu-
reux parti de I'introduction d’une nouvelle variable ¢ dans le sys-
téme (7). Suivant son inspiration, prenons pour ce systéme

doy _ . _ on
P, TP,
X dz — dpy — dp,, dt

— —. e =

T Ppir.. - Papn X+ Xpy X Xp, T
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T se prenant & volonté, fonction de ¢ seul, ou de ¢ et des autres
variables.

Nous aurons par la 27 + 2 variables; 27 + 1 d’entre elles seront
déterminées en fonction de la (27 + 2)™¢, par exemple, z, z,...,
Znj Py - Pn en fonction de ¢; dans le systéme intégral, compre-
nant ou impliquant I'équation (1), ily aura 2 constantes qui, il
est bon de le redire, seront susceptibles de se remplacer pour t =1,
PaTr Loy Ligy « « -5 Lnoy Proy + + +3 Pro SOUS la condition d’avoir

f(zo, Z10, -.+y Tnos Proy -+ Puo).

Les choses ainsi entendues, considérons le systéme intégral sous
la forme
| * = @(t, a1, %3, ..., dap),

Zy =‘P1(t7 Ay, a5 «..y Gan),

(8) "L'n=?n(ty Ay, %Ay «..y a’!n)y

P1 =‘Pn+l(t7 Gpy %gy ..y a’n)y

ces s e s sseenene seeevney

Pn= P2n (8 21, ag, ..., %),

Si les n constantes a,4, ..., %, peuventla s’exprimer en fonc-
tion de z,, ..., &, par les n équations qui suivent la premiére,
ce qui exigera qu’on ait le déterminant fonctionnel

| 0z, . ox,
dan,; 0%y

A=] ..... voo ceeese
ox, oz,

029,  Om,

différent de zéro, on aura, en portant leurs valeurs dans la premiére
équation,

(9) x=‘1>(t, Ty, Tay «-oy Tpy %y, %y .oy 1;;);

d’oti résulte

(10) dxr = l;—(:)dt+ w1 dzy+. ..+ Brdry,

®; désignant %}, et de la, a cause de (6),
i

P
(ll) Wdt:(p,—m,)dx,+...+(p,,,—w,,)dz’~,,.
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. Les. valenra des w; qui se présentent d'abord en: fonction de ¢
x., eeeyg Xy et des constantes Gy « .y Ay, peuvent, eu ‘egard aux
-équations (8), se concevoir exprimées en fonction de ¢ et des 2n
,constantes Uygiee oy Bape S: alors les bmomes pi— w;sont nulsiden-
ithuement ‘on voit que, = létant aussi, la variable ¢ ‘Be ligurera

pas .exph‘(_:l‘;ement dans 1'équation (g).
- Désignons para 'une quelconque des 2 n constantes dansle sys-
téme intégral (8). Si on lui attribue une variation 3a, ces équations
donneront

Jo 0
S = 555 8x, Oz = ——("—1 82, ..., Ozp= ——i-‘oz,

et par I'équation (9) on aura

, : 0P
(12) Sr=w;dx 4. .+ B, 02, + 52

Mais, quand « sera I'une des constantes éliminées, ou une con-
stante que I’élimination fait disparaitre sans qu ’on vise 4 I’éliminer,
~ cette relatlon (12) se réduit &

(13) - . 8r = By 0z +. ..+ @, 0z,
»Com'mev Pon a o
p,b‘xt—f—p,&’c,—i— +p,.8x,,_p, (P’ Sa+.. +p,,d? 3a,
on voit, par.l’équation'(u), que 'on a
‘ (®1—p1) 821+ . .+ (Bp—Pn) 82s »
(14) <( od (d(p 09, dcp, d(p,,)

-5;81__801 T_PI_ P2 o —Pn oa

‘;Q‘uéii‘d w est une constante qui ne subsiste pas dans l équation (g),
si les w;— p; sont nuls 1dent1quement, il en sera de méme de la
fonchon
Jp dcp, do, Oz ory or,
Ya=5q TP Ga T TR Ge T o T g T TPy
Alors que les p; — w; seront tous nuls, mais que o figurera dans
la fonction ®, la dérivée partielle 3%, n’étant pas nulle identique-

ment, la fonction .ux ne sera pas nulle non plus identiquement.
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Ces fails constatés, supposons que, pour chacune des nconstantes
éliminées, le déterminant A n’étant pas nul identiquement, on ait

U, =0,

sans détermination de ¢, ni des constantes ; alors on a pour ces n
conslantes les n relations

)rs L0

ory , N 0T R
(15) (®1—p1) E—r—(wg—'llg) o, + e (Bp— pa) PR o,

¢ élant susceptible des valeurs n +1,..., 2n : ce qui, A étant dif-
férent de o, exige que I'on ait

w,— pi== 0,
pour i=1, 2,..., n.

Mais si les p; sont de méme valeur que les w; quand leurs ex-
pressions se prennent en fonction de ¢ et des 2n constantes, il
est & observer que si, de part el d’autre, on remplace les constantes
éliminées a,yy, ..., @z, par leurs valeurs en z,, x,, ..., z,, I'iden-
tité de valeurs subsistera. Par i w,, ®.,..., ©, recouvreront leurs
valeurs telles que les donne I'équation (9), valeurs qui, d’aprés
la relation (11), ne dépendront que de x,, ., ..., x, sans que ¢
y figure.

Or I'équation (1), faisant partie du systéme intégral ou s’y trou-
vant impliquée, devient identique quand on y substitue les valeurs
(9)de z, zy, ..., pp, quelles que soient les valeurs attribuéesa ¢
etaux 2n constantes. Si 'on y substitue la valeur (9) de x et celles
de py, p2y « -+, pa qui sont celles de ®,, w,, ..., ®,, toutes fonc-
tions de x,, £1, ..., &, et des constantes a, &, . . . , &%, sans que ¢
y figure, elle se trouvera satisfaite, identiquement, sans détermi-
nation aucune, ni des constantes subsistantes, ni des variables z,,
Zay ..., Z, car a la place de I'indétermination des constantes
Gpgty+ -y Ogp S€ trouvera la celle des variables zy, z,, ..., za,
puisque, par le fait seul que A est différent de zéro, I’ensemble des
valeurs de z,, Za, ..., £y comme indéterminées est équivalent a
celui des constantes duyyq, ..., %ap-

Il est donc ainsi établi que I'équation (g), si ua est nul identi-
quement pour chacune des n constantes dont I’élimination conduit
a I'équation (g), sans que A le soit, constilue, ne conlenant pas ¢
explicitement, une équation intégrale de I'équation (1).
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De plus, toute constante du systéme intégral (8) pour laquelle uy
est différent de zéro subsiste dans 1'équation (g), de sorte que
c’est une intégrale compléte quand les n constantes non visées
dans I'élimination donnent lieu & des valeurs de uy qui ne sont pas
nulles.

Dans tous les cas ou 1'¢é quatlon (9) est une intégrale de 1’équa-
tion (1), les constantes qui y subsistent sont celles pour lesquelles
P'expression ua est différente de zéro.

Comme fonction de ¢, ux est susceptible d’une expression re-
marquable que donne immédiatement la recherche de sa dérivée.

Observons que I'on a

o.‘ﬁ d‘.’_’l aﬁ
du, At A p, G _dpi9m | dpa 07
dt - ox P Pn—5, dt oa dt oz
6P1p1+...+P,Lp” d& _P—,,
du, T , T__ . T
dt — 02 I T TP gy
x1+ Xpl 0z, X+ Xp,l oxr,
S i e T
‘)Pi dpn . 0xy . 01'”
=g (P B P B X T,
X 0-2‘1 d.Z‘,,
T\PL g ¥ Pr G )
ce qui, a cause de
9,
X-?—- ‘(10‘1;’ +Xn(i{l+P1dpl '+Pn'%=0y

relation qui vient de ce que, quelle que soit la constante «,’équa-
tion f= o est impliquée dans le systéme intégral (9), peut se
changer en

du‘—— X d'T._ %.—-..._ gﬁ —._:El(
@t - T\ Pt ox Pry )= 7T
ou
du, X
w, T

1y, désignant ce que devient ux pour ¢ = {,.
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Il ressort de cette expression, que si, pour ¢ = ¢,, on a % d’une
valeur finie, tant que, ¢ variant, cela continuera d’avoir lieu, la va-
leur de wux ne sera pas nulle, si uy, est différent de zéro, mais
qu’elle ne cessera pas d’étre nulle si uq, se trouve nul.

Cette propriété est utile pour reconnaitre ce qu’il en est de ua
lorsque son expression se simplifie pour une valeur particuliére
de ¢, et surtout dans le cas ou les conslantes sont les valeurs de
Ly Ly ey TniPry -« oy Pp vépondant i une valeur particuliére de ¢,
eu égard a ce qu'on ait f = o. : .

Si, pour t =¢,, les variables deviennent x¢, Zy9. « - -« Ppo, I'ex-
pression de u#, sera nulle, en ce que ﬁﬂ, g‘—t—"—”, M'foy

io opio” Opio ‘)])10
trouvent nuls. 1l suffira en conséquence que les p;, soient indé-
pendants les uns des autres ct que le A correspondant & l'en-
semble des p;y ne soit pas nul identiquement, pour que, par I'¢h-
mination des p;, on ait une équation intégrale; cette intégrale,

d’ailleurs, sera compléte si les w,, sont tous différents de zéro :
c’est le procédé connu de Jacobi.

Les constantes étant les mémes, si l'on pose avec Cauchy
2o=MZy0, L20y +++4Lno), » indiquant une fonction arbitraire,
et qu'on fasse disparaitre x, par la substitution de 7, il s’ensuivra

Ih

Uy = — Pios
Lo o1y Pio:
vu que
ar
o c e L.
—— =0 Z=1).
Py (=1
Cette valeur de « séra nulle, si p;o s nd égal 3 o Donc
Jette valeur de w,, » S Pjo S€ pre gal a 5« Jonc,

si toutes les constantes Zyq, L10, - .., Z,o figurent dans la fonc-
tion X et qu'a chacune il corresponde une dérivée partielle de
valeur finie, on aura par la détermination des p;, dont on vient de
parler des «x de valeur nulle. Quant au déterminant 4, il se trouve
égal pour t =1, a
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qu'il varie avec ¢ d’une maniére continue,% étant par ailleurs
d’une valeur finie, on voit que I'élimination de 2,4, Zs¢, - - -, Zno
ménera a une intégrale de I'équation (1). Il ne s’y trouvera aucune
des constantes arbitraires primitives. Mais, si 'on fait dépendre A
de n constantes Ay, A,, ..., A, telles qu’a leur égard les u, soient
différents de zéro, on obtiendra une intégrale compléte. Notam-
ment, si I'on pose xzy=A, 2,y +AyZgp+...-—A,z,, il est &
observer qu’il s’ensuivra, aprés le remplacement de z, et des
Pio = Ab
oxy —flE, dt,

VA = U, 0A; =xie Ji!
car uz, =1, pour ¢ = t,, d’olt une intégrale compléte ou les con-
stantes seront A, A,, ..., A,.
28
dz,-o
pour i =1, ...,k; on aura uy =0 poUr % == Zyg, Lag,  + - Lo}
Pki1,00 + - 3 Pro- L’élimination de ces constantes conduira a une
intégrale qui dépendra de constantes introduites dans X, si les uq
a leur égard ne sont pas de valeur nulle.

On pourra encore prendre zy = A(Z0, - + - ,Zro) avec pip =

4. Je ne m’arréte pas sur des cas particuliers, comme celui ou
I’équation (1) est linéaire, ni celui ou elle est homogéne par rap-
port aux p;, ni sur le cas de deux variables indépendantes.

Dans l'intégration du systéme (7), il se peut qu’il soit avanta-
geux, pour les calculs, d’introduire d’autres constantes que les z;,
et pj,. Revenons donc aux équations (8) ou les constantes sont
désignées par a,, ..., dap.

Quand les uy se trouvaient nuls pour n de ces constantes, et dif-
férents de zéro pour les n autres, nous avons reconnu que 1’élimi-
nation des premiéres pour les n -t équations donnant z, z,,...,Z,,
en fonction de ¢ et des constantes, menait i une intégrale compléte.

Dans les cas ot il y a plus de » constantes pour lesquelles 1'ex-
pression de uy est nulle, sans qu’il en soit ainsi pour toutes, il est
aisé d’opérer sur les constantes un changement qui fait rentrer
dans le cas précédent.

Supposons qu’on ait
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Si l'on fait
a/H_i:Aia‘-l‘Agag-i—...+Akﬁk+Ak+1,

il s’ensuivra, aprés substitution de cette valeur,

Vg, = Up Uy A= Uy ArFE0

uﬂ: = u¢k+|Az ; 0,

et
VA, = U,

A; £ O,

%k+1

On voit que de cette fagon on obtient & la place des uy nuls au-
tant de vy correspondants qui ne le sont plus, se rapportant aux
mémes constantes. Quant a la constante pour laquelle ux n’est pas
nul, elle disparait, mais peut se considérer comme remplacée par
Ay oul'un des coefficients A;, en luilaissant une valeur indéter-
minée, les autres pouvant recevoir a volonté des valeurs numé-
riques différentes de zéro.

Par ce moyen, on pourra réduire & n, s’il est supérieur, le nom-
bre des constantes donnant des uy nuls, pourvu qu'il s’en trouve
un qui soit différent de zéro, ce qui permettra d’obtenir une in-
tégrale compléte.

S’il arrive que les valeurs de vy répondant a deux constantes
ay, oy soient différentes de zéro, mais dans un rapport & indépen-
dant de ¢ et de ces constantes, de sorte que iy, = Kk uy,, il suffira
de faire oy = — ko, A pour qu'il s’ensuive Vo, = U, — kUa, =0,
et d’autre part v, = ws % 0; de sorte que, a la place de a, se
trouvera A, donnant pareillement un u, différent de zéro, tandis
que u,, sera remplacé par vy, égal & zéro.

Il se peut qu’en opérant ainsi une ou plusieurs fois on améne n
constantes & présenter des uq nuls, au lieu d’en avoir un moindre
nombre. .

A défaut de pareilles circonstances, s'il se trouve que le nombre
des ux nuls n’atteigne pas n, une ressource toujours possible sera
de passer des constantes « & d’autres qui soient pour ¢=¢, les
valeurs z,, z, . . ., pio pour agir ensuite de I'une des fagons indi-
quées.

5. Quand le systéme (7) s’intégre sans y introduire une nou-
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velle variable ¢, qu'on y prend z,, par exemple, pour variable in-
dépendante, les constantes ne sont plus qu’au nombre de 2n —1,
@y, O, « .« ., dap_y susceptibles de se changer, pour # = z,,, en va-
leurs correspondantes xo, Z29, - - -, Zro; Pros - - -, Pro qui, de fait,
se réduisent & 27 — 1 a cause de la condition

S (@0, 10, 205 -+ +) ZTno; P10 « -y Pro) =0,

Z49, comme ¢,, pouvant d’ailleurs étre fixé numériquement, ou
laissé indéterminé.

L’analyse précédente s’appliquera a ces circonstances, ¢ n’étant
qu’'a remplacer par z,, T par P,. On aura alors

w = 9z — P2 92 — .= PDn dz",
* Jx ox 0
o, . orn,
m o 0%y 41
A= fheee e e s
0z oz,
02p—1 o %31

puis

— P
u.a_uane J T

Toutefois I'équation (g), indépendante de A quand les p; — &,
sont nuls, ne sera pas indépendante forcément de x,.

11.

1. Comme probléme inverse de celui dont nous venons de nous
occuper, se présente la question d’obtenir au moyen d’une inté-
grale compléte de I'équation (1) un systéme intégral correspon-
dant des équations (7).

La solution est immédiate lorsque I'intégrale compléte connue
est sous la forme

F(z, xy, &3, ..., Tnj Loy T10y -+, Tno) =0,

les 2y, Z1yy - ..y Tnp €tant tous des indéterminées.

En effet, si le systéme intégral se suppose sous une forme ana-
logue, soit que la variable indépendante s’y trouve z; ou y soit ¢,
la condition d’avoir f(x,, 14y, ..., ppy) = 0 étant remplie, les
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équations qui le composeront, comme toutes celles qu'on en
déduirait, seront telles qu’elles subsisteront, quand un échange s’y
opérera entre ¢,

Zy X1y X2y «+ ey Tny Pry «ooy Pn €L Loy Xo; T10y <+« Tno; P10y « -1 Pno-
Soit
F(x, z1, ..., Zu; o, Z10y +++y Tno) =0
Vintégrale compléte.
Elle donnera les n équations

(17) AL
7 dx,-"'—p‘%”o’

qui feront partie du systéme intégral. Dés lors il y aura comme
correspondantes les n équations

oF oF
(18) azrg TPz =
ou les p;, constitueront n — 1 constantes arbitraires, I'une d’elles
se déterminant par I’équation

JS(Zo, T10y - .5 Znos P10s + -y Pno) = 0.

Il y a bien lieu d’observer que par F = o etles n équations (17)
on peut obtenir I’équation (1), et par F = o avec les équations (18)
obtenir f(z4, Z1g, +++ Pno) = 0. Il 0’y aura de fait qu’un systéme
de 2n équations distinctes comprenant ou impliquant f= o, qui
constituera un systéme intégral avec 22 — 1 constantes arbitraires
des équations (7), correspondant bien a I'intégrale compléte
connue.

Considérons ces équations sous la forme

oF oF iF_‘_ oF
(]9) F=0’E=E=%=-..=E,
—1 P1 P2 Pn
oF oF oF oF
(20) E=@=@=...=dz”°,
—1I Pio P3o Pno

or oy oz; 0z, .
dxio—P’-éz—w—Psm_“”_p" e (:i=2,3,...,n)
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D’aprés ce qui a été vu, on aura
x’-\' l
— =dx
U; = uye j_:m [
X . oo, .
supposé P de valeur finie dans tout le cours de I'intégration.
1

Comme la valeur de- u;, se réduit & — p;y, on a

. U =— Pijo I\l,

et, par suite,

oF oF o ol oF

om  Town _vwm _dem O

W pan T w w T
mais les deux premiers dénominateurs ne sont eux-mémes que les
expressions

w0 dre L ory
0xy. oxy oy
= or 0xs ve— pa or, .
0xyo 0xyo 0z

En effet, pour z, = x,,, 'expression de u«, devient 1, de sorte
» P 0 P 0 ,

que u, = M.

Pour ce qui concerne u,, attendu que x, est la variable indé-

pendante, le fait n’est pas aussi apparent.

Remontons, afin de le reconnaitre, aux équations intégrales

sous la forme
r =9 (-Tiy oy 10y o« oy Tnoy P1oy o« -y PllO)?
Ty = O3 (xi, oy X105 ««+y Lno; P1oy '--;le)y

Xy = ?n(xi‘ To; Z10y + ooy Loy P1oy <o oy Puo)v

qui donnent v
or 0o 0xs 00,

— = ) =
oxyo dryy dryg &0

ceey

puisque, pour xy = &y, les valeurs de z, x,, ..., x, se réduisent
& Ty, Xag, -+ vy Lnoy quantités indépendantes de xy; il s’ensuit

) = —_— ——
oz, ).t,:xw \OT19 ) acy=arg

=<M§;;_M) +<A9‘?_‘) ,
Py Eerrars oxyy, xX=ag

(0?"2\ / 0?3 3 Pg\ + l)’?a A

0 = (| =< .- — == —_ ) i ) .
>

e ).r,:xln X0, 0,00 \] 1/ ry=a00 Oy, _p,;,q-,,’
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d’oir résulte
P1o + Ujo =0,

et de la
uy =—poM.
Par conséquent
O OF  oF or
(20') %:"_::_05"_2_0:...:%2,

pour les équations (20) sous une autre forme.

2. Au reste, du moment que I'équation
F(@, 21y ooy Zp 0yy -ovy %p) =0

est une équation intégrale de 'équation (1) déduite du s_ystéme des
équations (7), elle devient identique quand on y porte a la place
de z,, Z,, ..., z,leurs valeurs en fonctlon de z, et des constantes
Gyy.%a, ...y Rap_y, de sorte que 'on a

_0202_'_ oF d.r,+ +'0F 2.2_,5_*_9_1:_0
oz 0% ' Oxs 0% T 0z, 02 oz~
ce qui, avec les équations
| OF L O
oz; TPy T
donne ' .
OF [0z oz oz  OF _
oz \ox Pr o T TPy ) T T
ou
oF oF
ox  oa
(ar) =
Pour les constantes Zo, Zao, - .., Tno, cette relation se traduit en
OF oF oF . OF |
Oz _ 0z _ O07a _ . _ 9%m,
—l_uo_uz-i— T U
Comme I'on a également
OF oz  OF oz, OF dz, = oF _
_

07 0z, T 0wy oz T 0wy, 9z 3;;\”
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par conséquent

OF (0n _ omy AV
ox \oxy P?or " TP ) T, T O
ou '
9F OF
o _ o
=T w
on voit que
oF oF d_F oF oF
oxr oz, oxry 0290 0Z no
(22) —_— i — = — = =t = e——,
—1 u Uz, Us Un

ce qui, rapproché des formules (20'), accuse la formule

oF oF
doy _ Ozry’
Uz, - Uz

Pour le probléme posé, le cas général, celui ou dans l'intégrale
compléte les n constantes sont autres que celles dont il vient
d’étre question, demande & étre traité par des considérations dif-
férentes.

3. Soit

(2) F(x, 2y, ..., Zn; %4, ...y 2p) =0

une intégrale compléte de I'équation (1).
Prenons-la sous la forme

(2") X =W(&1, Tay evoy@py%yy oveyAn)e

L’équation (1) peut se supposer résolue par rapport a I'une des
dérivées partielles p;. Soit ainsi
(')’ P1 ,=1’(~’.¢‘,-Z‘n e ooy Tne P2y ceery Pn)

Considérons avec I’équation (2)' les n équations

o
(23) pi= Fr

et posons, d’autre part,

o
(24) 0 Bsr
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les lettres B; désignant n quantités que la suite déterminera.

Nous avons 1 27 + 2 -équations, qui au fond ne reviennent
qu'a 2n -1 équations distinctes, 1’équation (1) résultant des
équations (23) et de (2). Siles B; deviennent des fonctions d’une
variable ¢, elles détermineront z, 4, ..., Zn; Pu, .-, Pn égale—
ment en fonction de z.

Le signe de différentiation d se rapportant a ¢, le signe 5 se
rapportera, peu importe de quelle facon, aux constantes ao,
Oay o ooy lp. '

Nous aurons

o

ow .
dz:p,d.z,-;-p,dx,+...+p,,dz',,=q;da:.+d—dz',+...+——dx,,,
Z5 ox,
puis
~ N qur V dw
odx:dx,‘o¢+dz,o()fl’2+...+dzn8m
o or
Y3 day -+ — A
+yodmi+()m28dx,+ +0zn8da;,,
— 0"!"* q’ dq’ N ‘)‘l' 3
__d.r,(\—fo.r-l-..;ozi—l- +01r,,°‘r"+0_8p’+ +d,7,op”
) 4 N 0¥ ’
+¢_Z‘g°dx2+ +¢rno§a
N o o
+d‘:odx1+(—);;odx,+ +E8¢i’tn
ce qui devient, en y portant
sz = OF bz ¥ 8y + +"lsz+ﬂsa+§-+"“'oz
¥ EO 1+(—’—- Ly d.t n o 1 "'"; ny
3dr — oy 9 %"_““ ey N OT
O(tz‘——dxi (5— 3— Sw -+ z dz, 0y + +().T 0xnsx
W o Y 42
_._z' oa, o+ -'_-dx 02, 8a"+dz‘, 81
N 0’#\ M
/ LS ad Lid ey
(25) + o, A ekl P Ops +-+0 + dp»8p,,)

. o o : .
+dz’8.}?,+"'+dw’fsd—5;+?§d?‘+_d—r;;4”"’"«"

v
+ oz, S den:
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On a, J’aut_re part,

v ow ov
Sz + dat eee - o Sw,,—i— M s Qg eoo g\p‘

S = — il
= o, dzg 072 oz, 0%,

Sa,,
: o o
(26) d&z’—a;ldsx|+£‘;d81'g+d—%;d81‘n+dd—1; Sat—e—.-

o
+d 5o 0%n+ 8z, dpy + 823 dps +. . .+ 3z, dpp.
n

En observant que 8 dz = d 8z, que

wdr.:pladr.:z—idam,,

que

“ey

on déduit de 1a

o:(\pﬁgkdxi—i—:—q/ dwi——dp1>8x,
+( q’dx,+_“‘¢z,—dp,>ax2+..-
(o (p w5b do+ S¥- doy— dp ) ba,
<d+ -!—dx,)ap,—i—---—b—(s]%dﬁ—kdzn\)b‘pn

o ow oy -ow ow
+<d é—dw’—dd_'z>sa'+‘”+(3:;'de'_dbx—n)sun'

. o . .
Déterminons les B; = o, Par les n équations

il s’ensuivra

(28) :

ce qui introduit  constantes arbitraires B0, - - -, Bno-
Or le signe & est applicable a ces nouvelles constantes aussi
bien qu'aux «; les valeurs de x, z,, ..., Zn, P1, - - -, pn dépendent

des unes comme des autres; en conséquence, pourvu que, pour
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t =1, les 2n constantes soient telles que z, 2, Zp,...; py,...,pn
puissent recevoir des valeurs quelconques, x ayant d’ailleurs
une valeur correspondante fixée par P'équation (2); les va-
riations 0z, 0%, ..., 32y, pi, 8P, . - ., Op, peuvent s’estimer
arbitraires, ces variations répondant aux variations des 22 con-
stantes.

L’équation ci-dessus a donc lieu quelles que soient ces varia-
tions ; il en résulte donc

doy _ dz dz,
=T T T e
op» 9Pn
TP _ __—dpn
(29) o W 9 oy
oz, P o azy TP 5w
_ dzx
= - i
—P1+ P2 5}- el o 2 94

4. En revenant des équations z = ¥, p, = p aux équations (1)
et (2) F=o, f=o0, on aura

%P1 _ % géterminé of o o1 _
oz = oz, déterminé par -&;—4—0‘01 oz
et
aW_dx_s__ ar 0F+0Fd.z'__°
E;['—E_’ P ()'1,' 5;‘01,'__1
ou
6F+0F§'__o
0—“; o (= Oy

de sorte que, les équations de départ étant

F(z, 24, 23, . 4 oy Ty %1y By o« 03 %n) =0, Sf(@, 24, ..., Zny Pty - .., Pn) =0,
(30) oF oF =0 ﬂ?——;-igﬁ-—o
0w Tl o TP T®

i

et les B; ayant leurs valeurs données par
A ‘ ¢ ¢
d o, LY [l E e
Bi=Bie’wor o * Bioe vt \Ox Op, = Broe ‘I;o B
X. 16



— 213 —

on en conclut

( dry _dxy _dz, dx _ —dpy
( s Py ~ P, T P, Pipi+..+Puopn X+ Xp
7)( _ —dp, dt
T X,+Xp, T’

T &’y trouvant 3 prendre a volonté.

Le systéme d’équations différentielles a d’aprés cela pour sys-
téme intégral avec 2n constantes arbitraires, I'équation (1) s’y
trouvant impliquée, les équations précédentes (30).

Lorsque f ne contient pas z, on a X = 0; les valeurs des §; de-
viennent les {3;, elles sont constantes; c’est le théoréme que
Jacobi a démontré directement, et auquel il a habilement ramené
le cas général.

Observons que 'on a

or  oF oF 'y
‘E_‘zz_i;_ _0111__(Ee-‘£ 7-1_"'“
pm - ﬁzo - - ,3110 - ox * ’
En conséquence,
oF  JF oF
@3n 191 _ 03 0%
Bk T R

les rapports entre les quantités constantes &, ks, ..., k, consti-
tuent n — 1 constantes arbitraires, et, si k; se prend pour valeur
de Byo, 0n a
L X d
oF oF - f %

o =M :

a prendre T'=X; on a-par la

o K
1
pour la (22 + 1)*"® équation du systéme intégral, les autres élant

F=o, 3% + %l;;p,‘: o, et les équations (31).

Lorsque T se prendra autrement, les 22 équations, ou de fait
¢ ne figure pas servant a déterminer 2n des variables z, z,, ..., z,,
Piy ++ -y pe en fonction de 'une d’elles, il y aura entre celle-ci et



t I'équation

OF oF — [ Ea
_— = ]('1—8 ‘toT
()1‘ d )
ou
JF oF X
IJ&—;_L(—IC,)—I-L%—[ ey
(]
ou
oF JF
Jay 35+Xdz_
oOF — oF T %
02y ox

équation du premier ordre.

5. Si le systéme (7) est considéré sans la variable auxiliaire ¢,
les intégrales seront

F=o £+p-£=o
Y om; Ly s
et
oF oF oF
O _ 0% 92,
i Rt

équations dont le nombre est 2n, avec 217 — 1 constantes arbi-
traires qui sont &, %, . . ., d, et les rapports entre ky, ka, . . ., ky.

Nous terminerons en signalant I'accord que présentent ces
résultats généraux, et ce qui regarde la forme d’intégrale com-
pléte examinée d’abord.

Supposons que z, soit prise pour variable indépendante a
I'égard du systéme intégral, que xo, 20, - .., Zpo soient les con-
stantes arbitraires dans I'intégrale compléte.

, . OF OF . oF oF
L’équation our + B: 5 =0° devient alors P + B: 5 =0, et

l'on a

OF OF OF  oF oF
(22) 9z _dmy 9T 0% _ _ 0Zm

—1 w, w us T Tun
u; étant

ox ox, ox; oz,



Orug=Met 8, = M 3;,. Donc

oOF . OF _
().7’,‘0 e 01‘0 -

c’est avoir
oOF _  oF _
9z P oz T

en prenant ;o = — pjo.

Ajoutons que, dans le systéme intégral que nous venons de dé-
duire de I'équation F = o, celle-ci peut se remplacer par I'équation
f= o. Mais les équations (7) ne se forment que pour 'équation
Jf==0, etrestent les mémes quand 4 sa place on prend f= A, A étant
une constante arbitraire. Donc il suffira de remplacer I'équation
F =o par f: A, les autres équations restant les mémes pour
avoir le systéme intégral général de ces équitions (7).

Il importe peut-étre d’appuyer de quelques exemples I'exposé
qui précéde. Les trois qui suivent suffiront, je espére, pour con-
firmer les principales observations que nous avons eu a faire.

1. Soit f=pqy — ps + aqg=o. Dela

dr dv ds _—dp _—dy
gy —s Py« oapgy—pi—gqa  —pt o’
- . —pdr _ dy _ dz _dp
1=% Tau Tpy+a pzmy  pt’
dr d d
A= -—13—), dy y}f) a'}}%:o’
aa a 3
s—f= o YEPV— o A=A

de sorte que

”:\/z(—:—iﬁ’ 9= y=1 \/m—*\/m—ﬁ)

s =ay+ y2aa(zx —§).
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D'otlt
o _ o _ w_ v

720'( qu_ d*(—z;(=0’ u, 0, U;Fo,;

v est aéliminer. De la

(5 —ay)? =2aa(z —B).

2. Pour le probléme inverse,
F=(r —ay)2—2aa(x—B)=o,
S =prqy —ps—+aqg =o;
d’ou

K’

p(s—ay)—ax=o, "-y(z_“yz_—“(w—ﬁ) LR

(3 —ay)(g—a)=o,
ce qui donne

=a =ay + 22 gy B—ay=o0
—a, 5= a2, ot —B—ay=o.
q Y+ Y v

Par F 'on a

3 —ay =y2aa(x—f),

. ax _ a(x—B) aa
e e e =

ce sont bien les intégrales précédentes.

donc

11.
1. 23— pr+qy+qt=o,
de dv dsz _—dp —dq
—z y+2q9 —pr+qy+29* p  3q

p=ax, q=pRax3, dy—i—y%-&—apx!dxzo,

1__ B pr _qy gt _e—By , B

y=--—"r—y 3=t — = — == — =28,

x 2 2 2 2 2 4

x “ 3
U, = —) U=— 22, u,=—- 3.
8 5T 5 B

1

Il n’y a aucune de ces constantes a éliminer.
Si, pour z = x,, on fail

Y =Yoo, S =230y P =Po,
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sauf a avoir

2
Po= 250+Qo_}’o+qo’

Zo
on trouve
230+ GoYo—+ gl . qo z
a=——-—-—__qw'3' q", p:g—, y:xoyo—f—q”a”.,
0 0
. 450+ gy
e—Py= az?

De la

_ 2(zy — zoy0)@)
- xh — ’
0

9o

et finalement
(325 — 502?) (25 — &) = 2@} (Y — ToYo )2

Il est plus simple d’opérer autrement. Observons que I'on a

U +yu, =o,
de sorte que, si I'on pose

a=vB+A,
il s’ensuit

v =u+u, y=o.

Substitution faite de «, il y a donc § & éliminer.
Cela donne

3 2 2
for AT P o
2 2 4 ’

_Ax" + 1 2__ z__sz ¥ 2
# 2) Y—g) =0 EFEg T\

De méme, comme l'on a

y:

g1=

puis

u, + 3Bu, =o,
en faisant
a=3B3y+A,
d’on
v, = u1+3(3u¢= o,
et en éliminant y de

x3 A B2
__ga_, z=@’rz2+;x’—--'—6—x“,
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on obtient pour intégrale

B A
—_ 3 ] -2
z__ﬁxy+4x+2z.
2. Pour le probléme inverse. — Soit
Az IV oo
F_z——2—+<y—;) = 0,
il s’ensuit
- 29(, 1) = Y ()
P Aw—v—zz(y x)_o, q+2(y w) o,
22— pT +qy+q% =o,
x? T\t
2 (1)t
K~ K ’
d’ou
=1 3
y—z_—!-Bx
- N O 3
q = 2( z) 2Bz
p=(A—2By)x,
s =P% _93¥+9q Az2—Bat C. Q. F. T.
2 2
II1.
f=pg—pr—qy—z=o,
dxr dv * dz —dp —dg dz
= = = = = y
q9—x p—ry 2pq —pPT—Qqy —2p —29 pg+s
d’olt
ds _dp . _'dp_aip .
q =xp, apz-.—z_;';’ d~—~§ po-o,
d d -
dx+x—2—q-— ;1:0, z=ag\/p+%—'p3,
1 3
_ — »I — Aq d|_p
~Flaeie) =g
puis
J,_pq——-px—z_}l_ a3 %
= 7 =% — =5 =
a}‘/p a,y/p



calculons
24 oy
Yo = a1
D’abord
95 [ a 201p\ Op-
013 - 2‘/1_; 3 da;
. 9,
N e - o)
“ 2a2pt  2api) °%  atyp
d’ou
i’f_ — g')i — o £ —_— _—a3 d_P -+ !/é .
da3 613 3 2‘/&7]_) 013 ~/&—‘
Mais de
— 3
3zyap = (ayp)? + 30,
on tire
3ag 2 W\dp
(5 —irt) i =3
ou
P
P _ %
dag ag P
2y p 3
donc
9z ay
da; —q 6—13' = 0.
Eliminons «; : on a
“_ _ . mp
\/aiP 3
p 1 ( a,p) oy x 2p 'Y
= — — —_——_— ) ——— = —_——
Y=3-5 3 vp w3 o/

Le résultat de ’élimination de p est
p

[@a(sy + &) + Gy 2 5]2 + [l () + &) + 2(0y + #)25 — 2o, 2]
< [621a} —(uy -+~ z)? + $15(ay + x)] = o.
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1. Probléme inverse. — Prenons

z 21 oy 2 %Ay
=— =4 —_——— U Hyy-+r—z 2+ — =
r -7} 3 oy 4 3alt + t i

a
Z = agl + —31 IAd
ou
a. 2 a
z—a,t——?‘ﬂ:o, @y -+ — 2 agt? + 7’ =o.

3

Les équations du systéme intégral seront, avec celles-13,
_ 4 5\t T[4 ay \ Ot
p_<a,+§a,t 3%’ i 3t+"rt2 %’

up =0t p=12,

- §ap)®, (= (4 )% oo

puis
4, p)0 4 ﬁﬁ
m <¢g+3dit>da‘ t -+ ¢g+3a‘l 0%
37 K = K ’
avec
ot 4 ot t’(y_gt’>
2 Ot 8, %2 o _ N %/
Y 3“"0«,( 3 TE)TY m T T ., ’
-§¢|t -+ ap
l+dt< éat cf,‘) A ot t
- Sl —gul — 3 ) =0, Ss—= —">)
t da, 3 t da, éa‘ta-._a’
d’out
t 2
— 2 —_—— 2
3"“(7 3t>_2t a,__8_A
K =x’ Y3t =T3P

de sorte que
p=1t, q = ay t2,

a
z=a,t+-—‘t‘,

3
2 A
y=§+';:

gt — —1 7 2 C. Q. F. T.



