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THEORIE DE VORONOI GEOMETRIQUE.
PROPRIETES DE FINITUDE POUR LES FAMILLES
DE RESEAUX ET ANALOGUES

PAR CHRISTOPHE BAVARD

RESUME. —  Nous développons une théorie de Voronoi géométrique. En I’appliquant
aux familles classiques de réseaux euclidiens (par exemple symplectiques ou orthogo-
naux), nous obtenons notamment de nouveaux résultats de finitude concernant les
configurations de vecteurs minimaux et les réseaux particuliers (par exemple parfaits)
de ces familles. Les méthodes géométriques introduites sont également illustrées par
létude d’objets voisins (formes de Humbert) ou analogues (surfaces de Riemann).
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A geometric Voronoi’s theory is developed and applied to classical families of eu-
clidean lattices (such as symplectic or orthogonal lattices). In particular, new finiteness
results are obtained concerning configurations of minimal vectors and special lattices
(for example the perfect ones) in these families. The geometric methods introduced
are also illustrated by the study of related objects (Humbert forms) or similar ones
(Riemann surfaces).
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Introduction

Nous nous intéressons ici a deux aspects traditionnels de la théorie des ré-
seaux euclidiens : premierement les réseaux particuliers liés a des propriétés va-
riationnelles d’invariants classiques (réseaux extrémes, parfaits, ... ), et deuxie-
mement les configurations de vecteurs minimaux. L’idée de considérer ces ob-
jets s’est imposée naturellement, en particulier dans 1’étude de la constante
d’Hermite. On sait par exemple depuis Voronoi [37] que la norme des réseaux
euclidiens de déterminant 1 n’admet qu’un nombre fini de maxima locaux.
De méme, 'utilisation des configurations de vecteurs minimaux, formulées en
termes de formes quadratiques, est assez ancienne; on la retrouve notamment
dans [27] (tables d’entiers représentant le minimum). Les résultats de finitude
concernant ces réseaux particuliers et ces configurations sont préliminaires a
toute classification. Ils jouent donc un role fondamental, aussi bien dans la
théorie classique que dans ses extensions récentes (voir 7, 9, 10, 11, 26, 28]).

Les concepts précédents, issus de la théorie des réseaux, ont été définis dans
le contexte général et entierement géométrique des systoles généralisées de [5].
Nous proposons ici de nouveaux développements de ce point de vue : introduc-
tion de la notion de point non dégénéré, étude systématique des points parti-
culiers, des configurations et de leurs relations mutuelles (premiere partie de
Particle). Dans le cadre unificateur de cette théorie de Voronoi géométrique, les
principaux résultats de finitude (relatifs & ces notions) connus pour les réseaux
découlent essentiellement d’un petit nombre de propriétés géométriques ou to-
pologiques élémentaires des espaces de parametres. L’application aux familles
de réseaux de ces techniques occupe une grande part de la seconde partie. Elle
s’effectue en rapprochant description géométrique et étude algébrique. Ainsi,
nous obtenons d’abord de nouveaux résultats de finitude, concernant notam-
ment les réseaux autoduauz, par exemple orthogonaux ou symplectiques ; paral-
lelement, afin de compléter les propriétés de finitude et en vue de futures classifi-
cations, nous mettons en évidence des contraintes algébriques satisfaites par les
réseaux autoduaux particuliers. De nouveaux résultats sont également établis
dans le cadre géométrique pour les invariants de Bergé-Martinet et d’Hermite-
Humbert attaché & un corps de nombre. Enfin, la portée de nos méthodes est
aussi illustrée dans un contexte différent, celui des surfaces de Riemann. Voici
maintenant quelques commentaires plus détaillés sur le contenu de ’article.

Les notions générales de perfection et d’eutaxie sont rappelées au §1.1. Le
cadre de [5] a été sensiblement élargi : on travaille avec une variété lisse V' mu-
nie d’une connexion et de fonctions longueur fs convezoidales (définition 1.4),
mais pas forcément convexes. Cette propriété a ’avantage d’étre invariante par
changement de paramétrage et composition au but par un C'-difféomorphisme
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croissant (voir son intérét aux §§ 2.3 et 2.4). Les configurations minimales inter-
viennent via les classes minimales, terminologie introduite dans [8] pour les ré-
seaux. La classe minimale associée a une configuration donnée S est 1’ensemble
des points de V' qui admettent (fs)ses comme famille de fonctions minimales.

Le cadre de [5] a aussi été enrichi. Nous introduisons tout d’abord la notion
de point non dégénéré (définition 1.5) ; par exemple un réseau dont les vecteurs
minimaux engendrent ’espace est non dégénéré relativement a toute famille de
réseaux. Elle permet premiérement d’établir une caractérisation du théoreme
de Voronoi par la non dégénérescence des points extrémes (proposition 1.5) qui
clarifie ’approche de [10] pour le cas particulier des réseaux orthogonaux ou
symplectiques. On ne donnait dans [5] qu’une condition suffisante assurant le
théoréme de Voronoi, la « condition (C) ». Deuxiémement, les points eutac-
tiques non dégénérés constituent une généralisation satisfaisante des formes
eutactiques de la théorie usuelle. Ainsi pour les familles de réseaux autoduaux
(§2.7), en particulier orthogonaux ou symplectiques, ces points ont de tres
bonnes propriétés : finitude (théoreme 1, 2¢), algébricité (corollaire 1.12), rang
maximal des vecteurs minimaux dans le cas symplectique (corollaire 2.15). Bien
entendu, ces propriétés sont généralement fausses pour les points eutactiques,
méme dans les meilleures situations (réseaux symplectiques par exemple). En-
suite, les relations entre perfection, eutaxie et classes minimales sont systéma-
tiquement explorées : caractérisation variationnelle des points eutactiques dans
une classe (proposition 1.6), propriétés d’isolement des points parfaits ou eu-
tactiques dans une classe (proposition 1.8 et 1.9) en vue de résultats de finitude
et d’algébricité (lemme 1.11 et corollaire 1.12).

Les problémes de finitude dans V' se posent toujours modulo 'action d’un
certain groupe discret naturel de difféomorphismes I' qui préserve toutes
les structures en jeu (géométriques et algébriques). Typiquement, V est
un espace « d’objets marqués » (espace de formes quadratiques, espace de
Teichmiiller, ...) tandis que I'\V parameétre les « modules » de ces objets
(réseaux, surfaces de Riemann, . ..). Pour traiter les questions de finitude nous
procédons selon le schéma général suivant. Nous cherchons tout d’abord un
théoreme de compacité de type Mahler dans I'espace des modules T'\V. Pour
les familles de réseaux, ces propriétés de compacité traduisent ou remplacent
tres souvent des arguments de nature combinatoire. Nous établissons ensuite
un résultat de finitude pour un certain type de classes minimales liées a la
nature des objets étudiés et qui restent loin de 'infini dans I'\V, par exemple
les classes « non isotropes » pour les réseaux autoduaux (proposition 2.13)
ou pour les surfaces de Riemann (§2.12). Puis nous montrons que les points
particuliers (parfaits, ... ), grace & leurs propriétés algébriques, appartiennent
aux classes en question (exemple : théoremel,1). Il reste enfin a établir
qu’ils sont en nombre fini dans chaque classe minimale, soit par un argument
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variationnel pour les points eutactiques (proposition 1.6), soit par un lemme
de géométrie algébrique (lemme 1.11) pour les points parfaits.

Cette démarche est mise en ceuvre dans la deuxiéme partie de I'article pour
les familles de réseaux, que nous paramétrons par des sous-variétés totalement
géodésiques et algébriques V de I’espace symétrique riemannien PX des formes
quadratiques. Dans les situations naturelles, V' apparait aussi comme une or-
bite d'un groupe de Lie réel G(R). Les propriétés de compacité de G(Z)\G(R)
pour certains groupes algébriques complexes G (par exemple réductifs) sont
classiques dans I’étude des groupes arithmétiques. Des techniques correspon-
dantes, nous avons extrait une condition élémentaire et facilement vérifiable (la
« pseudo-algébricité ») qui assure la compacité dans les familles de réseaux (pro-
position 2.1).

Les familles de réseaux les plus simples sont les réseaux usuels muni de I’ac-
tion d’un groupe fini (II-réseaux). Leur comportement est totalement analogue
au cas usuel ou II est trivial (voir [9, 12, 26, 11]). Munies d’une carte affine
globale et d’une connexion naturelle (§2.3), elles ont des propriétés géomé-
triques tres fortes, par exemple les classes minimales sont géodésiques; nous
donnons ainsi une description précise de ce cas (proposition 2.5) qui contient
les résultats de finitude connus (voir corollaire 2.6 et note 2.5). Plus généra-
lement il est important de considérer une famille quelconque V' munie d’une
action p d’'un groupe fini préservant la caractérisation, en général algébrique,
des éléments de V. Cette situation est décrite par le lieu des points fixes V*
dont les propriétés (géométriques, algébriques et topologiques) sont établies a
la proposition 2.7. L’étude pratique de V” quand il est de petite dimension per-
met souvent de mettre en évidence des réseaux intéressants; c’est une source
importante d’exemples (voir [6] pour le cas symplectique). Dans le méme esprit,
leutaxie relativement & V' se lit dans V? (lemme 2.8). Le contexte équivariant
permet également de donner une interprétation symplectique de I'invariant de
Bergé-Martinet (§ 2.10).

Nous proposons ensuite une étude unifiée des autres familles naturelles de
réseaux (orthogonaux, symplectiques, ...) sous le terme de réseauz autoduauz
pour une forme bilinéaire ou sesquilinéaire b (§2.7). Comme les réseaux her-
mitiens complexes et quaternioniens correspondent aussi & un espace symé-
trique P* (k = C ou H) muni de longueurs analogues au cas réel (§2.6), il n'y
avait pas de raison de se limiter a ce cas. D’autre part, compte tenu des motiva-
tions évoquées plus haut, nous nous sommes placés dans le contexte équivariant.
A type algébrique fixé (définition 2.2), les réseaux b-autoduaux sont paramétrés
par un espace symétrique (proposition 2.9, exemple 2.11) avec de bonnes pro-
priétés algébriques et topologiques (proposition2.11 et corollaire 2.12). Nous
exploitons systématiquement la structure algébrique définie par b. Ainsi, une
fois la notion centrale de classes non isotropes définie, la finitude de ces classes
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(proposition 2.13) résulte facilement de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, qui dans
notre cadre remplace avantageusement celle de Hadamard.

Dans le cas ou b est réflexive (§2.8), qui recouvre les principales familles
classiques (par exemple associées aux espaces symétriques irréductibles,
exemple 2.11), les résultats sont plus précis. Nous obtenons tout d’abord le
fait que les réseaux faiblement eutactiques sont non isotropes, d’ou découle la
finitude des réseaux parfaits ou eutactiques non dégénérés (théoréeme 1). Pa-
rallelement, en comparant les caractéristiques algébriques de b (isotropie) avec
celles de ’action (types), nous mettons en évidence des contraintes fortes sur
les vecteurs minimaux de ces réseaux, notamment sur leur rang (théoréme 2,
3 et corollaire 2.16, 2.17). Par exemple, dans le cas symplectique, le rang des
vecteurs minimauz est mazximal pour un réseau parfait si ’action est isotypique
et symplectique, ou pour un réseau eutactique non dégénéré si laction est
diagonalisable. Enfin, une étude algébrique des classes minimales voisines de
linfini (i.e. isotropes) permet d’établir la finitude des classes minimales dans
le cas réel ou complexe sans action (théoréeme 4).

L’interprétation symplectique équivariante de I'invariant de Bergé-Martinet
Y1 (§2.10) fournit une définition naturelle des couples parfaits de [7] (propo-
sition 2.20) et permet, en particulier avec la finitude des classes non isotropes,
de retrouver les propriétés de finitude liées a -, ; (voir note 2.18). A Taide
d’un invariant v, tres voisin de l'invariant de Bergé-Martinet-Rankin ~/
(1 < k < m — 1), nous établissons une caractérisation des maxima locaux
de *y,’mk, répondant ainsi au probleme 6.10 de [28, ch. X] et a son analogue
complexe (théoreme 5).

Une autre illustration des méthodes géométriques est donnée par 1’étude
des formes de Humbert associées & un corps de nombre (§2.11). Nous prou-
vons notamment que !’invariant d’Hermite-Humbert vérifie la condition (C)
(proposition 2.22), donc le théoréme de Voronoi (voir [19]), et que les formes
de Humbert non dégénérées restent loin de 'infini, avec comme corollaire la
finitude des formes de Humbert eutactiques non dégénérées (proposition 2.24).

La systole des surfaces de Riemann est examinée au §2.12. Inspirée du cas
des réseaux, la notion de surface isotrope nous permet de prouver des résultats
analogues : les surfaces de Riemann parfaites ou eutactiques pour la systole
sont non isotropes et en nombre fini; de plus les longueurs de leurs géodésiques
fermées sont des logarithmes de nombres algébriques (théoréme 6).
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1. Théorie de Voronoi géométrique

1.1. Perfection et eutaxie. — Voronoi [37, p. 126] caractérise les maxima
locaux de 'invariant d’Hermite par deux propriétés : perfection et eutaxie. Ces
notions ont été étendues plus récemment aux familles de réseaux (voir [10]) et
a linvariant de Rankin (voir [18]), puis sous une forme géométrique et générale
dans [5]. Afin de rappeler la terminologie introduite dans [5], formulons d’abord
une définition dans le cadre de 1’algebre linéaire élémentaire.

DEFINITION 1.1. — Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et soit F
une famille finie de vecteurs de E. Notons K ’enveloppe convexe de F.

1) F est parfaite si elle engendre affinement E.

2) F est eutactique (resp. semi-eutactique, resp. faiblement eutactique) si le
vecteur nul 0 de E appartient & l'intérieur affine de K (resp. & K, resp. au
sous-espace affine engendré par K).

N.B. — Notre définition ne coincide pas avec celle de [28, III, déf. 2.2]. Nous
adoptons cette terminologie qui est pratique et bien adaptée au cas général
(voir notamment les lemmes 1.1, 1.2 et 1.10).

Considérons maintenant une variété lisse et connexe V, un ensemble C' et
une famille de fonctions fs : V — R (s € C) de classe C'. Nous dirons que
(fs)sec est un systéme de fonctions longueur indexé par C (courbes) si pour
tout point p de V et pour tout réel L, il existe un voisinage ouvert U de p tel que
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I'ensemble C'\ {s € C; fquy > L} soit fini. Autrement dit, localement, il n’y a
qu’un nombre fini de f; pouvant prendre une valeur petite. On s’intéresse alors
a la borne inférieure p des (fs)sec, ou systole généralisée, qui est localement le
minimum d’un nombre fini de f, donc continue :

(1.1) wlp) = min fs(p) (peV)
REMARQUE 1.1. — La finitude locale ci-dessus résulte tres souvent de la fini-

tude ponctuelle et d’un controle sur les gradients des f; (en supposant V
riemannienne). Par exemple, s’il existe a > 0 tel que ||V fs|| < afs pour tout
élément s € C' (c’est le cas pour les réseaux), alors pour p € V et dist(p,q) < r
(r > 0 petit), I'inégalité fs(¢) < L entraine fs(p) < L + exp(ar).

L’hypothese donnée ici pour les f; est vérifiée pour tous les exemples na-
turels. Elle est légérement plus forte que celle de [5] qui n’implique pas for-
mellement la continuité de p (remarque due & P. Buser) implicitement utilisée
dans cet article. Posons S, = {s € C; fs(p) = u(p)}, ensemble des « courbes
minimales » au point p.

DEFINITION 1.2. — Un point p de V est parfait (resp. eutactique, semi-eutac-
tique, faiblement eutactique) si la famille des différentielles (dfs(p))ses, est
parfaite (resp. eutactique, semi-eutactique, faiblement eutactique) dans ’espace
cotangent T7V.

D’apres [5] et proposition 2.22, 1), cette définition généralise la terminologie
classique ainsi que ses extensions récentes dans la théorie des réseaux (voir
[10, 18, 19]).

REMARQUES 1.2. — 1) Quand V est munie d’une métrique riemannienne, per-
fection et eutaxie s’expriment naturellement avec les gradients V fs(p) dans
I'espace tangent T, V.

2) La nature des points de V' (perfection,...) est inchangée si on compose
toutes les f, par un méme C'-difféomorphisme croissant.

DEFINITION 1.3. — Soit (E, (.,.)) un R-espace vectoriel euclidien de dimen-
sion finie et soit F = (X)ses une famille finie de vecteurs de E. Soit X € E.
1) X est positif (relativement & F) si (X, Xs) > 0 pour tout s € S.
2) X est semi-positif si (X, X;) > 0 pour tout s € S et ) o(X, Xs) = 1.
3) X est faiblement positif si (X, Xs) > 0 pour tout s € S.

L’existence d’un vecteur positif (resp. semi-positif, faiblement positif) relati-
vement a F est évidemment indépendante du produit scalaire sur . Le lemme
élémentaire suivant permet de caractériser par dualité perfection et eutaxie
dans un espace vectoriel.
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LEMME 1.1. — Soient E et F comme dans la définition 1.3.
1) F est parfaite et eutactique si et seulement s’il n'existe pas de vecteur
faiblement positif (relativement ¢ F) non nul.
2) F est eutactique si et seulement s’il n’existe pas de vecteur semi-positif.
3) F est semi-eutactique si et seulement s’il n’existe pas de vecteur positif.
4) F est faiblement eutactique si et seulement si tout X tel que (X, X;) ne
dépend pas de s € S est orthogonal a F.

Preuve. — Soit K ’enveloppe convexe de F.

2) Si F satisfait une relation d’eutaxie, il ne peut exister de vecteur semi-
positif. Si F n’est pas eutactique, on obtient par séparation un vecteur positif
ou semi-positif, suivant que 0 ¢ K ou que 0 appartient & une face stricte de K.

1) Si F est parfaite et eutactique, alors F engendre vectoriellement E. Tout
vecteur faiblement positif est orthogonal & F par 2), donc nul. Si F n’est pas
eutactique, il existe un vecteur semi-positif par 2). Si F est eutactique non
parfaite, il existe un vecteur non nul orthogonal a F.

Les assertions 3) et 4) sont encore plus évidentes que 1) et 2). O

Remarquons enfin que si un groupe fini agit sur la situation, les propriétés
d’eutaxie se lisent sur le sous-espace des points fixes.

LEMME 1.2. — Soient E et F comme dans la définition 1.3, et soit II un
groupe fini d’isométries de E qui laisse stable F. On note F™ le sous-espace
de E des vecteurs fizes de II et p la projection orthogonale sur F'™. Alors
F = (Xs)ses est eutactique (resp. semi-eutactique, faiblement eutactique) si
et seulement si la famille (p- Xs)ses est eutactique (resp. semi-eutactique, fai-
blement eutactique) dans FX. Par exemple si F™' = {0}, alors F est eutactique.

Preuve. — 11 est clair que p-a = |II[7'Y__y7 -2 pour tout € E. Par
suite, sachant que F est stable par II, toute relation d’eutaxie (resp. de semi-
eutaxie, d’eutaxie faible) entre les (p- X;)ses donne une relation analogue entre
les (Xs)ses. Inversement, les relations d’eutaxie se projettent toujours sur les
sous-espaces. O

COROLLAIRE 1.3. — Soit V une variété riemannienne munie d’un systéme de
fonctions longueur (fs) stable (pour la composition) par Uaction d’un groupe
fini II d’isométries de V. Alors tout point fize isolé p de 11 est eutactique.

Preuve. — L’action linéaire tangente de II sur T,V (qui laisse stable les gra-
dients Vfs(p) pour s € Sp) est conjuguée a l'action de II au voisinage de p,
donc ne peut fixer que 'origine de T,V. O
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1.2. Propriétés géométriques. Points non dégénérés et théoréeme de
Voronoi. — Perfection et eutaxie ne dépendent que de la structure différen-
tielle de V et des dérivées premieres des fonctions longueur. Pour exploiter des
propriétés d’ordre plus élevé, il est souvent utile d’introduire sur V' des struc-
tures géométriques additionnelles. A partir d’ici nous supposerons donc que V/
est munie d’une connexion V sur TV, par exemple la connexion de Levi-Civita
d’une métrique riemannienne. Dans toute la suite, les connexions V seront sup-
posées géodésiques (deux points quelconques de V' peuvent toujours étre reliés
par une géodésique de V), mais pas forcément completes. Par exemple la mé-
trique de Weil-Petersson sur ’espace de Teichmiiller 7, (g > 1) est géodésique
non complete. Une fonction f: V — R est (strictement) conveze si pour toute
géodésique ~ de la connexion, fo-~ est (strictement) convexe. Nous introduisons
maintenant une propriété plus générale et plus souple que la convexité.

DEFINITION 1.4. — Soit I un intervalle de R. Une fonction f : I — R de
classe C! est convezoidale (resp. strictement convezoidale) si tout point critique
de f (i.e. zéro de ) est un minimum local (resp. un minimum local strict).

Soit V' une variété munie d’une connexion. Une fonction f : V — R de
classe C! est (strictement) convezoidale si la fonction f o« est (strictement)
convexoidale pour toute géodésique 7.

Contrairement a la convexité, cette propriété est invariante par changement
de paramétrage (composition & la source par un C'-difféomorphisme de I) et
par composition au but par un C!-difféomorphisme croissant. Dans le cas d'une
variété, on a donc une notion qui ne dépend que des images des géodésiques
(« lieux géométriques ») et non de leur paramétrage (voir § 2.3 pour un exemple
naturel).

Soit f: I — R de classe C! convexoidale et soit [a,b] C I. On a lalternative
suivante : ou bien f est constante sur [a,b], ou bien f(t) < max{f(a), f(b)}
pour tout t € |a,b[. De 14 il résulte que I'ensemble K¢ des points critiques de f,
s’il est non vide, est connexe et relativement fermé dans I, et réduit a un point
dans le cas strict ; de plus f est constante sur Ky, et si on pose f(Kjy) = {m},
ona f > msur I\Ky. Si f est analytique, elle est soit constante, soit strictement
convexoidale.

REMARQUE 1.3. — En remplacant dans la définition 1.4 « point critique » par
«extrémum local intérieur a I » on pourrait se contenter de prendre f continue.
Les propriétés énoncées ci-dessus restent valables. Cependant, la définition 1.4
prend en compte tous les points critiques (dans le cas C1), ce qui est nécessaire
pour la preuve de la proposition fondamentale 1.6.
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DEFINITION 1.5. — Soit V une variété munie d’une connexion et d’une famille
de fonctions longueur (fs)sec convexoidales. Un point p de V est dit non dégé-
néré si pour tout rayon géodésique 7y issu de p (v est définie sur un sous-
intervalle I de [0, o0[ avec 0 € I et (0) = p), l'une des fonctions fsov (s € Sp)
est strictement convexoidale au voisinage de 0 (c’est-a-dire non constante au
voisinage de 0).

Cette propriété dépend évidemment de la connexion choisie. Si les fs sont
strictement convexoidales, tous les points sont automatiquement non dégénérés
(voir par exemple les §§2.3 et 2.12). Quand les f, sont convexes, ce qui est le
cas le plus courant, il suffit (avec les notations de la définition) que >, g fsoy
soit strictement convexe.

EXEMPLE 1.4 (réseaux et familles réseaux). — Soit P, 1’espace des matrices
de Gram de déterminant 1 (voir §2.2). Si A € P, et s € Z™, on pose fs(A) =
Als]. Pour la connexion introduite au § 2.3 qui rend les f; strictement convexoi-
dales, tous les points sont non dégénérés. Pour la structure riemannienne de
P,,, on voit facilement qu’un point A est non dégénéré si et seulement si le
rang de I’ensemble S4 de ses vecteurs minimaux est supérieur ou égal a n — 1.
Cette condition entraine d’ailleurs (proposition 2.3) la non dégénérescence de A
relativement & toute sous-variété V totalement géodésique de P,, ou famille de
réseaux ; mais elle n’est pas nécessaire : il existe par exemple un réseau ortho-
gonal non dégénéré avec S4 de rang 1 (exemple 2.15). La traduction algébrique
de la non dégénérescence relativement & V' est donnée & la proposition 2.3 (voir
également le théoréme 2, §2.8 pour un critere concernant les réseaux auto-
duaux).

PrOPOSITION 1.4. — Soit V' munie de fonctions longueur converoidales.
Alors tout point parfait est non dégénéré.

Preuve. — Si p est un point dégénéré, il existe un germe de géodésique 7y issu
de p sur lequel l'invariant p défini par (1.1) est constant. D’ou l'existence d’un
vecteur non nul orthogonal a toutes les (dfs)scs, et p ne peut étre parfait. [

La notion de point non dégénéré nous sera utile pour préciser certains résul-
tats de finitude concernant les points eutactiques. Elle est aussi liée a la caracté-
risation des maxima locaux de g = mingec fs. Un maximum local (strict) de p
est appelé point (strictement) extréme. Rappelons (cf. [5]) que si les fonctions
longueur sont convexes (convexoidales suffit), un point est strictement extréme
st et seulement s’il est parfait et eutactique. Nous dirons que le théoreme de
Voronoi est vérifié si extréme équivaut a parfait et eutactique. Dans ce cas les
maxima locaux de p sont tous stricts.

PROPOSITION 1.5. — Soit V' munie de fonctions longueur convezoidales.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
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«) le théoréme de Voronoi est vérifié,
B) tout point extréme est non dégénéré,
v) tout point extréme est parfait.

Le théoréme de Voronoi est donc vérifié dés que les fonctions longueur sont
strictement convezoidales.

Preuve. — 11 est clair que «) implique ), et (proposition1.4) que ) im-
plique (). Soit p extréme qui n’est pas a la fois parfait et eutactique. Alors
il existe un vecteur X € T,V non nul faiblement positif pour (dfs(p))ses,
(lemme 1.1, assertion 1). Comme p est extréme X ne peut étre positif, i.e. 'en-
semble T1 = {s € Sp; dfs(p) - X = 0} est non vide. Soit 7 la géodésique issue
de p de vitesse initiale X. Les f; étant convexoidales et p extréme, il existe un
sous-ensemble non vide Ty de Ty tel que fqs 0v(t) = p(p) (s € To, ¢t > 0 petit)
et Sy = Ta; les points y(t) correspondants sont extrémes et dégénérés. [

Notre preuve s’inspire du théoréme 4.5, (ii) de [10] et donne dans ce cas
particulier des familles de réseaux un résultat plus précis (voir proposition 2.3)
puisqu’une forme extréme peut étre un point non dégénéré sans que ses vec-
teurs minimaux engendrent R™, ni méme un hyperplan (un exemple est donné
au §2.2). Cependant cette propriété algébrique plus forte que la non dégéné-
rescence est satisfaite pour les réseaux extrémes orthogonaux ou symplectiques
[10, th. 7.6].

REMARQUES 1.5. — 1) Le théoréme de Voronoi ne dépend que de la structure
différentielle de V. Quand il est satisfait, on voit donc (proposition 1.5) que les
points extrémes sont non dégénérés pour toute connexion sur V qui rend les
fonctions longueur convexoidales. La caractérisation ) a l’avantage de ne pas
faire intervenir explicitement la structure géométrique, mais /) est plus faible
et plus facilement vérifiable.

2) L’équivalence entre «) et ), de formulation purement différentielle, n’est
plus vraie en dehors du cadre géométrique. Ainsi pour V =R, fi(z) = exp(x)
et fo(z) = (322 + 2+ 1) exp(—z), I'unique point extréme p = 0 est parfait mais
pas eutactique.

3) Méme dans le cadre géométrique, extréme et parfait n’entraine pas eu-
tactique (exemple : V =R, fi1(x) = 22, fa(z) =1 et p=1).

1.3. Classes minimales et eutaxie. — Dans la théorie classique, on dé-
compose ’espace des réseaux en « classes d’équivalence minimales » définies par
les ensembles de vecteurs minimaux, décomposition tres utile pour les questions
de classification et de finitude (voir [28, IX]). Il est immédiat d’étendre cette
idée au cadre général considéré ici. On associe a tout point p de V le sous-
ensemble S, de C' (voir §1.1). On a ainsi une partition de V' : p et g sont par
définition dans la méme classe si et seulement si S, = S;. Cette partition est
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localement finie (d’apres les hypothéses faites sur les fonctions longueur) et ses
classes forment un ensemble partiellement ordonné par 'inclusion de C.

Nous supposerons de plus, comme c’est le cas dans la plupart des situations
naturelles, qu’il existe un groupe discret I" de difféomorphismes de V' préservant
la connexion de V' (ou agissant isométriquement si V' est riemannienne) et
agissant & droite sur C' de sorte que fs oy = fsy (s € C,y € T'). Alors
la partition précédente de V est I-invariante et induit une partition de T\V
dont les classes forment également un ensemble partiellement ordonné. Nous
adopterons la terminologie suivante : les classes de V' seront appelées classes
minimales, celles de T'\V classes d’équivalence minimales. Par exemple pour
les réseaux, les vecteurs minimaux induisent une partition SL,, (Z)-invariante de
lespace des formes P, et donc une partition de I’espace des réseaux SL,,(Z)\ P,.

Soit C une classe minimale définie par un sous-ensemble S de C. On pose

(1.2) c'={peVv;Ss,o 5}

Il s’agit d’'une partie fermée de V qui est réunion de classes minimales et qui
contient I’adhérence C de C. En général C¥ ne coincide pas avec C (exemple :
V =R, fi(z) = (32)%, fo(z) = (z — 1), fa(z) = (x = 3)> et S = {1}).
PROPOSITION 1.6. — Soit C une classe minimale et soit p un point de C.

1) On suppose que les fs sont strictement convexoidales (par exemple stric-
tement convezes).

la) Sip est semi-eutactique, alors p est un minimum strict de Hicv -
1b) Si CY (resp. C) est géodésique et p faiblement eutactique, alors p est
un minimum strict de pjcv (resp. de pyc).

En particulier toute classe minimale (resp. toute classe minimale géodésique)
contient au plus un point semi-eutactique (resp. faiblement eutactique).

2) On suppose que les fs sont converoidales (par exemple convezes).

2a) Si p est semi-eutactique (resp. eutactique et non dégénéré), alors p
est un minimum (resp. un minimum strict) de pycv.

2b) Si CV est géodésique et p faiblement eutactique (resp. faiblement eu-
tactique et non dégénéré), alors p est un minimum (resp. un minimum strict)
de piev. On a le méme énoncé avec C a la place de C".

En particulier si une classe minimale (resp. une classe minimale géodésique)
contient un point eutactique et non dégénéré (resp. faiblement eutactique et
non dégénéré), c’est 'unique point semi-eutactique (resp. faiblement eutactique)
de cette classe.

Preuve. — Notons S le sous-ensemble de C' qui définit la classe C. Dans toute
la suite de la preuve, on pourrait remplacer C¥ par C. Soit ¢ € CV distinct
de p avec u(q) < u(p). Il existe une géodésique v telle que v(0) = get v(1) =p
(connexion géodésique). Comme f5 est convexoidale, on doit avoir ou bien fso7y
constante sur [0, 1], ou bien (fs o)'(1) > 0 (s € S). Si C¥ est géodésique, on
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peut supposer que « est incluse dans CV et toutes les fs o sont égales (s € S);
posons dans ce cas ¢ = (fs 0~)’(1) indépendant de s € S.

la) On a cette fois (fs oy)'(1) > 0 pour tout s € S (cas strict), donc le
vecteur /(1) est positif pour (dfs(p))scs et p ne peut étre semi-eutactique
(lemme 1.1, 3).

1b) Cette assertion résulte de 2b) car tout point est non dégénéré.

2a) Si p est non dégénéré, 'une des fsoy (s € ) est strictement convexoidale
pres de p, donc /(1) est semi-positif et p ne peut étre eutactique (lemme 1.1, 2).
Par ailleurs si p(q) < p(p), alors 7/(1) est positif et p est non semi-eutactique
(lemme 1.1, 3).

2b) Supposons p faiblement eutactique. Si u(q) < p(p) ou si p est non dégé-
néré, on a ¢ > 0 en contradiction avec le lemme 1.1, 4). D’ou le résultat. O

NOTE 1.6. — Les familles de réseaux étudiées dans [10] sont paramétrées
dans P, par des orbites V' de sous-groupes de Lie connexes G de SL,,(R) stables
par transposition; associées a des images isométriques de GG* (voir [5, 2.4]),
elles sont totalement géodésiques dans P, (voir [20, p.131]). Noter que les
formes parfaites de V' et celles dont les vecteurs minimaux engendrent R™ sont
des cas particuliers de points non dégénérés relativement a V' (proposition 1.4
et 2.3). Mais il existe aussi des familles naturelles avec A € V eutactique non
dégénéré et rang(S4) = 1 (voir exemple 2.15 pour les réseaux orthogonaux).
En appliquant 2a) on retrouve donc le théoréme5.2 de [10]. On voit que
ce résultat reflete des propriétés géométriques et n’est pas lié a la nature
algébrique particuliére des familles de réseaux.

EXEMPLE 1.7. — La propriété d’avoir des classes minimales géodésiques pa-
rait plutdt exceptionnelle. Cependant elle est vérifiée pour certains exemples
intéressants : les Il-réseaux avec la connexion introduite au § 2.3, I'invariant
d’Hermite isotrope des réseaux orthogonaux lorentziens (voir [4]), les familles
hyperboliques de réseaux symplectiques (voir [6]). Dans ces trois cas les fonc-
tions longueur sont strictement convexoidales. De plus elles sont déterminées
le long des géodésiques par leur jet d’ordre 1 en un point. On en déduit qu'un
extrémum local p de y ¢ (C classe minimale) est nécessairement faiblement eu-
tactique : voir argument dans la preuve de la proposition 2.5, 3). Avec 1b),
on a donc que p est un minimum de pc si el seulement si p est faiblement
eutactique (pour les réseaux usuels, c’est le théoréme 3.4 de [11]).

COROLLAIRE 1.7. — Si les fs sont strictement convexoidales (resp. et si les
classes minimales sont géodésiques), alors l'ensemble des points semi-eutacti-
ques (resp. faiblement eutactiques) est discret.

Si les fs sont convexoidales (resp. et si les classes minimales sont géodési-
ques), alors l'ensemble des points eutactiques et non dégénérés (resp. faiblement
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eutactiques et non dégénérés) est discret. En particulier l'ensemble des points
parfaits et eutactiques est discret.

Preuve. — Les classes minimales forment une partition localement finie.
Il suffit donc, dans chaque cas, d’appliquer les résultats d’unicité de la
proposition 1.6. O
1.4. Propriétés d’isolement. — Nous établissons ici que tous les points

remarquables (parfaits, eutactiques, ... ) sont des points isolés de certains sous-
ensembles de V. Dans les applications il s’agira de sous-ensembles de nature
algébrique, d’ou des résultats de finitude et d’algébricité (voir lemme 1.11).

Pour tout sous-ensemble S de C, notons 53 I’ensemble des points = de V/
tels que fs(x) soit indépendant de s € S. Quand S = S, la classe minimale
de p est un sous-ensemble relativement ouvert de Cg.

PROPOSITION 1.8. — Soient p un point parfait et S = S,. Alors p est un point
isolé de Cg et de sa classe minimale Cs. SiCg est connexe, on a donc Cs = {p}.

Preuve. — On munit V' d’une métrique riemannienne et on note exp,, 'expo-
nentielle en p (exp,(0) = p et dexp,(0) = Id). Soit p, = exp,(t,X») une suite
de points de Cg avec |X,| = 1 ¢, > 0 qui tend vers 0 (n — o0). On peut
supposer de plus que X, converge vers X € T,V, |X| = 1. Comme f, est de
classe C', on a

fsoexp,(h) = fs(p) + dfs(p) - h + |hles(h) avec lim es(h) = 0.

h—0

Par suite 1

n

D’ot I'on voit (n — 00) que dfs(p) - X est indépendant de s € S, en contradic-
tion avec la perfection de p. O

REMARQUES 1.8. — 1) Il existe des points isolés dans Cg non parfaits
(exemple : V =R, fi(z) = 22, fo(z) = 2% et p = 0).

2) 11 est possible que des points parfaits d’une classe Cg s’accumulent sur
un point parfait d’une autre classe Cr (T contenant strictement S). On peut
construire des exemples ot V' est un intervalle de R avec trois fonctions longueur
(que l'on peut choisir strictement convexes).

Nous appellerons rang (vectoriel) d’'un point p de V' par rapport a S, noté
rgv (p), le rang vectoriel de la famille (df,(p))scs dans I’espace cotangent Ty,
et rang de p le rang par rapport a Sp,. Pour 0 < r < dimV, on pose

R‘; ={zeV; rgv () < r}.
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PROPOSITION 1.9. — On suppose que les fs sont convexoidales (resp. et que
les classes minimales sont géodésiques). Soitp € V de rang r et soit S = Sp. Sip
est eutactique et non dégénéré (resp. faiblement eutactique et non dégénéré),
alors il est isolé dans Cs N'R2, (si les fs sont strictement convevoidales, on
peut bien stur omettre non déggnéré),

LEMME 1.10. — Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et soit S un
ensemble fini. Posons :

Ao, ={F e E% rang(F)<r} (0<r<dimE),
FE, ={F ¢ E®; F faiblement eutactique de rang r},
E, = {F € E’; F eutactique de rang r}.

Alors FE, et E, sont ouverts dans A<,.

Preuve de la proposition. — Soit Cg la classe minimale de p (ouverte dans C. s)
et soit Eut, (resp. FEut,) 'ensemble des points eutactiques (resp. faiblement
eutactiques) de rang r de V. D’apres le lemme, et comme les f, sont Cl, les
ensembles Cg N &ut, et Cs N FEut, sont ouverts dans Cg N R‘zr. Autrement dit,
si p est eutactique (resp. faiblement eutactique) tous les points de C. s MRS,
voisins de p le sont aussi et sont dans Cg. Pour conclure il suffit d’appliquer
(dans chaque cas) les résultats d’unicité de la proposition 1.6. O

Preuve du lemme. — On prendra E eulidien et on identifiera E° avec EV
ou N est le cardinal de S. Si F = (X1,...,Xn) € A, est de rang r, on peut
supposer que ses r premiers vecteurs forment une base du sous-espace vectoriel
engendré par F. Il en est alors de méme pour toute famille G € A, voisine
de F. Soit (F™),en une suite de A, qui converge vers F faiblement eutactique
de rang r. Le rang affine de F vaut aussi r, de sorte que N > r + 1.

Supposons que les F* = (X7, ..., X}%) ne sont pas faiblement eutactiques,
i.e. il nexiste pas de relation }7, ;o y @7 X7 = 0 avec 3, ;- yaj #0.On a
donc, pour j > r,

n __ E n n E n __
XJ = AjJCXk: avec )\],k = 1.
1<k<r 1<k<r

On a aussi X; =) | cp<, Aj,sXk €t Nécessairement la suite ()\}Zk)neN converge
vers \j; ;. Par suite

S Ne=1 (j>r).

1<k<r
Cela étant, considérons une relation ZlgjgN a; X; =0, c’est-a-dire
Z Oéij + 04r+1( Z )\r+17ka) + -+ aN( Z )\N,ka) =0.
1<j<r 1<k<r 1<k<r
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Alors on a o + 2j>r a;Ajx =0 pour tout k =1,...,7. D’ou
IIEDS) WRVED SRR
k<r k<r j>r 1<j<N

ce qui est absurde puisque F est faiblement eutactique. On conclut que FFE,.
est ouvert dans A.,.

Supposons maintenant que les F™ ne sont pas eutactiques, i.e. (lemme 1.1)
il existe un vecteur X" semi-positif pour F" :

(1.3) (X, X" >0 (I<j<N) et > (X' X") =1

1<G<N
On peut choisir X™ de la forme X" = Zlgkgr AR X[ en projetant orthogona-
lement. Les (A7)1<k<, sont déterminés par le systeéme linéaire

DoOMXE X = (X" X)) (L<j<r),

1<k<r
d’ott 'on voit que les suites (A})nen sont bornées (le déterminant de Gram de
(X7")1<j<r est minoré par un réel > 0 et ((X™, X7'))nen est bornée par (1.3)).
On peut donc supposer que les suites (A} )nen convergent, d’olt un vecteur
semi-positif pour F. En conclusion, E, est ouvert dans A.,. O

1.5. Finitude et algébricité. — Les propriétés d’isolement du § 1.4 (pro-
positions 1.8 et 1.9) serviront a établir la finitude et ’algébricité des points
remarquables (parfaits, eutactiques, ...). Nous rappelons ici un résultat cou-
ramment utilisé pour ce type de question. On note Q la cléture algébrique de Q
dans C.

LEMME 1.11. — Soit X(R) C RY wun ensemble algébrique défini par des poly-
nomes a coefficients dans Q NR. Alors les points isolés de X(R) forment un
ensemble fini inclus dans X (Q N R).

Preuve. — Je remercie Q. Liu pour la preuve qui suit (voir une autre approche
dans [7, §3]). Chaque point isolé est une composante connexe de X (R) (pour
la topologie ordinaire), d’ott la finitude (voir [13, th. 2.4.5]). Soit K = Q N R,
soit = (z1,...,2x) un point isolé de X (R) n’appartenant pas & KV et soit
L = K(x1,...,2n). On peut supposer, quitte & permuter les coordonnées,
que 'on a L = K(z1,...,2,) ou que L = K(x1,...,2,)[0] (1 < p < N)
avec ,...,Tp algébriquement indépendants sur K et # racine simple d’'un
polynome & coefficients dans K (x1,...,2p) :

9’” +f1($1,...,$p)0m_1 + "'+fm(x17---7xp) = O

ou f; € K(Xq,...,Xp) pour j = 1,...,m. Pour @ = (a1,...,qp) voisin de
(z1,...,mp), le polynéme t™ + fi(a)t™ ! + -+ + f(a) admet une racine
réelle f(a) qui tend vers 6 quand « tend vers (21, ...,zp) (utiliser le théoreme
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des fonctions implicites). On peut donc définir un morphisme de K-algebres
Yo : L — R en posant pq(x;) = a; pour i = 1,...,p et ¢,(0) = ()
siL = K(x1,...,2p)[0]. L est clair que le point (¢u (1), ..., va(zN)) appartient
a X(R) et tend vers « quand « tend vers (z1,...,2p), ce qui est absurde. [

Soit P, 'espace des matrices de Gram unimodulaires (voir § 2.2) et soit D

un sous-ensemble non vide de Z™ \ {0}. Pour A € P, on pose
D .
u”(A) = min Als].

COROLLAIRE 1.12. — Soit V' une sous-variété lisse de l’espace P, définie par
des équations polynémiales a coefficients dans Q NR. Alors :

1) les points parfaits pour u®* (relativement a V') sont algébriques sur Q et
en nombre fini dans chaque classe minimale,

2) si V est de plus compléte totalement géodésique (resp. et siles classes mi-
nimales sont géodésiques), tout point eutactique non dégénéré (resp. faiblement
eutactique non dégénéré) pour uP est algébrique sur Q.

Preuve. — Soit A € V et soit § =S4 (S C D C Z"). Alors Cg (pris dans V)
est un ensemble algébrique de R™("~1)/2 défini par des équations & coefficients
dans Q N R.

1) Si A est parfait, il est isolé dans Cg (proposition1.8), d’olt le résultat
(lemme 1.11).

2) Notons K4 le sous-corps de R engendré par Q N'R et les coefficients
de A. L’espace tangent T4V et le produit scalaire (.,.)4 (2.4) sont définis
sur K 4, de méme que la projection (., .) a-orthogonale 74 de Sym,, (R) (voir 2.3)
sur T4V (prendre une base orthogonale de T4V formée de matrices a co-
efficients dans K 4). Comme le gradient en A de la fonction fqy (s € Z")
vaut m4(sst), on en déduit que les ensembles R?,.(V) (1.4) sont algébriques dé-
finis sur QN R, ce qui permet de conclure (lemme 1.11 et proposition 1.9). O

REMARQUE 1.9. — Ce corollaire s’applique a toutes les familles naturelles et
intéressantes de réseaux, notamment aux réseaux autoduaux (symplectiques,
orthogonaux, .. . ), voir corollaire 2.12, 2). On prend généralement D invariant
par un sous-groupe de SL,,(Z) agissant sur V.

2. Résultats de finitude

2.1. Compacité dans I’espace des réseaux. — On rappelle que P, dé-
signe 'espace des matrice de Gram n x n de déterminant 1 et que SL,, (R) opere
sur P, par

(2.1) P-A=PAP' (PeSL,(R), A€P,).
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Le critere de compacité de Mahler affirme que l'invariant d’Hermite défini sur
Pespace des réseaux (considérés a similitude directe pres) SL,,(Z)\ P, est propre
comme fonction & valeurs dans ]0, oco[. Nous nous intéressons ici au critere de
Mabhler relatif pour des sous-variétés V de P,. Dans de nombreux cas intéres-
sants, V' est une orbite d’un groupe algébrique G(R) C SL,(R). En utilisant
les techniques usuelles d’étude des groupes arithmétiques, on établit un critere
de compacité relatif.

DEFINITION 2.1. — Soit ¢ : SL,(C) — GLy(C) une représentation continue
et soit v un vecteur de RY. On suppose qu’il existe un réseau L de RY conte-
nant v et stable par ¢(SL,,(Z)). Alors le groupe
(2.2) G(C) = {P € SL,(C); ¢(P) v =v}
sera appelé pseudo-algébrique, de méme que G(R) = G(C) N SL,(R).

Par exemple les Q-groupes algébriques réductifs ou ne possédant pas de ca-

ractere défini sur Q non trivial satisfont cette définition avec ¢ algébrique sur Q
et L inclus dans QY.

PROPOSITION 2.1. — Soit G(R) un groupe pseudo-algébrique. On pose
G(Z) = G(R)NSL,(Z).
Alors, pour tout A € P, Uapplication
G(Z)\G(R) - A — SL,(Z)\P,
est propre et a fibres finies. En particulier on a un critéere de Mahler relatif
pour V= G(R) - A.

REMARQUE 2.1. — Si A = PP! € P, est la matrice de Gram du réseau
A = P'Z"™ et G un sous-groupe de SL,(R), l'orbite G - A dans P, paramétre
lorbite (P~1GP)!(A) = (GP)!Z™ dans I'espace des réseaux.

Preuve de la proposition. — Tout d’abord, ’application
(2.3) G(Z)\G(R) — SL,,(Z)\ SL,(R)

est propre. Cet énoncé est classique pour certains Q-groupes algébriques (par
exemple réductifs) qui sont pseudo-algébriques au sens de la définition 2.1.
Mais c’est uniquement la description (2.2) (avec existence d’un réseau L)
qui est utile et qui sera facilement et directement vérifiable pour les cas qui
nous intéressent. Rappelons brievement les arguments ; on pourra par exemple
consulter la preuve de la proposition 10.15 dans [31]. Posons provisoirement
I' = SL,,(Z). L’application (2.3) est la composée de la bijection continue

h: G(Z)\G(R) — I'\I'G(R)
suivie du plongement topologique

j :T\I'G(R) — T'\ SL,(R)
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(TG(R) est saturé). De existence de L, on déduit d’abord que ¢(T') - v est
fermé dans RY, donc TG(R) = {P € SL,(R); p(P) -v € p(T) - v} est fermé
dans SL,,(R) et I'image de j est fermée. Toujours avec l’existence de L, on voit
que linjection G(R) — I'G(R) est ouverte et par suite h est un homéomor-
phisme. Finalement (2.3) est un plongement topologique d’image fermée.

Il reste a passer aux orbites des groupes dans P,,. Pour tout A € P, on a un
diagramme commutatif d’applications continues :

G(Z)\G(R) —— SL,(Z)\ SLn(R)

2 |7
GZ)\GR)-A —'4— SL,(Z)\P,
ou w4 (SLy,(Z)P) = SL,,(Z) - (P - A). Sachant que p4 est surjective et que (2.3)
est propre, la propreté de 64 résultera de celle de m4. Or la propreté de 74
équivaut a celle de 7y que l'on établit sans probléeme. Enfin, les fibres de 64
sont discretes et compactes, donc finies. O

EXEMPLE 2.2 (familles hyperboliques de réseaux symplectiques, [6])

Soit g € N* et soit M une matrice symétrique g X g définie positive. On
considere dans Ps, la famille 7 des matrices (g}w dMlill) aveca > 0,d > 0 et
ad — b?> = 1. 11 s’agit d’une sous-variété totalement géodésique isométrique &
un facteur pres au demi-plan de Poincaré. Il est facile de voir que le groupe G
formé des matrices (%/I_ff M) avec ad — By = 1 (isomorphe & SL2(R)) agit
transitivement sur Fa;. Montrons que G est de la forme (2.2). Soit (E;)1<;<g2
une base du groupe abélien M, (Z) (donc du C-espace vectoriel M,(C)). Posons

o(P) - (Xo,X1,...,Xp2) = (PXoP',PX, P!, ..., PX,P7Y)
pour P € SLg,(C) et (X;)o<j<qz € Mag(C)1H9" et

o= (Cro} (0" g (0" ,2a0))

Alors on a G(R) = G pour ces choix (poser P = (é [B)) -++). Si M est entiére,
le réseau L = Mgg(Z)Hg vérifie les hypotheses et on a un critere de compacité
pour G(Z)\Fur. Noter que dans ce cas G(Z) est isomorphe & un sous-groupe

de congruence de SLa(Z) de type To(m).

COROLLAIRE 2.2. — Soit G(R) pseudo-algébrique et soit V. = G(R) - A
(A € P,). On note p Vinvariant d’Hermite. Alors pour tout € > 0, il n’existe

quun nombre fini de classes d’équivalence minimales dans G(Z)\V qui
rencontrent 'ensemble (G(Z)\V)>e = {A € G(Z)\V; u(A) > €}.

Preuve. — La partition de G(Z)\V est localement finie et d’apres la proposi-
tion 2.1 'ensemble (G(Z)\V)>. est compact. O
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2.2. Non dégénérescence dans les familles de réseaux. — Soit P, I'es-
pace des matrices réelles symétriques positives n x n de déterminant 1 (matrices
de Gram). Nous considérons ici P,, comme espace symétrique riemannien, c’est-
a~dire muni de la métrique

(2.4) (X, Y)a=Tr(A'XATY) (A€ P, X,YETaP,)

invariante par l’action (2.1) de SL,(R). On rappelle également que la géodési-
que issue de A et de vitesse initiale X est donnée par vx(t) = Aexp(tA~1X).
La symétrie centrée en A s’exprime par o4(B) = AB™'A (B € P,) et oy
correspond a la dualité des réseaux (I désigne la matrice identité).

Les fonctions longueur s’écrivent

fs(A) = Als] =s'As (A€ P, scZm).

La finitude locale des fs « petites » est immédiate a partir de l'inégalité
(u's)? < A71[u]A[s] pour u,s € R™ (voir aussi remarque 1.1). Un petit calcul
permet d’expliciter le hessien Hfs de f; :

Hf(A) - (X,X)=A"'Xs] (A€ P,, X €TaP,).

Les fs sont donc convexes. Plus précisément, si -y est une géodésique de P,,, alors
fsoy est soit strictement convexe, soit constante. En effet si Hfs(A)- (X, X) =0
pour X # 0, on doit avoir Xs = 0 et fs oyx est constante d’apres 1’expression
des géodésiques.

PROPOSITION 2.3. — Soit V une sous-variété totalement géodésique de P, et
soit A € V. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) Le point A est non dégénéré relativement a V.

(i) > ses, fs est radialement strictement conveze en A sur V.

(iii) Si le noyau de X € TaV contient Sa, alors X = 0.
En particulier, si le rang des vecteurs minimaux de A est supérieur ou égal
an—1, alors A est non dégénéré relativement a V.

Preuve. — Le point A € V est dégénéré si et seulement s’il existe un rayon
géodésique y de V issu de A tel que les fs0y (s € S4) sont toutes constantes au
voisinage de zéro. D’apres ce qui précede, cela revient a dire que ) s.fso
n’est pas strictement convexe, ou encore qu’il existe une direction X tangente
a V en A dont le noyau contient S4. Bien sir X (# 0) ne peut exister si
rang(S4) > n — 1 puisque Tr(A~1X) = 0. O

On se convainc facilement que la condition rang(S4) > n — 1 n’est pas
nécessaire pour la non dégénérescence dans V (voir exemple 2.15). Voici un
exemple avec A extréme dans V (et dim V' > 0!) : on prend V' = Fs (§ 2.1) pour
M =1[2,0,-1;0,2,0;-1,0,2] et A=3"Y2(M 1) (n=6etrang(Sa) = 4).
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2.3. Une connexion naturelle sur 1’espace des formes. — Nous intro-
duisons ici une connexion sur P, qui constituera un outil techniquement bien
adapté a l'étude des Il-réseaux (§2.4). On note Sym, (R) (resp. Sym; (R))
Pensemble des matrices symétriques (resp. symétriques définies positives)
de M, (R) et

TP, = {(A,X) € P, x Sym, (R); Tr(A~*X) =0}

le fibré tangent de P,. Fixons une forme linéaire ¢ sur Sym,, (R) qui prend des
valeurs strictement positives sur le cone Sym (R) (par exemple la trace Tr) et
considérons la connexion V définie par le champ géodésique suivant sur TP,
(on écrit uniquement la composante dans la fibre T4 x)T'Py,) :
(2.5) Z(A,X) = x, L mjatx) 4X)

. , _( - Tr[(A X)}A+2€(A)X) (A, X) € TP,.
Il est immédiat de vérifier que Z est bien un champ de vecteurs tangents a TP,,.
Les géodésiques de V sont les solutions de I’équation différentielle
(A7)
((A)
La connexion V est naturelle car elle provient d’une carte affine globale de P,.
En effet, soit D = {B € Sym, (R);{(B) = 1} et soit ® le difféomorphisme
de P, sur D défini par ®(A) = A/¢(A). Un petit calcul montre que A est
solution de (2.6) si et seulement si (A/£(A))” = 0, d’ott 'on voit que les géodé-
siques de V correspondent via ® aux segments affinement paramétrés de D. La
connezxion V est donc uniquement géodésique (D est conveze) et a priori non
compleéte (par exemple, D est borné si ¢ = Tr). Le comportement des fonctions
longueur de P, sur les géodésiques de V est le suivant.

A

(2.6) A = % Tr[(A™'A)?]A+2

LEMME 2.4. — 1) Les fonctions longueur de P,, sont strictement convezoidales
pour V.

2) Soient f et g les restrictions de deux fonctions longueur le long d’une
géodésique de V. Si f et g coincident en deux points distincts, ou si f et g ont
le méme jet d’ordre 1 en un point, alors f = g.

Preuve. — Soit A = A(t) une géodésique fixée de V et soit A = L Tr[(A~1A4)?].
Les fonctions longueur fs o A(t) = A(t)[s] (s € Z™) sont toutes solutions de la
méme équation différentielle
Lo AY
2.7 "=\ 2( !
27) I e
Si to est un point critique de f = fs 0 A, alors f”(to) = A(to)f(to) est stricte-
ment positif, d’oti 'assertion 1). Par ailleurs, deux solutions quelconques f et g
de (2.7) sont liées par la relation

(f’g - g’f)’ —0

oap ) =%
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dou flg—g'f = Cg4(lcA)? (Cyy € R). Sig > 0, la fonction f/g est donc stric-
tement croissante, strictement décroissante ou constante suivant que Cy 4 > 0,
Cyq <0o0uCfy =0, ce qui prouve 'assertion 2). O

Noter que £ o A est solution de ¢” = \p + 29"/, c’est-a-dire
1 "
cp( — —) =A>0.
¥

La fonction —1/¢ est donc strictement convexe pour V, en particulier la forme
linéaire ¢ (sur P,) est strictement log-conveze pour V. Remarquer aussi que
pour toute solution f de (2.7) (notamment pour toute fonction longueur), on
a(f/loA) =0et f/lo A est une fonction affine.

2.4. Réseaux avec action d’un groupe fini. — Soit p : II — GL,(Z) une
représentation intégrale d'un groupe fini II. On pose p¥ = (p’)~! et on note
Ly le Z[II}-module associé. Considérons l'espace P? des formes p-invariantes :

Py ={A€ Py p(m)Ap(n)’ = A, ¥r € 11}

Si A = PP € P?, la représentation P~1pP (a valeurs dans O, (R)) induit sur
le réseau A = P'Z"™ une structure de Z[IT]-module isomorphe & Z7, par (P*)~".
Les formes p-invariantes correspondent donc aux réseaux A (de déterminant 1,
& isométrie directe pres) munis d’une action isométrique de IT (« IT-réseaux »)
et d’un isomorphisme de Z[Il]-modules de Z7, sur A.

EXEMPLE 2.3. — Les réseaux hermitiens complexes dans C™ ou hermitiens
quaternioniens dans H™ pour n = 2m, n = 4m, voir remarque 2.8.

Les propriétés générales des familles de formes munies de ’action d’un groupe
fini sont rassemblées au §2.5. On voit en particulier (proposition2.7) que P?
est une sous-variété connexe non vide et totalement géodésique de l’espace
symétrique P,, que c’est une orbite du commutant SL? (R) de p dans SL, (R),
et que l'on a un critere de Mahler relatif pour SL? (Z)\ P?. Noter que d’apres
la preuve de la proposition 2.7, 3), SL” est un groupe algébrique vérifiant (2.2).

Rappelons que les vecteurs minimauzr d’une forme faiblement eutactique
dans PP engendrent R™. En fait, I’eutaxie faible dans P? équivaut a 'eutaxie
faible dans P, (voir [28, XI, prop. 3.3] ou plus généralement lemme 2.8) et de
méme pour la semi-eutaxie ou I'eutaxie.

Bien que PP possede de bonnes propriétés vis-a-vis de la connexion rie-
mannienne de P,, il est plus utile ici de munir P, de la connexion V définie
au § 2.3. Il est clair que T'P? est stable par flot de Z (eq. (2.5)), autrement dit
PP est totalement géodésique pour V. Les fonctions longueur fs py sont donc
strictement convexoidales et on retrouve avec la proposition 1.5 le théoreme de
Voronoi pour P? (voir [9, th. 2.10]).
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PROPOSITION 2.5. — Soit C une classe minimale de P? et soit A € C.

1) C et C¥ (woir (1.2)) sont géodésiques pour V.

2) CV est ladhérence de C.

3) A est un extrémum local de juc si et seulement si A est faiblement eutac-
tique, si et seulement si A est un minimum strict de Hicv -

4) A est un mazimum local de pic si et seulement si A est parfait, si et
seulement si C = C¥ = {A}.

5) Soient M = sup pjc et m = inf juc. Alors M est atteint dans C¥, de méme
quem sim=#0. OnaM>1etm=0oum>1.

6) C contient dans son adhérence un point parfait.

Preuve. — Notons S le sous-ensemble de Z™ qui définit C et CV.
1) Soient B et C' deux points de P? et soit v : [0,1] — P? la géodésique de
V qui joint B et C. On suppose que Sp NS¢ # &. Alors pour ¢ € ]0,1[ on a

(2.8) S'y(t) =SpNSc.

En effet d’apres le lemme 2.4, 2) les fonctions fs (s € Sp N Sc) coincident et
sont minimales sur v([0,1]); de plus si fs est minimale en v(t) (0 < ¢t < 1),
alors s € Sg N Sc (considérer le 1-jet en un point). Il résulte de (2.8) que C
et CV sont géodésiques.

2) Si B € C¥ on choisit C' € C et d’apres (2.8) on a Sy ;) = Sc = S pour
tout ¢ € |0, 1]. Par suite B appartient a ’adhérence de C.

3) Soit A un extrémum local de pj¢ qui n’est pas faiblement eutactique. Par
le lemme 1.1, 4), il existe un vecteur tangent X € T4 P? tel que dfs(X) = ¢,
avec ¢ indépendant de s € S et non nul. Soit v : [0,e[ — P? un germe de
géodésique tel que v(0) = A et 7/(0) = X. Les fonctions fsov (s € S) coincident
(méme 1-jet en t = 0) et comme Sp est inclus dans Sy pour B voisin de A,
on a ¥([0,€[) C C. D’olt une variation de A dans C qui diminue (ou augmente)
strictement p, ce qui est absurde.

Comme C" est géodésique, tout point faiblement eutactique de C est un mi-
nimum strict de pcv (proposition 1.6, 1b). ]:ilvidemment7 un tel minimum est
un extrémum local de pc.

4) Soit A un maximum local de ¢, donc faiblement eutactique par 3). Si A
n’est pas parfait, il existe X € T4P? (X # 0) tel que dfs(X) =0 (s € 5).
D’ou (voir la preuve de 3) une variation géodésique v de A dans C. Mais comme
les fonctions longueur sont strictement convexoidales, cette variation augmente
strictement p, ce qui est absurde.

Si A est parfait, alors C = {A} (voir 1) et prop. 1.8), et d’apres 2) on a aussi
CY = C = {A}. Cette derniére relation entraine que A est un maximum local
de pyc.

5) Notons 7 : P? — SLf(Z)\P? la projection naturelle (7 est ouverte) et
posons p = @ o 7. Par compacité il existe un point = dans ’adhérence de 7(C)
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tel que Ji(x) = M. Soit B € 7—1(x) et soit U un voisinage ouvert de B tel que
Sc C Sp pour tout C € Y. Comme 7(U) rencontre 7(C), il existe P € SL” (Z)
tel que P - U rencontre C. Soit C = P - B : alors clairement S¢ contient S
et u(C) = M. D’apres 2) et 4), C est parfait, donc S engendre R™ et M > 1
par I'inégalité de Hadamard. Si m > 0, on montre de méme que m est atteint
dans C¥ et que m > 1.

6) Cela résulte des assertions 2), 4) et 5). O

COROLLAIRE 2.6. — Modulo l'action de SL (Z) :
1) le nombre de classes minimales de PP est fini;
2) les points faiblement eutactiques de PP sont en nombre fini.

Preuve. — 1) La partition en classes est localement finie et d’apres 5) toute
classe d’équivalence minimale de SL?(Z)\P? rencontre le compact défini
par p>1—¢€ (0 < e < 1), dou la finitude.

2) Comme les classes minimales sont géodésiques, le résultat se déduit de
lassertion 1) et de la proposition 1.6, 1b). On pourrait aussi appliquer directe-
ment le corollaire 1.7 et la compacité dans SL (Z)\ P?. O

REMARQUE 2.4. — D’apres la proposition 2.5, 6), tout sous-ensemble S,
(avec A € PP) est inclus dans une configuration maximale Sp avec B parfait
dans P?. Les classes qui apparaissent au voisinage de B sont clairement en
bijection avec les faces de dimension arbitraire du convexe engendré dans 7'z P’
par les gradients « minimaux » relatifs. D’ou la possibilité, pour p quelconque,
de décrire toutes les classes minimales de P? a partir de ses points parfaits
(donnés par l'algorithme de Voronoi).

NOTE 2.5. — La finitude des classes pour II trivial est classique (voir [11,
prop. 3.2]) ainsi que la finitude des classes de II-réseaux dont les vecteurs mini-
maux engendrent R™ (voir [28, XI, th. 9.4], avec une preuve entiérement com-
binatoire basée sur l'inégalité d’Hermite [28, II théoréme 2.1]. L’assertion 4) de
la proposition 2.5 est & rapprocher de [28, XI, prop. 9.3]. Dans le cas usuel (II
trivial) la caractérisation variationnelle (proposition 2.5, 3) et la finitude des
réseaux faiblement eutactiques sont établies dans [11] (théoréme 3.4 et 3.5).
L’assertion 2) du corollaire2.6 se déduit aussi du cas usuel compte tenu de
la finitude des fibres de SL’(Z)\P? — SL,(Z)\P, ; elle implique (via la re-
marque 2.6) les trois théorémes de finitude de [26, p. 170]. Noter enfin que les
formes faiblement eutactiques sont algébriques (cf. [11, th. 4.1]), ce qui découle
immédiatement du corollaire 1.12, 2).

2.5. Familles de réseaux avec action d’un groupe fini. — Soit V une
sous-variété connexe, complete et totalement géodésique de I'espace symétrique
riemannien P,. Les réseaux paramétrés par V constituent du point de vue
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géométrique une bonne famille car les fonctions longueur sont encore convexes
en restriction a V. Posons

Gy = {P€GL,(R); P-V =V},

sous-groupe de Lie de GL,(R). Il est géométriquement clair que V est stable
par toute symétrie centrale s4 centrée en A € V : V est donc aussi un espace
symétrique, a courbure négative ou nulle. Soit Ty 'adhérence du sous-groupe
engendré par toutes les transvections t4p = s4 o sp avec A et B dans V
(Tv C Gy N SLy(R)). Dans la pratique il n’est pas toujours commode de
déterminer Gy, mais on peut souvent exhiber un sous-groupe de Lie G de Gy
qui contient Ty (voir un exemple important au § 2.7, proposition 2.11, 1). Pour
la suite, on fixe un tel sous-groupe G qui sera nécessairement transitif sur V.

A cette situation, on ajoute maintenant ’action d’un groupe fini II, i.e. on
fixe une représentation intégrale p : II — G N GL,,(Z). Soit V* ’ensemble des
formes p-invariantes de V :

VP ={AeV;p(m)Ap(r)" = A, Vr € IT}.
On note G?(R) le commutant de p dans G N SL,(R) et on pose
G*P(Z) = G*(R) N SL,,(Z).

PROPOSITION 2.7. — 1) (propriétés géométriques) L’ensemble VP est une
sous-variété connexe mon vide, compléte et totalement géodésique de V ; c’est
ausst un espace SYmEtrique.

2) (propriétés algébriques) La composante neutre du commutant GP(R) agit
transitivement sur V°.

3) (propriétés topologiques) On suppose qu’il existe un sous-groupe de Lie H
de G contenant Ty et tel que HNSL,, (R) soit pseudo-algébrique (définition 2.1).
Alors Uapplication GP(Z)\V? — SL,(Z)\P,, est propre et on a un critére de
Mabhler pour V? modulo G*(Z).

Preuve. — 1) Défini comme lieu des points fixes d’un groupe fini d’isométries,
V? est une sous-variété complete totalement géodésique de V. Elle est non vide
par le théoréme de point fixe d’Elie Cartan, connexe par unicité des géodésiques
dans V et évidemment stable par les symétries centrées en ses points.

2) Pour A€ VP et mell, onap(m)sap(m) ™! = s car p(r) fixe A, donc s
commute avec p. Par suite tap (A, B € V) appartient au commutant G*(R)
(on rappelle que par hypotheése t 45 € G). Comme les transvections font partie
de sous-groupes & un parametre (ou parce que V* est connexe), on conclut que
la composante neutre de G?(R) est transitive sur V7.

3) Vérifions d’abord que HP(R) = H N GP(R) est pseudo-algébrique.
Soient ¢, v et L C RN comme dans la définition 2.1, et soit Ry,..., R, une
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famille génératrice de p(II). Posons
Y(P) - (x,My,...,M,) = (o(P) -z, PMyP~', ..., PM,P")

onx € CN et M; € My(C) (j =1,...,7). Le réseau M = L x M,(Z)" est
stable par ¢ (SL,(Z)), et pour w = (v, Ry,...,R,) € M on a

HP(R) = {P € SL,(R); ¢(P) - w = w}.

Mais d’apres la preuve de 2), H?(R) est transitif sur V?, donc (proposition 2.1)
(H?(R) N SL,,(Z)\V? — SL,,(Z)\ P, est propre, d’ou l'assertion 3). O

REMARQUE 2.6. — Soit N4&(Z) (resp. BZ(Z)) le sous-groupe de G N GL,,(Z)
des éléments qui laissent stable (resp. qui fixent point par point) V. En fait,
NZ(Z) est le normalisateur du « groupe de Bravais » B(Z) dans G N GL,,(Z)
et contient évidemment le commutant GP(Z). Tous les théorémes de finitude

ou de compacité dans V? modulo GP(Z) seront donc a fortiori valables mo-
dulo N&(Z).

Signalons enfin le comportement tres simple des propriétés d’eutaxie :

LEMME 2.8. — Soit D une partie non vide de Z"\ {0} stable par G*'NGL,(Z).
Alors Ueutazie pour u®P relativement a V? est équivalente a ’eutazie relative-
ment a V. Il en est de méme pour ’eutazie faible et pour la semi-eutazie.

Preuve. — Si A € V?, la représentation p¥ & valeurs dans G* N GL,(Z) laisse
stable '’ensemble S4 C D des vecteurs minimaux de A pour u” ainsi que les
gradients X de fsy pour s € S4. Il suffit donc d’appliquer le lemme 1.2. Noter
que le gradient X/ de fs)y,» est donné par

1
mell

REMARQUE 2.7. — Le théoreme de Voronoi ne passe généralement pas a la si-
tuation équivariante (comme c’est le cas pour V' = P,), méme dans les meilleurs
cas. Voici un exemple avec les réseaux symplectiques paramétrés par ’espace
de Siegel ), (voir [6] pour les détails). Soit p : Z/2Z — Sp(2g,Z) définie par
p(1) = (é”*‘IIPS) ou I,, = (61’713) avec p+q = g et p < ¢q. Dans 9, le
lieu des points fixes est H° = ), x H,. il existe (1{,75) avec 77 extréme
dans $, et (1Y) < wu(7Y), alors tout point (79, 72) avec T2 voisin de 79 est
extréme dans $7. Il est facile de trouver de tels points : par exemple Az x Dy
dans 1 X Ha.
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2.6. Réseaux hermitiens complexes et quaternioniens. — Les réseaux
possédant des structures algébriques particulieres (réseaux symplectiques,
orthogonaux, . ..) sont souvent paramétrés par des espaces symétriques et se
rangent d’abord suivant trois grandes familles : réseaux usuels, hermitiens
complezes ou hermitiens quaternioniens. Apres avoir fixé quelques notations,
nous exprimons de fagon unifiée les diverses quantités attachées a ces réseaux
(longueurs, gradients, ... ).

Soit k le corps R, C ou H = R @ iR @ jR @ kR (i2 = j2 = k? = —1,
ij = —ji=k). Pour Z € M, ,(k), on pose Z* = (Z°9)t € M, ,(k) ou o désigne
la conjugaison usuelle pour C ou H et I'identité pour R (anti-automorphisme
involutif de k). Remarquer que

(ZW) =W*Z* (Z € My (k), W € M, (k).

On consideére k™ (m € N*) comme k-espace vectoriel ¢ droite (i.e. & gauche si
k = R ou C), de sorte que la multiplication & gauche par les matrices définit
un isomorphisme de M, ,(k) sur Endg(k?, k7). L’espace k™ sera muni de la
forme o-sesquilinéaire hermitienne définie positive h? :

ho (2, y) = (v,y) = 2"y (z,y € k™).

Elle induit une structure euclidienne sur 'espace réel sous-jacent & k™ et,
si k = H, une structure hermitienne complexe sur le R[j]-espace vectoriel k™.
Le groupe spécial unitaire de h? sera noté simplement SU,, (k). C’est le groupe
des matrices A € SL,,, (k) telles que AA* = I,,, (matrice identité) (i.e. SO, (R)
si k =R et SU,,(C) si k = C). Noter que SU,,,(H) = U,, (H).

Soit O lanneau Z, Z[i] ou Z[i, j, k] dans R, C ou H. Les O-modules a droite
engendrés par les k-bases de k™ seront appelés O-réseauz (ou réseauz) marqués
de k™. Apres transformation par une homothétie centrale, tout réseau marqué
se met sous la forme A = P*O™ avec P € SL,,(k). En particulier A est de
covolume 1 pour la structure euclidienne sous-jacente. En associant a P*O™
sa matrice de Gram PP*, on définit une bijection entre ’espace des matrices
de Gram

Pk — {A € SL,,(k); A= A*, A définie positive}

et ’ensemble des réseaux de k" marqués par une base de déterminant 1, & h%-
isométrie unimodulaire prés, usuels si k = R, hermitiens complexes si k = C
ou hermitiens quaternioniens si k = H. L’action de SL,,(k) sur P¥ par
P - A= PAP* donne que P* ~ SL,,(k)/SU,,(k). Observons enfin que I’on a
un critére de Mahler dans lespace des réseauz SLp,(O)\P¥ (remarque 2.8
et §2.4).

Bien que l'on puisse toujours se ramener & des sous-variétés de P, = P&
(remarque 2.8), il est souvent utile, pour ne pas augmenter la taille des matrices,
de travailler directement dans P<. A cet effet on munit PE d’une structure
d’espace symétrique riemannien grace a la métrique réelle SL,, (k)-invariante
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généralisant (2.4) :
(2.9) (X,V)a=T"(AT1XA7YY) (Ae P* XY € T4PF).
o Tt" M = LTr(M 4+ M*) pour M € M,,(k). Pour k = R ou C, on peut

-2
remplacer Tr" par Tr dans (2.9). Si H,,(k) désigne I'espace des matrices h-
hermitiennes, 1’espace tangent & P* au point A est donné par

TaPE ={X € H,(k); Tt"(A7'X) = 0}.
Les fonctions longueur f, et leurs gradients V,, pour (2.9) s’expriment comme
dans le cas réel :

(2.10) A{u} = fu(A) = u"Au, V,(4) = Auu™A — %A

avec A € Pk et u € k™. A noter que si k = H, la trace n’a pas les propriétés
usuelles (notamment invariance par conjugaison), mais on a Tr" AB = Tr" BA
(si AB et BA sont définies) que l'on déduit par exemple de (2.12).

Posons L = R[j] si k = H et L = R si k = R[i], et soit (eq)1<a<m la base
canonique de k™. En considérant k™ (k = H ou R[i]) comme espace vectoriel

a droite sur L de base (e1,...,€m,€11,...,€emni), on obtient un plongement 9“,;
de M, (k) dans Map 24(LL) défini par

. A —-B°
(2.11) 0%(A+iB) = (B ot ) (4, B € M, 4(L)).

Il est immédiat de voir que 05 (Z*) = (0x(Z))* et que 0% (ZW) = 0%(2)0% (W)
si ZW est défini. On vérifie également que det 05 (Z) = (det Z)(det Z)° pour
Z € GLyy (k) (si k = H, det Z € H*/[H*,H*] ~ R}) ainsi qu’une propriété
particuliere pour les matrices hermitiennes Z = Z* :

(2.12) TrZ = %Tr[ok(z)} (Z € Hp,(K)).

Les images des plongements 0., U] ot OB = Og;) © R0 (de M, ,(H) dans
Myp 4q(R)) sont évidemment caractérisées par des relations de commutation.
Posons par exemple

(2.13) T = (_(}m 181)’ Lo = (—gm J?n)'

Alors I'image de Hﬁm est le commutant de J,, et celle de 6§ le commutant
de Ja, et Ly, (matrices des multiplication & droite par —j et ¢ dans H™).

REMARQUE 2.8. — On obtient par #% des plongements de PS dans P, et
de P dans PS5, et PR, ce qui revient & écrire les matrices de Gram des réseaux
pour la structure euclidienne ou hermitienne complexe sous-jacente. Les images
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de PS dans PR, et de P2 dans Pf, sont les points fixes de I'action de sous-
groupes finis de matrices entieres, respectivement (J,,) et (Jom,, Ly,), et sont
donc totalement géodésiques.

2.7. Autodualité : propriétés générales. — On reprend les notations
du § 2.6. Dans la suite, 7 désigne I'identité (id) de k ou la conjugaison o si k = C.
L’espace k™ sera muni d’une forme o-sesquilinéaire (si 7 = id) ou bilinéaire
complexe (si k = C et 7 = 0) b définie par

b(zr,y) = (2", Ky) =2"" Ky (v,y € k™).

On suppose de plus que K est unitaire (K € U,,(k)), ce qui entraine que le
groupe Up(k) = {P € GL,,,(k); P7*K P = K} est stable par 'opération *. Pour
tout réseau A de k™ on pose

A*b _ {y c kim7 V2 c A, <Z,y> c O} p— K—l(A*)‘r

o A* est le dual usuel obtenu pour b = (.,.). On dit que A est b-autodual
si A = A" ie KA = (A*)7, ce qui équivaut & dire que bjaxa est a valeurs
dans O. Un tel réseau est évidemment isodual si 7 = id, et isodual pour la
structure euclidienne sous-jacente dans le cas bilinéaire complexe.

Dans le cas hermitien, tout réseau b-autodual s’écrit sous la forme
(2.14) A=P*O™ ou P eSL,(k),

apres transformation par une homothétie de module 1 si k = C. Pour le cas
bilinéaire sur C, on pourra supposer, quitte a changer K en aK (avec |a| = 1),
qu’il existe un réseau b-autodual de la forme (2.14) ; & type fixé (voir ci-dessous),
tous les réseaux b-autoduaux sont alors de cette forme. Remarquer que dans
tous les cas PTK P* € GL,,(O) (on peut utiliser (2.11) pour k = H).

Il est naturel de classer les réseaux b-autoduaux suivant leur type algébrique
comme O-modules sesquilinéaires ou bilinéaires (qui est évidemment locale-
ment constant). Par ailleurs, pour avoir une bonne description géométrique,
il convient de considérer des réseaux marqués.

DEFINITION 2.2. — Soit f : O™ x O™ — O une forme o-sesquilinéaire ou
bilinéaire, et soit fr son extension naturelle & k™ x k™. Un k-isomorphisme
unimodulaire de fr sur b (on suppose qu’il en existe) sera appelé réseau b-
autodual marqué de type f.

EXEMPLE 2.9. — Pour les réseaux symplectiques réels ou complexes il n’y a
qu'un seul type. Pour les réseaux orthogonaux réels, il y a deux types : pair
si p — ¢ est multiple de 8, et impair (voir exemple 2.11). Concernant la finitude
des types, voir plus généralement la fin de la preuve du lemme 2.19.
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Soit F' la matrice de f dans la base canonique de O™ (on a nécessaire-
ment F' € GL,,(0)). Tout réseau b-autodual marqué de type f se ramene a la
forme (2.14) avec P € Psp = {P € SLy,(k); PTKP* = F'}. Posons

Vip ={PP* PcPsp} et 3, =SUyk) 1.

Il est clair que Py est une classe a droite modulo SU; (k) = SUy(k) et une
classe a gauche modulo SU% (k) dans SLy, (k). Par suite, si Ag = PoFy € Vi
(Py € Psp), on a

(2.15) Vi = PySy Py = SUS (k) - Ao.

La description de Vy; avec SUy(k) donne les propriétés géométriques (pro-
position 2.9) tandis que celle avec SU%(k) donne les propriétés algébriques
(proposition 2.11). Le quotient SU}(O)\V};, s’identifie avec 'ensemble des ré-
seaux b-autoduaux de type f modulo l'action de SUy(k) N SU,, (k).

PROPOSITION 2.9. — 1) Vi et &y sont des sous-variétés connexes, complétes
et totalement géodésiques de PX.

2) S, ={Be Pk, BBKB=K} et Vi) = {A€ PX; ATF*"1A=F}.

m? m?

LEMME 2.10. — Soit X une partie de PX stable par toutes les symétries cen-
trées en ses points (on dira que X est symétrique). On suppose de plus que X
est fermée et qu’elle n’a qu’un nombre fini de composantes connexes. Alors X

est une sous-variété connexe, compléte et totalement géodésique de P .

Preuve du lemme. — On peut supposer que I € X. Soit X° la composante
connexe de I et soit H 'adhérence dans SL,, (k) du sous-groupe engendré par les
transvections t g = sa0sp pour A, B € X9 (s4(C) = AC~'A, Aet C € P®).
I1 s’agit un sous-groupe de Lie réel de SL,,, (k) stable par * (conjugaison par sy).
De plus H est connexe. En effet soit H° la composante neutre de H, ouverte
dans H, et soient A, B € X°. Si A et B sont proches, tap € H® (« petite »
transvection). Si A et B sont quelconques, puisque X est connexe par chaine,
tap s'écrit comme produit de « petites » transvections et donc appartient & HP.
Dans ces conditions, on sait que H - I est une sous-variété complete totalement
géodésique (voir [20, p. 131]). I en résulte que X° = H - : si A € XY, alors
tra(l)e H-I,donc Ae H-1I.

Montrons pour conclure que X est connexe. Considérons B € X\ X supposé
non vide. La transvection ¢ = sp o sy laisse stable X ainsi que la géodésique
passant par I et B. Il existe alors deux points distincts de 'orbite {t?(I)}pez
situés sur une méme composante t?(X°) totalement géodésique, ce qui contredit
clairement 1'unicité des géodésiques dans P¥. O

Preuve de la proposition. — 1) Soit G un sous-groupe de Lie réel de SL,, (k)
stable par * et qui n’a qu'un nombre fini de composantes connexes. Alors l'orbite
X = G - I est symétrique (stabilité par *) et fermée sachant que G - I est
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une sous-variété compleéte totalement géodésique. Par conséquent (lemme 2.10)
X =G°.- I =G -1 Le groupe SUy(k) = SU; (k) est un ensemble algébrique
réel, donc n’a qu’un nombre fini de composantes connexes (voir [13, th. 2.4.5]).
Par suite ¥, = SUp(k) - I, ce qui prouve 1).

2) Posons W, = {B € P¥; BTKB = K}, partie fermée qui n’a qu’un
nombre fini de composantes connexes (ensemble algébrique réel). Comme W
est symétrique, c’est une sous-variété connexe d’apres le lemme 2.10 (la struc-
ture de sous-variété peut aussi s’obtenir directement avec le théoréme du rang
constant). Soit 7 : SU)(k) — W, définie par n(P) = PP*. L’image de 7
est fermée et vaut ¥, d’aprés Iassertion 1). Par ailleurs on a Ty SUj (k) =
TiWy, @ ker dm(I) (décomposer les matrices suivant leurs parties hermitienne
et antihermitienne). Par conséquent 7 est ouverte (submersion) et ¥, = W,
L’équation de Vyp se déduit alors de (2.15). O

REMARQUE 2.10. — On peut voir que Us(k) est stable par * si et seulement
si F' € Uy, (k), ce qui revient a dire (proposition 2.9, 2) que Vy; passe par I.

EXEMPLES 2.11 (réseaux et espaces symétriques irréductibles)

Tous les espaces symétriques irréductibles de type non compact et non ex-
ceptionnels, autres que P¥ . apparaissent naturellement comme espace ¥, de
parametres de réseaux b-autoduaux a type fixé :

o b(z,y) = x*(é"_ IS)y, forme hermitienne indéfinie de signature (p,q),

k=R, C ou H, &, = SO°(p,q)/ SO(p) x SO(q), SU(p,q)/ S(U, x U,) ou
Sp(p,q)/ Sp(p) x Sp(q) (réseauz orthogonauz);

e b symplectique, K = R ou C (7 = 0), ¥ = Sp,,,(R)/U(m) ou
SPaom (C)/ Sp(m) (réseaux symplectiques);
o b(x,y)=1aly, k=C (1 =0), X = SO,»(C)/SOn(R);
o b(z,y) =2y, k=H, I, = SO*(2m)/ U(m).
Pour les notations U(m) = U,,(C), Sp(m) = U,,(H) = SU,,(H), Sp(p, q),
SO*(2m), voir [22, p.445]. La correspondance entre ces diverses notations est

immédiate & partir de M,,(H) = M,,(R[j]) ® iM,,(R[j]). Toutes ces familles
de réseaux vérifient le théoréme de Voronoi, voir [1].

PROPOSITION 2.11. — 1) SU}(k) contient toutes les transvections tap pour
A, Be Vf’b.

2) 0 (SU(k)) est pseudo-algébrique (0 désigne lidentité de M,y,(R)).

Preuve. — 1) On a tap(C) = AB™' - C avec AB™! € SU}(k) si A, B € Vy,.
2) Traitons par exemple le cas bilinéaire complexe (k = C et 7 = o). Pour Q
appartenant a SLa,, (R), on pose ¢(Q) = (? é)Q((I) é) en remarquant que 1’on
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a 0% (P?) = ¢(6%(P)) si P € SL,,(C). On prend donc
P(Q) - (M,N) = (QMQ ™, ¢(Q)NQ"),

avec Q € SLom(C), (M,N) € M2 (C)?), L = Mam(Z)? et v = (Jm, 05 (F),
voir définition 2.1 et équation (2.13). Les autres cas sont aussi simples. O

Par suite, si I est un groupe fini et si G est un sous-groupe de Lie réel
de Gy, , contenant SU%(k), on aura une bonne théorie équivariante pour les
représentations p : II — G N GL,,(O) (proposition 2.7). Soit D une partie non
vide de O™ \ {0} stable par G* N GL,,(O) et soit uP défini par uP(A4) =
inf,ep A{u}, que Pon note simplement p si D = O™\ {0}. Notons G”(k) le
commutant de p dans G N SL,, (k) et

G?(0) = G*(k) N SL,, (0).

COROLLAIRE 2.12. — 1) On a un critére de Mahler pour GP((’))\Vﬁb (i.e.
Vinégalité i > € > 0 définit un compact dans GP(O)\V{,).

2) Les points parfaits ainsi que les points eutactiques non dégénérés pour p”
relativement a Vﬁb sont algébriques sur Q.

Preuve. — L’assertion 1) est la conséquence des propositions 2.7, 3) et 2.11.
Sachant que Vy, (ainsi que pr’ ») est totalement géodésique et définie dans PR
(n =m, 2m ou 4m) par des équations polynomiales a coefficients entiers (pro-
position 2.9 et remarque 2.8), 'assertion 2) résulte du corollaire 1.12. (]

Nous introduisons maintenant la notion de point et de classe isotropes. Soit
A e Vﬁb et soit S = Sa pour . On dira que A est isotrope (pour pP) et
que Cg est une classe minimale isotrope de Vﬁ , sl le sous-espace de O™ (ou
de k™) engendré par S est totalement isotrope pour f.

PROPOSITION 2.13 (finitude des classes non isotropes)

1) Soit A € pr’b un point non isotrope pour u?. Alors uP(A) > 1.

2) Le nombre de classes minimales pour p non isotropes de Vﬁb est fini
modulo GP(O).

Preuve. — Comme K est unitaire, d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz
dans k™, on a
2

Mais la forme b est a valeurs dans O sur les réseaux b-autoduaux. Par suite,
si uP(A) < 1, alors S4 engendre un sous-espace totalement isotrope, d’oi1 1).
L’assertion 2) résulte de 1) et du corollaire 2.12. O
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2.8. Autodualité : le cas réflexif. — Nous supposerons désormais m > 2
et que la forme b est réflexive (la relation b(x,y) = 0 est symétrique en z et y),
ce qui comprend tous les cas intéressants, notamment les exemples 2.11. 11 est
facile de voir (m > 2) que la réflexivité de b équivaut a la condition suivante :

(2.16) K™K =kl avec k central,

ou encore K™ = kK*. On a nécessairement kx°" = 1 et b(x,y)* =k~ b(y,z)"
(x,y € k™). Sik =R ou H (resp. k = C et 7 = o), alors k = £1 et b est
hermitienne ou antihermitienne (resp. symétrique ou antisymétrique). Si k = C
et 7 = id, alors |x|? = 1 et on peut multiplier b pour la rendre hermitienne.

On confondra dans la suite toute matrice M € M, (k) avec 'élément
de L (k™) qu’elle définit. L’application 7 o M (semi-linéaire) sera notée 7M,
de sorte que M7 = 7M. Remarquer que 7K conserve l'orthogonalité et que
(2.16) s’écrit (TK)? = k1.

Soit Hy, (k) le R-espace vectoriel des matrices hermitiennes muni du produit
euclidien défini positif (X,Y); = Tr"(XY) (voir (2.9)). La conjugaison par
(rK)~1 définit une isométrie de H,, (k) :

Vr(X)=(TK)'X(7K)=K*X"K (X € Hy(k)).

D’apres (2.16), b est réflexive si et seulement si ¥ est involutive. On voit que
¥y = {I} équivaut & g = Id, i.e. 7 = id et b proportionnelle, par un scalaire
central de module 1, au produit hermitien (.,.) (voir plus généralement le
lemme 2.15, 2).

N.B. — Pour alléger les écritures, on ramenera tres souvent 1’étude d’un point
A= PP =P -1 ¢€ Vs (P € Pyryp) a celle du point I (point de vue du
réseau A = P*O™). Notons k'y 'espace k" muni du produit scalaire hermitien
x*Ay (z,y € k™). Considérons en outre une représentation p & valeurs dans
Gv;, N GLy(O) et supposons A € V/, (i.e. p* = p*~" est A-unitaire). On a
un isomorphisme

*

P
(217) (Oma Zbaf7 Pv) I (Aa kr[nabv §)

ot ¢ = P*pYP*~1 = P~1pP est unitaire et fixe ¥, dans P¥. Les gradients de
fp*s|zz‘ en I et de fs|prb en A se correspondent via 1’action isométrique de P

K
sur Pr.

Comme 9 est involutive, la projection orthogonale de H,, (k) sur 'espace
tangent T7Y, = ker(¢x + Id) vaut simplement m;, = %WK — Id). On définit
une application de k™ dans Ty, par

Xy =wu* — K*u"u"" K =2mp(uu™) (uwe k™, X, € Tr%).
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Plus généralement, si N est un sous-espace de k7', on note Py la matrice (dans
la base canonique) de la projection orthogonale sur N et on pose

(218) Xszﬂb(PN):PN_P‘rKN-

On a Xx = 0 si et seulement si N est stable par 7K ; en particulier X,, = 0
équivaut & Ku = u"a avec aa” = k. Noter aussi que X, = 2V(fy|x,)(I) et
que

1
(2.19) §<X, Xu)r = (X,wu")r = X{u} (X €TtZp,ueck™).

Dans la suite on note :

o ML,, (k) le sous-groupe des P appartenant & GL,, (k) tels que | det(P)| = 1
(ML, (H) = SLyy, (H)),

e MUy(k) le groupe des similitudes unitaires relatives & f dont le multipli-
cateur (élément central) est de module 1.

PROPOSITION 2.14 (stabilisateur de Vi ;). — MU7% (k) (resp. MUy(K)) est le
stabilisateur de Vi, (resp. de Xp) pour Uaction de MLy, (k) sur PX.

Preuve. — Soit P € ML,,, (k) fixant ;. Comme SU (k) est transitif sur 3 on
peut supposer que P - I = I, i.e. P € U, (k). L’action isométrique de P sur
TP fixe TrY,, donc commute avec 7. Par suite on a PX,, P* = Xp, pour
tout u € k™, c’est-a-dire PK*u"u*" K P* = K* PTu™u*" P*" K, d’ou 'on déduit
que P*"KPK*u™ = u"ay, (o € k), puis (m > 2) que P*" KPK* = al avec
a central de module 1. Inversement il est clair que MUy (k) stabilise ¥p. Enfin,
les groupes MU (k) et MUy (k) = MUy,(k) étant conjugués par tout élément
de Py p, on a aussi I’assertion sur Vy . (|

Considérons maintenant un sous-groupe de Lie G de MUj%(k) contenant
SU?% (k) ainsi qu'une partie D non vide de O™ \ {0} stable par G* N GL,,(0O).
Bien str lexemple principal est D = O™ \ {0} (invariant d’Hermite), mais
il y a d’autres choix intéressants, en particulier si G = U 7 (k) et si f représente

Ientier &, D = {u € O™\ {0}; f(u,u) =&} ([4]).

THEOREME 1 (non isotropie des points faiblement eutactiques)

1) Tout point A € V]fjb faiblement eutactique pour uP est non isotrope (donc
uP(A) > 1).

2) Ici D = O™\ {0}. Modulo l'action de G*(O), il n’y a dans V¢, qu'un
nombre fini :

2a) de classes minimales contenant un point faiblement eutactique (par
exemple extréme ou eutactique),

2b) de points parfaits,
2c) de points eutactiques non dégénérés.
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En particulier le nombre de points strictement extrémes (i.e. parfaits et
eutactiques) est fini modulo GP(QO).

Preuve. — 1) On peut supposer que p est triviale (lemme 2.8) et on se ramene
par (2.17) au point I € X;. Soit M le sous-espace de k™ engendré par Ien-
semble des vecteurs minimaux. Si M est totalement isotrope pour b, on a la
décomposition orthogonale

On vérifie que 7K permute M et L = (M1)L (et conserve M+ N M+b). Par
suite XM = PM — PL S T[Eb (VOiI‘ (218)) D’aprés (219), on a <XM,Xt>] =
2u(A) # 0 pour tout vecteur minimal ¢ du réseau, ce qui contredit I'eutaxie
faible (lemme 1.1, 4).

2) On déduit de I’assertion 1) la finitude des classes « faiblement eutactiques »
(proposition 2.13) ainsi que celle des points eutactiques non dégénérés (propo-
sition 1.6, 2), unicité). Comme Vﬁb est définie dans P¥ (n = m, 2m ou 4m) par
des équations algébriques a coefficients entiers (proposition 2.9, 2), la finitude
des points parfaits résulte de 2a) et du corollaire 1.12, 1). O

NoOTE 2.12. — L’assertion 2c) est & comparer avec la finitude, pour les réseaux
isoduaux réels et II trivial, des points eutactiques avec rang(S4) maximal,
[10, cor.6.9]. La non isotropie est une condition bien plus faible; il existe par
exemple un réseau orthogonal eutactique et non dégénéré avec rang(S4) = 1
(exemple 2.15).

Soit A = PP* € Vﬁb ot P € Pyyp. Dans les énoncés qui suivent, on notera
toujours M (resp. M4) le sous-espace de k™ engendré (ou ce qui revient au
méme R-engendré) par les vecteurs minimaux de A = P*O™ (resp. de A) et < la
représentation & valeurs dans U,, (k) "\MU,(k) donnée par (2.17). Evidemment
M et M+ sont stables par ¢ (¢-modules) car S4 C D est stable par p”.

DEFINITION 2.3. — Un sous-module N du ¢-module k™ est totalement stable
par une application ¢ si tout sous-module de N est stable par .

LEMME 2.15. — 1) Soit N un sous-module de k™. Alors N est totalement
stable par TK si et seulement si tout s-endomorphisme hermitien qui laisse
stable N commute avec TK.

2) La variété Vﬁb est réduite & un point si et seulement si le s-module k™
est totalement stable par TK.

Preuve. — 1) Supposons N totalement stable par 7K et soit X appartenant
a Lo(E™) N Hp(k), on L.(k™) désigne 'anneau des endomorphismes du ¢-
module k™. Les composants isotypiques de N étant stables par X et 7K, on
peut supposer que N est isotypique. Soit S un sous-module simple de N (type
de N). L’élément de L.(N) induit par X sera encore noté X. On sait que
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Q = L(S) est un corps (lemme de Schur) et que la composition des applications
donne & droite une structure de Q-espace vectoriel (& droite) sur W = L (S, N),
et & gauche un isomorphisme d’anneaux du commutant Lc(N) sur Lo(W).
De plus L(S, ) est une correspondance bijective entre les sous-modules de N
et les sous-espaces vectoriels de W (cf. [14, Alg., ch. 8, § 4.4]). Sachant que ¢ est
a valeurs dans U,, (k) N MU, (k) et que 7K stabilise les sous-modules de N, on
vérifie que la conjugaison par 7K induit une application semi-linéaire ® de W
dans W stabilisant chaque sous-espace vectoriel. De méme 7K X (7K)~! est
dans L.(N).

Si dimo W > 2, il existe A € Q tel que ®(w) = w o X pour tout w € W
(® stabilise chaque droite). Mais ® fixe I'injection de S dans N, donc A = 1.
Pour tout w € W,ona Xow € Wet TKX(7K) low=®(Xow) =X ow,
don TKX(TK)™! = X.

Reste le cas ou dimg W = 1, i.e. N = S. Le corps 2 = W est muni de
I’automorphisme continu ®, de ’anti-automorphisme involutif continu & induit
par #, et on a X € Q. On peut écarter le cas évident ot Q est isomorphe a R.
Alors Q contient un élément de carré —1 qui ne peut étre hermitien car non
positif, donc £ est non trivial. Si Q ~ C, £ est la conjugaison et ® (identité ou
conjugaison) fixe chaque élément de Q¢. Enfin si Q ~ H, ¢ est conjugué & la
conjugaison (anti-automorphisme involutif) et dimg Q¢ = 1; mais Q¢ contient
les homothéties centrales, c’est donc le centre de 2 et il est fixe point par point
par .

Réciproquement, soit L un sous-module de N. Alors la projection P, com-
mute avec 7K, i.e. L est stable par 7K.

2) L’espace tangent T7%; est réduit & {0} si et seulement si tout élément
de Hy,, (k)N L (k™) commute avec 7K. L’assertion 2) est donc conséquence de
lassertion 1). O

THEOREME 2 (critére de non dégénérescence). — Soit p : I — G N GL,,(0)
et soit A€ VY.

1) On suppose que M+ est totalement stable par TK (ou de facon équiva-
lente que le p¥-module Mj(" est totalement stable par TFY A). Alors A est non
dégénéré pour uP.

2) Si A est eutactique pour pP, alors M+ = M*v (i.e. M+ est stable par
TK) et A est non dégénéré si et seulement si M+ est totalement stable par TK .

Preuve. — 1) Soit X € T73; nulle sur M. Comme X est hermitienne, X
laisse stable le ¢-module M+ donc (lemme 2.15, 1) commute avec 7K. De plus
X € ker(¥x +1d), ce qui entraine X = 0 et on conclut que A est non dégénéré
(proposition 2.3).
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2) Pour établir M+ = M**, on peut supposer p triviale (lemme 2.8) et il
suffit de voir que M=* est inclus dans M. Dans le cas contraire, la relation

S Xar = Xofu) = [(t) — bl )] (4 e B
montre qu’il existe un vecteur de la forme X, semi-positif, ce qui est absurde
(lemme 1.1, 2).

Supposons de plus que A est non dégénéré dans Vﬁ - S0it N un sous-
module de M'. Alors Py commute avec ¢ ainsi que Y (Pn), autrement
dit m(Pn) € T1E;. Comme M est stable par 7K, m(Py) s’annule sur M,
donc m,(Py) = 0 et N est stable par 7K. O

REMARQUE 2.13. — La condition suffisante de non dégénérescence 1) est va-
lable méme si b n’est pas réflexive (on n’utilise pas le fait que ¥k est involutive).

Pour avoir des informations plus fines on est amené a faire des hypotheses sur
la représentation p. Nous dirons que p : II — GL,, (k) est diagonalisable si elle
est somme directe de représentations de dimension 1 agissant par homothéties
centrales. Dans ce cas p se factorise par un groupe d’exposant 2 si k = R ou H
(conjuguer a une représentation unitaire) et par un groupe abélien si k = C.
Inversement, il est clair que toute représentation dans GL,, (k) d’un groupe fini
abélien II, d’exposant 2 si kK = R ou H, est diagonalisable. Les composants
isotypiques des II-modules N sont du type « sous-espaces propres » :

(2.20) Ey={u€ N; 7 u=ux(n), Vr €11},

ol x est un caractere de Il a valeurs dans le centre de k. Bien qu’étant assez
particulieres, les représentations diagonalisables permettent de traiter des cas
intéressants et significatifs, comme 'invariant de Bergé-Martinet (§ 2.10).

REMARQUE 2.14. — Si p est diagonalisable, un sous-module IV est totalement
stable par 7K si et seulement si 7K stabilise tout composant isotypique E de N
en y induisant une homothétie centrale si dimg E > 2. En effet les composants
isotypiques de N sont ici de la forme (2.20) et toutes leurs droites sont des
sous-modules.

COROLLAIRE 2.16 (cas diagonalisable). — Soit p comme dans le théoréme2
avec 11 abélien et supposé d’exposant 2 si k = R ou H, et soit n, le nombre
de composants isotypiques de p. On note ay, la dimension mazimale d’un sous-
espace anisotrope, i.e. sans vecteurs isotropes, pour b.

Soit A € Vﬁb eutactique et non dégénéré pour uP (par ezemple parfait et
eutactique). Alors les composants isotypiques de M+ (resp. de Mj{A) sont ani-
sotropes pour b (resp. pour f) et on a linégalité

dimp M+ < npap < ||ap.
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En particulier, si b est symplectique (k =R ou C) les vecteurs minimauz de A
engendrent k™, et si b est symétrique sur C ou antihermitienne sur H, on a
codimp M < n, < [II|.

Preuve. — Soit u € M+ dans un composant isotypique. D’apres le théoreme 2,
2) et la remarque 2.14, il existe a,, € k de module 1 tel que 7Ku = uay,,
d’ott b(u, u) = |u|?ay,. Les composants isotypiques de M+ sont donc de dimen-
sion majorée par a; et leur nombre n, est au plus égal au nombre de caracteres
« centraux » de II, c’est-a-dire |II|. Dans le cas symplectique on a a, = 0. Si b
est symétrique sur C ou antihermitienne sur H il est facile de voir que tout plan
possede des vecteurs isotropes, donc ap = 1. O

EXEMPLE 2.15. — 1l se peut effectivement que M soit de grande codimension.
Dans RP @ R? (p = 8k, k > 1 et ¢ > 1) prenons K = I, , (forme de signature
(p, q) usuelle) et considérons le réseau orthogonal impair A = Ef @ Z4. Alors A
est eutactique car les gradients des vecteurs minimaux sont tous nuls, M = R?
et A est non dégénéré (théoréme 2, 1). Noter que si ¢ = 1, il n’y a qu’un seul
couple de vecteurs minimaux et A est un minimum local strict de p parmi les
réseaux orthogonaux de méme type (proposition 1.6, 2a).

Pour tout module semi-simple M, on note 7); ’ensemble des types qui ap-
paraissent dans M et P ser,, Ms la décomposition de M en composants iso-

typiques.

THEOREME 3 (rang des vecteurs minimaux pour les points parfaits)

Soit p: 11 - GNGL,,(O) et soit A € Vﬁb un point parfait pour pP.

1) Posons N = M+n M=+, Alors le sous-module @ g7, k& est totalement
stable par TK.

2) Dans le cas hermitien compleze (k = C, T = id), symplectique réel ou
antihermitien sur H (k =R ou H, k = —1), et si p est a valeurs dans U7 (O),
onaN=M=Mb.

3) Si p est isotypique (par exemple triviale) et V]fjb non réduite a un point,

on a N = {0}, donc dimypy M > %m et méme M = k™ sous les hypothéses
du 2).

Preuve. — 1) Posons E = M+, F = M~ et notons T l’ensemble des vecteurs
minimaux du réseau associé a A par (2.17). La perfection de A entraine que
tout vecteur tangent X € T73}; est combinaison R-linéaire des X, donc des X
(t € T). Mais X; s’annule sur N et on a PgX;Pr = PrX;Pr = 0. Par suite

(2.21) XPy=0 et PgXPp=PpXPp=0 (XeTi).

Soit S un sous-module simple de N, et soit L un sous-module de k™ isomorphe
4 S. Si L n’est pas inclus dans S+, 'application P Ps induit un isomorphisme
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de Ssur L;ona P, Ps = Pyxp Ps d’apres (2.21), d’ou 7K L = L. Par continuité
de 7K, tout sous-module de k™ isomorphe & S est stable par 7K.

2) Dans les cas considérés, il existe § € k central tel que K2 = —§21. On
observe alors que la matrice Xy = dK*Y + §*Y K appartient a 1T7%;, pour
tout Y € Hp,(k) N L (k™) (on rappelle que ¢ est ici & valeurs dans Uy (k)).
D’aprés (2.21), on a P Xy Py = 0 ot W = M N M**. En prenant Y = Py,
et sachant que KW est un sous-espace de £ = M~ disjoint de W, on voit que
W = {0}. En utilisant encore (2.21) avec X = Pg — Pr on obtient que Pg
et Pp commutent, de sorte que F' =W @& N, ce qui achéve la preuve de 2).

3) Si N n’est pas nul, alors k™ est totalement stable par 7K d’apres 1)

et V', est réduite & un point (lemme 2.15, 2). O
COROLLAIRE 2.17 (cas diagonalisable). — Sous les hypothéses du corol-
laire2.16 (p diagonalisable), on a

1
(2.22) dimg M > c(m — nyap) > c(m — |H|ab) ol ¢ = 3

pour tout point parfait pour p” dans Vﬁb. Si de plus f et p vérifient les
hypothéses de lassertion 2) du théoréme3, les inégalités (2.22) sont vraies
avec ¢ = 1.

Preuve. — On majore la dimension du sous-module M+ N M+* comme dans
la preuve du corollaire 2.16. O

COROLLAIRE 2.18. — Dans le cas symplectique réel ou complexe, supposons
que tous les types de p sur k sont de dimension impaire. Soit A € Vﬁb un point
eutactique non dégénéré ou parfait pour P (on suppose de plus p symplectique
si A est parfait). Alors les vecteurs minimauz de A engendrent k™.

Preuve. — Tout sous-espace de k" invariant par I’application semi-linéaire 7 K
(r = o si k = C) est de dimension paire. On a donc M+ = {0} (théoréme 2, 2)
et théoreme 3, 1), 2)). O

REMARQUE 2.16. — Tous les énoncés précédents sont indépendants du théo-
reme de Voronoi, qui d’ailleurs n’est pas toujours vérifié, méme dans les
meilleurs cas (voir remarque 2.7).

2.9. Finitude des classes minimales pour les réseaux autoduaux. —
Soit b comme au §2.7 et soit Vy, 'espace des réseaux b-autoduaux marqués
de type f (définition 2.2). On sait par un argument topologique que les classes
minimales non isotropes de Vy; sont en nombre fini modulo SU%(O) (proposi-
tion 2.13, 2). Dans le cas réflexif, et pour certains réseaux autoduaux, une étude
algébrique des classes isotropes permet de compléter ce résultat.
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THEOREME 4. — On suppose que le corps de base est k = R ou C, et que b est
soit hermitienne, soit bilinéaire symétrique ou antisymétrique. Alors les classes
minimales de Vi, pour p sont en nombre fini modulo l'action de SU}(O).

LEMME 2.19. — Soit O = Z ou Z[i], et soit (O™, f) un O-module bilinéaire
symétrique, bilinéaire antisymétrique ou hermitien que l'on suppose régulier
(i.e. le déterminant de f est inversible). Pour tout sous-module V. de O™, on
note Ny le cardinal du sous-groupe de torsion de O™ /V.

1) Soit V' un sous-module totalement isotrope. Alors le sous-groupe des élé-
ments de GL(V) qui se prolongent en un élément de SUf(O) est d’indice fini
(que lon peut borner en fonction de m et Ny ).

2) Soit N > 1. Modulo Uaction de SUf(O), il nexiste qu’un nombre fini de
sous-modules totalement isotropes V. avec Ny < N.

Preuve du théoréme 4. — D’apres la proposition 2.13, 2), il reste & montrer que
les configurations S de vecteurs minimaux (pour les formes de Vy;) qui en-
gendrent un sous-module V(.S) totalement isotrope de (O™, f) sont en nombre
fini modulo SU;(©). Comme les configurations de vecteurs minimaux des ré-
seaux euclidiens ou hermitiens sont en nombre fini modulo GL(O™) (voir [11,
prop. 3.2] pour le cas réel et corollaire 2.6, 2), le cardinal de la torsion Ny est
majoré par un entier ne dépendant que de m. Par le lemme 2.19, 2), les V(5)
sont donc SU s (O)-équivalents & un nombre fini de sous-modules totalement iso-
tropes. Soit V' = V(S) fixé. Les configurations minimales des réseaux euclidiens
ou hermitiens de V®p k (k = R ou C) sont en nombre fini modulo GL(V') (loc.
cit.). Mais d’apres le 1) du lemme 2.19, les configurations GL(V')-équivalentes
se répartissent en un nombre fini de classes sous I'action de SUf(O), d’ott la
finitude.

Preuwve du lemme 2.19. — 1) Pour tout entier N > 1, on note I'y/ (V) le noyau
du morphisme naturel de GL(V') dans GL(V/NV). Par le théoreme de la base
adaptée, on voit que V est inclus dans un sous-module W isotrope, facteur
direct et de méme rang que V. On vérifie alors (en prenant une base adaptée)
que tout élément de T'y (Ny ) se prolonge en un élément de GL(W). On peut
donc supposer que V est facteur direct dans O™.

AFFIRMATION. — Soit k le rang de V. Il existe un sous-ensemble fini M de
matrices diagonales k X k a coefficients dans O, M indépendant de V, et il
existe un sous-module F' de rang 2k contenant V et muni d’une base B dans
laquelle la matrice de [ est de la forme (SI DI), avec D e M ete=—1 si f est
symplectique, € = 1 sinon.

On prouve cet énoncé par récurrence sur k. En effet il existe v € V indivisible
(V est facteur direct) et w € O™ tel que f(v,w) = 1. Posons f(w,w) =2A+r
(division euclidienne). Alors f(w — vA,w — vA\) = r (par exemple on peut
choisir f(w,w) = 0 si f est hermitienne paire). Soit P le plan engendré par v
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etw.OnaV=VNPeVNPL:sizeV,alorsx—vf(z,w) (cas bilinéaire)
ou x —vf(x,w) (cas hermitien) appartient & V N P+.

D’apres 'affirmation, on a O™ = F @ F* et il suffit de prolonger matriciel-
lement (en utilisant la base B) les éléments de GL(V') en isométries de F. La
matrice (é (A,Ol)w) € My, (O) définit une isométrie de F si et seulement si

eCA™ + AC*™ + D = ADA™"

(on rappelle que 7 est la conjugaison dans le cas bilinéaire complexe, I'identité
sinon). Si € = —1 (f symplectique) on a D = 0 et on prend C = 0. Sie =1
et si A représente un élément de I'y/(2) N SL(V), alors C = §[AD — D(A™')*"]
convient (noter que D*” = D).

2) Il revient au méme de prouver la finitude pour l'action de Uz(O).
Comme chaque sous-module contient un nombre fini de sous-modules d’indice
au plus N, on peut se restreindre aux facteurs directs (de rang fixé). Deux
facteurs directs totalement isotropes de méme rang V; (j = 1,2) auxquels
on associe des sous-modules F; et des matrices D; € M (affirmation) seront
Uy (0O)-équivalents deés que Dy = Do et (Fit, f) isométrique a (F5-, f). Clest
donc le cas si f est symplectique (D1 = Dy = 0). Plus généralement, si p et &
sont fixés, il n’existe qu'un nombre fini (& isomorphisme pres) de O-modules bi-
linéaires symétriques ou hermitiens (O, g) avec 0 < |det g| < 4, en particulier
réguliers. C’est bien connu pour le cas réel défini positif, et la méme preuve (par
récurrence sur p) convient dans les autres cas, pourvu que l'on puisse trouver
w € OP avec 0 < |g(w,w)| < Cp 5, out Cp 5 ne dépend que de p et de § (voir par
exemple [29, p. 18]). En réduisant la forme ¢ sur kP, on trouve P € GL,(k)
avec 0 < |det P| < 612 et K € U,(k) tels que g(z,y) = ((Px)™, K Py) (par
exemple K = I pour le cas symétrique complexe). Mais il existe v € OP tel que
|Pv|? < Cp0'/P avec C), = 7, ou 2, (constantes d’Hermite) suivant que k = R
ou k = C. Par suite |g(v,v)| < |Pv|? est petit. Si v est isotrope et indivisible,
on peut choisir w € OP tel que g(v,w) = 1 et 0 < |g(w,w)| < 2 en utilisant
la division euclidienne par 2 (voir la preuve de affirmation). Ce qui acheéve la
preuve du lemme. O

2.10. Interprétation symplectique de ’invariant de Bergé-Martinet
Rappelons (voir [8], [28, ch.1I, §8]) que l'invariant de Bergé-Martinet d’un
réseau réel est défini par

YE LA = [65 L (A)SE L(AM]Y? (1< k <m),

ol §, 1 (A) est la borne inférieure des déterminants de Gram des sous-réseaux de
dimension k de A. La quantité normalisée 7y, , = 6% /(6% . )F/™ est I'invariant
de Rankin [32] ou « k-invariant d’Hermite ». Ces ‘notions ont aussi un sens
pour les réseaux hermitiens complexes ou quaternioniens et on a de méme des
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invariants * , et v/*, (k = C ou H). Comme on ne considére que des sous-
réseaux de méme nature que A, il y a des relations évidentes quand on passe a

un sous-corps, par exemple pour A complexe on a [55, (A)]* > 85, 5. (Ar).

Commengons par donner une description symplectique de l'invariant de
Bergé-Martinet classique ' = 7451. Bien qu’évidente, elle permettra d’appli-
quer les résultats du §2.8. On note H.! (k) le cone des matrices hermitiennes
définies positives (k = R, C ou H). Les réseauz symplectiques (réels) sont les
réseaux autoduaux pour une forme bilinéaire symplectique, qui peut toujours
étre ramenée & w(z,y) = z'Jy, (z,y € R™) avec J,,, définie par (2.13). Il n’y
a qu'un seul type F' = J,,. L’espace des réseaux symplectiques marqués est
donc (proposition 2.9, 2)

G ={Ac P} AT, A=J,}

Soit p la représentation de Z/27Z dans MSp,,,,(Z) définie par p(1) = (ém—l,,?) qui

change le signe de w. Le lieu invariant &7, est paramétré par le cone Hf (R) :

Sh, ={ra; Ac H(R)}, on TA:(A 0 )

0 A !
Naturellement, le groupe des matrices ((I;(Pto),l) o P € GLgy, (R) est d’indice

fini dans le commutant MSp),  (R). L’étude de 7’ est ramenée a celle de
sur &7, . En effet on a

(1) = min (8, 1 (A), 1 (A7) <(4)

pour tout A € H(R), avec égalité si et seulement si A appartient & 'en-
semble AY, | des points tels que &%, | (A) = oy, ;(A™"). Comme les deux facteurs
de R*™ = R™ @ R™ sont totalement isotropes pour w, tout point de &, fai-
blement eutactique (par exemple extréme ou parfait) pour p est de la forme T4
avec A € Aﬁ,l (théoréme 1, 1). Par ailleurs, il y a clairement bijection entre les
points 74 extrémes pour p dans &7, et les points A € A]}fm extrémes pour ~'.

PROPOSITION 2.20. — Un point 74 (A € A, ) est parfait pour p dans &5,
si et seulement si le couple (A, A™1) est parfait au sens de [28, ch. IX, déf. 6.2]
(voir aussi [7]).

Preuve. — On se rameéne au point I = I,,, en posant A = PP' (P € GL,,,(R)).
Soit T' (resp. T*) ensemble des vecteurs minimaux de A = P*Z™ (resp. de A*).
La perfection de 74 (A € A}, ;) s’exprime avec les gradients des fonctions lon-
gueur dans I'espace des parametres H,! (R) (au point I, pour la métrique (., .)r)
par le fait que (vul)y,er U (—vvt)yer+ engendre affinement H,,(R). Le couple
(A, A7) est parfait si pour tout (ug,vo) € T x T*, le rang (vectoriel) de la
famille (uu' — uouf)uer U (00! — vv§)ver~ vaut m(m+ 1) — 1. En observant
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que les familles de points (uuf)yer et (—vvt),er- sont situées dans deux hy-
perplans affines paralleles et distincts (ici orthogonaux & I), 'équivalence des
deux conditions est un exercice élémentaire. O

REMARQUE 2.17. — La construction analogue avec les réseaux symplectiques
complexes n'est pas reliée & /5 |, mais & 05, 1 (A)d5, | (A*).

NOTE 2.18. — Soit F = (uu')yer U (—vvt)yer+ comme dans la preuve de la
proposition 2.20. Le réseau A est « dual-parfait » (voir [8]) si F engendre vec-
toriellement H,,(R), tandis que (proposition 2.20) le couple (A, A*) est parfait
si F engendre affinement H,,(R). La « duale-eutaxie » (voir [8]) correspond
bien au fait que F est eutactique (définition 1.1). Evidemment dans ce cas, et
méme pour F faiblement eutactique, rang affine et rang vectoriel coincident,
donc A dual-parfait équivaut & (A, A*) parfait. Le théoréme de Voronoi pour v/,
établi dans [8], peut donc étre énoncé avec 'une ou lautre notion (voir [7]).
D’apres la proposition 1.8, tout couple parfait est « quasi-parfait » (voir [28,
ch. IX, déf. 6.4]).

On obtient (théoremel, 2b) et corollaire2.12, 2) la finitude et 1'algébri-
cité des couples parfaits [7, théoreme 3.3], mais aussi celles des réseaux dual-
eutactiques non dégénérés (théoreme 1, 2¢). Pour ces réseaux, on voit que T
et T* engendrent R?™ (corollaire 2.16), propriété connue pour les réseaux dual-
extrémes (voir [28, ch. III, prop. 8.2]).

Les considérations précédentes indiquent une approche naturelle pour I’étude
de vk pour k =R ou C et 1 < k < m. Posons

v K(A) = min(@’fm,k(!‘l)a 551,1@(14_1)) (A e H)(k)),

m

avec 6F, 1 (A) = 6F, ,(P*O™) si A = PP* (P € GLy,(k)). Soit M ,(O) l'en-
semble des matrices de rang k de My, ,(O). Comme pour k = R (voir [5,
§2.6)), 57’%7 . est associé au systéme de fonctions longueur définies sur H} (k)
par fy(A) = det(U*AU) et paramétrées par U € M, ,(O) (ou plutot si
U= (u1,...,u) par ug A -+ Auy # 0 € AF(O™) pour avoir la finitude locale
des « petites longueurs »). Posons £y v (A) = fu(A)+ fv(A™!) pour A € H,! (k)
et U,V € M . (0), et

Crui = {(UV) € (M4 (0)): U = 0ouV =0},

ensemble stable par l'action a droite de GL,,(O) sur (M;l’k((’)))Q, i.e.
(U,V)-P = (P*U,P~'V). Alors u,’fl,k est défini par le systéeme de fonctions

longueur (ZU,V)(U,V)eCm,k'
PROPOSITION 2.21. — Soit AF, | = {A e Hf (k); 6k ,(A) =&k (A~1)}.

1) Tout point A faiblement eutactique pour v*

m.k appartient a Afn’k,
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2) 1l y a bijection entre les points extrémes (resp. strictement extrémes)
pour V,lfl’k et les points A € A%k extrémes (resp. strictement extrémes dans

k 'k
Am,k) pour Y, ..

Preuve. — 1) Soit U € M, (k) et soit Py = UU*U)~1U* la matrice de
la projection orthogonale sur le sous-espace de k™ engendré par les colonnes
U1, ..., ux de U (Py ne dépend que de u1 A---Auy). Le gradient de fiy au point
I pour {.,.); est donné par

V fu(I) = det(U*U)Py.

On prouve alors Passertion par ’absurde a partir du lemme 1.1, 4) en effectuant
une variation au point I dans la direction de I (ce qui correspond & une variation
radiale au point A).

2) Ona vk, (A) <~F . (A) avec égalité si et seulement si A € A¥, . Sachant

que %, est déterminé par ses valeurs sur A ; et que les points extrémes
de v® | sont situés sur A* , d’apres 1), on en déduit facilement le résultat. [

Par conséquent, 1’étude des points "/;T’f’ p-extrémes équivaut a celle des points
vk -extrémes. On conviendra de dire qu'un réseau A avec 0%, , (A) = 0% | (A*)
est/parfait (resp. eutactique, semi-eutactique, faiblement eutactique) pou}“ ’y,’?’,f_k
s’il l’est pour V,lfl, - Ces notions s’explicitent avec la définition 1.1 appliquée a la
famille (Py)verU(—Pv)ver~ du R-espace vectoriel H,,(k), ou T (resp. T™) re-
présente ’ensemble des sous-réseaux de déterminant minimal de A (resp. de A*).
Le résultat suivant répond au probléme 6.10 de [28], p. 310, posé pour k = R.

THEOREME 5 (condition (C) pour Vﬁlk) — L’invariant Vf%k (k = R ou C,
0 < k < m) satisfait la condition (C) de [5, § 2.2], donc le théoréme de Voronoi.
Par conséquent, l'invariant "/;r’f’k défini sur le projectifié du cone H (k) vérifie

le théoréme de Voronoi (avec les définitions ci-dessus).

Preuve. — On se ramene au point I par Paction de GL,, (k). Soit a un réel
positif et soit 7' un sous-ensemble fini de M , (k) tel que det(U*U) = a
pour tout U € T. Soient T+ et T~ deux parties disjointes de T telles que
T=TYUT™;onpose UT = (U,0) pour U € TT et U~ = (0,U) pour U € T".
Soit X € H,, (k) orthogonal & Py (i.e. Tr(X Py) = 0) pour tout U € T'. Consi-
dérons enfin la courbe c(t) = exp(tX + 3t?Y) avec Y € H,,(k) & déterminer
et posons ahy«(t) = lye o c(t) = fu o exple(tX + 2t2Y)] (e = +). En dévelop-
pant det(/ + M) suivant les fonctions symétriques des valeurs propres de M
(hermitienne) et en exprimant celles-ci avec les traces des puissances de M, on
calcule les dérivées successives de hye en t =0 :

7e(0) =0, A} (0)=eTr(PyY) + Tr(PyX?) — Tr(PyX)2
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Pour toute matrice hermitienne Z, on a I'inégalité
(2.23) Tr(PyZ)* < Tr(Py Z?),

avec égalité si et seulement si Z commute avec Py. Notons T 'ensemble des
U €T tels que XPy = PyX. Alors pour U € T on a

hP0) =0, n(0)=3[Tr(PyY?) = Tr(PyY)? + (Tr PyY)?].

Soit E le sous-espace des Y € H,, (k) tel que Tr(PyY) = 0 pour tout U € Tp.
Les matrices Y € E qui commutent & Py (U fixé dans Tj) forment un sous-
espace strict de E (voir la preuve de la proposition 2.8 de [5]). Par suite il
existe Y € E tel que Y Py # PyY pour tout U € Ty, de sorte que si Y est assez
petit, on a hf.(0) > 0 pour U € T'\ Ty, h%.(0) = h{P(0) = 0 et A2 (0) > 0
pour U € Ty, ce qui prouve la condition (C). O

2.11. Invariant d’Hermite-Humbert. — L’étude de I'invariant d’Hermite-
Humbert py, associé & un corps de nombre a été abordée dans [25, 3, 19] avec
les méthodes traditionnelles de la théorie des réseaux. Nous analysons ici ur,
dans le cadre des systoles généralisées et nous donnons quelques propriétés
additionnelles de cet invariant (condition (C'), finitude des points eutactiques
non dégénérés).

Soit L un corps de nombre de degré m et soit O I'anneau de ses entiers.
Le plongement canonique o de L dans R” x C*® (r 4+ 2s = m) sera noté o(z) =
(x(k))lgkgr_l,_s (x € L). Pour n > 1, considérons l'espace des formes de Humbert

Por = (Py)" % (Py)°

(cette notation est légerement différente de celle de [3, 19]) et posons

r+s
A)= inf Ag{u® s A= (Ay,... Ay €P,
,UL( ) ueé%\{o}kl;[l k{u’ } ’ ( 1, ) +) ,Ls

avec dp = 1 (resp. d = 2) si k < r (resp. k > r). Il est clair que py, est
invariant par GL,(OL) agissant diagonalement sur P, ; via les plongements
de L dans C. Soient A € P, et A > 0 fixés. Modulo multiplication par
les unités de Op, il n’existe qu’un nombre fini de vecteurs u € O} tels que
Fu(A) = [Ti55 Ap{u®)}d < X (voir [25, p. 17], preuve du lemme 1). Comme
de plus les gradients (2.24) de log f,, sur P, 1 ont une norme constante, on en
déduit que py, est une systole généralisée (voir remarque 1.1).

PROPOSITION 2.22 (condition (C) pour l'invariant d’Hermite-Humbert)

1) Les notions de perfection et d’eutaxie pour les formes de Humbert intro-
duites dans [19] coincident avec perfection et eutazie pour uy au sens de la
définition 1.2.

2) L’invariant pr, vérifie la condition (C). En particulier, on a un théoréme
de Voronoi pour ur, (voir [19, théoréeme 3.5]).
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Preuve. — 1) On peut remplacer py, par log iy, (remarque 1.2, 2) qui est défini
par des fonctions de la forme

éU(A) = Z dk 1og Ak{uk}
1<k<r+s
ot A = (Ar)gy € Pop et U = (ug)r € R” x C°\ A avec A défini par
[1; lug| = 0. D’apres (2.10), le gradient de ¢y pour la métrique riemannienne
produit sur P, est donné par

(224) VZU(A) AkukukAk Cyl”];Ak)

(Ak{uk}
Noter que |Vl (A)]|?2 = (1—1/n)(r+4s). Soit S4 un systeéme fini de représen-
tants des vecteurs minimaux de A pour ur. Alors A est eutactique s’il existe
des réels p, > 0 (u € Sa) tels que . g, PuVesu)(A) =0, ie.

1<k<rts

pour tout k =1,...,r + s (définition 2.3 de [19]).

L’action diagonale du groupe G™* = SL,(R)" x SL,(C)® sur P,  permet
d’écrire A = P -1 avec P = (Py) € G™® et I = (I,)),. Alors A est parfaite si et
seulement si le rang affine de (P! V/y(,)(A))ues, est maximal dans T7 P, .
Cela revient a dire que

((dkP,:u(k)u(k)*Pk/Ak{u(k)})k)

ueSa

engendre vectoriellement TP, 1 @ R(diIy,); (voir [5, p.106], preuve de la
proposition 2.5), ou encore que le rang vectoriel de ((u®u®)*);),cq, vaut
dimg P, 1, + 1 (définition 2.2, 3) de [19]).

2) Comme G™° est transitif sur P, r, il suffit d’établir la condition (C)
au point A = I pour les longueurs ¢y avec U € R™ x C* \ A. Soient a € R,
X € T1P, 1, non nul et T un sous-ensemble fini de R” x C*\ A tel que ¢y (I) = «
et dly(I)- X = 0 pour tout U € T. Posons fy(t) = ly o exp(tX + 3t*Y)
ouY € T7P, 1 est a déterminer. Pour U € T on a

=0, g0 =Yl () - ()]

Si Z est hermitienne et si v € C", on a (Z{v})? < Z2?{v} avec égalité si et
seulement si v est vecteur propre de Z (voir (2.23)). Soit Ty I'ensemble des
U € T tels que pour tout k =1,...,r + s, ug est vecteur propre de Xj. Alors

o= s =sSape() - (s{)] wen.
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Il suffit pour conclure de trouver Y = (Y)r € TP, 1 tel que Yi{ur} = 0 et

Yiugr # 0 pour tout k = 1,...,7r + s et tout U = (ug)r € Tp. En effet si YV

est assez petit, on aura f{;(0) > 0 pour U € T\ Ty et f{;(0) = [(]3)(0) =0,
[54)(0) > 0 pour U € Ty, d’ott la condition (C).

Pour k fixé, notons Ej, ..., E™ les sous-espaces propres de Xj (qui
contiennent les uy pour tout U = (ug)r € Tp) et ey, ...,e, une base ortho-
gonale de vecteurs propres de Xj. Remarquer que my > 2 car Tr X3 = 0.
Etant donnée une forme linéaire a; € (E})* non nulle sur les u, € Ej
(j =1,...,mp — 1), on pose Y& = «j(x)e, pour = € Ei et 1 < j < my
(il faut bien str compléter simultanément Yj pour la rendre hermitienne).
Sid = dim E}"* = 1, alors Y, convient. Si d > 2, on considére F = e;- N E;"™ et
on prend 8 € F* non nulle sur les ug, € F (s’il en existe). On termine en posant
Yix = B(x)en—q (xz € F'), puis en complétant par symétrie hermitienne. O

Soit € > 0. On sait d’apres [25, prop. 2] que 'ensemble [¢,00[ N pr(Pa,r)
est recouvert par I'image d'un compact de GL,,(Op)\G"™*, donc (ce qui est
équivalent) par I'image d’un compact de GL,,(Op)\P,,. On peut formuler un
résultat plus précis (comparer avec [25]).

PROPOSITION 2.23 (« critére de Mahler » pour les formes de Humbert)
L’inégalité py, > € > 0 définit un ensemble compact de GL,(Op)\ Py, L.

Preuve. — D’apres la réduction de Humbert (voir [25, p. 15]), toute A € P, 1,
est GL,(Or)-équivalente a une forme N - D avec N = (Ni), ou N est uni-
potente triangulaire supérieure, D = (D) ou Dy = (5f ti)i’j est diagonale
(], réels > 0), les modules des coefficients des Nj et les rapports t],/t1t"
(I1<k<r+4+setl<j<n-—1)étant majorés par une constante ne dépen-
dant que de L et de n. Comme det Dy = 1, on voit que (t1)" = H;-ZZQ t,lc/ti

est majoré par une constante c. Par ailleurs soit v = (1,0,...,0)*. Alors
1, Nk - Dp{u} = 1. th > € dou t, > ec==Y/"). Par suite chaque ¢ est
minoré, donc majoré puisque det Dy, = 1, ce qui acheve la preuve. O

Nous étudions maintenant la dégénérescence des formes de Humbert pour
la métrique riemannienne de P, . Reprenons les notations de la preuve de la
proposition 2.22, 1). Soient A € P,, 1, X € TaP,  nonnulet U € R" x C°\ A.
Posons gy (t) = Ly (Aexp(tA~!)). Le hessien de £y est donné par g/;(0) :

r+s
Hiy(A) - (X, X) =Y di A {Xpur} Ar{un} — (X{un}/Ar{ur})?].
k=1

En écrivant Ay, = P, P} on voit & partir de I'inégalité (Z{v})? < Z2{v} (Z her-
mitienne) que g;;(0) > 0, avec égalité si et seulement si uy, est vecteur propre
de A,;le pour tout k (noter que A,;le est diagonalisable avec des sous-
espaces propres Ag-orthogonaux). La fonction ¢y est donc conveze. On vérifie
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également que la condition gy constante équivaut a g;;(0) = ¢{;(0) = 0. En
particulier, X est une « direction dégénérée » pour A si et seulement s’il existe
des scalaires \F tels que
r+s
(2.25) A Xu® = Nu® et Y dpMy=0 (1<k<r+s, ueSa)
k=1

Par exemple la forme Ay = I de [19] (L = Q(V/d), d > 0 et n = 2) est
dégénérée (et eutactique).

PROPOSITION 2.24. — 1) Soit A une forme de Humbert faiblement eutactique
ou non dégénérée. Alors Sa engendre L™ et on a pur(A) > 1.

2) Modulo GL,(OpL), il n'existe qu’un nombre fini de classes minimales
de P, 1 contenant une forme faiblement eutactique ou non dégénérée.

3) Les formes de Humbert parfaites ou eutactiques non dégénérées sont en
nombre fini modulo GL,,(OL) et leurs coefficients sont algébriques sur Q.

Preuve. — 1) Observons d’abord que la dimension du sous-espace M de R™
ou C" engendré par les conjugués (u¥)),cs, est indépendante de k et vaut le
rang de Sy dans L™. Dans les deux cas considérés, cette dimension est maxi-
male. En effet si A est faiblement eutactique, la forme A; ' (hermitienne > 0)
est combinaison linéaire des (u®u®*),cq, (voir (2.24)), ce qui implique
M = {0}. D’autre part, si dim My = n — p < n, on choisit des scalaires (\y)
non nuls tels que Zk di A = 0, puis on définit X € T4 P, 1 par Xpx = A\ Arz
(x € My) et Xpx = (1 —n/p)A\eArz (x € MiL). 1l est clair que X est une
direction dégénérée pour A (voir (2.25)).

La relation pp(A) > 1 résulte de l'inégalité de Hadamard. Soit uq,...,u,
un systeéme de rang n extrait de Sa et soit M = (uq,...,u,) la matrice des
coordonnées des u; (M € M,(Or) et det M # 0). Le déterminant de Gram

pour Ay des conjugués ugk), e ,u;k) dans R™ ou C™ vaut
det(M®* 4, M®) = |(det M)®) |

et il est majoré par H?Zl Ak{ugk)}. Par suite, on peut conclure grace a 'inéga-
lité

r+s

[T et a)® PP < [pu(4))"

k=1
dont le premier membre est un entier naturel non nul.

2) D’apres 1), toute classe d’équivalence minimale contenant un point fai-
blement eutactique ou non dégénéré rencontre I’ensemble compact défini par
pr > 1 dans GL,,(Or)\ Py, (proposition 2.23), d’ou la finitude de ces classes.

3) Soit S une partie finie de O \ {0}. Il est clair que le sous-ensemble Cs
de P, défini par I'égalité des longueurs (£,(,))ues est algébrique défini sur Q.
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Il en est de méme pour ’ensemble Rfr des A € P, 1 pour lesquelles le rang
de (Vly(u)(A))ues est inférieur ou égal & r (voir (2.24)). On a donc I'algébri-
cité des formes parfaites ou eutactiques non dégénérées (proposition 1.8, 1.9 et
lemme 1.11). Les assertions de finitude résultent de 2) car dans chaque classe
minimale, il y a finitude des formes parfaites (proposition 1.8 et lemme 1.11)
et unicité d’une éventuelle forme eutactique non dégénérée (proposition 1.6,
assertion 2). O

NoOTE 2.19. — Finitude et algébricité des formes de Humbert parfaites sont
établies dans [19, §4].

2.12. Systole des surfaces de Riemann. — Soit 3, la surface topologique
orientable fermée de genre g > 2 et soit C, I’ensemble des classes de conjugaison
non triviales de son groupe fondamental II;(X,). L’espace de Teichmiiller 7,
associé est muni des fonctions longueur géodésiques ({.)yec, qui sont analy-
tiques. Localement sur 7, il n’y a qu’un nombre fini de £, pouvant prendre une
valeur petite (voir [2]). La systole (X ) de X € 7, est par définition la longueur
minimale d’une géodésique fermée. C’est une fonction invariante sous ’action
du groupe modulaire de Teichmiiller Mod, et on a les notions de surface de
Riemann parfaite, eutactique, ... pour o (définition 1.2). Comme les £, sont
strictement convexes pour la métrique de Weil-Petersson (voir [38]), tous les
points sont non dégénérés et on a automatiquement un théoreme de Voronoi.
En outre toute classe minimale contient au plus une surface semi-eutactique,
par exemple extréme (proposition 1.6, 1). Une premiére caractérisation des sur-
faces de Riemann extrémes ainsi que la finitude de ces surfaces modulo Mod,
ont été établies dans [33] (voir aussi [5, § 2.3]). En fait les surfaces parfaites ou
semi-eutactiques sont déja en nombre fini (théoréme 6, 2).

La forme d’intersection sur H1(Xg4,Z) nous permet de définir une notion
d’isotropie : X € 7, sera dite isotrope si ses systoles (géodésiques fermées de
longueur minimale) engendrent un sous-espace totalement isotrope pour l'inter-
section, i.e. sont disjointes deux a deux (rappelons que deux systoles ont au plus
un point commun). Par le lemme du collier (voir [15]), la systole d’une surface
non isotrope admet la minoration sinh(10(X)) > 1. On en déduit par compa-
cité (voir la preuve du théoreéme 6, 2) que l’ensemble des classes minimales non
isotropes est fini modulo Mod,.

THEOREME 6 (finitude et « algébricité » des surfaces parfaites ou eutactiques)

1) Toute surface de Riemann faiblement eutactique est non isotrope.

2) Modulo l’action de Modyg, il n’existe dans T, qu’un nombre fini de surfaces
de Riemann parfaites ou semi-eutactiques pour la systole.

3) Si X € 1, est parfaite ou eutactique, alors les longueurs des géodésiques
fermées de X (et en particulier sa systole) sont des logarithmes de nombres
algébriques sur Q.
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Preuve. — 1) Pour X parfaite, on a mieux : toute systole doit couper une autre
systole. Sinon on pourrait déformer X (par un « twist » de Fenchel-Nielsen) dans
sa classe minimale en contradiction avec la proposition 1.8. Plus généralement
soit X faiblement eutactique et isotrope de systole oy. En incluant ’ensemble
S(X) des systoles de X dans un systéme maximal de courbes simples fermées,
on peut découper X en pantalons et obtenir une variation X; de X = X telle
que ¢4 (X;) = exp(t)og pour tout v € S(X). Cela contredit le lemme 1.1, 4).

2) On a ici un analogue du critére de compacité de Mahler : pour tout « > 0
Pensemble des surfaces X telles que o(X) > « est compact dans ’espace
des modules Mod,\7, (voir [30]). Par conséquent, modulo I’action de Mod,,
il n’existe qu'un nombre fini de classes minimales qui rencontrent l’en-
semble o > o dans 7,;. D’out la finitude des classes non isotropes, et celle des
surfaces semi-eutactiques (proposition 1.6, 1), unicité). La finitude des surfaces
parfaites découlera des propriétés algébriques établies au 3).

3) Rappelons que 7 est aussi I'espace des représentations p de II; (¥,) dans
SL2(R) considérées a conjugaison pres. Longueurs géodésiques et traces sont
reliées par la formule

4cosh?(304(p)) = T’ p(y) (v € Cy).

On sait qu’il existe v1, ..., vv (N = N(g)) tels que les traces associées donnent
un homéomorphisme de 7, sur une composante connexe d’une sous-variété al-
gébrique réelle de RY définie par des équations & coefficients entiers (voir [23]
et [36]), et tels que chaque trace Tr p(7y) (v fixé) soit un polynéme a coefficients
entiers en les coordonnées de RY | i.e. les traces « de base » (voir aussi [24]).
Il est clair que la nature des points particuliers (parfaits, eutactiques, ...) est
inchangée quand on compose au but les fonctions longueurs par un méme C!-
difféomorphisme croissant. On peut donc prendre les ¢ (p) = Tr* p(7) (v € Cy)
comme fonctions longueur. Les relations d’égalité entre les t, correspondent
4 des sous-ensembles algébriques de RY définis sur Z; par suite, si S est
une partie finie de Cg4, la classe minimale Cs ne contient qu'un nombre fini
de surfaces parfaites et leurs coordonnées sont algébriques (proposition 1.8 et
lemme 1.11). La finitude des surfaces parfaites (modulo Mod,) résulte alors de
celle des classes minimales non isotropes. Enfin, en procédant comme dans la
preuve du corollaire 1.12, 2), on voit que la condition rang(dt|7y) es < r est
donnée par des équations polynomiales & coefficients entiers. Par conséquent
(proposition 1.9 et lemme 1.11), les surfaces eutactiques sont a coordonnées
algébriques. O

REMARQUES 2.20. — 1) Les assertions 1) et 3) du théoréme 6 sont valables
avec la méme preuve pour o/t = inf, e €4 ot H est une partie non vide de C,
invariante par Modg, par exemple pour la systole homologique (H est ’ensemble
des v € C4 non nulles en homologie).
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2) 11 est montré dans [2] que la systole est une fonction de Morse topologique
sur 7, dont les points critiques sont les surfaces eutactiques, ce qui permet aussi
d’établir la finitude de ces surfaces (voir [2, § 6.3]).

On ne connalt qu'un petit nombre de surfaces de Riemann fermées par-
faites (voir [16, 21, 33, 34, 35]). En revanche, il est plus facile de trouver des
surfaces eutactiques. Par exemple toute surface « triangulaire » (i.e. dont le
groupe d’automorphismes est le quotient d’un groupe triangulaire de réflexions
hyperboliques) est eutactique comme point fixe isolé d’un sous-groupe de Mod,,
(corollaire 1.3). D’autres surfaces eutactiques sont données dans [17].
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