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PERTE DE REGULARITE POUR LES EQUATIONS
D’ONDES SUR-CRITIQUES

PAR GILLES LEBEAU

RESUME. — On prouve que le probleme de Cauchy local pour I’équation d’onde
sur-critique dans R%, Ou + uP = 0, p impair, avec d > 3 et p > (d + 2)/(d — 2), est
mal posé dans H? pour tout o € ]1,0¢it[, o0 ocrit = d/2 — 2/(p — 1) est exposant
critique.

ABSTRACT (Loss of regularity for super critical wave equations). — We prove that
the local Cauchy problem for the supercritical wave equation in R?, Ou+uP = 0, with
d>3,p>3andp> (d+2)/(d—2), is ill-posed in H? for every o € ]1,0.[, where
oc=d/2 —2/(p—1) is the critical exponent.

1. Introduction et résultats

On s’intéresse au probleme de Cauchy local pour ’équation des ondes non
linéaire dans R?, avec d > 3 et p entier impair,

(1.1) (07 — Ag)u+uP =0,

(1.2) u(0,2) =uo(z), Owu(0,z)) = ui(x).
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146 LEBEAU (G.)
Les solutions de I’équation (1.1) vérifient formellement la conservation de 1’éner-
gie

(1.3) E( >—/1(Ia 2+ v |2)+”p+1d
. u) = 5 LU U 1 xX.

Le probleme de Cauchy le plus naturel pour (1.1) est donc de supposer les
données a 'instant t = 0 dans ’espace d’énergie

(1.4) u(0,2) € H*NLPY,  9u(0,z) € L2

Rappelons que le probleme de Cauchy (1.1) avec données dans ’espace
d’énergie possede une longue histoire.

Lorsque I'exposant p est sous-critique, c’est-a-dire vérifie p + 1 < d*, ou
d* = 2d/(d — 2) est Pexposant de I'injection de Sobolev H' ¢ L?" dans R?, les
premiers résultats furent obtenus en dimension 3 par Jérgens [4] en 1961, le cas
de la dimension quelconque ayant été résolu par Ginibre et Velo [2] en 1985, ol
ils prouvent que les inégalités de Strichartz impliquent que le probleme de Cau-
chy pour (1.1) avec données dans 'espace d’énergie est bien posé globalement
en temps.

Dans le cas critique p + 1 = d*, le probleme de l'existence globale a été
résolu par Shatah et Struwe [8] (avec l'unicité dans un espace précisé adapté
aux estimations de Strichartz).

Nous supposerons donc que ’exposant p est au contraire sur-critique, c’est-
a-dire vérifie

(1.5) p+1>d.

Dans ce cas, 'existence de solutions faibles globales en temps a été obtenu
par Segal [7], Lions [6], et Strauss [9].

L’éventuelle unicité de ces solutions faibles et leur continuité par rapport
aux données de Cauchy demeurent des problemes ouverts.

Nous avons toutefois prouvé dans [5] qu’il est impossible de construire les
solutions faibles de sorte qu’elles dépendent continuement de leurs données de
Cauchy, uniformément sur la boule unité de I’espace d’energie (ce qui est le cas
lorsque p est sous-critique).

REMARQUE 1.1. — Dans toute la suite, on appelera solution faible de I’équa-
tion (1.1) une solution au sens des distributions construites par approximation
de I’équation, méthode que nous rappelons en appendice. En particulier, il ré-
sulte des constructions rappelées au §6, que si les données de Cauchy coincident
dans un ouvert €2 avec des fonctions ne dépendant au plus que de deux variables,
par vitesse finie de propagation, les solutions faibles coincident dans le domaine
d’influence de €2 avec 'unique solution du probleme 2D associé, donc indépen-
damment du choix de la fonction de régularisation f., et de la suite extraite
choisie dans le procédé de construction des solutions faibles.
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ONDES SUR-CRITIQUES 147

Les inégalités de Strichartz entrainent toutefois que le probleme de Cauchy
local (1.1), avec données dans 'espace

(1.6) u(0,x) € H?, 0u(0,2)) € H !
est localement bien posé pour o vérifiant
(1.7) > 2
. o Ocrity Ocrit = 7 — — =
t =5 b1

L’objet de cet article est de prouver que le probléeme de Cauchy local (1.1) est
mal posé dans H? pour tout o vérifiant o € |1, o¢it]; pour énoncer le résultat,
nous introduisons les notations suivantes.

Soit ogp exposant de l'injection de Sobolev H7» C LP*! .

d d
1.8 o _
(1.8) M R |
Comme p est sur-critique, on a 1 < ggop < Garit- Soit I(o) la fonction définie
sur [1, o¢it) par

20

(1.9) I(o) =1sur [1,0401), I(o)= m

sur [Usob7 Ucrit] .

On a I(0) < o pour tout o € |1, 0¢rit]-

Le résultat qui suit exprime la perte de régularité des solutions faibles par
rapport a la régularité de leurs données de Cauchy.

THEOREME 1. — Pour tout o € |1, 0c,it| et tout o’ > I(0), il existe un couple
de données de Cauchy uy € HJ N Lrtl € C§°, et une suite t, de limite
nulle, telles que pour toute solution faible u(t,z) de (1.1), (1.2), on ait

(1.10) Jim JJu(ty, )| o = +o0.
REMARQUE 1.2. — Il résultera de la construction qu’on peut choisir ug € C§°

en dehors de l'origine.

Soit J(o) la fonction définie sur [1, oerit] par

o) = %d+2(a—1)/(p—1).
(1.11) J(o) %d—(a—l)

THEOREME 2. — Pour tout o € |1, 0cit| et tout o’ > J(o), il existe un couple
de données de Cauchy ug € C§°, u1 € Hg*1 et une suite ty, de limite nulle,
telles que pour toute solution faible u(t,z) de (1.1),(1.2), on ait

(1.12) klir{)lo‘lﬁtu(tk, | ggor -1 = +00.
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148 LEBEAU (G.)

REMARQUE 1.3. — On peut interpréter le théoreme 2 comme une explosion
instantannée des solutions faibles dans tout espace d’interpolation entre I’espace
d’énergie et 1’espace optimal des inégalités de Strichartz associé a ’homogénéité
de I’équation.

2. Homogénéité

Soient d’ > 0 et d’ > 0 tels que d’'+d” = d. Pour x € R?, on pose z = (2, z")
avec ' € R? et 2 € RY". Soient a > 0 et v € ]0,1]. Pour ¢ € C3°(R?) et
h €]0,1], on pose

/ 11

2.1 ) = B (x—x—)
(21) ol o) = h (5

En désignant par ¢ la transformation de Fourier et

1

(2.2) 6= §(d’ +d"y)
on a
(23) @h(€l7€//) _ h2570¢¢(h§/’ hyé-/l)

d’ou pour tout o
@) [ariePriae e
— 2 [P 4 RO R) Bl e
Il en résulte
@5) el = w0 [+ 1P+ Ol p Pag)

La norme LP*! de ¢}, est quant & elle donnée par

(2:6) llpn; LPHH| = R0/ PHD=ejpr LPHY.
Si on effectue le changement d’échelle
(2.7) ¥ =hy, 2 =n"y", w2, 2")=h" 1y, y"),
u sera solution de (1.1) si, et seulement si, v est solution de I’équation
(2.8) hP=Deg2y — W2 (A, + W2V A )0 + 0P =0
avec
o5 joloote

La stratégie de construction de solutions singulieéres u pour (1.1) va consister
a construire d’abord des solutions v de (2.8) et & définir ensuite u comme
une superposition de solutions définies par (2.7). Comme on veut controler les
normes H° et LPT! de la donnée u(0,z), et qu’il semble judicieux de faire en
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ONDES SUR-CRITIQUES 149

sorte que (2.8) ne dégénere pas sur une équation des ondes linéaires lorsque h
tend vers 0, on impose les relations déduites de (2.5), (2.6) et (2.8)

20
2.10 a:mm(a—a,—), > 0.
(2.10) 28
LEMME 2.1. — Pour tout o € [1,0uit], les solutions § < %d auz inéquations
(2.10) sont les réels
2 d
2.11 selot—=2]
(2.11) € |lo+ pr A
Démonstration. — Les inéquations (2.10) signifient
. 20 2
min (5 — 0, —) )
p+1/  p-1
cest-a-dire § >0 +2/(p—1) pour 6 <o(p+1)/(p—1)etd>(p+1)/(p—1)
pour 0 > o(p+1)/(p — 1), d’ou le résultat. O
REMARQUE 2.1. — La quantité 2§ joue le role d’une dimension virtuelle pour

le changement d’échelle (2.7), de sorte que la borne inférieure dans (2.11) est
exactement la valeur critique (1.7) associée & la dimension 29.

3. Equation en dimension 1

On s’intéresse dans cette partie a I’équation en dimension 1, avec s, z € R,
(3.1) 0?0 — 2w+ =0, v(0,2) =vy, 0s0(0,2) =1v.

On notera G(s) la solution de ’équation différentielle ordinaire
(3.2) G"+GP =0, G(0)=1, G'(0)=0.

Soit L le linéarisé de (3.1) sur la solution G(s) indépendante de z,
(3.3) L(w) = 92w — 92w + pGP'w.

Soient I la période de la fonction G et M () la matrice de transfert associée
a I'équation de Hill sur R, f” + pGP~'f
(3.4) < J{“&) — M) ( J{%) PGP+ Af =0,

On a det M (X) = 1 et les valeurs propres de M () sont réelles si, et seulement
si, [tr(M(\))] > 2.

Soit Z(s) Popérateur reliant les données de Cauchy des solutions de (3.3)
entre les instants 0 et s. Par définition de M, on a

(3.5) 2(r) (;‘jf) — 5 [ e @SEED ac

ol f(C) = [e™*Cf(2)dz est la transformée de Fourier en z.
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150 LEBEAU (G.)

PROPOSITION 3.1. — (i) On a tr(M(\)) > —2 pour tout \.
(ii) L’ensemble d’instabilité I = {tr(M(\)) > 2} est de la forme

I = Up>_11}
avec I_1 =] —00,A_1], Ip = [A0, 0], Iy = [Ag, A}] pour k > 1, avec
(3.6) A <A <0< A <A <A <Ny <-en

(il) Il existe k > 1 tel que A\, # M.
(iv) On a limy_ootr(M(N)) = 2.

Démonstration. — Cette proposition est démontrée dans [5, prop.4.1] pour
les exposants p > 7; le méme argument traite le cas p = 5. Pour p = 3, il
reste & vérifier que le potentiel ¢(t) = —3a?G?(at), ott @ = I'/w ne vérifie pas

Iéquation (29) de [4]
¢" =3¢ +aqg+b

avec a, b constantes, ce qui est immédiat. O

D’apres la proposition 3.1, il existe g > 0 et (y > 0 tels que la fonction
tr(M(¢?)) atteigne son maximum 2 cosh(T'io) en (. On a en particulier

(3.7) e’ = sup{valeurs propres réelles de M(\)} > 1.
A>0

On peut alors choisir une matrice hermitienne définie positive ¢ — Q(¢), dé-
pendant régulierement de ¢, telle que, en notant CZ le plan C* muni de la norme

12117 = "2Q({)z, on ait

(3.8) sup||M(C2);(C§H = elHo,
CeER
(3.9) Jim [ M(¢*): CE|| =1,
(3.10) Q) = (COZ (1)) pour ( assez grand.

Soit T le tore R/(27/{pZ) et H V'espace H(T) @& L?(T) muni de la norme

(3.11) 1 = o 15, = 3 L Fu@kCo)
k

ou
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ONDES SUR-CRITIQUES 151

est le k-ieme coefficient de Fourier de la fonction 27/(y périodique g.

D’apres (3.10), la norme ||f = (fo, f1)||n est équivalente & la norme usuelle
sur H' @ L? :

(3.12) 3G, Ollfl3 < D (A +E) forl® + frel) < éllfll%
k

et on a de plus d’apres (3.8), I'identité
(3.13) | Z(1); H|| = ere.
Il en résulte pour tout s > 0
(3.14) | Z(s); H|| < C*e®to.
Soient e = (eg, e1) € R?\0 vérifiant
M(G)e = eTroe

et ©(s) la solution de I’équation différentielle ordinaire

(02 4+ pGP~Y(s) +¢2)O(s) =0, ©O(0) =eg, ©'(0)=es.
La fonction O(s) vérifie
(3.15) O(s + kT) = e*TroQ(s).

PROPOSITION 3.2. — 1l existe cg > 0,¢1 > 0 tels que pour tout ¢ € |0, co] et
tout € € )0, c[, lunique solution v(s,z) de ’équation

316 0%v — 9%v + P = 0,
(3.16) {’U(O, 2) =1+ ¢ecos(z(p)er, 0sv(0,2) = ecos(z(p)es.
vérifie

v(s, z) = G(s) + (cos(240)O(s) + w(s, 2)),
(3.17)

Hw(s, .),Hl(’]I‘)H < cjcefto

pour tout s > 0 tel que ee*° < c. En particulier, on aw(s,z) = Y, wy(s)eF*%,
(3.18) ‘wi1(8)| < cice’to,
Démonstration. — Remarquons d’abord que 1’équation d’onde 1D, non liné-

aire, (3.16) posséde une unique solution globale (v, dsv) continue en s & valeurs
dans H. Soient | .| la norme sur C°([0, so]; H) = A,

(3.19) 1= sw e (|76,
(3.20) wo (s, z) = cos(2¢p) - O(s).
D’apres (3.14), on a

(321) (o, )] < €
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152 LEBEAU (G.)

Si N désigne l'opérateur non linéaire

P
(3.22) N(g)(s.2) = = Y CpG(s) e (g(s,2))",
k=2

la fonction w définie par (3.17) vérifie ’équation
(3.23) L(w) = N(wp + w), w(0,2) =0, dsw(0,z) =0,
d’ou

w(s,z) \ _ [° _ 0 déf
B2 (5oien) —/O 2= N1y + 1), B0 Bl )

L’opérateur ®, vu comme application de A dans A vérifie donc, d’apres
(3.14), (3.22), (3.24), en utilisant I'injection H(T) C L*(T), avec h = (h, dsh),
€ = SUPg<s<g, €610, et pour |h| + || < M,

(3.25) {"b@' < C%c(1 + (eM)P~2) M2,

|®(h) — ®(R)| < C¥c(1+4 (cM)P=2)|h— h'|M.

D’aprés (3.21) et (3.25), le théoreme du point fixe entraine que I'équa-
tion (3.24), w = ®(wy + w), possede une unique solution w dans A, qui vérifie
|lw| < Ctc des que ¢ € ]0, o] avec cg assez petit, d’ou (3.17). O

4. Preuve du théoréme 1
On reprend les notations du §2, avec d' =1 et d’ = d — 1. Soit ¢ € |1, Ocyit[;
choisissons § € Jo +2/(p — 1),d/2]. Soit T > 0 petit; on pose
(41) {aozmin(é—a,%), a=aqy—T,
ﬁ:%(p—l)a—l>0, "/:%6]0,1].
Soit ¢ € C§°(RY), vérifiant
1 pour [yi < let [y"| <1,
(4.2) e(y1,y") = {

0 pour |y1| > 2ou |y”’| > 2.

Pour h € ]0, 1], choisissons une fonction s(h) vérifiant

Lu(h)
s(h)

Soient ¢ > 0 fixé, vérifiant ¢ < max(0(s),s € [0,T]) (voir la proposition
3.2), et e(h) € O(h®°) défini par

(4.4) e(h)etrosh) = ¢,

(4.3) — 0, Vv,h"s(h) — 0 (h —0).
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ONDES SUR-CRITIQUES 153

Pour h €]0, 1], soit v(s, y, h) une solution faible de 1’équation
%20 — K28 (A, + W2 A v + 0P =0,
(4.5) v(0,y,h) = @(y) (1 + £(h) cos(y1lo/h” ) eo = vo,n(y),
950(0,y, h) = p(y)e(h) cos(y1lo/hP)er = vin(y)-

La vitesse de propagation de 1’équation (4.5) étant majorée par h¥ la fonction

v(s,y, h) coincide dans le domaine |y| < % et pour |s| < s(h), avec I'unique

solution de I’équation (4.5) dans laquelle on a remplacé ¢ par 1 dans les données
de Cauchy de (4.5) (on a 3 > 0, donc s(h)h” < 1 d’apres (4.3)).

D’apres la proposition 3.2, il en résulte dans le domaine |y| < 3 et |s| < s(h)
U(Sa Y, h) = b(S, Y1, h)7
(4.6) b(s, y1,h) = G(s) +e(h) (cos(y1Co/h7)O(s) + w(s, y1/h7)),
|lw(s,.), HY(T)|| < crcero.
Posons, pour h > 0 petit,

. ¢ Z 2
(47) Uh’q-(t,l'/,l'”) =h U(W7E,m).

La fonction up » vérifie ’'équation (1.1), et puisque ¢ € C§° et e(h) € O(h™),
la famille (up,(0,2),0upn-(0,2)) est O(hT) dans (HSNLPTL x C§°).
D’apres (2.5), pour tout ¢, on a

e ([ sy i) )

D’apres la proposition (3.2) et le choix des fonctions (h), s(h), il en résulte la

(4.8)  ||un,(t,.); H”

PROPOSITION 4.1. — Il existe hg > 0,c2 > 0 et, pour h € |0, hg], un temps
t(h) vérifiant

(4.9) VM, Vv, Mh'*Plog(h) < t(h) < h'*P7Y (b —0)

et telle qu’on ait, pour tout o’ > 0, et pour toute solution faible v de (4.5)
(4.10) \[un,-(t(R),.); H || > cph®=o=o 1+

ot up ~ est défini par (4.7).

Démonstration. — La proposition résulte de (3.15), (4.4), (4.6), (4.8) et de
20" |~ t 2 0 te 20" | 7 t 2
ml*'[5(<550m)| o) = ¢ m[?' b (5 m) | an

[m—Co/hP|<1
ol Y(y) € C§° localise dans |y| < 3. O
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On acheve alors la preuve du théoreme 1 en construisant les données de
Cauchy wg,u; comme superposition de données de Cauchy de translatées-
homogénéisées des v_; comme suit.

On choisit § = d pour o > ogob €t § = o(p+1)/(p — 1) pour o < ogop.
Dans les deux cas, on a ag = § — o et la condition o/(1 4+ 3) > o équivaut a
o' > I(o).

Posons h, = 27", 1, = 1/\/n, an = ag — T, Bn = %(p—l)an —1et
r, = (1/n,0,...,0) € R% On définit les donnés de Cauchy ug, u; par (avec ng
fixé assez grand)

r, — n—l x//)

Uy = Z Uo,n,  Uo,n = My @™ Vo p, (T’ w
(4.11) { "

n>ng
Ty — nfl 33”
_ _ p—(an+1+
Uy = E Ulp, Ulnp = hn( " Br) Ul,hn(i’ —7)
hn h/TL
n>ngo

La série ) hTr étant convergente, on a (ug,u;) € H N LPT x C§°.

Soit u(t, z) une solution faible de (1.1), (1.2), de données de Cauchy (uo, u1)
et tx = t(hy). Comme pour k grand on a

. 1
dist(xg, 1) > BYS) > 2(3}12 + i)

par vitesse finie de propagation, la fonction w(tx, x) coincide dans la boule de
centre zy, et de rayon 1/10k? avec une fonction du type up, -, (tx, ), et il existe
une fonction ¢ (x) € C§° telle que

(4.12) w(x ;fk )U(tk, ) = U7, (tk; @)

Il en résulte d’apres la proposition 4.1, qu’il existe un polynome pol(k) tel qu’on
ait
(4.13) [u(ty,.); H || pol(k) > 2~ (=o' 1+M)oVh,

D’ou le théoreme 1. O

5. Preuve du théoréme 2

La preuve du théoréme 2 étant analogue a celle du théoreme 1, nous ne
préciserons que les variantes principales.

On choisit G solution de
(5.1) GY+GY =0, G1(0)=0, G}(0)=1.

On a Gi(s) = a®®VG(a(s + s0)), a®> = (3(p+ 1))1;'%1 et on note O1, 1, (1
les fonctions et les réels associés a G; comme dans le §3.
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ONDES SUR-CRITIQUES 155

On choisit § = %d, v =1 et on note cette fois v la solution de
020 — WP Ayv + 0P =0,
(5.2) v(0,,h) = ¢(y)(e(h) cos(y16:1/h" ) eo,
05v(0,y, h) = ¢(y) (1 +e(h) cos(yr1/h7)er).
On a comme précédemment dans le domaine |y| < & et [s| < s(h)
v(s,y,h) = b(s,y1,h),
(5-3) b(s,y1,h) = Gi(s) +e(h) (cos(y1 G /h7)O1(s) + w(s,y1 /7)),
|0sw(s,.), LX(T)| < crce®.

Posons & nouveau

—a t =z
(54) Uh(t, Z‘) =h U(Wﬂ E)

Alors d’apres (2.5), la famille (up,(0,z), dyup (0, x)) est O(1) dans C§° x HJ ™
sous la condition § —a—c — 3 =0et on a

(5.5)  ||Qpun(t,.); HT |
zh*ﬂ—"5(/0f4wnu%”L1

quantité non bornée quand h — 0 des que
d—a—0o —pBc’ <0

donc pour tout o’ > J(o) d’apres la définition de J et (2.9). D’ou le théoréme 2.

@(#,n)rdn)m

6. Appendice : solutions faibles

Nous rappelons dans cet appendice la méthode de construction de solution
faible au probleme de Cauchy (1.1), (1.2).

Soit F.(u) une famille de symboles en u de degré 2, C*°, positifs, convexes,
pairs, qui converge vers uPT!/(p + 1) quand e tend vers 0, et dont la dérivée
(au plus linéaire & I'infini) f.(u) = F!(u) converge en croissant vers u? et vérifie
pour tout u, h

(6.1) |felu+h) = fe(w)| < C(Ifem)] + [ulP~" - |fe(R)] 7).
On peut choisir par exemple pour Fi(u) la primitive nulle en 0 de la fonction
uP
fe(u) = W'
Soit u(t, z) 'unique solution globale du probléeme de Cauchy
(6.2) (0F = Da)ue + fe(ue) =0,
(6.3) ue(0,2) = uo(x), Opuc(0,2)) =uy(z),
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oli les données de Cauchy ug, u1 sont fixées dans I'espace d’énergie H'NLPT! x L2
La fonction u, (¢, x) vérifie I'estimation d’énergie

(64) /%(|8tu|f + |Vmu,€|2) + Fe(ue)dl‘ = Cte.

Il résulte de (6.2), (6.4) et du lemme de Fatou qu’'on peut extraire de la
famille wu.(¢, ) une suite convergeant dans I'espace C}(D.) et pour presque
tout (t,z), vers une fonction u(t, z) € L>®(t, H' N LPT1) .

Pour vérifier que u satisfait le probleme de Cauchy (1.1), (1.2), il suffit alors
de montrer que pour tout ¢(t,z) € C§°, on a

(6.5) 1im/f€(ue)¢dtdx = /upqzﬁdtdx.
Or on a par convergence dominée
(6.6) Jlwrt,2) = sut ot o) dide —o.

Soit he = u. — u. D’apres (6.4), on peut supposer que la famille h. converge

fortement vers 0 dans L120C. D’apres l'inégalité de Holder, en remarquant que

lon a |f.(h)| < C*®|h|*F.(h)? avec a = 2/(p—1) et = (p—2)/(p — 1), on
obtient

(6.7) /‘fe(h6)¢|dtdx — 0.

D’apres (5.1), on a de plus

(6-8) /‘(fE(ue) - fe(u))¢|dtdx < C/(|fe(h6)| + up71|f6(h6)|l/p|)|¢|dtd$a
de sorte que (6.5) résulte de (6.6), (6.7), (6.8) et de 'inégalité de Holder.
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