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UNE CARACTERISATION DE LA CORRESPONDANCE
DE LANGLANDS LOCALE POUR GL(n)

PAR GUY HENNIART

RESUME. —  Soient F' un corps commutatif localement compact non archimédien et
1 un caractére non trivial du groupe additif de F'. La correspondance de Langlands
locale donne, pour chaque entier n > 1, une bijection o +— 7y (0) de I'ensemble Gp(n)
des classes d’isomorphisme de représentations de dimension n du groupe de Weil-
Deligne de F sur I’ensemble A (n) des classes d’isomorphisme de représentations lisses
irréductibles de GL, (F'). La bijection 71 est donnée par la théorie locale du corps de
classes, et pour o € Gr(n), o’ € Gp(n'), on a

L(s,0 ®0') = L(s,7n(0) X mp/ (")),
e(s,0 @0’ ,9) =e(s,n(0) X mpr (0'), ).

Nous prouvons que ces propriétés caractérisent la famille d’applications (7).
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588 HENNIART (G.)

ABSTRACT (A characterization of the local Langlands correspondence for GL(n))

Let F' be a locally compact non-Archimedean field and i a non-trivial additive
character of F. The local Langlands correspondence gives for each positive integer n
a one-to-one map o +— mp (o) from the set Gr(n) of isomorphism classes of degree n
representations of the Weil-Deligne group of F' onto the set Ag(n) of isomorphism
classes of smooth irreducible representations of GLy, (F'). Class-field theory gives the
map 71 and for o € Gp(n), o’ € Grp(n'), we have

L(s,0©0') = L(s,mn(0) x 7 (0")),
£(5,0 8 0, 1) = (5,7 (0) X 0 (o), ).

We prove that such properties characterize the family of maps (7).

1. Introduction

1.1. Soit F' un corps commutatif localement compact non archimédien. Fixons
un caractere non trivial ¢» du groupe additif de F', et une cloture séparable al-
gébrique F' de F. Nous notons Wr le groupe de Weil de F sur F, et W}, le
groupe de Weil-Deligne. Par représentation de Wr ou Wi, nous entendons re-
présentation complexe ®-semisimple, de dimension finie (voir [10, §4]). Pour
chaque entier n > 1, nous notons G(n) 'ensemble des classes d’isomorphisme
de représentations de dimension n de W, et G°(n) le sous-ensemble formé
des classes d’isomorphisme de représentations irréductibles de Wx ; nous no-
tons également A(n) ’ensemble des classes d’isomorphisme de représentations
lisses irréductibles de GL,,(F) et A°(n) le sous-ensemble formé des classes de
représentations lisses irréductibles supercuspidales.

Pour n = 1, la théorie locale du corps de classes donne une bijection
o +— m(o) de G(1) sur A(1). Nous normalisons I'application de réciprocité de
sorte que les éléments de Frobenius géométriques de Wr correspondent aux
uniformisantes de F'*.

Les conjectures de Langlands pour GL, sur F' prédisent l'existence pour
chaque entier n > 2 de bijections naturelles o — m(c) de G°(n) sur A%(n).
Ces conjectures sont maintenant prouvées, par Laumon, Rapoport et Stuhler [7]
quand F est de caractéristique non nulle, et par Harris et Taylor [2], voir
aussi [4], [5], si F est de caractéristique nulle.

On peut caractériser cette famille de bijections — ce qui précise le mot
naturel employé plus haut — par la préservation d’invariants, les facteurs L
et ¢ de paires.

1.2. Pour une représentation o de W, nous notons L(s,o) sa fonction L
d’Artin et e(s, 0, 1) le facteur local défini par Langlands et Deligne, cf. [10, § 4].
Pour une représentation lisse irréductible 7 de GL,,(F') et une représentation
lisse irréductible 7’ de GL, (F'), nous notons L(s, 7 X 7’) et e(s, 7 X 7', ) les
facteurs définis par Jacquet, Piatetski-Shapiro et Shalika [6] ou par Shahidi
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CORRESPONDANCE DE LANGLANDS LOCALE 589

(voir [8], [9]). Si ¢ est le cardinal du corps résiduel de F', les facteurs L sont
de la forme P(g~%)~!, ot P est un polynome & coefficients complexes de terme
constant égal & 1, tandis que les facteurs € sont de la forme ag™™* avec a € C*,
m € Z. On note également ¥ ou 7" la contragrédiente de o ou m comme
plus haut. On pose aussi

L(1—s,0Y)
S, 0, =é&(s,0, — r/. N
1(8,0,0) = 2(s,0,8) T
et de méme pour 7 x 7.
REMARQUE. — Ces facteurs L, € et 7 ne dépendent que des classes d’isomor-

phisme des représentations en question. On peut former le produit tensoriel
oc®c € G(nn') dun élément o de G(n) par un élément ¢’ de G(n') et consi-
dérer la contragrédiente o¥ € G(n) (resp. 77 € A(n)) d'un élément o de G(n)

(resp. ™ € A(n)).

1.3. Les conjectures de Langlands prouvées dans [7], [2], [4], [5] peuvent
s’énoncer de la fagon suivante.

THEOREME. — Il existe une famille d’applications (72),>1 de G°(n) dans

n
A%(n), ©? étant donnée par la théorie locale du corps de classes, qui vérifie

les identités suivantes quels que soient les entiers n, n’ > 1 et 0 € Qo(n),
o eG'(n) :

() =m(0)”, (s, mp(a) x mp(a'),¥) = e(s,0 ® o', ).
Ces applications sont bijectives.

1.4. En fait, la famille d’applications du théoreme 1.3 est unique. Cela découle,

par récurrence sur Uentier n > 2, du résultat suivant de auteur [3, cor. du
th. 1.1].

THEOREME. — Soit n un entier, n > 2, et soient 7,7 des éléments de A°(n).
Si l'on a
Y(s, 7 x p,b) = (s, 7" X p,p)
pourr=1,....n—1 et p € A%r), alors 7 = 7’.
REMARQUE. — Pour r, p comme dans le théoréme, on a (cf. [6, 8.1])
L(s,mx p)=L(s,m" xp’)=1
de sorte que y(s, ™ x p,¥) = e(s,m X p, ).

Grace au théoreme 1.3, on peut traduire le résultat précédent en termes de
représentations galoisiennes.
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590 HENNIART (G.)

COROLLAIRE. — Soit n un entier, n > 2, et soient 0,0’ deuzr éléments
de G°(n). Sil'on a

’7(87 oRT, ¢) = ’7(87 o' ® T, ’(/})
pourr=1,....n—1et7€Gr), alors o = o'.

Aucune démonstration directe de ce corollaire n’est connue.

1.5. On sait depuis longtemps, grace aux classifications de Langlands et Zele-
vinski, cf. [1], [11], étendre de fagon naturelle les bijections précédentes 7 en
des bijections 7, de G(n) sur A(n). La construction en sera rappelée au § 2,
ou sera établie également ’assertion suivante.

THEOREME. — La famille de bijections (7, )n>0 de G(n) sur A(n) vérifie :

(i) mn(o) = 72(0) pour o € GO°(n);

(ii) mn(0¥) = 70(0)" pour o € G°(n);

(ili) quels que soient les entiersn, n' > 1 et o € G(n), o' € G(n'), on a

L(s,m(0) x mp(0’) = L(s,0 @ ¢’),
e(s,mn(0) X mp(a'), 1) = e(s,0 @ ', ).

Noter que pourn = 1onaG(1) = G%(1), A(1) = A°(1) et que par conséquent

7 = 7 est donnée par la théorie locale du corps de classes.

Il est naturel de se demander si les conditions imposées suffisent a assurer
Punicité de la famille d’applications (). Un tel résultat d’unicité est connu
de l'auteur depuis longtemps, avant méme que la théorie des facteurs locaux
de paires fat établie. Puisque les conjectures de Langlands sont maintenant
prouvées, publier la preuve du résultat d’ unicité est justifié. C’est ce que propose
le présent article, remplissant ainsi une promesse de [5, § 7, propriété 5]. Avec
[5, §3], on dispose maintenant de la totalité de la rédaction prévue lors de [3]
(référence [He] dans [3]).

1.6. Nous caractérisons tout d’abord I'image des représentations irréductibles
de WF.
THEOREME. — Soit n un entier > 2, et soient o € G(n), ™ € A(n).
(a) Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) 0 €G%n);
(i) pourr=1,....n—1et7€Gr), ona L(s,0®07)=1;
(iii) pourr=1,...,n—1 et € G(r), v(s,0 @ T,%) est un monéme
en q °.
(b) Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) me A%n);
(i) pourr=1,....n—1etpec A°r), on a L(s,n®@p) =1;
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CORRESPONDANCE DE LANGLANDS LOCALE 591

(iii) pourr=1,...,n—1 et p € A%(r), y(s,m @ p,¢) est un mondme
en q °.

COROLLAIRE. — S0it (T )n>1 une famille d’applications 7, de G(n) dans A(n)
qui vérifie :
(i) 71 est donnée par la théorie locale du corps de classes ;

(i) quels que soient les entiersn, n’ > 1 et o € G(n), o’ € G(n'), on a
L(s,7(0) X T (0")) = L(s,0 ® 0'),
e(s,n(0) X T/ (0"),0) = e(s,0 @ o', ).
Alors pour o € G°(n), on a 7,(c) € A°(n) et 7,(0) = 72(0).

Le corollaire s’établit facilement par récurrence sur Uentier n > 2 (cf. § 3).

1.7. L’essentiel est ensuite de caractériser I'image de chaque représentation
de W, dont la restriction & Wr n’est pas irréductible. Il se trouve qu'’il suffit
de tres peu d’information pour ce faire.

Pour tout entier n > 1, notons GZ(n) Pensemble des classes d’isomor-
phisme de représentations indécomposables de W, et A%(n) I'ensemble des
classes d’isomorphisme de représentations essentiellement de carré intégrable
de GL,(F). Soient r et n deux entiers > 1; pour ¢ € G(n), on note v, (o)
'application de G2(r) dans N qui & 7 € G?(r) associe l'ordre du péle en s = 0
de L(s,0 ®7); pour ™ € G(n), on note v,.(r) Papplication de A?(r) dans N qui
a p € A2%(r) associe 'ordre du pole en s = 0 de L(s, 7 X p).

THEOREME. — Soit n un entier > 2, et soient o € G(n) — G%(n), o’ € G(n),
7€ A(n) — A°n), ' € A(n).
(a) Supposons que pourr =1,...,n—1, on ait v.(c) = v.(c'). Alorsc = o’.
(b) Supposons que pourr =1,...,n—1, on ait v.(7) = v, (7). Alors ™ = 7'.

En fait la méthode de démonstration du théoréme permet de reconstituer o
ou 7 & partir des fonctions v, (o) (ou v,(m)). Voir le § 4.

1.8. Notre résultat principal découle facilement du théoréme 1.7 (§4.5 et sq.)
THEOREME. — S0it (T,)n>1 une famille d’applications de G(n) dans A(n) qui
vérifie :
(i) mn(0) = 72(0) pour o € GO°(n), n > 1;
(ii) quels que soient les entiers r,n vérifiant 1 < r < n, et quels que soient
oce€Gn)—G%n), 1€ G3(r), on a
L(S,Tn(a) X TT(T)) =L(s,0®7).

Alors on a 1, = m, pour tout entier n > 1.
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Le résultat d’unicité de la correspondance de Langlands étendue a G(n)
découle aussitot de 1.4 et du théoreme ci-dessus.

COROLLAIRE. — S0it (Tp)n>1 une famille d’applications de G(n) dans A(n)
qui vérifie :
(i) m=m;
(i) quels que soient les entiers n, n' > 1 et o € G(n), o’ € G(n'), on a
L(s,7n(0) X T (0")) = L(s,0 @ 0’),
(8, (0) X T (07), ) = e(s,0 @ o', 9).

Alors on a 1, = ™, pour tout entier n > 1.

1.9. Rappelons qu’on a un résultat d’unicité plus fort que le théoréme 1.4 [3,
Thm. 1.1].

COROLLAIRE. — Soit n un entier > 2, et soient m, 7' des éléments génériques
de A(n). Sil’on a

V(s,m % p, ) = (s, 7" X p,¥))
pourr=1,....,.n—1 et p€ A%(r), alors ™ = 7’.

Il est naturel de demander quelle information ces facteurs v(s, 7 x p, )
donnent sur 7 € A(n), méme quand 7w n’est pas supposé générique.

PROPOSITION. — Soit n un entier > 2, et soient w,n’ € A(n). Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) v(s,m x p,b) = y(s, 7' x p,) pourr=1,....n—1 et pec Ar);

(il) 7 et @ ont méme support supercuspidal.

En fait, comme pour le théoreme 1.7, une information sur 'ordre en s = 0
de (s, m x p, 1) suffit si 7 € A(n) — A°(n). Voir le § 5 pour les détails.

COROLLAIRE. — Soit n un entier > 2, et 0,0’ € G(n). Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) v(s,c@7,9) =~(s,0’ @7,%) pourr=1,....,n—1 et 7€ Gr);
(ii) les restrictions de o et o/ @ Wg sont isomorphes.

1.10. Une question s’impose : y-a-t-il des résultats analogues a tout ce qui
précede pour un corps archimédien F'? La réponse est oui, nous y reviendrons
a une autre occasion.

1.11. Au §2, nous décrivons la classification de G(n) et A(n) a partir des
ensembles GO(r) et A°(r) pour r = 1,...,n, et rappelons la construction des
applications m,. Au §3, nous caractérisons les éléments de G°(n) ou A°(n),
prouvant les résultats de 1.6. Le §4 est consacré a la preuve du théoreme 1.7
et de ses conséquences. Le dernier § 5 établit les résultats de 1.9.
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2. Description de la correspondance étendue

Dans ce chapitre, nous décrivons la correspondance étendue
T 1 G(n) — A(n)

avec assez de détails pour en prouver ensuite la caractérisation annoncée. Nous
gardons les définitions et notations du § 1. Il sera commode de noter G (resp.
GY G% A, A° A2) I'union disjointe des ensembles G(n) (resp. G°(n), G2(n),
A(n), A°(n), A%(n)) quand n parcourt les entiers > 1. Pour o € G(n) ou A(n),
on pose n(o) = n.

2.1. Jusqu’en 2.4, notre référence est [10, §4].
Soient o1, 09 des représentations de Wr.. On a alors
(01 ®02)" ~ o) oy,
L(s,01 ® 09) = L(s,01)L(s, 02),
e(s,01 ® 09,v¢) = e(s,01,9)e(s, 09,1)
et donc
V(s,01 @ 02,9) = (s, 01,9¥)¥(s,02,¢).

Cette derniere propriété (mais pas les deux précédentes), vaut plus générale-
ment : si une représentation o de W, est extension de o1 par oo, alors on a

7(57 a, ¢) = 7(57 01, w)V(Sa 02, w)

2.2. Une représentation ¢ de W} est somme directe de représentations in-
décomposables. Plus précisément, si N[G?] est le monoide commutatif libre
construit sur ensemble G2, on a une bijection de N[G?] — {0} sur G qui & une

somme Y, o; (I fini, o; € G?) associe la classe de la représentation @, ; 0.

On identifiera N[G?] — {0} et G par cette application. Pour 0 = Y, 05 €
N[G?] = {0} et o' = 37, ;05 € N[G?] — {0}, on a donc
oo :Zaﬂi@a;,
0’ ®o' ~ Za{ ®a},
L(s,c®0') = H L(s,0: ® 0}),
e(s,o0 ) = H (s, 00 ® 0%, 1)),
V(5,000 9) = [0 © 0l ),
les sommes ou produits portant sur i € I et j € J.
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2.3. Décrivons maintenant G2. Une représentation indécomposable o de W,
est de la forme o ~ p ® St,,, ou p est un élément de GO, n un entier > 1 et St,,
I'unique élément de G2 dont la restriction & Wi est isomorphe & 1Qv®- - -@v" 1,
ou v désigne le caractere de Wy donné par la valeur absolue normalisée de F'.
On a
Sty ~ '™ ® St,
et si n,m sont des entiers > 1,
Sty ® Sty =~ @771 @ Sty y 12,

ol la somme porte sur les entiers j de 1 & inf(n,m). En fait, on obtient une
bijection de G® x N* sur G2 qui & (p,n) associe p ® St,,.

2.4. Si p est une représentation semisimple de Wy, on a
L(s,p®Sty,) = L(s,v" ' @ p).
Par suite, pour p,p’ € GY et n,n’ entiers > 1, on a

L(s, (p®Stn) ® (' @ Stn)) = [ [ L(s, "™ @ pw ),
j

le produit portant sur les entiers j de 1 & inf(n,n’). On obtient aussi

L(s, (p®Stn)" @ (0 @Stn)*) = [[ L(s.v" 7 @ p* @ p).
J

Puisque les facteurs ~ sont multiplicatifs pour les suites exactes courtes (cf.
supra 2.2), on a

’
n n

A(s, (0@ 8tn) @ (o @ Stw), ) = [ [] (s, 2 0 po ),

i=1j=1

Cela permet de controler également les facteurs €, par la définition méme des
facteurs v en 1.2. Nous ne donnons pas ’expression précise; nous n’en avons
pas besoin.

2.5. La classification des représentations lisses irréductibles de GL, (F) est
parallele a la précédente, mais 1égerement plus compliquée a énoncer a cause des
quotients de Langlands. Nous nous baserons sur les classifications de Langlands
et Zelevinsky, cf. [1], [11]. La référence commode pour nous est 'introduction
de [6].

Si m,...,m sont des représentations lisses irréductibles respectivement de
GL,, (F),..., GL,, (F'), nous notons i(my, . . . , m) la représentation de GL,, (F"),
n =mni+---+n,, obtenue par induction parabolique normalisée : nous utilisons
le sous-groupe parabolique de GL,,(F) formé des matrices triangulaires supé-
rieures par blocs, les blocs diagonaux étant de tailles successives ny,...,n, le
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long de la diagonale descendante. La représentation i(m1, ..., 7, ) est lisse mais
pas forcément irréductible ; cependant, elle est de longueur finie.

Si x est un quasicaractere de F'* et m € A, on note xym € A la classe de la
représentation g — x o det(g)m(g). On note encore v le quasicaractere de F'*
donné par la valeur absolue normalisée.

2.6. Commencons par décrire I'ensemble A% des classes d’isomorphisme de
représentations essentiellement de carré intégrable. En fait, on a une bijection
(p,n) — Sty (p) de A° x N* dans A2, obtenue de la facon suivante [11, 9.3]. On
forme la représentation i(p, vp,..., " 1p); elle a un unique quotient irréduc-
tible, qui est essentiellement de carré intégrable, et sa classe est St,(p). On a
immédiatement

Stn(p)” = v'""Stn(p),

et les calculs de [6] (voir I'introduction de [6] principalement) nous donnent les
propriétés suivantes.

Pour (p,n), (p',n') € A x N, on a

L(s,Stn(p) x St () = [ [ L(s, ™ "7 p x o),
J

ou j varie de 1 & inf(n,n’), et aussi
L(s,Stn(p)” x Stn(p')") = HL(S,Vl_jpv x p').
J
Les facteurs v sont multiplicatifs pour l'induction normalisée, et il s’ensuit
qu’on a

’
n n

(s, Stn(p) x St (0),8) = [ [T (s, 720 x 0, 0),

i=1j=1

ce qui permet, comme en 2.4, de controler également les facteurs €.

2.7. On étend d’abord I'application bijective 7° : G° — A% donnée par les 7
en une bijection 72 : G2 — A?%; I'image de p ® St,,, pour (p,n) € G° x N*, est
St (7%(p)). De 2.4 et 2.6 il découle immédiatement qu’on a, pour o,0’ € G2,

n(r*(0)) =n(0), w*(0")=n*(0)",
L(s,m*(0) x 7(0”)) = L(s,0 ® o)
(s, 7(0) x 7(0”), 1) = (5,0 @ o', 9),

d’ou
e(s,m%(0) x m(0”),¥) = e(s,0 @ o', 1p).
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2.8. On classifie ensuite A en termes de A2. En fait, on obtient une bijection
de N[A?] — {0} sur A, tout & fait analogue a celle de 2.3. Nous allons la décrire
cf. [1], [6, Intr.].

Un élément 7 de A? s’écrit de facon unique sous la forme (™7t on 7% € A2
est unitaire et o(m) € R.

Soient r un entier > 1 et 7y, ..., m, des éléments de A%. Supposons qu’on ait
(*) a(my) > - > a(m,).
Alors la représentation i(m,...,m) a un unique quotient irréductible
J=J(m,...,m), et on a JV =~ J(xY,...,my). En fait, la classe d’iso-

morphisme de J ne dépend pas de l'ordre des m; pourvu qu’il satisfasse a la
condition (*). La bijection voulue de N[A?] — {0} sur A s’obtient en associant
a ) ,crmi, I fini non vide, la classe de J(mxy, ..., Txey), o Az {1,...,7} — T
est n'importe quelle bijection telle que (mx(1), ..., Tx¢) Vérifie (¥).

On identifiera N[A%]— {0} et A par la bijection ainsi obtenue. Si m =

et 7' =3, ;m; sont deux éléments non nuls de N[A%], on a

v :ZWZ»V7 L(s,mx ") :HL(s,m X ),
.7

ier T

il
v(s,m x ') = Hw(s,m x ), (s, mxn’)= Ha(s,m X 5, 1),

2 2

2.9. On étend alors 72 : G2 = A2 en une bijection 7 de G sur A de facon que
le diagramme suivant soit commutatif

N(@G*) —{0} — ¢
| |-
N(A42) — {0} — A

Dans ce diagramme, les fleches horizontales sont les identifications de 2.2 et 2.8,
et la fleche verticale de gauche est déduite de 72.

On a, pour o € G, n(w(0)) = n(0o), et la bijection 7 induit des bijections
Tn 1 G(n) = A(n) qui vérifient les propriétés du théoréme 1.3 :

7(o) = 7°(0) pour ¢ € G°, 7(c¥) =n(0)" pour o € G,
,m(0) x w(0’)) = L(s,0 ® o),
(8» (o) x w(0’),1) =e(s,0 @', 9) et

(o) x m(0"),1) =y(s,0 ®0’,), pouro,0’€G.

3. Fonctions L et représentations supercuspidales

Nous prouvons ici le théoreme 1.6 et son corollaire.
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3.1. Commencons par la partie (a) du théoréme 1.6, qui a trait aux représen-
tations de Wr.

Soit (o, V) une représentation (semisimple) de Wp. Par définition du fac-
teur L d’Artin, on a L(s,0) = L(s,0™), ol ™" est la représentation de W
sur 'espace V¥ des vecteurs de V fixés par le sous-groupe d’inertie I de Wg.
La représentation o™ est somme de quasicaractéres non ramifiés de Wr. En
particulier I'ordre du péle en s = 0 de L(s,0) n’est autre que la multiplicité
dans o de la représentation triviale de Wg. Si o est irréductible de dimen-
sion n, et si 7 est une représentation (semisimple) de Wr de dimension r < n,
alors 0 ® 7 ~ Hom(o, 7") ne peut contenir la représentation triviale, et on a
donc L(s,0 ® 7) = 1. Cette propriété s’étend aussitot au cas ol 7 est une
représentation de W}, de dimension r < n, cas olt on a donc

L(s,c®71)=L(s,0"®71")=1

et ol y(s,0 @ 7,9) = &(s,0 @ 7,7) est un monéme en ¢~ *. On a (amplement)
prouvé que la condition (i) implique les conditions (ii) et (iii).

3.2. Inversement, soit 0 € G(n) — G°(n), et prouvons qualors ni (ii), ni
(iii) ne sont vérifiés. La classe o correspond & une somme & support fini
3 flp,d)p ® Stq € N[G?] — {0}, ol la somme porte sur G x N.

Fixons 7 € G° et regardons les poles sur l'axe réel de L(s,o ® 7). Pour
(p,d) € G° x N, le facteur L(s, p ® Sty ® 7) n’a de pole sur I'axe réel que si p
est de la forme v*7v avec a € R, auquel cas il y a un unique péle, simple,
en s =1—d— a. Alors le facteur L(1 — s, (p ® Stq)Y ® 7¥) a un unique pole,
simple, en s = 1 — , et par suite (s, p ® Stq ® 7, %) a un unique pdle, simple,
en s = 1 — « et un unique zéro, simple, en s =1 —d — «. Si p n’est pas de la
forme v*7V avec o € R, alors L(s, p® Stq @ 7) et L(s, (p® Stq)¥ ® 7V) valent 1

S

et ¥(s, p ® Stqg ® T,9) = e(s, p @ Stq @ 7,1) est un mondéme en g~ °.

Fixons (p,d) € G° x N tel que f(p,d) > 0; on peut supposer (p,d) choisi de
sorte que si (p/,d’) € G x N vérifie

(i) p’ est de la forme v p, o’ € R et

(i) f(p',d’) >0,
alorsonaitl1 —d —ao’ >1—d.

Considérons alors les facteurs L(s,0 ® p¥), L(s,0" ® p) et v(s,0 @ p¥, ).
De ce qui précede, on tire aussitot que L(s,0 ® p¥) a un pole, éventuellement
multiple, en s = 1 — d, mais que L(1 — s,0Y ® p) n’a pas de poleen s =1 —d
puisque ses poles sont en 1 — o’ > 1—d —a’ > 1— d. Par suite y(s,0 ® p¥, )
a un zéro, éventuellement multiple, en s = 1 — d. Ni (ii), ni (iii) ne sont donc
vérifiés, ce qui prouve la partie (a) du théoreme.
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3.3. Le raisonnement précédent est typique. Les arguments seront utilisés a
nouveau, dans les situations plus compliquées du § 4. En tout cas, la partie (b)
du théoréme 1.6 se démontre exactement de la méme fagon que la partie (a) :
il suffit d’établir les faits de base du début de 3.1. Mais cela découle du théo-
reme 8.1 de [6] :

THEOREME. — Soient m,7' € A°. On a
L(s,mx ') = HL(S,X),
ot x parcourt les quasicaractéres de F* tels que m ~ ym".
Bien siir, on peut se limiter aux quasicaractéres non ramifiés.

THEOREME. — Soient m,7’ € A°. Sin(m) #n(r') on a L(s,mx7')=1. Sin
n’est pas de la forme v, a € R, alors L(s,m x ©') n’a pas de pdle sur laze
réel; si 7 est de cette forme, L(s,m X ') a un unique pole sur l'aze réel, qui
est simple, en s = —a.

3.4. Prouvons maintenant le corollaire du théoréme 1.6 par récurrence sur
I'entier n > 2 : nous allons montrer que 7, et 7° coincident sur G%(n), si la
famille (7,,) d’applications de G(n) dans A(n) vérifie les conditions du corollaire.
Soit ¢ € G%(n); il suffit de prouver qu'on a 7,(c) € A°%(n) : en effet, le
théoréme 1.4 implique alors que 7, (o) coincide avec 70 (o).
Comme o € G%(n), on a, par le théoreme 1.6 (a), L(s,0 ® 7) = 1 quel que
soit 7€ GO(r), 1 <r <n—1 et on a alors

L(S,Tn(d) X 71'9(7')) =1.
Mais comme 7° est bijective, on obtient
L(s,ma(0) x p) =1

quel que soit p € A%(r), 1 < r < n—1. On a alors 7,(0) € A%(n) par la
partie (b) du théoreme 1.6.

4. Pole en s = 0 des facteurs L de paires

Dans ce paragraphe, nous prouvons les théoremes 1.7 et 1.8.

4.1. Nous traitons uniquement la partie (a) du théoréme 1.7, la partie (b),
comme au paragraphe précédent, se traitant de la méme fagon, aux notations
pres.

Fixons 0 € G — G°, o/ € G avec n(0) = n(o’), et notons Y f(p,d)p @ Stq et
S f(p,d)p @ Stq les éléments de N[G?] correspondant & o et o’. Pour r € N,
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posons v, = v,(c), v.. = v.(c’). Nous allons prouver, par récurrence sur I’en-
tier n(o) > 2, lassertion suivante :

(A) Si v, =0, pour r=1,...,n(c) — 1, alors o =0".

Remarquons déja que par le théoréme 1.5, ¢’ n’est pas irréductible. Comme
les facteurs L sont multiplicatifs, pour les sommes directes (2.1), nous pouvons
supposer que pour (p,d) € G° x N, on a f(p,d) =0 ou f'(p,d) = 0.

4.2. Fixons (r,m) € G° x N. Par 2.4, l'ordre v(r,m) du péle en s = 0 de
L(s,0 ® T ® St,y,) est la somme des f(p,n) pour les couples (p,n) € G x N tels

qu'il existe j € {1,...,inf(m,n)} vérifiant
um+”71’jp ~ 7V,
(1) Pour m =1, posons w(r,m) = v(r,m).
(2) Pour m entier > 2, posons w(r,m)=v(r,m) —v(vr,m —1).

Alors w(7,m) est la somme des f(p,n) pour les couples (p,n) € G° x N
vérifiant n > m et 7 ~ ulfnpv On a donc

F(o,m) = w(@' =™ ", m) — w(! " m + 1),
Si (m + 1)n(p) < n(o), on déduit de 'hypothese de (a) qu'on a f(p,m) =
f'(p,m).
4.3. On peut donc supposer que pour (m + 1)n(p) < n(c), on a
flp,m) = f'(p,m) = 0.
Si f(p,m) # 0, on a donc (m + 1)n(p) > n(o).

Mais on a aussi
a) =Y flp,m)mn(p)
et en particulier

(3) n(o) = 3 flp,m)———n(o),
(4) dott 1> f(p,m) lfQpr,

On voit donc qu’on se trouve dans lune des situations suivantes (on tient
compte du fait que o n ’appartient pas a G%) :

1) f(p,m) # 0 pour un seul couple (p, m), et alors
n() = F(p, mymn(p) < (m + L)n(p),
ce qui donne

(5) soit m=1 et f(p,1) =2,
(6) soit m >2 et f(p,1)=1.
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2) f(p,m) # 0 pour deux couples distincts (p1,1) et (p2,1) seulement et
n(p1) = n(p2) = Sno).
Bien stir ce raisonnement s’applique aussi & o”’.

4.4. Pour chacune des situations précédentes, regardons la restriction de v,
(et v/) A G% pour r =1,...,n(c) — 1.

1) 0 = p® Stm, p € G°, m > 2. Alors v, est nul sauf si

T =v""p" et alors v,(7) = 1.

2)o=pDp, pec G’ Alors v, est nul sauf si
T =p" et alors v,.(7) = 2.
3) 0 = p1 @ pa2, p1,pe distincts dans GY. Alors v, est nul sauf si 7 = oy
ou 7 = py, auxquels cas v, (1) = 1.

Comme cela s’applique aussi & ¢’, on voit que dans chacun des cas ’hypo-
these (a) implique o = ¢’, ce qui termine la preuve du théoréme 1.7 (a).

4.5. Prouvons maintenant le théoreme 1.8 et son corollaire.
Soit (7 )n>1, une famille d’applications 7,, de G(n) dans A(n) qui vérifie :
(i) 7n(o) = 72(o) pour o € G°(n), n > 1;
(ii) pour 1 <r <netoeG(n)—G°n), r€G(r),ona

L(s, Tn(0) ® TT(T)) =L(s,0®T).

On va prouver, par récurrence sur I’entier n, qu'on a 7, = m,.

Il n’y a rien & prouver pour n = 1, grace a (i). Par (ii) et ’hypotheése de
récurrence, on a L(s,7,(0) X m.(1)) = L(s,0 ® 7) quels que soient o € G(n),
7€ GXr), 1 <r < n-—1, et comme 7, induit une bijection de G2(r) sur
A2(r), on obtient L(s,7,(c) x p) = L(s,m,(0) x p) quel que soit p € A%(r),
1<r<n-—1.

Par les théorémes 1.5 et 1.7, cela implique 7,(c) = m,(0), d’ou le théo-
reme 1.8.
Si (7,) vérifie les conditions du corollaire, alors par le corollaire 1.5 on a

(o) = 72(0) pour o € G°(n), n > 1, et on applique alors le théoreme.

5. Facteurs « et support supercuspidal

Dans ce paragraphe final, nous prouvons les résultats de 1.9.
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5.1. Grace a la multiplicité des facteurs v dans les suites exactes courtes, on
obtient :

(a) Si deux éléments o et o’ de G ont des restrictions & Wx équivalentes,
on ay(s,0®7,1%) =~v(s,0’ ®7,9) quel que soit T € G.
De méme, grace a la multiplicité des facteurs v lors de 'induction parabo-
lique, on obtient le fait parallele :

(b) Si deux éléments 7 et 7’ de A ont méme support supercuspidal, on a

V(8,7 X p, ) = (s, 7 X p,¥))
quel que soit p € A.

5.2. Il s’agit d’examiner les réciproques de ces assertions.

PROPOSITION. — Soient n un entier > 2, et soient 0,0’ € G(n), 7,7’ € A(n).
On suppose o ¢ G° et m ¢ A°.

(a) Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) les fonctions y(s,0@7,9) et y(s,0' @T,¢) ont méme ordre en s =0
pourr=1,....n—1et7€G'r);
(ii) o et o’ ont des restrictions @ Wr équivalentes.
(b) Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) les fonctions y(s,c®p, ) et y(s,0’ ®Rp, 1) ont méme ordre en s = 0
pourr=1,....n—1etpec Ar);

(ii) 7 et © ont méme support supercuspidal.

Ici encore, les démonstrations de (a) et (b) sont identiques aux notations
pres. Il suffira de prouver (a), (i) = (ii). Supposons donc (i) vérifiée. Par le
corollaire 1.6, on a en tout cas o’ ¢ G°.

Pour p € G°, notons f(p) la multiplicité de p dans la restriction de o & Wrp.
Pour 7 € G% on a

Vs, oory) =[] vsperv)/),
peGY
et 'ordre v(7) de v(s,0 ® 7,) en s = 0 est donc égal a
Fr) = £().
Comme on a f(¥/7") = 0 pour j assez grand, on voit que

o0

fr) = =3 vir).

=0
Le méme raisonnement s’applique a ¢’ et, avec des notations évidentes, donne

fiir) = =52, v' ().
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Par hypothese, on a v(r) = v/(7) si n(r) < n. Cela implique donc f(7) =
f'(7) si n(r) < n. Mais comme 0,0’ n’appartiennent pas a4 G°, cela entraine
o = o', ce qui prouve la proposition.

5.3. On peut maintenant prouver la proposition 1.9. Soient 7, 7’ des éléments
de A(n) vérifiant v(s,m X p,v0) = y(s,7 X p,s) pour r = 1,....,n — 1 et
7€ A%r). Sit e A% on a ' € A° par le théoreme 1.6 et m = 7 par le
théoréme 1.4. Si m ¢ A° on a m = 7’ par la proposition 5.2, d’ott (i) = (ii)
dans la proposition 1.9. On a vu plus haut (ii) = (i) dans la proposition et
dans le corollaire. Si 0,0’ € G(n) vérifient 'hypothese (i) du corollaire, alors
sio ¢ A on a 0 = o’ par la proposition 5.2 et si 0 € A on a o’ € A° par le
théoreme 1.5 et o = ¢’ par le corollaire du théoreme 1.4. CQFD.
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