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COHOMOLOGIE DE HOCHSCHILD DES GRAPHES
DE KONTSEVICH

PAR DIDIER ARNAL & MOHSEN MASMOUDI

RESUME. — Nous calculons la cohomologie de Hochschild directement sur les graphes
de Kontsevich. Celle-ci est localisée sur les graphes totalement antisymétriques ayant
autant de pieds que de pattes. La considération de cette cohomologie permet de réin-
terpréter 1’équation de formalité pour I’espace R<.

ABSTRACT (Hochschild cohomology of Kontsevich graphs). — We determine the
Hochschild cohomology for the Kontsevich’s graphs. As usual, that cohomology is
localized on totally antisymmetric graphs with as many feet as legs. Using this
cohomology, we reinterpret the formality equation for the space R®.

1. Introduction

L’opérateur de cohomologie de Hochschild (noté dg) des opérateurs multi-
différentiels apparait naturellement dans I’équation de formalité de Kontsevich
(voir [4] et sa formulation dans [2]) :
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50 ARNAL (D.) & MASMOUDI (M.)

0= —dyg (.7:/@1,“,’1% (al R Oén))
1
+3 Z all, J)(_l)(\kl\*l)ww\[fkl(al),ka(aJ)]G

IuJg={1,...,n}
1,040
1 .. T k:i—1
-3 Zé‘a(l,], 1,..0,4,7,...,n)(=1) f((k,i+k,v71),k1,...,1@,...,kn)
i#£j

([aisaj]lg® a1 @ @G, 05 @+ @ ay)

si [, |g est le crochet de Gerstenhaber et [, |s celui de Schouten. On peut écrire
cette équation sous la forme :

n—1
1 1
di (Finy) = %5 D [Fap Fa-nlo F 52 Fa-n(l sls @),
i=1 i,
Si on impose que F (1) est juste 'opération qui identifie un m tenseur o a
lopérateur m-différentiel d’ordre 1,...,1 qu’il définit canoniquement :

f(l)(a)(fla"'afm) = <O‘7df1/\"'/\dfm>a

on peut chercher & construire toutes les formalités sur R* par induction sur n.

Si F1y, -+ Fn-1) ont été trouvés, le second membre de I'équation est alors
un cocycle de Hochschild, la résolution de I’équation pour n est assurée si ce
cocycle est exact.

Comme la formalité de Kontsevich est une somme d’opérateurs construits a
partir de graphes admissibles, on peut se ramener a un calcul cohomologique
sur les graphes eux-mémes. C’est ce que nous avions fait dans [1] ol nous avons
introduit la notion de cohomologie de Hochschild des graphes de Kontsevich,
en nous restreignant au cas des bons graphes, liés aux structures de Poisson
linéaires.

Le but du présent article est le calcul complet de tous les groupes de coho-
mologie de Hochschild des graphes de Kontsevich ou plutot des combinaisons
linéaires de graphes, en toute dimension et pour tous les graphes.

Ceci sera mené a bien en utilisant une suite spectrale classique dans ce genre
de problémes. Nous avons suivi 'approche de [3] pour la description de cette
suite spectrale.

2. Graphes orientés et opérateurs multidifférentiels

Rappelons d’abord comment M. Kontsevich dans [4] associe & chaque graphe
orienté (I, O) un opérateur multidifférentiel Bp ¢y défini sur R? pour tout d
(on dira qu’il est défini sur R*).

Pour définir un graphe I', on se donne d’abord ses sommets, qui sont de deux
catégories : les sommets aériens sont des points p; (1 < j < n) du demi plan

TOME 130 — 2002 — N© 1



COHOMOLOGIE DE HOCHSCHILD 51

de Poincaré
H={z€C, Jm(z) >0},

les sommets terrestres sont eux des points gy de la droite réelle. On suppose
toujours q1 < g2 < --- < ¢m- On note P l'ensemble des sommets aériens et
Q@ l'ensemble des sommets terrestres. Les arétes sont des fleches % partant
d’un sommet aérien a et arrivant sur un sommet aérien ou terrestre b. Il n’y
a pas d’aréte multiple. L’ensemble de tous les graphes ayant pour sommets les
points p; et g¢ est noté

Gpq = G{pl,---,pn}v{ql,---,qm}'

SiT est un graphe, on note Deb(p;) 'ensemble des fleches partant du sommet
p; et k; le cardinal de Deb(p;). On note aussi, pour chaque sommet b de T,
Fin(b) ’ensemble des fleches aboutissant sur b et g son cardinal.

Le graphe I de Gpg étant donné, on I'oriente en choisissant un ordre total
sur 'ensemble A(T") de ses arétes. On note O cette orientation, (I, O) le graphe

orienté et C?,Q> I’ensemble de tous les graphes orientés.

Chaque graphe orienté (I', O) permet de définir une application Br oy qui,
a chaque famille o, ..., a, de tenseurs contravariants, totalement antisymé-
triques et d’ordres respectifs k1, ...,k, sur R®, associe un opérateur m diffé-
rentiel Br oy(a1 @ -+ @ ay). Les arétes de I' sont d’abord numérotées suivant
leur ordre de 1 & |kgy,. ,3| = k1 +--- + k, et on pose K = |kg1 . )|, ensuite
on consideére tous les multi-indices (i1,. .., ix) variant entre 1 et la dimension

d de Pespace et on note a;j(Deb(p;)) la composante a; """ du tenseur «; si

I'ensemble Deb(p;) est formé des arétes numérotées r1 < --- < ry; et Opin(p)
I’opérateur

09
8 in = -
F (b) 8:1;151 e axl"'gb
si Fin(b) contient les arétes numérotées si,. . ., sg,. Alors Bip 0)(a1 ® -+~ ® o)
est défini par
Broy(o1 ® - @an)(fi,- -, fm) = Z HaFin(pj)aj (Deb(p;))
1<in, i <d  j=1 .
X HaFin(qg)f[
=1

On étend enfin Papplication B linéairement a ’espace vectoriel des combi-
naisons linéaires

Y=Y arol,0)

de graphes orientés (I, @) en posant
By =) aroBro:

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



52 ARNAL (D.) & MASMOUDI (M.)

3. Graphes non orientés

Sur la formule ci-dessus, on voit que si 'on garde le graphe I' mais qu’on
change son orientation en remplagant O par O, on obtient le méme opérateur
multidifférentiel & un signe pres er(O, Q') qui ne dépend que de T et de ses
orientations. Par exemple les deux orientations O et O ci-dessous du méme
graphe T’

)41 )41

2 b2 2 P2
1
3 3 1
q1 q2 q1 q2
FIGURE 1

définissent les opérateurs

Broyar®@a)(fi, fa) = > a0l 0ii, /105, fo,

1<i1,i2,13<d

Bron(a1r @ az)(f1, f2) = Z a0 0;,4, 110, fo.

1<y i2,i3<d
On a donc ici ep(0,0’) = —1.
Comme on veut travailler seulement sur des graphes sans orientation, on ne
garde que les combinaisons linéaires de graphes v telles que
ar,0n = er(0', 0)ar o)

pour tout couple d’orientations @ et (O'. Prenons alors une orientation « cano-
nique » Oy d’un graphe I', par exemple I'ordre lexicographique des fleches ab
de A(T"), et notons br le nombre ar o,)#A(I')! et Br I'application B o).
Si O(T") désigne tous les ordres possibles sur A(T"), on aura donc :

vy= > Y. aro0)

reGp,q OcO(I")

= 3 awon Y. er(0.00)T,0)= 3 brer

reGp,q 0eo(l) reGpo

si

er=#%<r>' Y. er(0.00)(I,0)  (alors B = Br,oy) -

" 0eo()

TOME 130 — 2002 — N© 1



COHOMOLOGIE DE HOCHSCHILD 53

On notera simplement :

Y= Z bI‘F, B’Y:szrrz Z bFBF (: Z bFB(F,OO)>~

T'eGp,q TreGp,q reGp,q

On identifiera donc l’espace ainsi obtenu & l'espace Vp g engendré par les
graphes non orientés et 'application B est maintenant définie sur cet espace.

DEFINITION (opérateur de Kontsevich). — Soit T'(RY) I'espace des tenseurs
contravariants totalement antisymétriques et D(R?) celui des opérateurs diffé-
rentiels sur R%. On appellera opérateur de Kontsevich I’application

B:Vpq — End(Q)TR"), Q) DR")), 7+ B,.

REMARQUE. — La formalité de Kontsevich doit satisfaire une symétrie supplé-
mentaire qui permette de remplacer le produit tensoriel a1 ® -+ ® a, par
un produit gradué symétrique ay - - -« q, (voir par exemple [2]). Il faut donc
considérer aussi action du groupe &,, des permutations de {1,...,n} sur les
graphes I', en permutant 'ordre des sommets aériens de I'. Si on a muni I" de
l’ordre canonique Oy et si o appartient a &, il faut alors distinguer 'opération
qui consiste & permuter les fleches issues des sommets p; « par paquets », en
conservant l'ordre des Deb(p;) qu'on notera (Op)? de l'ordre canonique du
graphe I'” qu’on notera (O7)y. On notera er (o) le signe €((O07)(O0)?) -€al0),
ol €4 (o) est défini dans [2] comme la signature de I'effet sur les k; impairs de
la permutation o.

Dans ce cas, on ne gardera finalement que les combinaisons linéaires de
graphes non orientés v = > brI' telles que bre = er(o)br pour tout I' et
tout o. L’espace de ces combinaisons de graphes sera noté V,, ,,, il est engendré
par Pensemble Gy, ., des classes [I'] de graphes I" & 'ordre des sommets aériens
pres.

Dans la suite, on ne tiendra pas compte de cette action de &,,.

4. Pieds et pattes des graphes

Soit I" un graphe non orienté, on appellera pieds de I' les sommets terrestres
Q- - -,qm, pattes de I les arétes aboutissant a un pied, c’est-a-dire les éléments
de Fin(g1) U --- UFin(gy,). On notera A(T") le graphe purement aérien obtenu
en supprimant la droite réelle, les pieds et les pattes de T" et OA(T) I'ensemble
des origines des pattes de I'. On représente les éléments de OA(T) par des
couples (p;,z) (1 < x < r;) en numérotant pour chaque sommet aérien p; les
r; pattes qui en sont issues. Connaissant A = A(I") et son bord 0A = JA(T)
qui est une partie finie de P x N, on peut retrouver I' en se donnant une famille
de parties U, ..., U, de OA telle que les U; non vides forment une partition
de OA(T). Un tel graphe n’est admissible que si aucun U; ne contient deux
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54 ARNAL (D.) & MASMOUDI (M.)

éléments (pj,x) et (pj,y) avec le méme p; et on met implicitement sur ses
arétes l'ordre canonique Op. On peut donc reconstruire les U; € P x N en
connaissant leurs projections U, dans P (si p; € Uy, il y aura dans U; I'élément
(pj, kje) ol kj¢ est le nombre des ¢ < £ tels que p; appartient & Up/). On notera
donc :

[ =0(A,0A,(Us,...,Un)) = D(A,0A,U) =Ty 7.
On sous-entendra méme ’exposant, si A et A sont fixés. D’ailleurs, il est clair
que si 'on se donne A et U = (Uy,...,Up), le bord OA est compleétement
déterminé :
OA ={(pj,x), pj €EUL U+ UUp, 1 <a <#{Ltels que p; € Ur}}.
On notera d A ce bord.
Avec ces notations, 'opérateur I' — Br = B o,) s’écrit :

Br(on ® - @ an)(fi,-- -, fm) = Capalon ® -+ - ® ay)0u, f1-+ - Ou,, frm-

En effet, les parties Uy n’interviennent que dans les opérateurs de dérivation
sur les f;. Notons D(P) I’ensemble des couples (A, 9A) admissibles construits
sur P. Sur Vp g, B s’écrira donc :

y= > b= > > baoawl(A,08,U)

reGpe,q (A, 0A)eD(P) U

B'y(a1®"'®an)(fla“wfm): Z CA@A(OQ@"'@O&,L)
(A,0A)eD(P)

Z ba,on.)00, f1+ -+ Ou,, fm-
u

5. Cohomologie de Hochschild

Dans [1], on a traduit I'opérateur de cohomologie de Hochschild dg des opé-
rateurs multidifférentiels (voir [3] par exemple) en un opérateur de cohomologie
d défini directement sur les graphes I' en posant :

AOA A,0A
d(Fu ) = d(F(Ul ..... Um))

m
 A0A ) A0A
=T o T 20 D TE v

=1 Vv =u,

+1pA,0A
+(_]‘)m F(U1,~~~7U1717@)
= Z (—1)611(%}18%. VAV Uy T Z (_1)€+1F(Alf718é~@@~~ Um)®
s e VI VI =, N B
V/,V”#g
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COHOMOLOGIE DE HOCHSCHILD 55

PROPOSITION (cohomologie des graphes, [1]). — Avec nos notations, on a
pour tout a1 @ -+ - Q apy -

Bd’y(al ® ®an) = dHB’y(Oll ® - ®Oln)

6. Présentation algébrique de la cohomologie

Dans [4], Kontsevich donne une formulation purement algébrique de 1’opé-
rateur de cohomologie de Hochschild en termes de la comultiplication d’une
cogebre libre. Il est facile de traduire cela directement sur les graphes. Fixons
un graphe aérien A ayant n sommets. Appelons W l'espace vectoriel de di-
mension n engendré par les graphes I' ayant un seul pied et une seule patte
et tels que A(T') = A. Une base de Wa est formée par les graphes I'; dont la
patte est

7t (D = D(A (e D). () = TG0,

A partir de Pespace Wa, on construit une algébre C(Wa) de la facon suivante :
e lespace sous-jacent & C(Wa) est Pespace AWa de base T'y ot U est

une partie de {1,...,n} (ou de {p1,...,pn}, v est le graphe & un seul pied
A, Ux{1}
Ty s

¢ la multiplication, notée A est définie par

e(U,UNTyorr si UNU' =,

T'uATy = { .
0 sinon,

ou e(U,U’) est la signature de la permutation rangement de U UU’ qui consiste
a remettre les indices de U et de U’ dans lordre croissant.

Par construction, en identifiant I'r;, | ;3 & T'iy A--- ATy, on définit ainsi
un isomorphisme entre C(Wa) et lalgebre A Wa. Rappelons d’ailleurs que les
algebres symétriques et extérieures sont deux avatars des algebres symétriques
sur un espace gradué. Enfin il est clair qu’avec nos notations,

Bryar,, (a1 @ -+ ® an)(f) = Br,,,, (1 ® -+ @ o) (f).

Maintenant, suivant 'idée de Kontsevich, on note S(C) la cogebre libre co-
engendrée par C(Wa). Un élément de S(C) est donc une combinaison linéaire
de produits tensoriels 'y, ® - -- ® I'y,, . On identifiera ce produit au graphe

@(FUl ® e ® FUm) = F(Ulv"'*Um) = F(Ul*

Ainsi S(C) est identifié par ® & I'espace VA de tous les graphes I' tels que
A) = A.
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56 ARNAL (D.) & MASMOUDI (M.)

Associé a la comultiplication coassociative de S(C) :

A S(C) — 5(C) @ S(C),
m—1

ATy, ®-®@Ly,)=> Ty, ®-@Ly, QTy,, @ eTy,,
=1

I'opérateur de cohomologie « algébrique » daig est
m—+1

g éc% X e,

dag = Do ®@idgne + > (-1)!id® - ®Ar@ - @id + (1) idgme ® Do
=1
(Ay est Vopérateur A appliqué au facteur numéro £.)
PROPOSITION (d est I'image de daig par ®). — Avec les notations ci-dessus :
d=®o0dygod .
COROLLAIRE (d est un opérateur de cohomologie). — L’opérateur daz est

une codérivation de degré 1 de S(C), la coassociativité de A implique
dalg © dag = 0. L'opérateur d est un opérateur de cohomologie sur VPA.

Eneffet,siC = T'y, ®---®I'y,, et C" =Ty, ®---®@I'y_,, on a par construction
datg(C @ C") = da1gC @ C' + (—1)""C @ da1gC’
ce que 'on note comme dans [2] :
Ao dyg = (id + 7)(dalg ® id) 0 A.

Pour prouver que dod = 0, ou ce qui revient au méme que daig © datg = 0, il
nous suffit de considérer cet opération sur les générateurs I'y de C. Mais alors :

dagly =T @Iy — Al'y +T'y @ I,
(datg 0 datg) Ty =Ty @Iz @Ty — Al @Iy + g @ Al'y —Ta @y @y
g @A, + (A®id) o ATy — (id®@ A) o ATy + ATy @ 'y
+ Iyl —Aly @I+ Ty @ Al'g —I'y ®I'g ® I'g.
Et de remarquer que Al'gy =T'g @ I'y.

7. Réduction aux vrais graphes

DEFINITION (graphes boiteux et vrais graphes). — On dira que le graphe
I'y =Tw,,..vu,) est boiteur si au moins I'un des U, est vide; si au contraire
tous les Uy sont non vides, on dira que I'y est un vrai graphe. On notera X
I’espace engendré par les graphes boiteux et Y celui des vrais graphes. X2
(resp. Y2) représentera l'espace des graphes I' boiteux (resp. vrais) tels que
AT) = A.
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COHOMOLOGIE DE HOCHSCHILD 57

Comme le remarque Kontsevich dans [4], on peut se restreindre & 'espace Y.
En effet, si A est fixé, on vérifie immédiatement que

VA=X2@Y?  dY®)cY®d, 4d(X2)cx4

et donc
H (VA= H (X®) @ H (Y?).
PROPOSITION (réduction aux vrais graphes). — La cohomologie des graphes
boiteuz est nulle :
H'(X%) =0.
Démonstration. — En suivant la présentation de Berger dans [3] et en revenant

a lexpression algébrique de d, on remarque que

dagTu= Y Tvely si U#0@
vuv'=u
et

0 si m est pair
dalg(@"Tg) = dag(Te @ - @Tg) = ’
ae o) = dug(To a) ®@MHIy  si m est impair.
Donc si on représente nos combinaisons linéaires v de graphes par leur image
dans S(C) :

Y= Z awy,...v)lo, ® - @1y, + Z U, Us,...u) e @ - @1y,
U,#2 U=2

=m+7>1,

alors si v est un cocycle :

0= dalgfy = dalg’71 + Z AU@,Us,....Um)
U1=9

(Fg®Fg®-~-®FUm —Fg®da1g(FU2 ®"'®FUm))
= Z b(V17...,Vm+1)FV1 Q@ Q® FVm+1'
\%

En particulier :

m
_ _ ?
0= b(0.0,VarVins1) = U2 VarooVps) T D1 UG.0 Va0 ViVesao Vi)
=3

On en déduit que si

P = Z U,2,Us,. . U)o @y, @ @1y,
UsyeosUn
alors dagf1 = 7>1 et, modulo un cobord, on peut supposer que v se réduit
a Y1-
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Par induction, on suppose maintenant que v est une combinaison linéaire de
termes de la forme I'y, ® --- ®@ 'y, avec Uy, ...,U,_1 non vides. On écrit de
nouveau

Y=+ V>r
en regroupant dans v, les termes I'y; tels que U, # @ et dans 7, ceux pour
lesquels U, = @. Le méme calcul, donne dans daigy :

0= b(Vl7~~~er—l7g7g7VT+2»---7Vm+1)

- (_1)T71a(vl7~~~7v7‘—17z7Vr+27~~~an+l)

m
(~1)fa
V1,00, Vee1,2,9, Vg0, , VeUVi g 1500, Vi 1) -
l=r+2
On en déduit que si
/87“ = E a(Ul,...,Ur_l,g7g,U7-+2,...7Um)
Ui,....Ur—1,
Urt2,...;Unm Ty, @---@l'y,_,®l'sg®Iy, ., ® - &Iy,

alors dagf8r = (—1)""14-, et, modulo un cobord, on peut supposer que 7 se
réduit a v,. Si v est boiteux, tous les cobords introduits le sont aussi donc
Ym+1 = 0, v est un cobord. O

A partir de maintenant, on ne considére que des vrais graphes. Pour ces
graphes, si k est le cardinal de A, on a k > m. Notons Y *)™ Tespace des
vrais graphes ayant m pieds et tels que le cardinal de A est k. On a d(Y ()™) ¢
Yy (B)m+1 14 cohomologie se restreint aux espaces Y% = D.., y (k)m,

8. Lecas k=m
Définissons d’abord I'action du groupe &,,, sur un graphe I' & m pieds. Si o
est dans G,,, on peut le faire agir sur I' en posant :
?Ul,...,Um) = F(UU(I)w"'vUU(m))'

Mais il faut aussi tenir compte de l'orientation des graphes : si on ne change
pas l'ordre des fleches arrivant sur gy, . . ., ¢, on obtient une orientation (Og)”
distincte de I'orientation canonique (O7),. On posera donc :

(L) =2((00)”, (07)o)T7.

(C’est encore une action de &, puisque c’est le produit tensoriel de 1'action
sur les graphes par celle sur les ordres.) Remarquons que

£(0)e((00)7, (07)g) = (o), Oo)
si e(o) est la signature de o.
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COHOMOLOGIE DE HOCHSCHILD 59

DEFINITION (antisymétrisé). — L’antisymétrisé a(I') du graphe I' est par dé-
finition )
alf) = — 3 e(o)o(r)
cEG,,

(e(o) est la signature de o). On étend par linéarité opérateur a aux éléments
de VRQ'

On a comme dans [3] :

PROPOSITION (réduction & a(7)). — Soit v un élément de Y™™ alors :
1) v est un cocycle : dy=0;
2) v — a(v) est un cobord : v = a(y) +df;

3) a(v) est un cobord si et seulement si a(y) = 0.

Démonstration. — Rappelons qu’on a noté I'; le graphe T'(A, ({ps, 1}), {pi})-
On a dagI'; = 0 par construction. Comme daj, est une codérivation de S(C) et
Y (m):m est engendré par les graphes (T, ®---®T;, ), tout élément de y (m),m
coborde.

Si pi, # DigyrsOnac

datg (Tiy ® - ®Ti_, ®T(p,, s, 13 ®Lip ® - ® T,
=(-)'Ty,®.®0, +Iy @@, o, @)
et £((0p) & (O ) = 1. Soit
Dy @@, =e((t,0+1)(,L+1)(T;, @@, ) +db.
D’autre part, si p;, = p;,,,, on a £((Og)“H+D (OEHD))5) = —1 et donc
L@@, =e(((,0+1)(,0+1) (T, ®---®T;,).

Ceci prouve le point 2).

tm

Si a(y) = dB, chaque T’ qui apparait dans (8 appartient a Y (™):m=1 1]
donc un pied & deux pattes et un seul : g = Z”:_ll Be, ou By est la somme
des composantes I ayant deux pattes sur le pied £. Mais le calcul fait ci-dessus
montre que pour un tel I', (¢, + 1) (dI') = dI'. On a donc :

a(dl) =0, a(dBe) =0, a(a(v)) =0=a(y).
Ce qui prouve 3). O

COROLLAIRE (H™(Y (™)) = q(Y(™)™)). — Le m-iéme groupe de cohomolo-
gie de Y™ est espace a(Y(m)’m). Plus précisément, pour chaque couple
(A,0A), la cohomologie de Uespace Y A92) des vrais graphes de la forme
(A, 0A,U) vérifie :

H™MYB08) 20 si m>#0A,  dim H#OA(y(308)) 1.
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9. La suite spectrale E *>*

Fixons A et OA tel que #0A = k et notons simplement Y l'espace Y94
gradué par le nombre m des pieds des graphes. Pour chaque v de Y
k

Y= Z ayy,..., Um)F(A78A7(U17"'7Um)) :Zaurs’aA € @Ym7
(U1y..sUp) u

m=1
on appelle

o(v) = sup{#U1,aw,,..v,,) #0}  (0(0) = —o0).

On note Y, = €P,, Y, P'espace des v de Y tels que o(y) < k — p (c’est-a-dire
tels que pour tout graphe I' de v, au moins p pattes arrivent sur les pieds
numéros 2,...,m). On a :

Y,=0 si p>k Yo=Y, YuCY,.
On définit ensuite les espaces suivants :

Zp1 = {y € Y tels que dy € V1),

B = {v € Y tels qu'il existe B € Y7 tel que v = d},
: 1,g-1
Bt = 709 )(BY8 + 20500,

Il est facile de vérifier que EP'? est bien défini, c’est-a-dire que BP9, +

1,g-1
ZPH1 771 est un sous-espace de ZP4. De plus :

LEMME (comparaison des EP7). — L’espace ELf, est un sous-quotient de

Vespace EP9. En particulier, si EP'? =0, alors E¥)'; = 0.

Démonstration. — Soit i I'injection canonique de Z¥)%, dans ZP9 déduite de
celle de Yppjrqﬂ dans Yppjﬂ, 7 la surjection canonique de ZP¢ sur EP¢ et f
Papplication 7 o 4. Notons A 'espace f (Z%)), B 'espace f (BP4 + Zp+1a—1)
et ¢ Papplication quotient de E)!; sur A/B.

Si [7] est dans le noyau de ¢, c’est-a-dire si  est un élément de Z¥% tel que
f(7) appartient a B, on peut écrire

Y =m+dB + 0 +dbo
avec, si m =p+ g,
YEY" dyeYITL,

1
§a! € Ypﬁl? d’}/l € Ypﬁt—‘—l’

Ym+1

ot {51 ey, dp ey,
Yo € Ypﬁl) d’YO € pHr

Bo € Y"1y, dBo € Y,

Mais alors dyy = dvy — dv;1 est dans Y;’_ﬁil, Yo +71 dans ZPH1:4=1: de méme,
Bo+B1 appartient & Y, ! et dBy+dBy 4 Y™, donc & BP9, Clest-a-dire [y] = 0,
@ est une bijection. O
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10. Résultat principal

THEOREME (nullité des EY'?). — On a EY? =0 sauf sip =k —1 et g =1
(dans ce casm =p+q=k).

COROLLAIRE (nullité des H®). — On a H™(Y A92)) =0 sim < k = #0A.

Démonstration. — Soit v un cocycle (v appartient & Y™ et dy = 0), soit p le
nombre minimal de pattes des graphes I' apparaissant dans v qui arrivent sur
les pieds q2, ..., ¢m (k> p>m—1), soit ¢ = m — p. Alors v appartient a Z59,
comme m = p+q < k, EY? = 0 et il existe v, dans Z"T"7"" et dB; dans B
tels que
v =m+dp.

La classe de v dans H™(Y) est celle de 71, mais maintenant 7; appartient
a Yy, c’est-a-dire qu’il y a au plus k — (p + 1) pattes qui arrivent sur ¢;. On
répete cette opération k£ — p fois et on construit un cocycle v,_, dans la classe
de «y tel qu’il n’y a aucune patte arrivant sur ¢ ; y4—p est boiteux, donc nul,
Hm(y(AﬁA)) =0. O

Démonstration du théoréme. — On prouve ce résultat par récurrence sur k.

e Sik=1YWm=0saufsim=1etdimYj = 1. Donc Y, = 0 pour tout
p>1et ZP7=0sauf si p=0 et ¢ =1. Le théoréme est vraisi k = 1.

e Supposons-le vrai pour tout k£’ < k et prouvons-le pour k.

Premier pas. — Si g # 1, alors EY"? = 0. Soit v appartenant & Z17. Ecrivons
~ sous la forme :
y= Y. alut+ >, alu=n+%.
#Ur=k—p #U1<k—p
Par construction, v est dans Y et yo dans Y}, donc dvy appartient & YZZ’JI,
Yo est dans ZET197! dans EP) [y] = [y1]. Notons ce 7y, ainsi :
v = Z Z aUl,V(I)(FU1 ® (I)il(]_—‘y)) = Z G,Uhv].—‘U1 vIy.
Ui V=(Us,...,.Un) Uy,

Sig>2,onap=m-—qg<m-—2<m-—1, chaque I'y, est boiteux, ce qui
est impossible, y; = 0.

Supposons maintenant ¢ < 0, c’est-a-dire p=m —q¢ > m >m — 1. Ou si on
pose yu, = Yy au, vy,

= ZFUl\/WU1~
Ui

Un calcul direct donne :

s = S (03) 0, T ¥ ).
Uy
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Mais (dI'y,) V yu, est dans Yp”r{l, donc » ; 'y, V (dyy,) aussi, mais ceci

n’est possible que si dyy, = 0 pour tout U;. Chaque 7y, est un (m — 1)-
cocycle, donc, grace a 'hypothese de récurrence et au corollaire et puisque
#0A(T'y) =p > m — 1, est un cobord. On peut donc écrire vy, = dfy, et

7= UZFUI Vg, = UZ((dFUl )V Bu,) — UZd(FUl V Bu,).

Par construction, le second terme est dans BY'?. Modulo ce terme, il ne reste
dans E7"* que le premier terme qui est dans Y}, donc nul dans Ef*?, EY = 0.

Interméde. — Sur le calcul de EY* ™" sim < k : soit [y] un élément de Ey*~ "',
c’est-a-dire

v= > Danvluy + Y, D avwluw

#U=k—m+1 V #U=k—m W

+ > > avalvx=71+70+m
#U<k—m X

avecy € Y et dy € Yanll. Alors v, appartient a Y7, donc a Y" et dy; a

Y,Zfll, donc v; est dans Z7" 11 et on peut le négliger en passant au quotient.

Maintenant v = vy_1 + 79 et, dans y_1, les divers V sont de la forme

V= ({pjz}’ cey {pjm})
tandis que dans 7y, les W sont de la forme

W= ({pjl}""?{pjl?pjl+1}""’{pjm})'

Second pas : une relation sur V. — Fixons une suite J de m éléments de JA,
avec peut-étre des répétitions :
J:(pjuapjm) et {pju"'apjm}:{pi17"'7pi17'"7pis7"'7pis}

(pi, apparait r;, fois, ..., p;, apparait r;, fois).

Notons U le complémentaire de J dans OA, avec nos notations,

-1
O (T Wulps, dpsa bolpsm ) = FTUAT;) T, @ - @ T,

-1 _

q) (F(U’{pjl }7""{ij 7pjz+1 }7""{pjm })) - :l:FU ®
Fj1 R-® (I‘je/\l"j“l)@...@I‘.

Jm "

On écrit donc :

(I)_l('Y) = Z Z {ag(FU A Fju(l)) ® Fjd(2) - Fja(m)
T 0E€G, XX G, \Gm

+ Z bi,ZI‘U ® Fja(l) Q- ® (Fja(z) A Fjo(H—l)) Q- ® Fjo'(m) }
¢
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Cherchons dans &' (dy) les termes en 'y T, ®---®@T;_ . Ils ont pour
coeflicient

¢ =aj + Z(—l)e(bz{,e + bi]e,e+1)oo,e)-

Puisque dv est dans Ymmjll, ces termes doivent disparaitre : ¢/ = 0 pour tout .J

et tout o.
Posons alors :

Z b Ja(l) - ® (Fja(/z) A Fja(z+1)) - ® Fja(m)'

Un calcul direct donne
dﬁaJ = Z(_l)e(bg,z + bZ]é,£+1)oa,£)Fjg(1> Q& Fja(m) :
¢
Donc a(dB?) = 0 puisque dﬁJ est un cobord. Soit :
Z ZE oT,Z + b{é,é—i—l)oo‘or,é) =0,
TEGS,
ot £'(7) est le signe € ([(O7)o]", (O7)o).

On a donc montré

LEMME (relation sur les a). — Pour tout J et tout o, on a :
Z 51(7—) Ugor = =0.
T€EG,
Troisiéme pas : choix de j1 et rangement des indices j,. — Modulo une modi-

fication du terme g, on peut ranger les indices j, de J dans 'ordre croissant.
En effet, si j; > jy4+1 dans

Lwipittpinh) =2 Tv @, @ @Ty,),
on pose
ﬁ = (I)(FV Q- (Fjlz A FJ2+1) @ ij) € erl:ll'
Alors
df = (1) e(Ty @ @ (T, @ Ty, + Ty, @) @@L, )+

avec 7, élément de Y,™. Par construction d appartient a ¥, ; donc & Z{" 0
On peut 'ajouter a v, on modifie ainsi le terme « principal » v_; et le terme
« secondaire » 7g. Il est clair que par répétition de cette opération, on peut
supposer les indices jo, ..., j, tous rangés dans l'ordre croissant :
YV N2,y -y dm), AV Apjg}dpim ) = 0 i (j2,---,jm) n'est pas croissante.

Notons ig le plus petit des indices de OA. Si p;, n’appartient pas a V, alors
Pio = Pj, €t on pose :

B=2Tyigp,) @l @0, )€Yy (#V =k —m > 0).
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Alors :
g = <I’(Fv®no®rj3®~ @ 5+ Y (T \(patifpig} ®T2 O, @- - -®ij)).
pz€EV

De nouveau, df est un élément de Z{”’O et I'ajout de ce terme modifie vy_1
(pas o). Dans df chaque terme & part le premier vérifie iy appartient a V. On
peut donc maintenant supposer que :

YV,¥(j2, .- Jm), siio € V ousi (Ja,...,Jm) n'est pas croissante,

AV {psy ol pim ) = 0-

Quatriéme pas : conclusion. — Reprenons les notations du pas 2. Les seuls J

qui apparaissent sont les suites rangées commencant par j; = iy, donc :
VJ, al #0 implique o = [id] dans &,, x --- x &, \ &,,.
La relation du lemme s’écrit :
Z '(1)al zrl!...rs!a[{d] =0.
TEG, XXy

Donc y_; est nul, v = 7 appartient a Y,* et dy appartient a Ygi% ~ est dans
Z° donc [y] =0 et sim < k, By "' = 0. O

11. Interprétation cohomologique de 1’équation de formalité
pour R*®

Rappelons brievement les structures de Loo-algebre de T(R®) et D(R®)
(voir [4] ou [2]). Si oy est un kq-tenseur et ag un ko-tenseur alors :

Ql(al) = 0 et Qg(al.ag) = —(—1)(’6171)’62 [a27a1]5

ou [, ]s est le crochet de Schouten. Si A; est un mj-opérateur différentiel et Ao
est un mg-opérateur différentiel et si [, ] désigne le crochet de Gerstenhaber
alors :

Qi (A1) = —dpgAr et Qh(Ar-Az) = (—1)™~I™m2 (4 Ao

On cherche les formalités F sur R* construites & partir de combinaisons
linéaires de graphes appartenant aux espaces V,, ,,,. On impose :

f(l)(a)(fl7~~7fm) = <avdf1/\"'/\dfm>7

donc F(1y = ., Br(m) ot I'(m) est I'unique vrai graphe I' & m pieds et un
seul sommet aérien :

F(m) = F({p1}7 {pl} X {17 ceey m}7 ({pl}v sy {pl})) € Y{pl}’{pl}X{l’m’m}
cymm,
Alors dI'(m) = 0 pour chaque m et donc dgF(1) = 0.
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On cherche ensuite a construire s, ..., F,) par induction sur n en résol-
vant I’équation de formalité :

1 ~
di (Finy(oa .. om)) = —§Zaa(k£,1...k£...n)

kit f(n_l)(Qg(ak-ag) -al...a/kag...an)
1
+3 > eall, 1)Qa(Fqpy(ar)-Fplar)),

TuJ={1,...,n}I#,J#

ou €4 (I, J) désigne la signature de l'effet sur les «; impairs de la permutation
battement associée & la partition {I,J} de {1,...,n}.

On note Fpy m (a1 ... o) la composante de Fp,y (a1 . .. o) dans 'espace des
opérateurs m-différentiels. On impose de plus une condition d’homogénéité sur
les F(),m dans le sens olt on demande que pour n et m fixés le nombre total K
de dérivations (portant sur les ; et les f;) est constant. Comme pour F (1), ce
nombre vaut m = 2 X 1 +m — 2, un raisonnement par récurrence nous montre
que les graphes qui apparaissent dans F(,) ,, doivent tous avoir 2n +m — 2
arétes. Plus précisément on a la définition suivante :

DEFINITION (formalité de Kontsevich). — Une formalié de Kontsevich est une
suite de combinaisons linéaires de graphes (Yn,m)(n,m)en=xn Vérifiant :

i) pour tout (n,m) dans N* X N, v, , est dans V;, p, et y1,m =I'(m);

ii) si yn,m = »_ brI alors pour tout I tel que br # 0 on a

#AI) =2n+m —2;

iii) si on pose Fny = > ,.cn By, alors les F,y vérifient I'équation de
formalité.
THEOREME (le second membre est un cocycle). — Si on a trouwwé F),
ooy Fn—1), solutions de l’équation a l'ordre 1,...,n — 1, alors le second

membre de cette équation a l'ordre n est une somme de m-cocycles de Hoch-
schild.

Avant de commencer la preuve du théoreme, posons :

S Fnym)(on - am) = > ealkl, 1. KL...n)

k#L —
7 f(n—l),m(QQ(ak: -ag) - Q1 ...akag...an).

On a alors le lemme suivant :

LEMME (0 est un opérateur de cohomologie). — L’opérateur 0 est un opéra-
teur de cohomologie sur les applications multilinéaires de T(R®) dans D(R") :
dod=0.
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Démonstration du lemme. — Calculons directement :
5(5.?(”,1),7%)(0[1 e ()ln+1)
= > calkf1. k0.0 +1)ea(if,0,1. . kbij...n+1)
{i,dy#{k. 0}

Rl f(n—l),m (Qg(ai . aj) . Qg(ak . ag) s .. ak@aj . an+1)

+ Y ealkl1.kl...n+1)ea(04,1.. kCj...n+1)

Ak kAL —
f(n—l),m(Qz(QQ(ak . Cte) 'CVj) TQy .. OOy ..an+1)

+ Y ealkll.kl...n+1)ea(0,1.. k. ..n+1)

j £kl kF#L —
7 7 f(n,l),m (QQ(Olj . Qz(ak . Ozz)) Q.. OO Q. an+1)

N\ s ~ —_—
ollon a posé @ = ag - Q ...0Qp ...y et ag = Qa(ag.ay). Les termes de la
premiere somme s’annulent deux & deux. En effet,

ca(kl, 1. k.. .n+1)ea(if,0,1.. klij...n+1)
= (—1)the=Dithi) e 2 (k035 0,1. . klij...n+1)
ou ks est I'ordre du tenseur ag, par suite
ca(kl, 1. kl...n+1)ealif,0,1.. klij...n+1)
-7:(n—1),m(Q2(Oz¢ caj) - Qa(ak - ap) o ... agapaga; . ..an+1)
= —eo(ij, 1. ij...n+1ea(kl,0,1.. ijkl...n+1)
f(n,]_)’m(QQ(Olk; cag) - Qo - ay) g ... aiagagag . ..an+1).

La deuxieme somme est nulle car Q) vérifie I’équation de Jacobi graduée
(voir [4] ou [2]). En effet, d’une part
calkl,1. kb .n+1)ez(0§,1.. . klj..n+1)=eq(klj,1.. . klj...n+1)
et d’autre part
0=co(klj1.. klj.. .n+1)
(Q2(Qa(ag.cp)ay) + (1) Fe R Qy (Qa (e - ay)ay)
+(=1)H I Qy Qo - ar)ar))
=eq(kly,1... I;Z] Lo.n+ 1)@2(Qg(ak . ag)aj)
+ea(ljk,1.. .é/ﬁ{: oon+ I)QQ(QQ(OZZ . ozj)ozk)
ea(jke,1.. .j/kz\é. ..n+ I)QQ(QQ(OZJ' . ak)ag).
Pour les mémes raisons la troisieme somme est nulle. |

REMARQUE. — On a vu que l'opérateur dy se traduit par un opérateur d
sur les graphes de Kontsevich correspondant a '« éclatement » d’un sommet
terrestre en deux sommets terrestres. De méme l'opérateur ¢ se traduit par un
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opérateur ¢ sur les graphes de Kontsevich correspondant a '« éclatement » d’un
sommet aérien en deux sommets aériens avec ’ajout d’'une aréte qui les relie
(dans un sens ou l'autre).

Démonstration du théoréme. — Pour tout I C {1,...,n} on pose my = |I| —
2n + 2. Pour alléger les écritures tous les ensembles qui apparaissent sous le
signe Y sont supposés non vides. Le second membre de I’équation de formalité
a lordre n est une somme de termes de la forme :

1 o —
-5 Z calkl,1.. . kl.. .n)f(n,l)’m(QQ(ak.ag).al QO .ozn)
[y
1
3 S el DRY(F 1 s (@r)-Fapm, (1))
uJ={1,...n}

=——(%)+ %(**).

On suppose que ’équation de fomalité est vérifiée jusqu’a 'ordre n — 1 et on
veut montrer que

1 1
di (= 500+ 30600) =0 ou Qi(x) = Qf ().
Comme § o 6 = 0 et comme ’équation est vérifiée a 'ordre n — 1,

Q1(%) = ealkl, 1. kL. 0)Q4 (Fuor)m(Qalon - ap) - o ... Gxa ... o))
k0

- _%Zaa(ke,L..Ez...n)
[y
> ea(L, J)Q5(F1py,my () - F(aym, ()

TuJ={0,1,...k¢,....n}
= (1)

ol on a posé ap = Q2(ay.ap). D’autre part

Qo)== D eall, NQYQUF(rmi (1)) - Fapym, ()
IUJ={1,...n}
- > e, DN(=1)™1QY(F(1pymi (1) - QUF(pym, (1))
IUJ={1,...n}

car si Ay est un opérateur mq-différentiel et Ao un opérateur multi-différentiel
Q1Q5(A1 - Az) = —(Q5(Q1 (A1) - A2) + (—1)™ Q5 (A1 - Q'(A2))).

On peut maintenant utiliser 'hypothese de récurrence pour calculer ces termes.
Donc, en notant [1,n] 'ensemble {1,...,n}, I, U'ensemble I'\ {k, £} et, si K est
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une partie de {1,...,n}, on notera abusivement €,(f, J) le nombre €4, (I, J)
siIuUJ =K, on aura :

Q=3 3zl S calhibs I

IuJ=[1,n] ki#l1€l
Q/2 (‘7:(|I|)7m\1\+1(Q2(ak1 ’ a‘gl) ’ alkﬁl) '*ﬂJ\,mJ (Oé]))

+% Z EQ(I,J) Z 5(1(-[17-[2)

IuJ={1,...,n} IUl=I
Q5 (Q5(F( 1y mr, (1,) - F(1aly,mo, (@) - F1apyim, ()

—= > e, (=DM N g (kats, Ty

IuJ=[1,n] ko#la€J

Q5 (F11yms (1)« Fapymp+1(Q2(aky - 0y) - g, )
TR SRR TE IR SN AARA

IuJ=[1,n] JiuJa=J
Q5 (Fr1ymi (ar) - Qu(F(ayms, (@) - Faaym, (@1)))
1
=—3 Yo el ) D> ealkby Ip)
IUJ=[1,n] kAl el

Qo (Farymi+1.(Q2lan, - an) - arz ) - Fapm, ()
1
-5 S e, DD ST ey (kals, T )

IUJ=[1,n] kala€d
Q5 (F11yms (1)« Fapymp+1(Q2(aky - 0y) - g, )
1
+3 Z ea(l1 Uy, I3)eq (1, I2)

IlLJIQLlIg:[l,n}

QI2 (Qé(]:(\hl),mjl (ah) . f(\]zl),mb ((1[2)) . ‘7:\13|,m13 (0113))

1
+5 Y ea(l, LU Is)(—1)Fnleg(Iy, I3)

IlLJIQLlIg:[l,n}

Q5 (F(i1,1)my, (1) - Qo(F( 1y, (@) - F( 1]y ma, (A15)))

=)+ @)+ G)+ ).
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Il n’est pas difficile de voir que (1') + (2') = (1) et (3') = (4') = 0 d’apres
Iidentité de Jacobi graduée. En effet pour cela il suffit de remarquer que

call, Nea(KOI\ {k, 0}) = ea (KL, 1\ {k,0},J)
= e (kb 1.. . kl...n)ea(I\ {k, £}, )

~

=ceq(kl,1.. . kl...n)ea({0} LT\ {k, ¢}, )
et
ea(li Uy, I3) = eq (11, 12, I3). O

REMARQUE. — Nos résultats prouvent que l'obstruction a l'existence d’une
formalité sur R® se trouve localisée dans ’espace des vrais graphes d’ordre
1,...,1, totalement antisymétriques. La cohomologie associée a 1'opérateur ¢
restreint a cet espace de graphe doit permettre de contourner cette obstruction.
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