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ENLACEMENTS D’INTERVALLES ET
TORSION DE WHITEHEAD

par Jean-Yves Le Dimet

Résumé. — Soit E un enlacement de n intervalles dans D2 × I d’extérieur X et soit
X0 = X ∩ D2 × 0. On utilise la propriété de la paire (X, X0) d’être Λ-acyclique pour
certaines représentation ρ de l’anneau du groupe fondamental π de X dans un anneau
Λ pour construire des invariants de torsion à valeurs dans le groupe K1(Λ)/ρ(±π). Un
cas particulier est le polynôme d’Alexander en n variables quand Λ est l’anneau des
fractions rationnelles P/Q avec Q(1, 1, . . . , 1) = 1 et ρ est simplement l’abélianisation.

Abstract (String links and Whitehead torsion). — Let E be a n-component string
link in D2×I with exterior X and X0 = X∩D2×0. Then the pair (X, X0) is -acyclic
and, given a representation ρ : [π] → Λ, with π = π1(X), we use the property that
this pair is Λ-acyclic for various representations ρ and rings Λ to construct torsion
invariants for string links taking their values in the group K1(Λ)/ρ(±π). A particular
case is the Alexander polynomial in n variables when Λ is the ring of rational fractions
P/Q with Q(1, 1, . . . , 1) = 1 and ρ is simply the abelianization map.

Introduction

Soit k ⊂ S3 un nœud classique, soit X le complémentaire d’un voisinage
tubulaire ouvert de k et soit m ⊂ ∂X un méridien de k. Alors la paire de
complexes finis (X, m) est Z[t]-acyclique (i.e. l’inclusion de m dans X induit
un isomorphisme en homologie à coefficients dans Z[t]) et J. Milnor démontre
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dans [12] que le polynôme d’Alexander de k n’est autre que la torsion de Rei-
demester de la paire (X, m). Plus tard, dans un article fondamental [13] sur la
torsion de Whitehead, J. Milnor fait la remarque suivante :

Soit (K, L) une paire de complexes finis connexes, soit π le groupe fonda-
mental de K et soit C̃ le Z[π]-complexe de châınes engendré — en tant que
groupe abélien libre — par les cellules relatives de (K̃, L̄) où K̃ est le revête-
ment universel de K est L̄ sa restriction à L. Si l’inclusion de L dans K est une
équivalence d’homotopie, alors C̃ est acyclique et l’on sait définir la torsion τ
de (K, L) — c’est un élément du groupe de Whitehead Wh(π). Mais, plus gé-
néralement, supposons que l’on dispose d’une représentation h du groupe π
dans O(p) (par exemple) de telle sorte que C̃ ⊗π Mp(R) soit acyclique, alors
la torsion τh du complexe précédent est un élément bien défini de K̃1(R) et
Milnor note que “The real interest lies rather in the fact that τh may be defined
even when τ is not”.

Cette remarque, appliquée aux enlacements d’intervalles, est le fondement
de cet article. Rappelons qu’un enlacement de n intervalles — ou n-enlacement
pour abréger — ressemble à une tresse pure à n brins contenue dans D2 × I,
mais on n’exige pas que la fonction cote des brins soit croissante, voir ci-après et
aussi [8], [9], [11]. Les n-enlacements se composent comme les tresses et forment
un monöıde que l’on note E(n). Ainsi, E(1) est isomorphe au monöıde des nœuds
classiques. Considérons maintenant un enlacement E de n intervalles. Soit X le
complémentaire dans D2 d’un voisinage tubulaire ouvert des brins, soit X0 =
X ∩D2×0 et soit π le groupe fondamental de X . Supposons que l’on connaisse
un représentation ρ de π dans un sous-groupe G du groupe des unités d’un
anneau Λ de sorte que la paire (X, X0) soit Λ-acyclique. Alors, on peut associer
à E la torsion τ(X, X0) qui est un élément bien défini de K1(Λ)/Im(±G).
Cependant, cette torsion n’est pas vraiment un invariant d’enlacements car
elle est fonction de la représentation ρ du groupe fondamental de X . Pour
remédier à ce problème on introduit, dans cet article, la notion de représentation
universelle pour les n-enlacements. On donne une condition suffisante pour
qu’une représentation soit universelle, puis dans une deuxième partie, on étudie
diverses applications de cette notion. Par exemple, l’abélianisation du groupe
fondamental est une représentation universelle : on retrouve ainsi le polynôme
d’Alexander à n indéterminées introduit dans [8].

1. Représentations acycliques et torsion d’un enlacement
d’intervalles

1.1. Représentation acycliques. — Soient π un groupe, A = Z[π] l’anneau
de ce groupe et ε : A → Z l’augmentation.
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Deux bases (e1, e2, . . . , eq) et (e′1, e′2, . . . , e′q) d’un A-module libre de type fini
M seront dites équivalentes s’il existe des éléments g1, g2, . . . , gq de π tels que

(e1, e2, . . . , eq) = (±g1e
′
1,±g2e

′
2, . . . ,±gqe

′
q)

à l’ordre près. Considérons maintenant un A-module différentiel gradué

C∗ : · · · → Cn → Cn−1 → · · · → C0 → 0

ayant les propriétés suivantes :

1) les Cn sont des A-modules libres de type fini ;
2) il existe un entier N tel que Cn = 0 si n > N ;
3) chacun des Cn est muni d’une classe d’équivalence de bases

Si C∗ est acyclique, la torsion τ(C∗) est un élément bien défini du groupe
de Whitehead de π, Wh(π) = K1(A)/ ± π , voir [13], [14]. On cherche, plus
généralement, à construire des invariants en K-théorie pour des A-modules
différentiels gradués non nécessairement acycliques. Dans ce but, on introduit
les définitions suivantes.

Définition 1.1. — 1) On dira qu’un A-module différentiel gradué C∗ est un
A-module (différentiel gradué) de Whitehead si C∗ possède les propriétés 1), 2)
et 3) ci-dessus et si, de plus, C∗ ⊗ Z est acyclique.

2) Soit B un anneau unitaire ayant la propriété d’invariance de la dimension
(i.e. : Bp isomorphe à Bq implique p = q). On dira qu’un morphisme d’anneaux
ρ : A → B est une représentation acyclique de A si C∗ ⊗A B est acyclique pour
tout module de Whitehead C∗.

3) Soit ρ : A → B une représentation acyclique de A. On dira que le groupe
Kρ(B) = K1(B)/ρ(±π) est le groupe de Milnor de la représentation ρ. Dans la
suite, la loi de composition de ce groupe sera notée multiplicativement.

4) Soit C∗ un A-module de Whitehead et soit ρ est une représentation acy-
clique de A. La ρ-torsion de C∗ est τρ(C∗) = τ(C∗ ⊗A B) ∈ Kρ(B).

Le résultat ci-dessous est très utile pour la suite de cet article. C’est une
conséquence simple d’un théorème de P. Vogel.

Proposition 1.2. — Soit ρ : A → B un morphisme d’anneaux tel que, pour
toute matrice u à coefficients dans A,

u ⊗ Z inversible =⇒ u ⊗ B inversible.

Alors ρ est une représentation acyclique de A.
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Démonstration. — Rappelons (voir [15], section 6) qu’un A-module (à gauche)
M est dit local si pour toute p × p matrice u à coefficients dans A telle que
u ⊗ Z soit inversible, u∗ : Hom(Ap, M) → Hom(Ap, M) est un isomorphisme.

Notons Aε le localisé au sens de Cohn [4] de l’augmentation

ε : A −→ Z.

Soit C∗ un module de Whitehead. Alors :
a) C∗ ⊗ Aε est acyclique, (voir [15], th. 1.13) ;
b) si M est local, l’application canonique M → Aε⊗M est un isomorphisme,

(voir [15], cor. 1.19).
Si M est local, on voit que C∗ ⊗ M est acyclique en raison de l’isomor-

phisme : C∗ ⊗ M ) C∗ ⊗ Aε ⊗ M . Il suffit donc de vérifier que B est un
A-module local. Mais si u une matrice p × p à coefficients dans A , la matrice
u∗ : Hom(Ap, B) → Hom(Ap, B) n’est autre que la transposée de u ⊗ B.

Remarque 1.3. — 1) On suppose que C∗ est un A-module de Whitehead qui
se réduit à

0 → Cn

∂n

−−→ Cn−1 → 0.

Si ρ est une représentation acyclique de A, la ρ-torsion de C∗ est la torsion de
l’isomorphisme ∂n ⊗B ou de son inverse, selon la parité de n. Plus précisément
(voir [14]),

τρ(C∗) = τ(∂n ⊗ B)(−1)n

.

2) Soit Λ un anneau commutatif et soit ϕ : π → SLq(Λ) une représentation
du groupe π de sorte que la représentation ρ : A → Mq(Λ), définie par

ρ
(

∑

i

nigi

)

=
∑

i

niϕ(gi),

soit acyclique. Alors le groupe de Milnor Kρ(Mq(Λ)) n’est autre que K1(Λ) si q
est pair, K1(Λ)/±1 si q est impair, car d’une part K1(Mq(Λ)) est isomorphe à
K1(Λ) (équivalence de Morita [5], [14]) ; d’autre part l’image du groupe π par ρ
est contenue dans SLq(Λ), donc dans le groupe dérivé de GL(Λ).

3) Pour une large classe d’anneaux commutatifs, la torsion d’un isomor-
phisme α ∈ GL(Λ) n’est autre que le déterminant de α, voir [14] par exemple.
Dans la conjonction de ce cas et des cas 1) et 2) décrits ci-dessus, la ρ-torsion de

0 → Cn

∂n

−−→ Cn−1 → 0

est l’image dans Λ∗ ou Λ∗/ ± 1 de det(∂n ⊗ Mq(Λ))(−1)n
(où Λ∗ désigne le

groupe des unités de Λ).
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Soit maintenant (K, L) une paire de complexes cellulaires finis connexes,
soient π le groupe fondamental de K et A = Z[π]. On note C∗(K, L; A) le
A-module différentiel gradué engendré (comme Z-module) par les cellules rela-
tives de (K̃, L̄) où K̃ est le revêtement universel de K et L̄ sa restriction
à L. On suppose que l’inclusion L → K induit un isomorphisme en homologie
entière. Alors C∗(K, L; A) est clairement un A-module de Whitehead. Si de
plus ρ : A → B est une représentation acyclique de A, on peut considérer la
ρ-torsion de (K, L) : c’est

τρ(K, L) = τ
(

C∗(K, L; A) ⊗ B
)

∈ Kρ(B).

Il résulte de l’invariance topologique de le torsion de Whitehead [2] que :

Proposition 1.4. — La ρ-torsion de (K, L) est un invariant topologique.

Démonstration. — Soit f : (K, L) → (K ′, L′) un homéomorphisme. On peut,
sans changer la torsion de Whitehead, supposer que f est cellulaire et remplacer
(K ′, L′) par le cylindre de f . Des suites exactes de modules différentiels gradués
acycliques

0 → C(L′, L; B) → C(K ′, L; B) → C(K ′, L′; B) → 0,

0 → C(K, L; B) → C(K ′, L; B) → C(K ′, K; B) → 0,

on déduit que (voir [13], th. 3.1) :

τρ(K ′, L) = τρ(L′, L) · τρ(K ′, L′) et τρ(K ′, L) = τρ(K, L) · τρ(K ′, K).

Mais les torsions de Whitehead de (K ′, K ′) et (L′, L) sont triviales car tout
homéomorphisme est une équivalence d’homotopie simple.

A fortiori, τρ(K ′, K) = τρ(L′, L) = 1. Ainsi, τρ(K ′, L′) = τρ(K, L).

1.2. Enlacements d’intervalles. — Soit n un entier strictement positif et
soient a1, a2, . . . , an des points appartenant à l’intérieur du disque D2, fixés une
fois pour toute.

Un enlacement de n intervalles E (ou tresse généralisée à n brins) est la
donnée d’un un plongement transverse au bord f : {1, 2 . . . , n} × I → D2 × I
tel que f(i, t) = (ai, t) pour t = 0, 1 et i = 1, 2, . . . , n. Dans la suite, l’expression
enlacement de n-intervalles sera abrégée en n-enlacement.

Les classes d’isotopie des n-enlacements se composent (à la façon des tresses)
pour former un monöıde que l’on note E(n). Ce monöıde contient le groupe Pn

des tresses pures. Pour obtenir plus de détails on pourra consulter [9] ou [11].
Soit donc E un n-enlacement quelconque. On note X le complémentaire

d’un voisinage tubulaire ouvert de l’image de f dans D2 × I : on dit que X est
l’extérieur de l’enlacement E. On pose encore

Xt = (D2 × t) ∩ X
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pour t = 0, 1, π = π1(X) et A = Z[π]. On dit que π est le groupe de l’enlace-
ment E.

Lemme 1.5. — Le module différentiel gradué C(X, Xt; A), (t = 0, 1), est un
module de Whitehead.

Démonstration. — Notons Yt, (t = 0, 1), la réunion de Xt et des voisinages
tubulaires des f(D2 × i). Alors l’inclusion (X, Xt) → (D2 × I, Yt) est une
excision. Ainsi H∗(X, Xt) = 0 car D2 × I et Yt sont contractiles.

Définition 1.6. — Soit E un n-enlacement d’extérieur X et de groupe π et
soit ρ : A → B une représentation acyclique. La ρ-torsion de E est

τρ(E) = τ
(

C∗(X, X0; A) ⊗ B
)

∈ Kρ(B).

Le problème est maintenant de donner une méthode pour calculer cette
torsion. Dans ce but, on considère plus généralement un complexe cellulaire Z,
fini connexe, de dimension 2 et on pose

G = π1(Z).

Le groupe G admet une présentation finie :

〈g1, g2 . . . , gq ; r1, r2, . . . , rm〉.

On note L est le groupe libre engendré par g1, g2 . . . , gq et

∂

∂gi
: Z[L] −→ Z[L], i = 1, 2 . . . , q

les dérivées partielles au sens de Fox, voir [1] ou [6]. Ces dérivées partielles sont
des applications Z-linéaires caractérisées par les propriétés suivantes : pour tous
les mots a et b de L et pour i = 1, 2 . . . , q , on a :

∂(ab)
∂gi

=
∂a

∂gi
+ a

∂b

∂gi
et

∂1
∂gi

= 0.

Un début de résolution libre de Z comme Z[G]-module est (voir [7], [1]) :

C2

∂2
−−→ C1

∂1
−−→ C0

ε
−−→ Z → 0

avec C2 = Z[G]m, C1 = Z[G]q , C0 = Z[G], ε est l’augmentation et

∂2 =













∂r1/∂g1 ∂r2/∂g1 · · · ∂rm/∂g1

∂r1/∂g2 ∂r2/∂g2 · · · ∂rm/∂g2
...

...
...

∂r1/∂gq ∂r2/∂gq · · · ∂rm/∂gq













⊗ Z[G],

∂1 = (g1 − 1, g2 − 1, . . . , gq − 1) ⊗ Z[G].
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Mais si Z est un complexe de dimension deux asphérique (i.e. πk(Z) = 0
pour k ≥ 2), la suite

0 → C2

∂2
−−→ C1

∂1
−−→ C0

ε
−−→ Z → 0

est exacte et Ci = Ci(Z; Z[G]) pour i = 0, 1, 2, 3.

On considère à nouveau un n-enlacement E d’extérieur X et de groupe π.
Notons x1, x2, . . . , xn les générateurs canoniques du groupe libre Ln = π1(X0)
et y1, y2, . . . , yn ceux de π1(X1). On voit facilement en utilisant la méthode de
Wirtinger que le groupe π admet une présentation de la forme :

〈x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn, z1, z2, . . . , zp; r1, r2, . . . , rn+p〉

Pour obtenir cela, il faut attribuer une relation à chaque croisement et ajouter
une relation de la forme xky−1

k pour chaque brin de E qui ne comporte aucun
croisement.

Définition 1.7. — La matrice de Fox-Whitehead du n-enlacement E est la
matrice de taille (n + p) × (n + p) à coefficients dans A :

F (E) =































∂r1/∂x1 ∂r2/∂x1 · · · ∂rn+p/∂x1

∂r1/∂x2 ∂r2/∂x2 · · · ∂rn+p/∂x2
...

...
...

∂r1/∂xn ∂r2/∂xn · · · ∂rn+p/∂xn

∂r1/∂z1 ∂r2/∂z1 · · · ∂rn+p/∂z1
...

...
...

∂r1/∂zp ∂r2/∂zp · · · ∂rn+p/∂zp































⊗ A.

Proposition 1.8. — Soit ρ : A → B une représentation acyclique de A. Alors
F (E)⊗B est un isomorphisme de Bn+p et la ρ-torsion de E est égale à la classe
de cet isomorphisme dans Kρ(B).

Démonstration. — L’extérieur X de E étant une 3-variété à bord, il existe
un sous-complexe de dimension 2 de X , soit Z tel que l’inclusion Z → X soit
une équivalence d’homotopie simple. On peut aussi supposer que Z0 = X0 ∩Z
est un bouquet de n cercles. Ainsi, les modules différentiels gradués acycliques
C∗(X, Z; A) et C∗(X0, Z0; Z[Ln]) ont une torsion de Whitehead triviale et, par
conséquent, C∗(X, X0; B) et C∗(Z, Z0; B) ont même ρ-torsion. Posons

C′
∗ = C∗(Z0; B), C′′

∗ = C∗(Z; B), C∗ = C(Z, Z0; B).

La suite 0 → C′ → C′′ → C → 0 est exacte. D’autre part, on peut appliquer
à Z les remarques précédentes car πk(Z) = πk(X) = 0 pour k ≥ 2. On obtient
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donc un diagramme commutatif dont les colonnes et la dernière ligne sont
exactes :

0 0 0 0 0
↓ ↓ ↓ ↓ ↓

C′
∗ : 0 −→ 0 −−→ Bn

∂′
1

−−→ B −→ 0




-





-





-





-





-

C′′
∗ : 0 −→ Bn+p

∂′′
2

−−→ Bn+2p
∂′′
1

−−→ B −→ 0




-





-





-





-





-

C∗ : 0 −→ Bn+p
∂2

−−→ Bn+p −→ 0 −→ 0
↓ ↓ ↓ ↓ ↓
0 0 0 0 0

On en déduit, en utilisant encore les remarques précédentes, que ∂2 = F (E)⊗B.
D’autre part, la torsion de C∗ est la classe de (∂2)(−1)2 dans Kρ(B) [14].

Remarque 1.9. — Il faut noter que la ρ-torsion d’une tresse est toujours tri-
viale car, pour une tresse, l’inclusion X0 → X est une équivalence d’homotopie
simple.

1.3. Représentations universelles. — La ρ-torsion d’un n-enlacement E
n’est pas vraiment un invariant en ce sens que ρ s’exprime en fonction du groupe
de cet enlacement (a priori, l’anneau B est associé au groupe π, donc à E).
Dans le but de construire de “vrais” invariants, on introduit ci-dessous la notion
de représentation universelle. Étant donné un n-enlacement de groupe π, on
note i∗ : Ln → π le morphisme canonique induit par l’inclusion i : X0 → X (en
fait i∗ est une injection [9]).

Définition 1.10. — Soit B un anneau et soit G un sous-groupe du groupe
du groupe des unités B∗ de B. On dit qu’un morphisme de groupes ρ : Ln → G
est une représentation n-universelle si :

1) Pour tout n-enlacement de groupe π, ρ se prolonge de façon unique au
groupe π. Précisons qu’un prolongement ρ̄ : π → G de ρ est un homomor-
phisme tel ρ̄ ◦ i∗ = ρ. Dans la suite, pour simplifier, on notera encore ρ
ce prolongement.

2) Pour tout n-enlacement de groupe π, le prolongement Z-linéaire de ρ,
encore noté ρ : Z[π] → B, est une représentation acyclique de Z[π].

Ainsi, pour toute représentation n-universelle ρ du groupe libre Ln, on ob-
tient une application bien définie

τρ : E(n) −→ Kρ(B).

On se propose maintenant d’étudier la ρ-torsion d’un produit. On consi-
dère donc deux n-enlacement E et E′ d’extérieurs respectifs X(E) et X(E′) de
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groupe π et π′ et ρ, une représentation n-universelle. Notons que

X0(E · E′) = X0(E), X1(E · E′) = X1(E′).

On désigne encore par x1, x2, . . . , xn les générateurs canoniques de π1(X0(E)),
par y1, y2, . . . , yn ceux de π1(X1(E)). Soit ρ′ : π′ → G la restriction à π′ de
l’unique prolongement de ρ au groupe de E · E′. En fait, ρ′ : Ln → G est
définie par ρ′(xi) = ρ(yi) = ρ(x′

i), i = 1, 2, . . . , n où les x′
i sont les générateurs

canoniques de π1(X0(E′)).

Proposition 1.11. — Soient E et E′ deux n-enlacements et soit ρ une repré-
sentation n-universelle. Alors

τρ(E · E′) = τρ(E) · τρ′(E′).

Démonstration. — Soient E et E′ deux n-enlacements dont les matrices de
Fox-Whitehead sont notées F (E) et F (E′). On voit facilement que la matrice
de Fox-Whitehead du produit E · E′ est de la forme :

F (E · E′) =
(

F (E) 0
M F (E′)

)

.

Par conséquent, l’image de F (E · E′) dans B est

F (E · E′) ⊗ B = ρ(F (E · E′) =

(

ρ(F (E)) 0
M ′ ρ′(F (E′))

)

.

On en déduit que τ(ρ(F (E · E′))) = τ(ρ(F (E))) · τ(ρ′(F (E′))) dans K1(B),
donc τρ(E · E′) = τρ(E) · τρ′ (E′).

Remarque 1.12. — Notons que, dans le groupe π, yi est conjugué à xi. Par
conséquent, si l’anneau B est commutatif, ρ′(xi) = ρ(xi) pour tout i, ce qui
implique que ρ = ρ′. Dans ce cas τρ : E(n) → Kρ(B) est multiplicative.

On se propose de construire dans la suite des représentations universelles.
Dans ce but, nous rappelons quelques notions dues à J. Levine, voir [10].

Définition 1.13. — Un groupe G est dit algébriquement clos (AC, pour abré-
ger) si tout système d’équations en les inconnues z1, z2 . . . zq de la forme ci-
dessous admet une unique solution :























z1 = (m1,1a1,1m
−1
1,1)(m1,2a1,2m

−1
1,2) · · · (m1,p1a1,p11m

−1
1,p1

),

z2 = (m2,1a2,1m
−1
2,1)(m2,2a2,2m

−1
2,2) · · · (m2,p2a2,p2m

−1
2,p2

),
...
zq = (mq,1aq,1m

−1
q,1)(mq,2aq,2m

−1
q,2) · · · (mq,pq aq,pqm

−1
q,pq

).

Les mi,j des mots en les z1, z2 . . . zq et les ai,j des éléments quelconques du
groupe G. Un tel système d’équations est appelé système contractile.
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224 LE DIMET (J.-Y.)

Il est clair que tout groupe abélien est AC ; on démontre que tout groupe nil-
potent est AC, et que toute limite projective de groupes AC est un groupe AC.

Nous ferons usage dans la suite du résultat ci-dessous, voir [10] ou [9].

Proposition 1.14. — Soit E un n-enlacement de groupe π et soit G un
groupe algébriquement clos. Alors tout morphisme de groupes Ln → G se
prolonge de façon unique à π.

2. Applications et exemples

On se propose maintenant de donner trois applications des résultats du pa-
ragraphe précédent.

2.1. Un invariant des 2-enlacements à valeurs dans les séries for-
melles

Dans cette partie, on prend pour B l’anneau M2(Z[[t]]) des matrices 2×2 dont
les coefficients sont des séries entières à coefficients entiers. Le groupe G est le
sous-groupe de SL2(Z[[t]]) constitué des matrices

m =
(

a(t) b(t)
c(t) d(t)

)

où a(t), b(t), c(t) et d(t) sont des séries telles que a(0) = d(0) = 1 et b(0) =
c(0) = 0.

La représentation ρ : L2 → G est définie ainsi :

ρ(x1) =
(1 t

0 1

)

et ρ(x2) =
(1 0

t 1

)

.

On note encore ρ : Z[L2] → B le prolongement Z-linéaire de ρ.

Théorème 2.1. — La représentation ρ : L2 → G définie ci-dessus est une
représentation universelle pour les 2-enlacements.

Démonstration. — On se propose d’abord de montrer que G est limite projec-
tive de groupes nilpotents, donc algébriquement clos, voir 1.13.

Pour tout entier n ≥ 1, on désigne par Γn l’image de G dans SL2(Z[[t]]/tn) et
on pose Gn = Ker(G → Γn), de sorte que G1 = G et G/Gn = Γn. Clairement,
G est limite projective des Γn. Il reste à voir que ces groupes sont nilpotents.
Pour cela, on remarque d’abord que [Gn, Gp] est contenu dans Gn+p. La dé-
monstration est un calcul simple qui utilise la formule

m−1 =
(

d(t) −b(t)
−c(t) a(t)

)

pour m =
(

a(t) b(t)
c(t) d(t)

)

.
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Notons alors Γp
n le p-ième de la série centrale descendante de Γn définie par

Γ1
n = Γn et Γp

n = [Γp−1
n ,Γn]. On a donc Γ2

n = [G/Gn, G/Gn] = [G, G]/Gn.
Ainsi, Γ2

n est contenu dans G2/Gn. Une récurrence simple montre que Γp
n est

contenu dans Gp/Gn et, par conséquent, Γn
n est réduit à l’élément neutre. Ainsi,

le groupe G est algébriquement clos et ρ se prolonge de façon unique à tout
groupe π d’un 2-enlacement.

Il reste à voir que ρ est acyclique. Pour cela, il suffit de vérifier que toute
matrice m, de taille n × n, à coefficients dans Z[π] et inversible dans Z a
une image inversible dans M2n(Z[[t]]), voir 1.2. Cela revient à prouver que le
déterminant de m ⊗ B a pour terme constant ±1. Le coefficient d’indice i, j
de m s’écrit

∑

k cij
k gij

k où les cij
k sont des entiers et les gij

k des éléments de π.
Posons aij =

∑

k cij
k . Par hypothèse, la matrice (aij) a pour déterminant ±1.

L’image de m dans B est

m(t) =
∑

k

cij
k zij

k (t)

où zij
k (t) = ρ(gij

k ). Mais zij
k (0) =

(1 0
0 1

)

car zij
k (t) est dans G. Ainsi

m(0) =

























a11 0
0 a11

a12 0
0 a12

. . .
a1n 0
0 a1n

a21 0
0 a21

a22 0
0 a22

. . .
a2n 0
0 a2n

...
...

...
an1 0
0 an1

an2 0
0 an2

. . .
ann 0
0 ann

























et par conséquent, detm(0) = (det(aij))2 = 1.

D’une façon générale, le K1 de l’anneau Mn(Λ) des matrices sur un anneau
Λ est égal au K1(Λ) (équivalence de Morita [5], [14]). Ainsi, K1(B) = Z[[t]]∗, le
groupe multiplicatif constitué des séries de terme constant ±1. Notons d’autre
part que le groupe ±G a une image triviale dans K1(B) (car G et −G sont
contenus dans SL(Z[[t]])). Le groupe de Milnor de la représentation ρ est donc
Z[[t]]∗.

On pose alors, pour tout 2-enlacement E, s(E) = τρ(E). On a ainsi construit

s : E(2) −→ Z[[t]]∗.

Le lemme qui suit est très utile pour traiter les exemples.
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Lemme 2.2. — Toute équation dans G de la forme (où z est l’inconnue, les qk

des entiers relatifs et les ak des éléments de G)

(1) z =
∏

1≤k≤m

zqkakz−qk

admet une unique solution Z dans G. De plus, la suite (zp)p≥1 d’éléments de
G définie par z1 = 1 et pour p ≥ 1,

zp+1 =
∏

1≤k≤p

zqk
p akz−qk

p

vérifie la relation

zp = Z mod Gp pour tout entier p

(où les Gp sont les sous-groupes de G définis en 2.1.1)

Démonstration. — L’existence et l’unicité de la solution Z de (1) sont dus à
la propriété de G d’être algébriquement clos. On pourrait dire aussi que G est
complet pour la métrique donnée par la filtration (Gp)p≥1 et que (zp) est une
suite de Cauchy pour cette métrique.

La deuxième assertion se montre par récurrence. Supposons donc que l’on
ait zp = Z mod Gp. Ceci implique qu’il existe des éléments bk,p de Gp tels que
zqk

p = Zqkbk,p. D’autre part, on peut écrire :

zp+1 =
∏

1≤k≤m

[zqk
p , ak]ak.

La formule [a · b, c] = [a, [b, c]] · [b, c] · [a, c] appliquée à l’équation précédente
montre que :

zp+1 =
∏

1≤k≤m

[Zqk , [bk,p, ak]] · [bk,p, ak] · [Z, ak]ak.

Mais, [Zqk , [bk,p, ak]] = [bk,p, ak] = 1 mod Gp+1. Par conséquent,

zp+1 =
∏

1≤k≤m

[Z, ak]ak = Z mod Gp+1.

Exemple. — Soient E et E′ les enlacements de deux intervalles de la figure 1.

1) Calcul de s(E). — Le groupe π = π1(X) admet pour présentation :

〈x1, x2, y1, y2, u, z ; y1z = x1y1, zy1 = uz, x2u = zx2, uy2 = x2u〉.
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→ −− → − −→ →

− → − → − −→ →

− →−→

−
→

x1 x2 x1 x2

y1 y2 y1 y2

v

z

u

enlacement E′ enlacement E

Figure 1. Enlacement de deux intervalles

On calcule alors les dérivées de ces quatre relations par rapport à x1, x2, u et z,
pris dans cet ordre. On obtient pour matrice de Fox-Whitehead :

F (E) =











−1 0 0 y1

0 0 −1 1 − u

0 1 − z x2 −1
0 −1 1 − x2 0











.

Sachant que l’on peut ajouter à un ligne d’une matrice un multiple à gauche
d’une autre ligne sans changer la valeur de cette matrice dans K1, on voit
facilement que F (E) ⊗ B est équivalente à la matrice 1 × 1

m = (−z − u + zx2 + uz − uzx2) ⊗ B.

Notons alors x′
1, x

′
2, y

′
1, y

′
2, u

′, z′ les images respectives de x1, x2, y1, y2, u et z
dans le groupe G. Les coefficients des matrices y′

1, y
′
2, u

′, z′ sont des séries en-
tières dont le calcul complet ne nous semble pas accessible. Cependant, grâce au
lemme 2.2, il est simple de calculer ces séries tronquées à un degré d quelconque.
On se propose de faire ce calcul(1) pour d = 11.

De la présentation de π donnée ci-dessus, on tire

y1 = x−1
1 y1x

−1
2 y−1

1 x1y1x2y
−1
1 x1.

Ainsi, d’après le lemme 2.1.17, y′
1 est limite de la suite

a1 = 1, ap+1 = (x′
1)

−1ap(x′
2)

−1a−1
p x′

1apx2a
−1
p x′

1.

En utilisant à nouveau le lemme, on trouve, tronqué au degré 11,

y′
1 =

(

1 + t2 − 2t4 + 4t6 − 5t8 − 13t10 t − 2t5 + 10t7 − 39t9

−t3 + 4t5 − 14t7 + 44t9 1 − t2 + 2t4 − 4t6 + 5t8 + 13t10

)

(1)Avec l’aide du logiciel GP PARI 1.39.
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On utilise alors les relations z = y−1
1 x1y1, u = zy1z−1. Il vient (toujours tronqué

au degré 11) :

m′ =

(

−1 − 2t2 + 4t4 − 11t6 + 30t8 − 70t10 −t + 2t3 − 5t5 + 12t7 − 22t9

2t3 − 6t5 + 21t7 − 71t9 −1 + t2 − 3t4 + 10t6 − 32t8 + 92t10

)

L’invariant s(E) est le déterminant de la matrice de la matrice m′. On obtient
s(E) = 1 + t2 − t4 + t6 + 2t8 − 22t10 (mod t11).

2) Calcul de s(E′). — On obtient pour présentation de π1(X(E′)) :

〈x1, x2, y1, y2, v ; x1y1 = y1v, x2v = y1x2, vx2 = y2v〉.

et pour matrice de Fox-Whitehead






−1 0 y1

0 1 − y1 x2

0 v 1 − y2







et finalement, tronqué au degré 9, s(E′) = 1 − t2 − 3t4 − 11t6 − 48t8.

3) Calcul de s(E ·E′) et de s(E′ ·E). — On obtient, tronqués au degré 9 :

s(E · E′) = 1 − 4t4 − 7t6 − 34t8 et s(E′ · E) = 1 − 6t4 − 6t6 − 60t8.

Remarque 2.3. — On sait que E(n) contient le groupe Pn des tresse pures
et que, par conséquent, E(n) n’est pas commutatif pour n ≥ 3. On déduit de
l’exemple précédent que E(2) n’est pas non plus commutatif.

2.2. Un invariant à valeurs entières pour les 3-enlacements. — Soit G
le groupe constitué des quaternions {±1,±i,±j,±k}. On considère la représen-
tation ρ : L3 → G du groupe libre de rang 3 définie par

ρ(x1) = i, ρ(x2) = j et ρ(x3) = k.

Soit H(2) le sous-anneau du corps HQ des quaternions rationnels constitué des
éléments de la forme a + bi + cj + dk où a, b, c et d sont des rationnels à
dénominateurs impairs. On note aussi

ρ : Z[L3] −→ H(2)

le prolongement Z-linéaire de ρ.

Théorème 2.4. — La représentation ρ : L3 → G est une représentation uni-
verselle pour les 3-enlacements.
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Démonstration. — Notons d’abord que le groupe G est nilpotent, donc algébri-
quement clos. Ainsi, pour tout 3-enlacement de groupe π, le morphisme ρ :
L3 → G se prolonge de façon unique à π. Il reste à voir que le prolongement
Z-linéaire de ρ, encore noté ρ : Z[π] → H(2), est acyclique.

Soit η : Z[π] → Z/2 l’augmentation réduite modulo 2 et soit µ : H(2) → Z/2
l’application définie par

µ(x) = a + b + c + d (mod 2)

pour tout élément x = a/a′ + b/b′i + c/c′j + d/d′k de H(2) (les entiers a, b, c, d
sont donc quelconques et a′, b′, c′, d′ sont impairs).

La suite de la démonstration utilise les résultats ci-dessous (dont les démons-
trations sont reportées un peu plus loin) :

Lemme 2.5. — L’application µ : H(2) → Z/2 est un morphisme d’anneaux et
l’on a µ ◦ ρ = η.

Lemme 2.6. — Un élément x ∈ H(2) est inversible dans H(2) si et seulement si
µ(x) est inversible dans Z/2. En particulier, tout élément de Z[π] dont l’image
dans Z est inversible a une image inversible dans H(2).

Suite de la démonstration du théorème. — En vertu de la proposition 1.2, il
suffit de démontrer que toute matrice à coefficients dans Z[π] inversible dans Z

est inversible dans H(2). En fait, il suffit de prouver que toute matrice m = (ars),
1 ≤ r, s ≤ n, à coefficients dans H(2) inversible dans Z/2 est inversible dans H(2),
ou encore que tout système linéaire sur H(2) de la forme :

(S) m











z1

z2
...

zn











=











b1

b2
...

bn











possède une unique solution dans H(2) si detµ(m) = 1 (mod 2). Mais le déve-
loppement de ce déterminant par rapport à la première colonne s’écrit sous
la forme µ(a11)p1 + µ(a21)p2 + · · · + µ(an1)pn = 1 (mod 2), ce qui prouve
qu’il existe des entiers naturels q1, q2, . . . , qn tels que ps = qs (mod 2), pour
s = 1, 2, . . . , n, et tels que a11q1 + a21q2 + · · ·+ an1qn soit inversible dans H(2).
Quitte à ajouter à la première ligne du système (S) une combinaison linéaire
entière des autres lignes, on peut donc supposer que a11 est inversible dans
H(2). On multiplie alors cette ligne par a−1

11 . Il devient clair, en continuant dans
cette voie, que (S) admet une unique solution.

Démonstration du lemme 2.5. — C’est un calcul facile.
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Démonstration du lemme 2.6. — Clairement, si x est un élément inversible de
H(2), alors µ(x) = 1. Réciproquement, soit x = a/a′ + b/b′i + c/c′j + d/d′k un
élément de H(2) tel que a + b + c + d = 1 (mod 2). Alors x est inversible dans
HQ car a+b+c+d = 1 (mod 2) implique que a2 +b2 +c2 +d2 0= 0. Cet inverse
s’écrit

x−1 =
N

D
(
a

a′ −
b

b′
i − c

c′
j − d

d′
k)

avec N = a′2 + b′2 + c′2 + d′2 et

D = a2b′2c′2d′2 + a′2b2c′2d′2 + a′2b′2c2d′2 + a′2b′2c′2d2.

Mais a′, b′, c′, d′ étant impairs, on a

D = a2 + b2 + c2 + d2 = a + b + c + d = 1 (mod 2),

ce qui prouve que x−1 est bien dans H(2).

Rappelons maintenant (voir [14], cor. 2.2.6) qu’étant donné un anneau lo-
cal L, commutatif ou non, le déterminant de Dieudonné induit un isomorphisme

K1(L)
∼

−−→ L∗
ab

où L∗
ab est l’abélianisé du groupe des unités L∗ de L. Ce déterminant de Dieu-

donné det : GLn(L) → L∗
ab possède les propriétés suivantes [14] :

1) Si la matrice A′ est obtenue de la matrice A par addition à une ligne d’un
multiple à gauche d’une autre ligne, alors detA′ = detA.

2) Si la matrice A′ est obtenue de la matrice A par multiplication à gauche
d’une ligne par un élément a de L∗, alors detA′ = ādet A ou ā désigne
l’image de a dans L∗

ab.
3) A et B étant deux matrices de même taille, det(AB) = (detA)(det B).
4) det(1) = 1.

L’anneau H(2) est clairement local, mais l’abélianisé du groupe des unités
H∗ du corps H de tous les quaternions est plus facilement accessible : c’est le
groupe (multiplicatif) R+ des nombres réels positifs et l’application d’abéliani-
sation N : H∗ → R+ est donnée par la norme N(z) = zz̄, voir [14].

Soit detr la restriction à GL(H(2)) du déterminant de Dieudonné de GL(H).

Lemme 2.7. — Le déterminant detr induit une surjection

d : K1(H(2)) −→ Q+
imp

où Q+
imp est le groupe multiplicatif des rationnels positifs qui sont quotients de

deux entiers impairs.
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Démonstration. — On voit facilement que si z est un élément inversible de H(2),
alors N(z) est dans Q+

imp. Réciproquement, tout rationnel positif p/q est de la
forme N(z) pour un certain z dans HQ : il existe en effet des quaternions entiers
x et y tels que N(x) = p et N(y) = q (c’est le théorème des quatre carrés). Il
s’ensuit que p/q = N(x)/N(y) = N(xy−1). De plus, si p et q sont impairs, x et
y sont, d’après le lemme 2.6, des éléments inversibles de H(2). Donc z = xy−1

est aussi dans H(2).

La représentation acyclique ρ : Z[L3] → H(2) définie donc une torsion τρ qui
prend ses valeurs dans K1(H(2))/ ±G. Notons aussi que l’application d définie
ci-dessus se factorise à travers K1(H(2))/ ± G car ±G a une image triviale
dans K1(H).

On pose alors q = d◦τρ. Ainsi q prend, a priori, ses valeurs dans Q+
imp, mais

pour tout 3-enlacement E de matrice de Fox-Whitehead F (E), on a

q(E) = detr

(

F (E) ⊗ H(2)

)

.

Clairement, les coefficients de F (E)⊗B sont des quaternions entiers, par consé-
quent q ne prend que des valeurs entières. Notons Nimp le monöıde multiplicatif
des entiers naturels impairs.

Théorème 2.8. — À tout 3-enlacement E on peut associer un entier positif
impair q(E). De plus l’application

q : E(3) −→ Nimp

est multiplicative.

Démonstration. — Il reste à voir que q est multiplicative. On utilise les nota-
tions de 1.3. Soient E et E′ deux 3-enlacements. Dans le groupe de E, x% est
conjugué à y%, ) = 1, 2, 3. Par conséquent, ρ(x%) est égal, au signe près, à ρ(y%).
Supposons par exemple que ρ(y1) = −i. Alors la matrice ρ′(F (E′)) s’obtient
de ρ(F (E′)) par changement de i en −i, mais ce changement n’affecte pas le
déterminant, et ainsi q(E · E′) = q(E) · q(E′).

Exemple. — Considérons le 3-enlacement E de la figure 2. On se propose de
calculer q(E).

→ −− →

−

−−

→

→

− −−→ →

−
→

x1 x2
− →
x3

p2

y
1

y2 −− →
y3

m1

m2

Figure 2. Un 3-enlacement
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Le groupe π1(X) admet une présentation qui a pour générateurs

x1, x2, x3, y1, y2, y3, m1, m2, p2

et pour relations

y1x1 = x1m1, m2m1 = x1m2, x3p2 = p2y3,

m1m2 = x2m1, y2m2 = m2p2, y3p2 = m2y3.

Rappelons que ρ : π → G est définie par ρ(x1) = i, ρ(x2) = j, ρ(x3) = k.
Les équations ci-dessus forment un système contractile, qui admet dans G une
unique solution (voir 1.3.13). On voit facilement que cette solution est

y1 = −i, y2 = j, y3 = −k, m1 = −i, m2 = −j, p2 = j.

On calcule ensuite la matrice de Fox-Whitehead F (E) de E, puis l’image de
F (E) dans GL(H(2)). On obtient

F (E) ⊗ H(2) =





















1 + i 0 0 i 0 0
−1 0 0 −j 1 − i 0
0 0 −1 0 0 1 − k

0 −1 0 1 − j −i 0
0 0 0 0 1 − j −j

0 0 0 0 −1 −k





















.

On calcule alors le déterminant de Dieudonné de cette matrice selon les règles
rappelées ci-dessus. On trouve q(E) = 9.

2.3. Le polynôme d’Alexander. — Soit n un entier positif fixé dans toute
cette partie.

On considère le corps des fractions rationnelles Z(t1, t2, . . . , tn) en n indé-
terminées. L’anneau B est le sous-anneau de ce corps constitué des fractions
de la forme P/Q où Q est un polynôme tel que Q(1, 1, . . . , 1) = 1. Le groupe G
est l’ensemble des monômes {tp1

1 tp2
2 · · · tpn

n } où les pk sont des entiers relatifs.
Notons encore B∗ le groupe des unités de B, c’est-à-dire le groupe constitué
des fractions P/Q avec P (1, 1, . . . , 1) = ±1.

La représentation α : Ln → G est simplement l’abélianisation donnée par
α(xk) = tk, 1 ≤ k ≤ n. Le prolongement Z-linéaire de α à Z[Ln] est encore
noté α.

Théorème 2.9. — La représentation α : Z[Ln] → B est une représentation
universelle pour les n-enlacements.
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Démonstration. — Soit E un n-enlacement quelconque de groupe π. Alors Ln

et π admettent G pour abélianisé et α se prolonge de façon unique à π.
Il reste à démontrer que ρ est acyclique (on a encore noté ρ le prolonge-

ment de ρ à Z[π]). On utilise à nouveau la proposition 1.2. Soit m une ma-
trice, de taille p × p, à coefficients dans Z[π] et telle que m ⊗ Z soit inversible
dans GLp(Z). Soit aij l’élément d’indice (i, j) de m. Son image dans B s’écrit
aij(t1, t2, . . . , tn) : c’est un élément de B dont le dénominateur est dans G. Par
conséquent, le déterminant de m ⊗ B est un élément P/Q de B dont le déno-
minateur appartient à G. Mais, par hypothèse, le déterminant de m(1, 1, . . . , 1)
est ±1. Ainsi, P (1, 1, . . . , 1) = ±1 ce qui prouve que m ⊗ B est inversible.

L’application det : K1(B) → B∗ est un isomorphisme, mais l’image de G
dans B∗ est G. Ainsi le groupe de Milnor de α est B∗/G.

La α-torsion d’un n-enlacement E est un élément de B∗/G que l’on note
p(E) : on dira que p(E) est le polynôme d’Alexander de E. En utilisant la
remarque 1.12, on obtient donc le résultat suivant (voir aussi [8]) :

Théorème 2.10. — À tout n-enlacement E on peut associer un polynôme
bien défini modulo ±G. Ce polynôme, noté p(E), est appelé polynôme d’Alexan-
der de E. De plus, l’application p : E(n) → B∗/G est multiplicative.

Polynômes d’Alexander tordus. — Soit Λ un corps commutatif (ou encore un
anneau local et commutatif) et soit ΛB l’anneau Λ ⊗Z B. Notons que ΛB est
constitué de fractions P/Q où P et Q sont des polynômes en t1, t2, . . . , tn à
coefficients dans Λ tels que Q(1, 1, . . . , 1) = 1.

Soit E un n-enlacement de groupe π, et ρ une représentation de π dans
GLq(Λ) . Cette représentation se prolonge par linéarité à Z[π] → Mq(Λ). Les
notations précédentes étant conservées, on considère l’application

ρα : Z[π] −→ Mq(ΛB)

définie par ρα(x) = α(x)ρ(x).
Il est facile de voir que l’application ρα est un bien un morphisme d’anneaux.

Théorème 2.11. — La représentation

ρα : Z[π] −→ Mq(ΛB)

est acyclique

Démonstration. — Soit m une matrice de taille p× p à coefficients dans Z[π],
telle que m ⊗ Z soit inversible. L’élément d’indice (i, j) de m s’écrit

aij =
∑

k

ck
ijx

k
ij
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où les ck
ij sont des entiers et les xk

ij des éléments de π. On a donc

ρα(aij) =
∑

k

ck
ijα(xk

ij)ρ(x
k
ij).

Posons m ⊗ ΛB = M(t1, t2 . . . , tn). C’est une matrice de taille qp × qp dont
le déterminant est un élément de ΛB. De plus, M(1, 1, . . . , 1) est la matrice
(ε(aij)Iq) où Iq est la matrice unité de taille q × q et ε l’augmentation. Ainsi
detM(1, 1 . . . , 1) = (detm⊗Z)q = ±1, ce qui prouve que m⊗KB est inversible
dans ΛB.

Notons que l’image dans K1(ΛB) d’un élément x de π est de la forme
ktp1

1 tp2
2 · · · tpn

n où k est un élément non-nul de Λ et les pi des entiers relatifs.
Ainsi le groupe de Milnor de la représentation ρα est Λ∗

B/Λ∗G. On peut donc
associer à tout n-enlacement E de groupe π et à toute représentation de π dans
GLq(Λ) sa torsion τρα(E) ∈ Λ∗

B/Λ∗G.
Cette torsion, notée pρ(E), est le polynôme d’Alexander de E tordu par ρ.

On retrouve ainsi une notion introduite par M. Wada dans [16] pour les nœuds
et entrelacs.

Si ρ est une représentation n-universelle, on obtient un invariant

pρ : E(n) −→ Λ∗
B/Λ∗G.

Comme application, on peut, par exemple, combiner l’abélianisation α de L2 à
la représentation de ce groupe dans SL2(Z[[t]]) examinée en 2.1.
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