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POLYNOMES DE BERNSTEIN-SATO ASSOCIES
A UNE INTERSECTION COMPLETE
QUASI-HOMOGENE A SINGULARITE ISOLEE
PAR HELENE MAYNADIER (*)

RESUME. — Nous calculons explicitement des équations fonctionnelles vérifiées
par une intersection compléte quasi-homogene a singularité isolée ou un germe semi-
quasi-homogene, sous des hypothéses supplémentaires de singularité isolée pour les
sous-familles. Nous montrons de plus qu’en dimension deux, I’idéal de Bernstein-Sato
associé a deux polynémes quasi-homogénes a singularité isolée, définissant 1’origine, est
principal, et nous déterminons son générateur.

ABSTRACT. — We calculate explicitly functional equations satisfied by a weighted
homogeneous isolated complete intersection singularity or a semi-quasi-homogeneous
germ, under extra conditions of isolated singularity for the subfamilies. Furthermore we
prove that, in dimension two, the Bernstein-Sato ideal associated with two weighted
homogeneous polynomials with isolated singularity, defining the origin, is principal,
and we determine its generator.

1. Introduction — Enoncés

La notion de polynéme de Bernstein-Sato a été généralisée par
C. Sabbah, qui a démontré dans [14] et [15] qu’étant données des fonc-
tions f1,..., fp holomorphes au voisinage de I'origine dans C", il existe
des équations fonctionnelles de la forme

(*) B(s1,.. s 8p)f1 oo fir € M,

ot M = D[s|ff** ... f57™ et b est un produit de formes affines
coeflicients entiers (D[s] désigne I'anneau des opérateurs différentiels
coefficients dans C{z} = C{z,,...,z,}, polynomiaux en si,..., ;).

s Qo

(*) Texte regu le 31 janvier 1997, révisé le 30 juin 1997 et le 22 octobre 1997.
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548 H. MAYNADIER

L’ensemble des polynémes b(s) vérifiant une telle relation est I’idéal de
Bernstein-Satode f = (f1,..., fp), noté B(f). De méme, nous considérons
les idéaux B;(f), B;(f), Bz(f), correspondant respectivement aux cas
ol M est le D[s]-module

P
Dlslfif*s G=1,-..,p); D Dlslfif*, (k=1,...,p); Y _Dls|f; f*

J=1,...p j=1
J#k
Nous écrirons seulement B, B;,... si aucune confusion n’est possible. De

plus, nous abrégerons dans la suite fi'---f,” en f* et fi*71... f,f”“
en foti,

Ces équations fonctionnelles donnent lieu & des égalités dans le
C{z}[s, 1/ f]-module libre C{z}[s,1/f]f*, qui est muni d’une structure
naturelle de D[s]-module & gauche (C{z}[s, 1/f] est le localisé de C{z}[s]
par rapport aux puissances de fi - fp).

Fixons un systéme de poids a = (ay,...,a,) € (N*)" pour toute la
suite, les a; étant premiers entre eux; le but de ce travail est de calculer
de telles équations fonctionnelles dans les cas ol f est une intersection
compleéte a-homogene a singularité isolée, ou une a-intersection complete
a singularité isolée.

Rappelons quelques définitions.

o Un polynéme est dit a-homogéne de degré p s’il s’écrit comme
combinaison linéaire de monomes x’ll - -xﬁ;‘ avec a1t + -+ + Qpin = p.
(Nous introduisons de nouvelles dénominations sur la suggestion du
rapporteur, dans le but d’alléger les appellations; un tel polynéme est
habituellement dit « quasi-homogéne de degré p pour le systéme a».)

o Une intersection compléte (fi,...,fp) dont les composantes f;
sont a-homogenes (de degrés p; éventuellement distincts) est elle-méme
dite a-homogene.

o Nous définissons la fonction d’ordre

p:C{z} - {0} —N,
n
f= Za;z’f oozt p(f) = min {Zajij ; ar # 0}
i=1
en posant en outre p(0) = +oo. Nous appelons P, le sous-espace des
fonctions d’ordre au moins égal & p et (P,) la filtration ainsi obtenue; le

gradué associé est C[z] = C[z1,...,2,] = @,y Hp ot H, est le sous-
espace vectoriel des polynomes a-homogénes de degré p ou nuls.
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POLYNOMES DE BERNSTEIN-SATO 549

o La partie initiale In(f) d’une série f € C{z} est sa composante a-
homogene de degré minimal.

e On dit que le germe V (fi,..., fp) C (C™,0) (ou le germe d’applica-
tion analytique f) est une a-intersection compléte a singularité isolée (a-
SIIC) si les formes initiales des fonctions fi, ..., f, définissent une inter-
section compléte & singularité isolée (on dit habituellement d’un tel germe
qu’il est «semi-quasi-homogene pour a»).

o Par ailleurs, la colongueur d’un idéal I d’une k-algebre A est la
dimension du k-espace vectoriel quotient A/I.

o Lorsqu’un idéal I a-homogene, c’est-a-dire admettant un systéme de
générateurs a-homogenes, est de colongueur finie, nous appelons cobase
a-homogéne de I un systéme de polynémes a-homogenes dont les classes
forment une base du quotient C[z]/I. L’ensemble des degrés d’une telle
famille de polynémes est noté W(I).

Etant donnée une équation fonctionnelle vérifiée par une applica-
tion a-homogene, considérer la composante de degré convenable, dans
le gradué associé a la filtration (P,), permet d’obtenir en fait une
équation fonctionnelle a-homogene, donc avec opérateurs dans l’algebre
A, (C) ®c C[s1,...,sp]. Dans les «situations polynomiales », nous notons
alors encore D 1’algebre de Weyl A,,(C), sauf mention contraire. On peut
remarquer par ailleurs que tout ce qui est fait dans la suite est encore
valable sur k, un corps algébriquement clos de caractéristique nulle (et D
désigne alors A, (k)).

Donnons quelques propriétés facilement vérifiables de 1’idéal de Bern-
stein-Sato. On remarque tout d’abord que l’on a les inclusions :

BCB;CB; CBs pour j#k.

De plus, si les idéaux By, . . ., By ne sont pas nuls, il en est de méme pour B.
(11 suffit pour le voir de multiplier successivement f* par un élément non
trivial de chaque Bj, en effectuant un décalage sur le p-uplet s.) Pour
j=1,...,p, notons

ﬁ:(fla"‘v-;;?"'afp)

I’application obtenue & partir de f en supprimant la j-iéme composante;
nous pouvons alors énoncer la

PROPOSITION 1.1. — Soient c(s) dans Bs(f), bj(s) dans B( ﬁ) pour
j=1,...,p, etd(s) le ppcm des polynomes b;(s). Alors il existe un entier ¢
tel que

d(s)[ II csi+61,....s, +6p)] € B(f).

(617-~~r6P)€Np
61+ +bp <l
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550 H. MAYNADIER

Preuve. — On remarque tout d’abord que, pour un entier m assez
grand :
Vi, d(s)f{"tf° € Dls|ft.

L’idée est donc de commencer par itérer une équation fonctionnelle vérifiée
par c¢(s) jusqu’a obtenir, agissant sur f*, un opérateur différentiel dont les
coefficients (& droite) appartiennent & I'idéal (fi,.. ., f,)™P*!. On conclut
alors en multipliant cette équation par d(s). (]

Cette proposition fournit, par récurrence, un polynome de B(f) & partir
de polynomes de Bx(g) pour toutes les familles g extraites de f.

Enfin, on sait déterminer un facteur obligatoire des polynémes de
Bernstein-Sato associés aux intersections completes :

LEMME 1.2. — Si fi,...,f, € C{z} sont deuz & deuz sans facteur
commun, (s1 + 1)---(sp + 1) divise tout polyndme de Bernstein-Sato de

f:(fla""fp)'

Preuve. — Se placer en un point générique de la variété des zéros

de f] D

Posons :
jof = a1 + -+ + am,
prs=pisi+t -+ ppsp,
by(s)=p-s+|al+w pour tout w € N.
De plus, si k = (ky,...,kp) € NP, avec 1 < ky < -+ < kp < m, nous
notons Ak le p X p-mineur de la matrice jacobienne de f construit sur les

colonnes ki,...,kp; si p = n, A est le déterminant jacobien de f. Nous
désignons par J(f) I’idéal engendré par ces mineurs, et posons

Rappelons que 'opérateur d’Euler associé au systeme de poids a est

X = Z aixidixi‘

Si f est a-homogene, nous montrons qu’il est suffisant, pour calculer
un polynéme réalisant (*), de résoudre le probléme suivant : trouver un
idéal I de C[z], a-homogene de colongueur finie, et un polynéme d(s), tels

que :
**) d(s)If° c M.
En effet, si I'on dispose de tels d et I, les monoémes de degré assez grand

sont éléments de I. Il suffit donc de savoir «faire monter 1’ordre» des
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POLYNOMES DE BERNSTEIN-SATO 551

fonctions apparaissant devant f° pour conclure. Or cette «ascensiony est
possible grace a l'opérateur d’Euler. Nous donnons donc, pour chacun
des modules M considérés, et sous des hypotheses de singularité isolée
adaptées, un idéal I et un polyndéme d vérifiant (**), et par suite, une
formule explicite de polyndme b réalisant une équation fonctionnelle (*).
Le résultat général est le

TuEOREME 1.3. — Soient fi € Hp,...,fp, € H,,. Si, pour tout
k=1,...,p, tout k-uplet fr, = (fe,,--., fe,) de fonctions extrait de f
définit une intersection compléte d singularité isolée, alors pour tout k-
uplet L= (£1,...,0k) (001 <t < - <ty <petk=2,...,p), il eriste
des entiers positifs mp tels que, si l’on note l’idéal

I(2) = J(f)* 4 (fer, -5 fo )P,
on ait :

b(s) = [f[(S]‘ + 1)]5(3) €B(fi,---s fp)

ot b(s) est le polynome réduit :

P

b(s) = H H (pjsj + || +w)

J=1 weW(J(f;))

P
x H H H (peyse, + -+ + pe,se, + laf + w).

k=2 1<61<--<li<p weW(I(L))

Contrairement a la situation «classique» (p = 1), nous ne savons plus
a priorisi I'idéal de Bernstein-Sato de (f1,.. ., fp) est principal. Bien qu’il
soit plus raisonnable de penser qu’il ne ’est pas, nous montrons ici :

THEOREME 1.4 (cas n = 2). — Soit f1, f2 des polynoémes a-homogénes
a singularité isolée, tels que le morphisme f = (f1, f2) définisse l’origine
dans C2. Alors l’idéal de Bernstein-Sato de f est principal.

Plus précisément, sous ces mémes hypothéses, si les polynémes f1, fa,
de degrés respectifs p1,p2 € N, sont de déterminant jacobien A € N,
considérons l’idéal

K = (fif2, hA, f24).

Si dime Hpay = 1, posons W = W(K) — {p(A)}; sinon W = W(K).
Alors lidéal de Bernstein-Sato B(f) est engendré par

b(s) = (s1+1)(s2+ 1) ] £uw(s)-

wew’
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552 H. MAYNADIER

(Nous nous permettons de noter 90t aussi bien 1’idéal maximal de C{z}
que 'idéal maximal engendré par z1,...,z, dans C[z].)

Les démonstrations de ces résultats reposent sur des calculs de variétés
caractéristiques et d’annulateurs semblables & ceux de [1]. Le doute quant
a la principalité est toutefois levé & présent : on peut trouver le calcul
d’un contre-exemple, en dimension 3, dans [5]. Il reste encore & déterminer
dans quels cas I'idéal est principal. Signalons que A. Gyoja [9] donne une
condition algébrique suffisante, en dimension quelconque, avec p = 2.

Enfin, nous étudions le cas des a-SIIC. Nous considérons des fonctions
fi,y..., fp dordres py, ..., pp telles que pour tout ¢, 1 < £ < p, pour tout
¢-uplet (j1,...,j¢) C {1,...,p}, le germe V(f;,,..., f;,) soit une a-SIIC.

Pour tout ¢-uplet d’entiers 1 = (i1,...,%¢) avec 1 < 4; < --- < ip < n,
nous notons dy ; le mineur de la matrice jacobienne de I’application

fir= (fjn"':fje)

formé sur les colonnes i1, . .., 7. Nous définissons alors, si j; < --- < je_1,
l'idéal I; de C{z} engendré par f;,,..., fj,_, et les mineurs d; 1.

Les applications (fj,, ..., fj,_,) et fs étant des a-SIIC, elles définissent
des germes d’intersections complétes & singularité isolée (cf. [8, th. 5.1,
p.83] ou [M2, prop. I1.1.2.2.2, p. 74]). D’aprés la formule de Greuel-Lé
(voir [7], [10]), I; est donc un idéal de colongueur finie. Soit alors N le
plus petit entier tel que I’'idéal Py soit inclus dans tous les I;, et posons

No=N+2(p1+-+pp).

La formule permettant de calculer un polynéme de Bernstein-Sato dans
ce cadre est donnée par la

ProposITION 1.5. — Soient des fonctions fi,..., fp d’ordres non nuls
P1,.-., Pp pour le systeme de poids a, telles que toute famille extraite de
{f1,..., fp} définisse une a-SIIC. Alors

o(s) = [I1(ss +1) [T €ul®)] € Blfr--. 1)

0<w<Np

Les principes du calcul s’inspirent des deux procédures de «montée
des poids» (c’est-a-dire «montée de l'ordrey» selon nos notations) et
«récriture par division» qui sont les bases de I’algorithme mis au point
par J. Briancon, M. Granger, Ph. Maisonobe et M. Miniconi [4] dans le cas
d’une hypersurface.
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POLYNOMES DE BERNSTEIN-SATO 553

Ce polynéme de Bernstein-Sato n’est pas directement comparable &
celui calculé pour les a-homogénes. D’une part, dans la formule du
théoréme 1.3, b(s) est un produit de formes affines correspondant &
toutes les sous-familles, alors que seules des formes associées & (fi,. .., fp)
interviennent dans le polynéme de la proposition 1.5. D’autre part, nous
verrons que l'idée de notre algorithme de calcul, appliquée aux a-homo-
geénes, ne «perturbey pas le symbole f;* - - - fp?, alors qu'il fait apparaitre
en général des ffl_kl f;”_k”. Ce fait se traduit par des «décalages
entiers» entre les facteurs £,(s) du polynéme de Bernstein-Sato calculé
pour les a-SIIC, et celui obtenu pour les intersections completes a-homo-
génes & singularité isolée (le phénomene avait déja lieu dans le cas d’une
hypersurface [4]). Ainsi, on peut écrire la «derniére» forme, ¢y, de la
maniere suivante :

Ino(8) = pr[s1 = (=2)] + -+ pplsp — (=2)] + |a| + N

ou —2 est la plus petite valeur possible pour les décalages k; dans
I’algorithme. De plus, pour les a-SIIC, les constantes w croissent jusqu’a
No = N+2p1+---4+2pp, ot N est le plus petit entier majorant strictement
les degrés des cobases des idéaux associés & toutes les sous-familles, alors
que dans la situation a-homogene, les w ne prennent que les valeurs des
degrés des cobases.

On peut par ailleurs donner, en utilisant [3], la majoration suivante
de N en fonction des ordres :

N<(n+1)(pr+--+ pp)-

On en déduit que les décalages entiers dans les facteurs ¢,,(s) correspon-
dent & des multi-indices k¥ = (k1,...,kp) tels que

prk<(n+1)(pr+-+pp)

Comme dans le cas d’une intersection compléte a-homogeéne, nous
obtenons un polynéme de Bernstein-Sato pour une a-SIIC, en supposant
que toutes les sous-familles vérifient les hypotheses de singularité isolée.
Toutefois, le traitement de la situation a-SIIC (pour p > 2) fait apparaitre
de nouveaux problémes pour la recherche d’autres types d’équations
fonctionnelles. Ainsi, nous verrons que I’on peut trouver dans

(s1+ 1) (sp+ 1)Clprs1 + - + ppsy)

des polynomes de l'idéal By d’une intersection compléte a-homogene a
singularité isolée.
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554 H. MAYNADIER

L’exemple suivant montre que ce n’est plus vrai pour une a-SIIC. Soit
f:C? — C?,
z = (z1,22) — (f1(z) = 21, fo(z) = 25 + z}).
Le polynéme de Bernstein-Sato de f; est b1(s1) = (s1 + 1). En outre, fo
est un polyndme (2, 3)-homogene, & singularité isolée; son polynéme de
Bernstein-Sato est

ba(s2) = (s2 + 1)(6s2 + 5)(6s2 + 7).

L’application f définissant I’origine, le théoreme 1.4 affirme alors que son
idéal de Bernstein-Sato est engendré par le polynéme
b(s) = (51 +1)(s2 + 1)(2s1 + 652 + 5)(2s1 + 652+ 7)
X (281 + 682 + 9)(2s1 + 652 + 11).
D’autre part, f est une (2,1)-SIIC, d’ordre (2,2). Si un polynéme appar-
tenant & lespace vectoriel (s; + 1)(s2 + 1)C[2s;1 + 253] était élément de

l'idéal By(f), on sait, d’aprés la proposition 1.1, que f admettrait un
polynéme de Bernstein-Sato de la forme :

b'(s) = [ (s1+ &)™ ] (s2+k)™2* (652 + 5)(652 + 7)
keA kEA
€Ay €Az x H(S]+S2+)\)m()\)
AEA

(ot A;, A sont des sous-ensembles finis de N, A un sous-ensemble fini
de C, et my(k), ma(k), m(X) des entiers positifs), ce qui est impossible. (]

Les résultats de cet article sont extraits de ma theése de doctorat.
Je tiens & remercier Joél BRIANCON, qui a guidé mes recherches.

2. Le cas des intersections complétes a-homogénes
a singularité isolée

2.1. La recherche d’équations.

Soit g une application a-homogene; si un idéal I C C[z] et un polynéme
d(s) € C[s] vérifient une relation d(s)If* C M, on dit que le couple
(I,d(s)) est du type

e (B) si M =DJ[s]g*t?;

. (ch) siM= E D[s]gjgs;

1<j<p,j#k
* (Bj) si M =D[s]g;g°;
o (Bg) si M =37%_ Dlslg;g°.
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LeMME 2.1.1 (montée des ordres). — Soit I C C[z] un idéal a-homogéne
de colongueur finie. Alors, pour tout entier ko, on a l'inclusion

[T tu()|Prog® < DlslIg*

weW(I)
kao

Preuve. — Ce résultat se démontre par récurrence décroissante sur kg ;

il repose sur l'identité d’Euler écrite pour ug®, avec v dans Hy, tel que
ko € W(I )

- d
(p-s+lal+ko)ug® = ;ard—xi(wiugs)' 0

On déduit directement de ce lemme-clef (avec kg = 0) le résultat
suivant :
ProposiTION 2.1.2. — Sl existe I C Clz], idéal a-homogéne de

colongueur finie, et d(s) € C[s] non nul, formant un couple du type (B)
(resp. (Bj), ou (Bj), ou (Bx)), alors l'idéal B (resp. Bj, ou Bj, ou Bs)
contient un élément non trivial :

b(s) =d(s) [] €w(s)-

weW()
2.1.3. Ezemple : un arrangement d’hyperplans. — Soient gi,...,gn+1
des formes linéaires sur C" indépendantes n & n. Alors la proposition
précédente, avec I = (g1, ...,gns+1)" "}, assure que

(s14+1) - (Snt1+1)(s1+ -+ Snp1+n) - (s1+ - + spt1 +2n)

est un polynéme de Bernstein-Sato de g = (g1, .., gn+1)-

2.2. Les équations obtenues.

Voici maintenant les différents polynémes de Bernstein-Sato calculés,
a l'aide de la proposition 2.1.2, pour une intersection compléte o-homo-
géne a singularité isolée f = (f1,..., fp), de degrés p1,...,pp non nuls.
Rappelons que, d’aprés la formule de Greuel-Lé (c¢f. [7], [10]), si une
intersection compléte & singularité isolée g = (g1,...,9p) : C* — CP est
telle que la variété définie par §*, un (p—1)-uplet extrait, soit & singularité
isolée, alors 'idéal (g1,...,dk,---,9p) + J(g) est de colongueur finie.
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556 H. MAYNADIER

COROLLAIRE 2.2.1 (cas n = p = 2). — Supposons de plus que f1 et fo
soient & singularité isolée, et soit lidéal K = (f1fa, f1AA, f2A). Alors

b(s) = (s1+1)(s2+1) [] u(s) € B(f1, fa)-

weEW(K)

Preuve. — L’idéal K est de colongueur finie, et le couple qu’il forme
avec le polyndme d(s) = (s; + 1)(s2 + 1) est du type (B) : il suffit de
constater que, si {7,5} = {1,2} :

(6fj d of;

Y 22 s+1 _ s
Oz; dx; Oz, dxj)f = s+ DhA7 0

P
COROLLAIRE 2.2.2. — Pour tout d(s) dans Y C[s](s; + 1),
Jj=1

b(s)=d(s) [[ w(s) €Bs(fr,.. . fn)

weW(I(f))

Preuwve. — Pour j = 1,...,pet 1 < k; < -+ < k, < n, avec

k = (ki,...,kp), soient U§-§),..., ;1,)

of; of;
fj - -—fi dans le mineur Ag. Considérant I’'opérateur
oz k1 Oz,

P
Sk =Y o) d
=K j, €
- J kaZ

les cofacteurs respectivement

relatifs & ——

nous obtenons
() Eikfif’=(s; +1)Axf°.
Le couple (I(f),d(s)) est donc du type (Bs). []

COROLLAIRE 2.2.3. — Supposons qu’un (p—1)-uplet extrait f/k définisse
encore une intersection compléte a singularité isolée, et posons

I=(f177ﬁ€77fp)+‘](f)7
alors pour tout d(s) élément de Y C[s|(s; +1), on a:
J#k

= d(s) T] €u(s) € By(fi,- -, ).

weW(I)
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POLYNOMES DE BERNSTEIN-SATO 557

Preuve. — La formule ({) donnée dans la preuve du corollaire 2.2.2
permet encore de démontrer que pour tout

d(s) € > C[s](s; + 1),
J#k

le couple (I,d(s)) est du type (B;). [

2.3. Preuve du théoréme 1.3.

La méthode suivie jusqu’ici échoue dans le cas général pour le calcul
d’un élément de I’idéal B. De fait, il nous faut, pour réussir, des hypothéeses
supplémentaires de singularité isolée sur toutes les familles extraites. Nous
raisonnons par récurrence sur p.

e Pour p =1, la proposition 2.2.2 nous donne le résultat. Dans ce cas,
en effet, I(f) = J(f).

o Supposons la proposition vraie au rang p— 1. Le ppcm des polynémes

bj € B(f7), ot j =1,...,p, donnés par ’hypothese de récurrence s’écrit
p . -
d(s) = [ I (s;+1)]d(s), ou d(s) est de la forme demandée avec k < p—1.
j=1

Considérons 1'idéal de colongueur finie I = J(f)? + (f1,..., fp)™P*%

— En itérant lidentité () de la preuve du corollaire 2.2.2, nous
obtenons : pour tout u élément de (J(f))?, avec ¢ au moins égal & 2p — 1,

(s1+ 1)+ (sp + Duf® € DIs|f5+
— Il existe m € N tel que
bj(s)f;"“fs € D[s]f**' pourj=1,...p.

Alors, si v est dans(f1, ..., fp)™P*!, d(s)vf® appartient & D[s]f5+1.
Le résultat est alors donné par la proposition 2.1.2. []

3. Un idéal de Bernstein-Sato principal en dimension 2

Le but de cette partie est de démontrer le théoreme 1.4.

Les résultats des sections 3.1 et 3.2, dont nous allons nous servir dans
le cas a-homogene, sont valables plus généralement dans 'anneau C{z}
des germes de fonctions holomorphes & l’origine de C?; nous désignons
alors par D I’anneau des opérateurs différentiels & coefficients dans C{z}.

Soient fi,fo € C{z} = C{z1,z2} dans l'idéal mazimal (z1,z2), &
singularité isolée, tels que f = (f1, f2) définisse lorigine.
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Notons K l'idéal (f1f2, fid, foA) et :

d d d d
! ! / /
S, = _— _ = - eD
1= f, dxa fras dx; dxo Fas dx; fra, ’

d d d d
S = féxza—x—l - fﬁxla—x'; = a;fézz - E;;fézl €D,

Ri(s1) = f182 —s1A = Saf1 — (s1 + 1)A € Dsy],
R2(82) = f251 — 85A = Slfz — (82 + 1)A € D[Sz].

Nous désignons respectivement par s et £ les couples d’indéterminées

(s1,82) et (&1,&2).

3.1. L’annulateur de f° dans D[s,].
Considérons, sur un voisinage X de {0} dans C? assez petit, les espaces
conormaux relatifs & f; et f :

Wy, = {(z,(s/f1)df1); = & fi '(0), s € C} C T*X,
Wi = {(z,(s1/f1)df1 + (s2/f2)df2); = & f7'0)U f71(0)} CT*X

ainsi que que le sous-espace de T*X x C suivant :

W' = {(z,(s1/f1)df1 + (s2/f2)df2,81); = & T (0)U £51(0)}.

Si P est dans D|s|, nous notons o(P) son symbole principal, qui est un
élément de C{z}[¢, s].

LEmME 3.2.1.

(a) Wf’l est inclus dans la variété caractéristique de D[s1]f*.

(b) (0(Ry)) est l'idéal premier des fonctions nulles sur W}#’l.

Preuve.

(a) Etant donné P € D[s;], de degré total d, annulant f°, considérer
la composante de degré d en s de Pf*® dans C{z}[1/f,s]f.

(b) En effet, (o(R1))"*(0) = W}# 1 W}# ! est un sous-ensemble
analytique irréductible de dimension 4 de T*C? x C; or c’est aussi le
cas de (o(R;))™(0), dans lequel il est inclus. []

ProposiTION 3.1.2. — L’annulateur de f* dans D[s1] est un idéal
principal, engendré par Ry(s1).
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