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ANALYSE PRECISEE D’EQUATIONS SEMI-LINEAIRES
ELLIPTIQUES SUR L’ESPACE HYPERBOLIQUE ET
APPLICATION A LA COURBURE SCALAIRE
CONFORME
PAR

ERwANN DELAY (*)

RESUME. — Au théme de la courbure scalaire conforme sur ’espace hyperbolique
nous apportons ici une étude fine du comportement asymptotique en toute dimension.
Nous traitons toujours d’équations semi-linéaires générales, avant d’appliquer nos
résultats au cas particulier de I’équation géométrique.

ABSTRACT. — Regarding the theme of the conformal scalar curvature on the
hyperbolic space, we bring here a study of the fine asymptotic behavior in any
dimension. We always deal with general semi-linear equations, before applying our
results to the particular case of the geometric equation.

1. Introduction

Soit B la boule unitée de R™ (munie de la métrique euclidienne
standard F) et soit p la fonction définie sur B par :

pla) = 3 (1—|z]*).

Nous utiliserons pour modele de I’espace hyperbolique standard H"(—1)
la boule B munie de la métrique conforme :

Hy = p_QE.

(*) Texte regu le 18 décembre 1996, révisé le 4 mars 1997, accepté le 22 avril 1997.
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346 E. DELAY

Au départ de cet article on trouve le fait suivant : I'application qui, a
une fonction réelle v définie sur B, associe la courbure scalaire de la
métrique conforme H, = (1+v)Hy, est localement inversible au voisinage
de v = 0, lorsqu’on la considére dans des espaces fonctionnels appropriés.
Les espaces en question, utilisés dans [GL], dépendent d’un parametre
réel s caractéristique du comportement a 1’infini des fonctions et de leurs
dérivées. Rappelons-en la définition : une fonction u € Cfo’g est dans
I'espace A;a si la quantité suivante, qui représente sa norme dans cet

espace, est finie :

[ullfa =Y sup [d** 0 u(z)[]

lyI<k ®€

u(z) — O
+ Z sup min(d;s+k+a’d;s+k+a) I U(lz)_ lau(y)l
y=k “YEB y

ol d; est la distance euclidienne de z au bord (en 'occurence d, = 1—|z|).
Un membre typique de A® est la fonction p°.

Si A désigne le laplacien de la métrique Hy (dont le symbole appliqué
& un covecteur £ est par convention, égal & —|¢|3; ), et si K € A) , vérifie
la minoration stricte suivante

inf K > s[ls—(n—-1)],

alors 'opérateur de type Schrédinger
A+ K Afyg — A

est un isomorphisme. Ce résultat essentiel de [GL, p.217], formulé avec
K € C*(B) mais encore vrai avec K € Ag,a, nous sera d'un usage
constant ; nous I'invoquerons ci-apres sous le vocable de «théoréeme d’iso-
morphisme de [GL]». C’est lui qui intervient (§2) pour démontrer que
P’application :

v € Ay 49 4 — Scal(Hy) — Scal(Hy) € A,

est localement inversible prées de v = 0 dés que s appartient & [0, n[. Voila
donc précisé ce fait de départ.

Dans le paragraphe 2, nous montrerons que ce fait vient s’imbriquer
parfaitement & c6té d’un important théoréme de rigidité de Min-Oo [MO1]
dont il a catalysé une rectification d’hypothese [MO2]. Selon ce théoréme
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COURBURE SCALAIRE CONFORME SUR H™(-1) 347

rectifié, dans le cas particulier de la boule B, si une métrique H est conve-
nablement asymptotique & Hy & I'infini (pour nous H, le sera précisément
deés que s > n), alors il est impossible d’avoir Scal(H) > Scal(Hy) sauf
si H est isométrique & Hy, auquel cas Scal(H) = Scal(Hp). D’aprés l'in-
version locale indiquée plus haut, ce résultat ne tient plus des lors que
s appartient & [0,n[. Ce théoréme peut étre vu comme un analogue, en
asymptotiquement hyperbolique (ou I'on ne dispose toutefois pas encore
d’une notion convenable de masse), du théoreme de la masse positive en
asymptotiquement euclidien (voir e.g. le paragraphe 3 de Leung [L]).

Finalement, ce fait de départ nous pousse a étudier de fagon plus
globale l'application «courbure scalaire conforme», considérée dans les
espaces A®, en dimension n > 2 (§3) et n = 2 (§4), sur B munie de la
métrique hyperbolique standard Hy. Une telle étude vient compléter les
travaux antérieurs sur le sujet [AM], [CCY], [LTY], [RRV] dans lesquels
le comportement au voisinage de I'infini n’est précisé qu’a ’ordre zéro. Or
c’est ’étude du comportement & 'infini qui a permis de tester la validité
du théoréme de Min-Oo [MO2]. Au paragraphe 5, nous construisons un
exemple qui met directement en évidence les limites de notre méthode
lorsque la valeur du parametre de pondération s est située hors de
l'intervalle prescrit par le théoréme d’isomorphisme de [GL].

Nous avons regroupé en appendice (§ 6) divers compléments techniques
absents de [GL]. _

Indiquons enfin que ’analyse dans les espaces A® nous permet aussi
d’étudier, dans un autre travail en cours, la prescriptibilité locale de la
coubure de Ricci au voisinage de la métrique hyperbolique (sans plus se
restreindre & la classe conforme).

Mes remerciements vont & Philippe Delanoé, qui encadre ma these
a 1'Université de Nice, ou je suis allocataire de recherche du MENESR
depuis octobre 1994. Je remercie aussi Maung Min-Oo pour son accueil
constructif d’une version préliminaire de ce travail, ainsi que Marc Herzlich
et le referee de cet article, pour leurs commentaires concernant la masse.
Enfin je remercie Gilles Laschon et Frangois Gautero pour leurs remarques
et leur amical soutien.

2. Prescriptibilité locale de la courbure scalaire conforme

La courbure scalaire d’une variété Riemannienne munie d’une métri-
que H est donnée par :

Scal(H) = Traceg(R) ou R = Ricci(H).
La linéarisation de H — Scal(H) est donnée par (cf. e.g. [B, p. 63])
d(Scal)(H)S§H = At + VY (§H);; — R (8H);;
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348 E. DELAY

ol :
o 7 = Tracey 6H,
o V désigne la connexion de Levi-Civita de H et
o A = —Tracey(V?) son laplacien.

Si H est d’Einstein, on a :
RY = %Scal(H)H“.
Dans ce cas :
d(Scal)(H)SH = Ar + V¥ (§H),; — %Scal(H)T
et lorsque Scal(H) = —n(n — 1), comme en Hy (et en toutes les métriques

d’Einstein construites par [GL]) :

d(Scal)(H)6H = At + V9 (§H);; + (n — 1)T.

REMARQUE. — L’opérateur différentiel
OH — AT+ V”((SH)” + (’I’L — 1)7’

est elliptique sous-déterminé (i.e. son symbole est surjectif). En effet son
terme principal s’écrit localement :

(H*H* — H9H*) 0,;(6H) .
Pour tout covecteur £ # 0 :
(H*H — HIHY)g8; = (€°¢" — |¢|*H™),
et L:6H — (€R¢4—|€|2H**)(6H)yy est une application linéaire surjective.
En effet, pour tout n € R, on a :
Hoee?) = 0

Cette démonstration suggere de se restreindre & des variations confor-
T .
mes de H, i.e. de prendre 6 H = — H (ainsi 7 = Tracey § H) pour laquelle
n

ar

ij n—1
Vj(éH)ij:— " )=

et d(Scal)(H)(6H

(AT 4+ nT).
D’apres [GL], si H = Hy, alors A + n est un isomorphisme de A},
dans Af , dés que n > s(s — (n — 1)), i.e. dés que —~1 < s < n. Ainsi en

vertu du théoréme d’inversion locale on obtient le :
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COURBURE SCALAIRE CONFORME SUR H™(-1) 349

THEOREME 1. — Soient k € N, o € |0,1[ et s € [0,n[. Pour toute
fonction o assez proche de zéro dans A;a, il existe une unique fonction v
assez proche de zéro dans Ay ,, ., dépendant différentiablement de o telle
que la métrique H, = (1 + v)Hy vérifie

Scal(H,) = Scal(Hp) + 0 = —n(n — 1) + 0.

Il n’est pas difficile d’établir qu’il existe au plus une solution v de
Péquation précédente dés lors que s > 0 et Scal(Hy) + 0 < 0 (cela découle
du principe du maximum). Par contre, I’ezistence d’une solution v dans
le bon espace, lorsque s > n, n’est plus assurée : nous construisons un
exemple le démontrant directement pour s > n + 1 au paragraphe 5 ci-
apres. Pour lors, a ce sujet nous allons procéder indirectement, par une
comparaison entre le théoréme 1 et un important résultat de rigidité dia
a Min-Oo [MO1], [MO2] (voir aussi [L]).

En prenant comme modele de I'espace hyperbolique H"™, R™ muni de
la métrique qui s’exprime en coordonnées polaires a ’origine par

Hy = dR? + (sh R)?de?
olt R €]0,00[ et dO? désigne la métrique standard de S™~1.

Rappelons (voir [MO1], [MO2]) la :

DEFINITION 1. — Une variété Riemannienne (M,H) est dite fortement
asymptotiquement hyperbolique s’il existe un compact K de M et un
difféomorphisme

®: M\ K — R"\ Bg,(0)
pour un Ry > 0 tel que si on définit la transformation de jauge
A: TIM\K) — T(M\K)
par :
(i) H(Au, Av) = (2" Ho)(u,v);
(ii)y H(Au,v) = H(u, Av);
alors A vérifie :
(AH,) : il existe C' > 1 tel que, pour tout v € T'(M \ K),
C~'H(v,v) < H(Av, Av) < CH(v,v);
(AH,) : le champ d’endomorphismes sur M \ K défini par
reM\Kr— e®@(A-1d)(z) e T"(M\ K)®@ T(M \ K)
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350 E. DELAY

(our | - | désigne la norme euclidienne standard de R™) est dans I’intersec-
tion des espaces de Sobolev HZ N H{ sur M \ K relativement & H.

NotA BENE. — Par continuité & partir d’un voisinage de l’infini, on
voit que les valeurs propres de A sont nécessairement positives sur M \ K
(elles le sont & V'infini et ne peuvent s’annuler & cause de (i), a fortiori &
cause de AH;).

Le résultat visé par Min-Oo s’énonce alors :

THEOREME 2. — Si (M,H) est spinorielle fortement asymptotiquement
hyperbolique de dimension n > 2 a courbure scalaire S > Sg = Scal(Hy),
alors (M,H) est isométrique ¢ H™ (donc S = Sp).

Adaptons cette définition et ce théoréeme au cas particulier ou
M=B:={zeR"; |z| <1}

munie de H, qui est évidemment spinorielle (wz(B) = 0), quand on prend
plutdt pour modele de H", B munie de Hy = p~2E, E étant la métrique
euclidienne standard et p la fonction définie par

plx) =1 (1 |z

(ici encore, | - | désigne la norme euclidienne standard de R™).

Considérons @ : B\ {0} — R™\ {0} définie en coordonnées polaires &
Vorigine par (r,0) — (R = 2argth(r),0); alors ®*Hy = Hy. Sur B, la
transformation de jauge A de la définition 1 est définie par :

AfAfer = Hyij,
AFHyy = AfHy.

Sil’on prend H sous la forme H, = (1+v)Ho pour v € Ay, , (voir la
définition § 1) et |[v]|7, 4, < 1, que devient la condition AH; (ci-dessus)?

REMARQUES.

(i) Onadéja A= (1+u)Ild avec u € A}, , et (1+u)?(1+v)=1.
(ii) On a:

Vdet H = v/det((1+ v)Hp) = (1 +v)2™\/det Hy
in —n 1 —-n -n
=(1+v)2"p™" = mﬂ €A o0
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(iii) On a

A1) 14 g
o) _ () _ A
e (& 1= |wl < o0 -

(iv) On a
A~ 10) = o¥hutd € A3,

en tant que tenseur de type (1) et donc
Viel®(A-1d)] € A;7T .

en tant que tenseur de type (). []

Comme la condition AH, s’écrit :
/ “e'@‘uld”rj{vdet Hdz < oo, / ”V(el‘bluld)”;\/det Hdz < o,
B B

et

/ || e!®lu1d|| Vet H dz < oo, / [V(el®luld)|,vdet Hdz < 0o
B B

et que pour a € T*(B) @ T(B), on a
llall3 = HlkaZaiHij €A*2 & aeAT!
et pour b € T*(B) @ T*(B) ® T(B),
[bll7; = H/*H®b! by Hie € A**7% si be A°2,
alors, compte-tenu des remarques (ii) et (iv) précédentes :
AH, < / p i dr < o0
B
— / (1—z?)" "z < 0
B
> S§>n.
On remarque de plus que AH; est vérifiée dés que |u| est assez petite
(i-e. |v| assez petite). Ainsi il existe € > 0 tel que, si [[v|[},,, < € et
si s > n, la variété B munie de la métrique Riemannienne H, = (1+v)Hy
est fortement asymptotiquement hyperbolique. Pour de telles métriques,

le théoréme 2 et un argument d’unicité conduisent au :

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



352 E. DELAY

CoroLLAIRE 1. — Soient k € N, o € ]0,1[, s > n et v € A7, , avec
I3 0., assez petite. Si Scal(H,) > Scal(Ho), alors v = 0.

Notons que d’apres le théoréme 1, pour tout o € A} , non négatif assez
petit et tout ¢ € [0, n[, compte-tenu de Dinclusion A7 , C A}, (voir [GL]),
il existe une unique solution v € A}, , de 'équation

Scal(H,) = Scal(Hy) + o.

Bien sir, 0 # 0 implique v # 0. Le corollaire 1 implique que cette
solution n’est pas dans Af ,, . Ainsi les théorémes 1 et 2 se compleétent-ils
exactement de part et d’autre de 'exposant critique s = n.

Dans la suite de cet article, motivés par l'inversibilité locale (en v = 0)
de la courbure scalaire conforme considérée dans les espaces A® de [GL],
nous allons, par des techniques d’analyse non-linéaire appropriées, passer
du résultat purement local précédent & des résultats globaux, en précisant
en particulier «la tailley dans Ay , des o pour lesquels il existe une
solution v € Aj ,, , de I"équation Scal[(1 + v)Ho] = So + 0.

3. Courbure scalaire conforme en dimension supérieure a 2

Dans cette partie, on se propose d’abord d’étudier dans la boule B
munie de la métrique Hy, 1’équation :

(E) Av=(A-fH1+v)+(g—A)(A+v)? avec v>-1,

ou A et p sont réels, A > 0, p > 1, f et g sont des fonctions données
sur B, avec g < A. Il sera parfois commode d’abréger le second membre
de (E) en le notant ®(x,v). Nous allons tour & tour démontrer, sous des
conditions appropriées, 'existence d’une solution de (E), puis son unicité,
enfin sa régularité. Nous appliquerons ensuite cette étude & I’équation, cas
particulier de (E), qui traduit en dimension n > 2 la prescription sur B de
la courbure scalaire d’une métrique conforme & E et asymptotique & Hy
a Pinfini (pres du bord de B).

3.1. Etude EDP (dimension n quelconque).
3.1.1 Existence. — Réécrivons 1’équation (E) sous la forme :
Av+Alp—1v=(A—f)A+v)+(g—A)(1+v)? +A(p— 1)
=: &(z,v).

Soit M = M(n, s, A(p— 1)) la constante de ’appendice 6.3 (ci-apres, telle
que ¢ = Mp® vérifie [A+ A(p — 1)]p > p®). Dans tout ce qui suit, chaque
fois qu’on utilisera la condition (C) de 'appendice 6.3, on I'entendra lue
avec K = A(p—1).
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PROPOSITION 1. — Si [ et g sont dans A\ CE®, s > 0 vérifiant (C),

loc
0 < a <1 ets’l existe des réels A > 0 et § € ]0,1] tels que, en posant
1—6P

1-6

q= (donc q est dans |1,p[), on ait Uencadrement :

(1) —0-8)]5 - Ap-D+aA-g)+ 4]

<@g~ <A(5; + 7 -p9),

alors il existe une solution v > —1 de (E) dans AjN CEE>e.

Preuve. — Nous allons résoudre (E) en construisant pour elle des
solutions supérieure et inférieure, i.e. en construisant v* > v~ > -1
telles que Avt > ®(z,v") et Av™ < ®(z,v7). D’apres une procédure
bien connue (voir e.g. [N]), 'existence d’une solution v > —1 comprise
entre v et v~ en résulte.

o Soit A
= = 20)°5.

Alors 0 < vt < X et comme ¢t — (1 + t)P est convexe pour p > 1, on a
(1+1¢)? > 1+ pt pour tout t > 0; ainsi :

Oz, < (A=A +vT) +(g— AL +pvt)+ A(p - 1)vT

(A= F[1+X20)°] + (9 = AL +pA(2p)°]
+A(p - 1)A(2p)°

Il

= (g9 f)+A(2p)°(pg - f),

donc d’apres le c6té droit de 'encadrement (1)

- 25N . 2°)
®(z,v7) < 570" < S5 (g + Alp — 1))
= (A+ A(p—1)vt.
e De méme, soit
o 23(1-6)
=2 Vo= —(1- g
v =180

Alors 0 > v~ > —(1 — é) > —1 et comme ¢ — (1 + ¢)? est convexe pour
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354 E. DELAY

p>1,ona (14+¢t)? < 1+4gqt pour tout t € [—(1—4§),0]; ainsi (en rappelant
que g < A), on a

O(z,07) = (A= HL+v7 ) +(g— AL+ qu7) + A(p— 1o~
(A= 1= (1 =6)20)°] + (g — A)[1— q(1 - 8)(20)°]
—A(p—1)(1-6)(2p°)
=(g— )+ (f - AA-8)(20)° + (A~ g)(1 - 6)(2p)°
- (1=6)A(p - 1)(2p)?,

donc d’apres le coté gauche de encadrement (1)

- 2°(1 — 6)

®(z,07) > — s__20-9

Ay (A+A(p—-1))p
=(A+A(p—-1)v .

Pour tout 8 € ]0,«f, il existe donc (c¢f. [N] par exemple) une solution v

de classe CF28 de I'équation (E) comprise entre v et v~ ; v est donc
loc

dans A§.

En outre, Popérateur A + A(p — 1) est uniformément elliptique sur les
compacts de la boule unité; donc, par la théorie de Schauder classique,

comme ®(z,v) est dans CE%, v est dans CP>. []

REMARQUE. — Comme v est comprise entre v+ et v~, on a l’enca-
drement :

“1<—(1-6)<=2°(1-6)p° <v<2°Ap° <A

8.1.2. Unicité.

ProposITION 2. — Si f et g sont dans CY ., avec toujours A—g > 0, si
v est solution de (E) dans C2 N C%(B), v> —1 et v =0 sur OB, alors v
est unique.
Preuve. — Soit u = In(1 + v); alors (E) devient :
Au—|Vu? =A— f+(g— A)ePDu,
Si ug et u; sont deux telles solutions, soit w = u; — ug. Alors :

Aw — [Vur |2 + [V ? = (g — A) [eP~Du — ep=Duo],

TOME 125 — 1997 — ~° 3
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Or nous avons
Viu Viug — ViugViug = Vi (u1 + uo)Vi(ur — u),

et
1
eP~Dur _ o(P=Duo — (5 _ 1)/ e®P=Du dt(uy — ug),
0

ol uy = tug + (1 — t)up; ainsi
. 1
Lw := Aw — V*(u1 + uo)Viw + (A —g)(p — 1)/ eP~Dutdty =0
0

et w = 0 sur 9B. Comme L est elliptique et que son coefficient d’ordre
zéro est non-négatif (par hypothése, A—g > 0), on a nécessairement w = 0
sur B (cf. [GT, p. 33, th. 3.3]). []

REMARQUE. — La solution construite au paragraphe 3.1.1 est donc
unique des que s > 0.

3.1.3. Régularité. — On suppose f,g € Aj , : que peut-on en déduire
sur la solution de ’équation (E) construite précédemment ? Pour répondre
a cette question, nous avons besoin du :

LEMME (borne uniforme). — Soient f,g € Af o, avec s > 0, vérifiant
la condition (C) (cf. appendice 6.3, avec K = A(p — 1)) et 0 < o < 1.
On suppose :

@) A>n—1+;(i1(n—1)),

3)  inf[(A-gp(1-(1-8)20)") "+ f-A=(n—1)]
> s(s— (n—1)).

Si v est solution de (E) dans Aj, ,, avec —(1 —6)(2p)° < v < A(2p)%,
alors ||v||i+2'a < C ou C ne dépend que de A, f,g,n,s,k,a,b,p.

Preuve. — Dans toute la suite de cet article, pour préciser qu’une

constante C est indépendante d’une quantité v, nous utiliserons la nota-
tion C(d).

a) On sait (cf. remarque en fin du §3.1.1) que

lolls < 2° max (1 - 8), ) [°l§ = 2° max (1 — 8), A) = C(5).
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Si on montre que [|Vol|5~! < C(4), alors |jv]|§ < C(?) et donc, pour tout
a €]0,1[, on aura :
[0ll§.o < C(D).

Pour montrer cela dérivons I’équation (E) : pour ¢ = 1,..,n, nous avons

V:Av =p(l + 'U)p_-l(g —A)V,o+ (1+v)PV,g
+ (A= f)iViv — (1 +0v)V,f.

Or
V:Av = Ry VFv + AV,v0 = —(n—-1)V,v + AV,v,

donc

AV + [(A=gp(l+0)P" '+ f = A= (n=1)]Viv
= (1+v)"Vig — (1 +v)V,f.

Notons K (z) le terme d’ordre 0 (terme entre crochets facteur de V,v);
puisque (A —g) >0, on a

K(z) 2 (A= glp(1-(1-6)(2p) ) ' +f-A~(n—1)
et done, d’apres la condition (3),

gggK(:c) > s(s—(n—1)).

Dans ce cas V'estimation «basique» de [GL] est vraie pour (A + K1I)
agissant sur les 1-tenseurs covariants :

Vol < C(f()||(1 + 0PV — (L+0)VS|o
< CE)[I(L +vPI3IVally™ + 11+ o3IV 13~
< C(E)[(1+ IlQ)PIVglls™ + (1 + [l IV £l
< O(K).

b) On a donc |[v[|§ , < C(9). Soit £ un entier compris entre 0 et k,
pour lequel on suppose [[v]|7,, < C(9). D’aprés une estimation de type
Schauder sur B qui découle sans difficulté de [GL, p. 206, 209], on a :

Joll; o0 < CO 11+ 009 = 4) + (A= A +0)[5, + olg]

< CE[I(+v) = 1)(g - 4)
(A=t (g= llia+ I0l5]-
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En utilisant le lemme de ’appendice 6.1 (une estimation non linéaire)
avec la fonction

Ut)y=(14+t)’ -1, a=1-6 e b=2X
(c’est ici qu’intervient la condition s > 0), on obtient :
(14+v)P—1€4h;,, [A+v)P-1|,, <C@®).

Ainsi, compte tenu de [GL, prop. 3.3, p. 208],

lollzsza < C@ [0+ 07 = 1]J; g = Al2,
oz all4 = F19.0 + llg = £l + lloll3]

soit finalement ||v||7,, , < C(9).

Ainsi par récurrence (nous sommes partis de £ = 0) :

[vlli42,0 < C@). [

Nous allons maintenant pouvoir répondre a la question posée au début
de cette section en redémontrant en fait directement (par la méthode de
continuité) ’existence d’une unique solution avec la bonne «régularité
pondérée .

PROPOSITION 3. — On suppose f,g € A ,, s > 0 vérifiant (C), toujours
g < A, la condition (2) A>(n—1+s(s—(n—-1)))/(p—1) et

(9 inf [(A~ lghp(1 — (1= )20~ ~|f| ~ A~ (n 1]
> s(s—(n—1)),

() (-85~ Ap—1)+alA— o)~ (A +11))]
< (20)~*lg — 11 < M7 ~ ool ~ 110),

avec M = M(n, s, A(p — 1)) (c¢f. appendice 6.3 avec K = A(p — 1)).

Alors lunique solution v € A§N Cﬁjf‘a de Uéquation (E) avec v > —1

est en fait dans Ay, . De plus, v tend vers 0 dans A3, , quand f,g
tendent vers 0 dans A .

REMARQUE. — On a les implications (4) = (3) et (5) = (1).
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Preuve. — Considérons pour ¢ € [0, 1] la famille d’équations :
(E¢) Av=(tg—A)A+v)P+(A-tfHil1+v), v>-1
et soit
S={te0,1]; v € A},,, solution de (E¢) avec v, > —1}.

Nous allons montrer que S = [0,1] par un argument de connexité;
deés lors, la partie «existencey de la proposition sera démontrée pour
léquation (E) qui n’est autre que (E;). L’unicité a lieu en vertu de notre
proposition 2 du paragraphe 3.1.2.

La continuité par rapport a f et g au voisinage de zéro découle de
largument d’inversion locale utilisé ci-aprés (en l’appliquant & tp = 0).

a) L’ensemble S n’est pas vide car 0 appartient & S (en effet, on peut
prendre vy = 0).

b) L’ensemble S est ouvert dans [0, 1]. Soit ¥ : [0,1] x A},», — AR,
définie par :

U(t,v) =Av—(tg — A)(L+v)P = (A —tf)(1 4+ v).

Si on montre que 0¥ /dv(to,vo) est un isomorphisme de Aj,, , sur Af
pour tout couple (tg,v9) € [0,1] x A} 12 solution de U(tg,v9) = 0
avec vg > —1, alors il suit du théoréeme des fonctions implicites I’existence
d’un € > 0 tel que pour tout ¢ € Jto —€,to +€[N[0, 1], il existe v; € A}, ,
solution de ¥(t,v) = 0 avec v > —1; dans ce cas on aura bien S ouvert
relativement & [0, 1]. Calculons :

oy

ov
Les conditions (4) et (5) étant vérifiées pour f et g et tout ¢ € [0, 1], elles le
sont encore pour tf et tg; donc (3) et (1) aussi. Ainsi par unicité (prop. 2
du §3.1.2) et d’apres la remarque qui suit la prop. 1 du § 3.1.1, pour tout
couple (t,v;) € [0,1] x A}, , solution de ¥(t,v;) = 0 avec v; > —1, on a
Pestimation uniforme v, > —2°(1 — §)p®; celle-ci est donc vérifiée par vy.
Par ailleurs :

Ky := —(tog — A)p(l + 'Uo)p 1y (tof A)

(to,v0)6v = Av — (tog — A)p(1 + vo)P16v + (tof — A)bv

> (A~ tolgl)p[1 — (1 - 8)(20)°)"" l-A—t0|f|
> (A= lgl)p[l— (1-8)(20)°]" " = A~ If|
> inf [(4 - |g)p(1 - (1= 8)(2p)")" ™" = A =[]

> s(s — (n— 1)), d’apres notre condition (4).
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Le théoréme 3.10 de [GL, p. 217] affirme alors que A + K est bien un
isomorphisme de A 42,0 SUT Ai,a-

¢) L’ensemble S est fermé. Soit {¢;}ien une suite de S qui tend vers
t € [0,1]; on veut montrer que ¢ appartient & S. Notons v; = vy, ; par
le lemme 1 du §3.1.3, les v; sont uniformément bornés dans Af,, , (en
effet, ’équation (E;) n’est autre que 1’équation (E) pour tf et tg, comme
la constante C' ne fait intervenir que des sommes et des produits de || f||
et ||lg|l, et que ||th|| < ||h|| pour t € [0, 1], les v; auront la méme borne C').

Ainsi, d’aprés le lemme de l'injection compacte (voir appendice 6.2
ci-apres), il existe pour tout ¢ € ]0,s[ et tout 8 € ]0,a] une sous-
suite renotée v; qui converge dans A +2,5 vers une fonction v € A} +2.0
avec v > —1.

De plus, pour tout i, ¥(t;,v;) = 0 et U est encore continue sur
[0,1] x A} 5 45 donc 0 = 11_1210 U(t;,v;) = V(t,v) : ainsi v vérifie (Ey).
Notons pour conclure la minoration uniforme v; > —(1—§), qui a lieu par
unicité et s’applique encore & v; doncv > —lette€ S. []

3.2. Application géométrique (dimension n > 3).
Soit H une métrique conforme a la métrique hyperbolique Hj, écrite

4
sous la forme H = (1 4+ v) »—2 Hy. Sa courbure scalaire s’écrit (voir par
exemple [A, p. 126]) :

_ﬂ_?_[4n—1

Scal(H) = (1+0) " =2 [47— Av+ So(1 + v)],

ol Sy = Scal(Hy), et prescrire Scal(H) = Sy + o équivaut & chercher H
sous la forme précédente avec v solution sur B de I’équation (E) :

Av=(A-f)1+v)+ (g — A)(1+v)?,

avec :

. on—=2 _n(n—2) B
A—-—4(n_1)S()— 1 car Sop = —n(n — 1),
pzztg, donc ici A(p — 1) = n,

. on—2 o
I=4n—0?
f=0.

Notons qu’on a p > 1. Par ailleurs, s vérifie la condition (C) de ’appen-
dice 6.3 avec K = A(p — 1) = n si et seulement si s est dans | — 1,n[.
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Enfin :
n_. n—1+s(s—(n—1))

p—1 p—1

dés que s appartient & |s_,si[ ol sx = %(n—lj:\/(n—l)2+4),
Notons que s_ est dans | — 1,0[ et que s4 est dans |Jn — 1,n].

A:

L’étude précédente de ’équation (E) jointe au corollaire de appen-
dice 6.3 conduit au :

THEOREME 3. — S’il existe 6 € ]0,1[ et A € R, A > 0 tels que, en notant
1 &P

1= 9%
vérifie So + o < 0 et 'encadrement :

-] ona(MED 22y sieca)

_s n—2 1 n+ 2
<@ o< M5 - o)

, la fonction 0 € AJNCE* (avec 0 < s <mn et < a < 1)

loc

ot M = M(n,s,n) (cf. appendice 6.3), alors il existe v € A§ N CETH®

loc

4
telle que la métrique conforme H = (1 4 v) n—2 Hy admette Sy + o pour
courbure scalaire et v est unique si s > 0.

Si de plus o € A}, avec s € 10, s vérifie

— (1_5)[% —n+q(n(n4_ 2) 4(7;——21) ]U|) 3 n(n4—— 2)]

_s n—2 1 n+2
< (20)" gy lol < 57 - oD o),

et

ing [(222 - P22 o) 22 (1 sy (2ey)

z€B (n—1) n—2
S )] > (s - - 1)),
alors v appartient @ Ay, .
REMARQUE. — L’obtention de ce résultat global nous a colité une

diminution de l'intervalle —1 < s < n nécessaire pour le résultat local
du paragraphe 2 (théoreme 1).
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4. Courbure scalaire conforme en dimension deux

Toujours sur B munie de la métrique hyperbolique Hy = p~2E, on
consideére a présent I’équation :

(E) Av=2e"(f —A)+ A,

ot A € RT et f est une fonction donnée sur B.

Nous allons montrer I'existence d’une solution, son unicité puis sa
régularité, ceci en toute dimension; pour cela nous procédons comme au
paragraphe 3. Ensuite nous appliquerons ce résultat au cas particulier de
la prescription de la courbure scalaire conforme en dimension 2.

REMARQUE. — Dans la version «these» de ce travail, nous obtenons
pour ce chapitre 4 des résultats ou le parametre de pondération s peut
évoluer dans des intervalles un peu plus larges moyennant des inégalités
plus contraignantes sur f, A et o (qu’il nous a paru trop lourd de
reproduire ici), en utilisant pour cela une réécriture de (E’) sous la forme

(A4 Aypw=12¢e"(f — A+ A(l +v).
4.1 Etude EDP (en dimension n quelconque).

4.1.1. Existence.— Soit M = M(n, s,0) la constante de I’appendice 6.3
ci-apres (dans lequel nous démontrons que la fonction positive ¢ = M p®
vérifie sur tout B 'inéquation Ay > p®).

PROPOSITION 4. — Soient f € AJNCE®, s €10,n—1[ et a €10,1[. $7il
existe A > 0 tel que

ald —A+A

f<

alors il existe une solution v de (E/) dans A5 N CFY2Y . Bn outre :

loc
—2°p|lfI§ < v < e

Preuve. — Cherchons une sur-solution et une sous-solution de I’équa-
tion (E’). Soit v = Ap;on a:

Avt > M\p® > (f — A)e*? + A4,

la deuxieme inégalité étant vérifiée d’apres I’hypothese de la proposition.

Soit v~ = —=2°||f|l&. Déja, comme ¢ > 0, v~ est non-positive; donc
on a bien v~ < v*. Et comme
s s s s —A—2° f sps
£ 2 =2 flg0® = —A— 2l et + A > —A 2R,y
21/ lsp
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on a aussi :
Av < =2 f5p° < e F WIS (f — A) 4+ A= & (F - A)+ A

Ck+2,a

. + -
loc comprise entre v™ et v~, donc

Ainsi (voir e.g. [N]), il existe v €
dans A§, solution de l’équation (E').

4.1.2. Unicité.

PROPOSITION 5. — Si f € C) et f < A, alors U'équation (E') admet

au plus une solution v dans CZ_N C°(B) nulle sur OB.

Preuve. — Soient vy et v, deux telles solutions et w = v; — vg, alors :
Buw= (e =) (f=A) = (F- 2] [ "m0 4] 0y ).
Donc w vérifie
Aw + (f — A) {/01 etvrt(1=tio dt]w =0

dans B, avec w = 0 sur 0B. Le coefficient de w est non-négatif puisque
(A= f) > 0; le principe du maximum (voir [GT, p. 33, th. 3.3]) implique
w = 0.

REMARQUE. — Si f < A, on peut prendre A = 2°||f||3 dans la
proposition 5 du §4.1.1. En effet prenons vt = 25| f||5¢ alors

Avt > 230" = f > f+ (e —1)(f—A) = (f - A) + A.
Dans ce cas, la solution de (E') vérifie 'estimation
vl < 2%l £15-

4.1.83. Régularité.

PROPOSITION 6. — En supposant f € A ,, s € 10,n — 1], a € ]0,1],
A>(n—-1)+s(s=(n=-1)), f<A, et

6 ot [e W (A—|f) — (n—1)] > s(s - (n - 1)),

alors la solution v de léquation (E') est dans A}, ,. De plus, v tend
vers 0 dans Ay, , quand f tend vers 0 dans A .

REMARQUE. — Si n < 5, alors la condition (6) implique |f] < A.
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Preuve.—D’apres les propositions 4 et 5 précédentes et ’avant-derniére
remarque, il existe bien une solution unique de (E’) dans A§ N 1’;’:2""
On va montrer qu’elle est dans A}, 42, Par la méthode de continuité;
Pargument d’inversion locale utilisé ci-aprés montre (appliqué en ty = 0)
que v tend vers 0 quand f tend vers 0.

Soit W : [0,1] x A} 5, — A}, définie par :

U(t,v) =Av—e’(tf — A) — A,
et soit
S={te0,1]; Jv; € A}, , solution de ¥(¢,v) =0}.
a) L’ensemble S n’est pas vide car 0 appartient & S (en effet, on a
¥(0,0) =0).
b) L’ensemble S est ouvert dans [0,1]. Solent tg € S et vg = vy,

appartenant & A3, ,; alors :

v
%; (to,v0)0v = Abv + (A —tof)e™bv.
Quand f>0,onatyf < f<Aetquand f <0,onatyf <0< A;donc
on a toujours (A — tof)e” >0 et d’aprés [GL, p. 217]

A+ (A - tof) e’

est un isomorphisme de A} ,, , dans A} , sous 'hypothese 0 > s(s—(n—1))
vérifiée pour s € |0,n — 1[. D’apreés le théoréme des fonctions implicites,
il existe donc € > 0 tel que pour tout t € Jtg — €,to + €[N [0,1], il existe
vt € Af 15, solution de ¥(¢,v;) = 0. Par suite S est ouvert dans [0,1].

¢) L’ensemble S est fermé. Comme précédemment (cf. fin du §3.1.3),
il suffit de majorer uniformément les solutions de (E’).

Pour cela, dérivons 1'équation (E') : V;Av = e?(f — A)V,v + 'V, f
ou V;Av=—(n—-1)V;v + AV,v; donc :

AViv+ [e"(A—f) — (n—1)] Vv = €'V, .
D’apres (6) et la remarque qui suit 'unicité (§4.1.2), on a :

(A~ f)~(n-1)2 X INe (4~ |f]) ~ (n—1)

> inf [e” Mo (4 — | f|) = (n—1)] > s(s — (n — 1)).

> inf
r€EB
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Donc l'estimation de base de [GL] a lieu :

[Volg~! < C(0)[e"VFI§
< c@)|el3 IV Flls
< C(@)elleyv st = C(9).

Ainsi v est dans A§,, et |lv]|§, < C(9). D’apres l'estimation de type
Schauder qui découle de [GL, p. 206, 209], si v € A, avec 0 < £ < k,

[vllZ12,0 < COlI(e” = D)(Ff = A) + flI7 o + I0I[5]-
En utilisant Pappendice 6.1 avec U(¢) = e' —1leta=b=2°M| f|§,ona:
e’ —1leA;,, e =17, <C0).
Ainsi
vl 2.6 < C@O[II(e” = DIFallAd = fllE a0 + 1170 + 0] < C(0).
On conclut alors comme précédemment (§3.1.3). []

4.2 Application géométrique (dimension n = 2).

En dimension n = 2, si H = e29H,, alors
Scal(H) = e 29(Sp + 2Ag)

ou So = Scal(Hy) = —2; donc si I'on prescrit Scal(H) = Sy +o0, chercher g
revient & résoudre :
2Ag = €*9(Sy + o) — Sp.

On est donc conduit & regarder (E') avec

A=-5 =2, v=2g, f=o.

1
Ici en outre s est dans |0,1[ et ¢ = 1 p°. L’étude précédente nous
donne le : s(s —1)

THEOREME 4. — Si o est dans AN Cl]z;f, avec0<s<1,0<a<l,
et il existe A > 0 tel que

ApS =2

o<
= eAlp

+ 2,
alors il existe une métrique conforme H = e*9Hy admettant S = Sy + o
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pour courbure scalaire, et asymptotique a Hy avec un facteur conforme 2g
appartenant o A§ N CET2* et vérifiant —25¢|o |5 < 29 < Ap.

loc
Si de plus S < 0, alors H = e*9H, est unique et |2g| < 2°¢||o||§. Enfin,
si0=8—=5) €A}, avec0<s<1,0<a<l, etsi

i —2%¢llolld (9 — _ —
;gg[e 0(2—|o]) = 1] > s(s — 1),

alors g appartient @ A} 5 -

5. Un exemple de sortie de ’intervalle des poids isomorphiques

Dans ce paragraphe, nous considérons I’équation de la courbure scalaire
conforme dans le cas ou ’exposant du poids est un réel s > n + 1.

PROPOSITION 7. — On suppose n > 6, s > n+1 et qu’il existe un € > 0
tel que o > €p®. Alors, si v est solution de I’équation
_4
Scal[(1+v)»=2 Hy] =Sp+ 0
avecv =0 sur OB et —1 < v < 1, v ne peut appartenir a A§ sik >n+1.
_4
Preuve.— Rechercher une métrique H sous la forme H = (1+v)n—2 Hy

ayant pour courbure scalaire Sy + 0 = —n(n — 1) + o revient & résoudre
I’équation :

n—1
n—2

4 Av=n(n—-1)(1+v)+ (c —n(n—1))(1+v)",
en notant p = (n+ 2)/(n — 2) qui est dans intervalle [1,2] car n > 6.
Remarquons que v > 0; sinon 0 > infg v = v(xg) implique Av(zg) < 0,
ce qui, joint & ¢ > 0, permet de déduire de ’équation en xy 'implication
1< (1+v)P~t = v(xg) > 0 qui est une contradiction.

L’équation peut s’écrire :

Av + [n+ %(ng)v}v: 4(7;—__21)0(14-21)”+G(v),

ou ’examen de la fonction
v>0— Gv) = —%n(n —2)[(1+v)P -1 —pv— %p(p— 1)v2]

permet de s’assurer que G(v) > 0 si p est dans [1,2] (et v > 0).
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D’autre part, comme n >4 et v <1,ona:

2
2n+22n+Ei >n+%

n+2
2n—2 — v

n—2

Comme v > 0, on a finalement :

(A+2n+2)v2Av+<n+ En_‘_zv)v

2n—2
n—2
- P
=1 o(1+v)P +G(v)
n—2 n—2

S

o°.

T T

Ainsi par les corollaires 3 et 4 ci-apres et le principe du maximum, on a

v > —n_—2—e<1>(p) et donc v est au mieux dans A3, []

4(n—1)

REMARQUE. — Si on suppose en outre o € A§ N Cllf)f dans la propo-
sition 7, nos résultats d’existence locale (I'inversion locale, th. 1), et
globale (th. 3, premiére partie) fournissent une solution v € A§ N CEE>*
pour tout ¢t € | — 1,n[, qui vérifie bien —1 < v < 1 dés que o est prise
assez petite (en particulier, o telle que A < 1, ¢f. th. 3). La proposition
précédente affirme alors que cette solution v ne peut étre dans A§ : il y a

perte de poids.

Pour établir les corollaires que nous venons d’utiliser, commencgons par
démontrer un lemme de perte de poids :

LEMME 2. — Soit un réel K > —1(n —1)? tel que

s5=3(n-14+(n-12+4K) > 0;

sis=s2+p avecp € N et p # 0, alors la solution de (A + K)p = p° qui
s’annule sur OB est dans A§ si et seulement si k < s.

Preuve.— On cherche la solution sous la forme p(z) = ®(p(z)) (radiale)
avec, pour l'instant formellement :

¥(p)= o Y obel, W) =Y 2

>0 is0 ) T2

TOME 125 — 1997 — ~° 3



COURBURE SCALAIRE CONFORME SUR H"(-1) 367

Alors, d’apres le lemme 8 de I'appendice 6.3 :

(A+ K)2(p)
PRI S
i1 720
(A=) Y b + (=) b + K jijsfj]

Jjz1 Jj=0 Jj=20

K
:bo(TL—SQ -1+ _>p52
82

. y K
+pszz[(27+232_n)bj_1+ (—3—52+n—1+ j+32)bj]p]

j21
, J(=j—2s24n—-1) 1 ;
= p52 2 2 - b‘_ b]
P Z[(]+ sy —mn)bj_1 + T 52 i 1o’
Jj21
car sy est racine de s(s —(n—1)) — K =0.
Donc (A + K)®(p) = p°® = p*2pP si et seulement si :
bj =0 pour j > p,
1 1
bp-1 pour j =p—1,

- 2p+ 282 —n “2%-n
I Jj(G+2s3—n+1)
I T G+ 52)(2) + 282 — 1)

b; pourje{l,.,p—1}.

REMARQUES.
Comme s; > 4(n—1) et p > 1, alors b; > 0 pour tout j < p. On a
toujours so > 0 lorsque n # 1 ou K # 0.

On obtient ainsi une solution polynomiale en p :

p—1 b
P — 52 i J V]
(o) =» ;]4'32'0

qui s’annule sur 0B. Une telle solution est unique par le principe du
maximum (cf. [GT, p. 33, th. 3.3)). Elle est dans Aj? et ne peut donc pas
«s’écraser » plus vite & l'infini. []

De ce lemme suivent immédiatement les corollaires suivants.
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COROLLAIRE 2. — Si K = n alors s = n; ainsi, pour tout s € N tel
que s > n, la solution de (A + K)o = p* qui s’annule sur OB est dans Ak
st et seulement si k < n.

COROLLAIRE 3. — Si K = 2n + 2 alors s = n + 1; ainsi, pour tout
s € N tel que s > n+ 1, la solution de (A + K)p = p* qui s’annule sur
OB est dans A si et seulement sik <n+1.

COROLLAIRE 4. — S’il existe € > 0 et un réel t > sy tels que o > ept, et

si v est solution nulle sur OB de (A+ K)v > o, alors v ne peut étre dans
AE si k> so.

Preuve du corollaire 4. — Prenons s = so + E(t — s3 + 1) ; alors p* > p*
donc, par le principe du maximum, v > ep. []

6. Appendice

6.1. Une estimation non-linéaire.

LemMME 3. — Soit v dans Aj ,(B), avec s >0, |lvl|j , < K, —a<v <b
ot a,b € RY. Si U appartient a C*1([—a,b]) avec ¥(0) = 0, alors
u = (Vov) appartient a A7 ,(B) et |[Vovl|7 , est majorée par une constante
qui ne dépend de v qu’a travers K, a et b (nous noterons ici C(K,a,b) de
telles constantes).

Preuve. — Rappelons que d, = dist(z,0B) = 1 — |z|, et que

lullfa = D sup [d7 "M [T u(a)]]

ly<e®€B

y —a
+ Z sup min(d;s+2+a’d;s+l+o¢) |07 u(zx) — 0 u(y)|

vi=t 257 |z -yl
= Z Havu”g—lwl
[v]<e ) .
+ sup min(d-st+a gosteray 1070(E) = Tu@y)]
x Yy >
[v|=¢ I’ny |z — y|
AW

a) Supposons |y| = 0. On a alors facilement :

B _ |W o v(z)]
sup d *|u(x)| = sup d °|v(z)| ———
sup ") = sup @ =gy
Ut
< sup () sup d; *|v(z)| = C(K, a,b)|]v];.
[-avb] z€B
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b) Supposons 1 < || < £. I est facile de s’assurer par récurrence (c’est
un cas particulier de la formule de Faa di Bruno) que 07w est une somme
de termes de la forme

i) (B o v),
[T@")( )

iel
ou I est fini non vide, ; € N, 1 < 5 < |v|, 1 < || < |7l,
; '
S ludri =l e -
el

Comme ||0iv])5™ " < C(K, a,b), et comme

26 0 0)Q < SEupb]iqj(j)(t)i < C(K,a,b),
t€|—a,

d’apres [GL, prop. 3.3, p. 208], le terme ci-dessus est dans

A%}ri(s—lmb _ A(%]HS—ETHMD _ A(()EH)S—I’YI’

les sommations se faisant pour i € I, et puisque Y, r; > 1, ce terme est
i€l

"l et majoré en norme I “S—I’rl par C(K,a,b).

donc au moins dans A(S)—'
Ainsi
[07ully™™ < C(K, a,0).

¢) Supposons |y| = £. En raisonnant comme précédemment et en notant

w=TJ@" o,

i€l

w est au moins dans AS’_J et ||w||3_(f < C(K,a,b). Maintenant,

s+l+a,d;s+ﬂ+a) |87u(x) - avu(y)l

min(d, P

est majoré par une somme de termes de la forme :

(d;s+l+a’d;s+€+a) [w(a:)\ll(f)(v(w)) — ’UJ(y)\I/(J)(’U(y))l

min
|z — yl«

< (i) + (ii)
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avec
(1) = min(d; 4+, dy ) 'w(w)q’m(”(Ti)__yﬁfy)q’(j)(”("””' ,
(i) = min(a=r+ 40, gty [RQPO0E) ~ w@) PO @)
|z —yl*
D’une part,

stevay [0(@) —w@)] 06
+e+ )Wi‘l’(])(“(x))l
< Jlwll§zt sup |\Il(3) (t)] < C(K,a,b).

t€[—a,b]

(i) < min(d; s+z+°‘,d;

Compte-tenu du théoréme des accroissements finis (appliqué a W),
on a d’autre part :

() < min(as e, ooy 1) = V0

|z — yl|o
(o) ~ ¥ ()|
v —oy W
< mina;++4+e, ey gy S (PO

Distinguons deux cas :
e Si—s+ /¢ >0, alors

st+l+a d S+€+a) — [min dz,dy)]_s+£+a

< d; " [min(dy, dy)] " = d; *** [min(dZ, d2)]

min(d;

et donc

(ii) < [[vllg,ollwls™* sup [T ()| < O(K,a,b).
te[—a,b]
o Si—s+£<0,alors d *t* > 1; ainsi |w(y)| < dy *H|w(y)| < [lwll§™
et
(it) < ollg lwl™  sup [‘I’(]H)( )| < C(K,a,b). []

te[—a,b)

6.2. Compacité des injections A} , — Aj 5 lorsque s > t et
0<B<a<l.

Pour tout entier positif j, posons B; = B(0,1 — 277).
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LEMME 4. — Pour tout entier positif k, il existe une suite de fonctions
{¢;}j>0 possédant les propriétés suivantes :

1 sur Bj,
PIZ 0 sur B\ By,

avec p; € CFTY(B) et, si on note d; = dist(B;,0B) = 277 alors, pour

loc

tout x € B et tout v tel que |y| <k+1, ona:

k)
dhl
J

|0p;(@)] <

Preuve. — Notons que la suite {B;};>¢ vérifie : B; CC Bj11 C B avec
dist(B,0B;41) = dj — dj1 = 3d; = djy1.
Nous allons construire ¢; par étapes.
a) Pour u € [0,1], soit f(u) = /1 thH1(1 — t)**1dt. Alors f(0) > 0
f()y=0etpouri=1,...,k+1, onua:
FO0) =f0(1) =0 et U“wnscmm-

b) Pour u € [0, 3d;], soit g;(u) = (ZZE) Alors, pour i < k + 1,

f
ona: ( N
(2)
g; (u)| =
9701 T
¢) Soit
1 sur [0,1 — d;],
hj(u)= gj(u—1+dj) sur [l—dj,l—dj+1],

0 sur [1 —djq1,1].

Les dérivées de h; se recollent bien et sont bornées comme précédemment :

; C(i, k .
on a h; € C*1([0,1]) et |h§-l)| < (S )Z) pour i € {1,.,k+1}.
J
d) Soit @;(x) = h;j(|z|) pour z € R™ et j > 1. Les dérivées de z — |z|
sont bornées sur B \ B ; or 07 ¢; ne fait intervenir que des dérivées d’ordre
au plus |y| de h; sur [1 —dj,1 —dj1], et de |z| sur Bj1 \ B; C B\ B;.
Comme 0 < d; < 1, pour tout m < |y|, on a dj_wl > d;™, donc

107 p;(x)| < C(l,k)/d. [
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COROLLAIRE 5. — Pour tout k € N et tout j > 1, on a p; € Aj et
sl < C(E,J)-

NoTa BENE. —L’indépendance de Pestimation sur ||;|3,; par rapport
a j est essentielle. Elle n’a plus lieu pour [|p;||7,, avec s # 0.

Prewve. — Si |y = 0, on a |p;| < 1. Et pour tout ~ tel que
1<|y|<k+1,0onadp; =0saufsurdjy; <d<dj;donc
J

Pour Q ouvert tel que @ CC B, posons :
CEP@) := {ue CFPQ); Y|y < k, 8u =0 sur 0}.

L’ensemble C¢?(Q) est un sous-espace de Banach fermé de C*#(8). Pour
€ C’(lf # (), soit u 'extension canonique de u & B par zéro hors de (2 : il
est immédiat de vérifier que u appartient 4 C*#(B).

LEMME 5. — Pour tout u € C’(]f’ﬁ(ﬁ), pour tout t € R, on a i € A} 4(B)
et
lally. 5 < C(dist(9€, 0B), t, k»ﬂ)“’lﬂ”kﬁ,'ﬁ-

Autrement dit, Uextension u — u fournit une inclusion continue
kB~
Co Q) — AL o(B).

Preuve. — Soit u € C4*?(Q); nous voulons une majoration convenable
de

Il p.5 = sup [d "+ 07a(z)]

<k “€B

+ Z sup mln(d t+k+8 d——t+k+ﬂ) |07 u(x) — 376(1/”‘
|’y|:k ’y#GB |$ - y'ﬁ
z#y

Déja, pour tout |y| < k, on a
sup d~t07%| = sup d~H1 97w
B Q
< C(dist(0€, 8B), ¢, [7|)||Ul[kgﬁ
car sur €, on a 0 < dist(9Q,0B) < d < 1.
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Ensuite, si |y| = k, notons

Ul = min(d;"TF+8, d—t+k+ﬁ) |07 u(x) — 5"@1(1/)"
i |z —y|?

Si z,y sont dans B\ Q, alors U;y = 0. Si z,y sont dans 2, alors

Ul = min(d, t+k+p ,dy t+k+ﬁ) |07 u(z) — OV u(y)|
w lz —yl?

< C(dist(99,0B),t, k, B)||ull, 5.5-

Enfin, si z est dans Q et y dans B\ £, il faut distinguer encore deux
sous-cas.

o Premier cas : [z — y| < 3d,. Soit z un point d’intersection du
segment [z, y] avec 982 alors d"u(z) = 0"u(y) = 0, donc

U;’ = min(d; t+k+08 d—t+k+,8) |07 u(z) — Ou(z)]

lz —y|®
< min(d; P ds tHk+) |07 “(| z) — ?;“(Z”
r— =z
—t+k itk
S Cte(dx i +ﬂ7dy b+ +ﬂ)||u”k,[;‘7§

Or dist(0$2,0B) < d, < 1 et, pour tout y € B(z, 3d,), on a

3 dist(09,0B) < 3d, <d, < 3d, < 3,

[\S][9V]
Nojeo

NO|—=

donc on a bien

U, < C(dist(0Q,0B),t,k, B) lully 5.5
o Deuxieéme cas : |z — y| > 3d,. Dans ce cas

Y
0L, < dp e OOl g0gcek )| < a0l
! )2

et comme on a toujours dist(0€2, 0B) < d, < 1, finalement

Ut ¥ S C(dlst(ag7 8B)7t7k,ﬁ)“ullk7,37§ |:|
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LEMME 6. — Soient u € A} , et C une constante telle que |ull} , < C.
Alors, pour tout t < s, on a:

[u1 = @)|l; o < C(C K, a5, t)d5 ™
On a donc en particulier
Jim Jut - gl =0
Preuve. — Rappelons que
w1 =)} = D sup [dz 1|87 (u(1 - ¢))(@)]

i<k ©€
+ Z sup min(d; ‘TRt g ttRte)
lyl=k x,yeB
z#y
o 107wl — @) (@) — 97 (u(l — ;) ()]

|z =yl
Tout d’abord, pour |y| < k :
07 (u(l— ;) = Y C*(Iul [v)8"ud" (1~ ¢;),
ptv="y

oll v = p+v signifie que le couple de multi-indices (u, V) est une partition
du multi-indice . Or avec v = u + v,

sup d~"|91ud” (1 — ;)]
B

= sup d~"TM1|9Hud” (1 - ;)]

B\B;

= sup d* Mg grudr (1 - ;)]
B\B;

<d;” 1 sup d- sHil|grug” (1 — ;)|

B\B;

<d;” I gup |07 (1 — ;)] sup d” s+l |gry|
B\B; B\B;

5 — H—Il/lC ('V| C)

J

< C*(lvl, O)lulli,adi ™"

Maintenant, si |y| = k, notons

<d [l o

V= min(dstHete, ot 07 (u(1 — @j))ﬁi):y?i(u(l — o)) W)
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Si z,y sont dans Bj, ona V} =0.
Si z,y sont dans B\ Bj, comme sur B\ B; on a

d—t+k+a — ds—td—s+k+a S d;—td—s+k+a’
alors
—_— — S -
Vi, <dVe, <& u = o), < &7 ullialll = 9500400

la derniére égalité ayant lieu d’apres [GL, p. 208].
Si y est dans B; et z dans B\ Bjt1, alors |z — y| > dj41 et

V!, = min(d; tHhte d—t+k+a)w < ottt |07 u(z)|

A ey S »
s—tta —s+k 107U@)] _ o tha —sik |07U(@)]
Sy T, T s < T
J+1 j+1
&t
< Sl

Si y appartient a Bj_; et si « appartient & B\ Bj, on a de méme
Vi, < O ullp

Yy —
Enfin, si y appartient a B; \ Bj_; et si « appartient & B,y \ B,
distinguons deux cas :
e Si—s+k+a>0,alors —t+k+a>0et

min(dy TR, TRy = grttRte < gamtgosthra
s—t j—s+k+a
< di'd;

_ gs—t . —s+k+a j—s+k+a
= d;" " min(d, ydy) ).

e Si—s+k+a<0,alors
: —t+k+a g—t+k+a —t+k+oa _ gs—t j—s+k+a
min(d ydy ) <d, =d, 'd,
s—t j—s+k+a

< dj—ldy

_ gs—tgs—t i g—sthta g—stk
=2°7"d; " min(d;*T", d,° toy,

Ainsi dans les deux cas,

Viy <d57" C%Ju(l = o))l , < a5 Cullf o - 11— 951041

Il ne nous reste plus qu’a remarquer que, tout comme dans le corollaire 5
du paragraphe 6, on a [|1 — ¢;[|9,, < C(k,j) pour achever la preuve du
lemme 6. []

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



376 E. DELAY

ProrosiTION 8. — Pour tout k € N, pour tous s >t € R et pour tout
0 < B <a <1, linjection A}, , — A}, 5 est compacte.

Preuve. — Dans tout ce qui suit, il sera commode de conserver
abusivement la méme notation pour une suite et diverses sous-suites
extraites.

Soit {up }pen suite de A}, uniformément bornée en norme Aj , par une
constante C. On veut en extraire une sous-suite qui converge dans AL 5
11 suffit pour cela qu’elle soit de Cauchy, i.e. telle que :

Ve >0, IN,Vp,g> N, |lup —uglli 5 <e
Pour chaque j > 1 nous écrirons :
Up = Up@j + up(l - <P])

La suite {u,p1}, est bornée dans C¥*(B3); donc il existe une sous-
suite de {u,}, telle que {uyp;}, converge vers v; € Ck*(Bj).

En repartant de cette sous-suite, on considere {upp2}, qui est une
suite bornée de C**(B3) donc il existe une sous-suite de {u,}, telle que
{upp2}, converge vers vy € C**(Bj3).

Une fois itérée cette procédure sur {u,y;}, pour tout j > 1, nous
extrayons de {up}, une sous-suite diagonale qui posséde la propriété
suivante : pour tout j > 1, il existe v; € C*P(Bji1) telle que {upp;}y,
converge vers v; dans C¥0(Bj1); comme u,p; est & support dans Bji1,

on voit que v; appartient a C(]f B, D’apres le lemme 5 nous aurons donc
lim u,p; = v; dans A}, 45(B). Ainsi :

])—?OO
L
D’apres [GL, p. 208] et d’apres le lemme 6, comme ||u, — ugllf. o < 2C,
t e t
I€ap =) (1 = @5)lly 5 < C*(e D[ (wp = ug) (1 = 5),
< Cte(C, k,a,B,s, t)d;_t’

Vji>1,Ve>0,3IN €N, Vp,g >N, |upp; — uq<p||fcﬁ <

d’ol .
Ve > 0, 34, Vp,q, “(u,, —ug)(1 — ‘Pi)“k,ﬂ < —21-6.
Un tel 5 étant fixé,
IN,Vp,a> N, llupe; — ugpsllis < 36

soit finalement :

lp = gl s < 11w = u)ps I}, 5+ lup = ug) (1 = 0 s <€ [
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Lemme 7. — Soit {u;}; une suite de A} , telle que pour tout i, on
ait |luill},, < C et {u;}; converge vers u dans A} 5, avec s > t et
0 < B <a<1. Alors u appartient a Ay, , et

ull§,0 < C*(k,n)C.

Preuve. — On rappelle que

I a— d-stgry,
luwillfe = > sup [dz |07u; ()]

lyI<k ™€
+ Z sup min(d—s-f—lc-i—a d—s+k+a) Iayul(x) - a’yul(y)' .
e o= o
z#y

Si |y| < k, alors en tout point € B, on a :
d;sthl ‘8"u(m)| < dgsthl [c’)”uz(:c)l +dsthl [87u(3c) - 87ui(a:)|
< C 4 dystta |07 u(z) — 07 uy(z)]
< O+ dy " lu—uglly -
Comme lim lu —will}, 5 = 0, on en déduit (a = fixé et i — o) :
d;s+|7|137u(:c)| <C,

et par suite
sup d; *TM1|o7u(z)| < C.
TEB

Si |y] = k, alors pour tout couple (z,y) de B, avec x # y, en supposant
min(dy sthte, dosthte)y — grsthta (quitte & inverser z et y), on a :

g-sthta |07u(z) = OMuy)l _ - stira [07u(@) — OTui(2)|
‘ lz —yl® - lz —yl*
4 g-stha |07 ui(x) — Oui(y)]
‘ lz —yl|*
4 d—s+k+a |87u1(y) B 87“(3/)'
‘ |z — yl|*

dt—s+a
SE%ZFW?”WWMM—WW@M+C

1 d;s—\—k—!—a etk N N
|z —yl* ¢y t+F [d, " 107w (y) — 07 u(y)l]

t—s+a
dy

|z — yl|*

1 d—s+k+a .
[z — y[o jl—t+k llu = will, -
Y

lu—wuillf s +C+
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Comme lim |lu — u;||}, 5 = 0, on en déduit (& z,y fixés et i — oo) :
1—00 ’

107 u(z) — 07 u(y)|

s (g—sthta —stk+
mln(dx a7dys Ot) Ix_y|a S Cy
et donc
Y — Y
sup I:min(d;s+k+a’d;s+k+a) |8 u(w) 0 u(@/)'] < C.
z,yEB lCIJ - yla

T#Y

D’olt le résultat annoncé, en prenant pour C*®(k,n) le nombre de multi-
indices v de longueur au plus k£ augmenté du nombre de multi-indices ~y
de longueur exactement k. []

6.3. Construction d’une sur-solution explicite de 1’équation
(A + K)p = p.

Dans cette partie on cherche ¢ € A3 telle que (A + K)p > p® ou s
vérifie la condition :

©) {K>s(s—(n—l)) si s<0 ou s> 3(n—2),

K>—%sn siOSsS%(n—2).

LEMME 8. — Si o = ® o p, ot ® € C*(]0, 3]) et p(z) = (1 — |z]?)
alors,

Ap = p*(2p = 1)®"(p) + [(4 —n)p” + (n — 2)p] @' (p).
Preuve. — On a
A(p = —Hij(aiajgo - Ffjakﬁp).

Calculons les coefficients du Laplacien :

2z,
H,'j = p_Q(Si]', asHij = "%6@‘7
1 1
Iy = §Hk8(aiHsj + 0;Hy; — 0sH,j) = ;(xiékj + T;8k; — TR6i5).

Donc

Hijl“fjak@ = p(QZCL'janO — ankaw> = p(2 — n) ij(?jgo,
j=1

j=1 j=1
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ainsi

Ap=—p*Y 2p+p(2-n)) z;0;0.
=1

Jj=1

Si = o p, alors
Ojp = —z;®'(p), 3 =—9(p) + 239" (p).
Ainsi
Ap = p?[n®'(p) + (20 — )" (p)] + (2 — n)p(2p — 1)@’ (p)
=p*(20 = 1)®"(p) + [(4 = n)p? + (n - 2)p]®'(p). []

ProposITION 9. — Soit s vérifiant (C) et soit

1 .
Ktsn-1=9 si <0 ou s> 1(n—2),
M(n,s, K) := 1
— st 0<s< 3(n—2).
K+§sn

Si o = Mp®, alors on a (A + K)p > p®.

Preuve. — Calculons

A(p®) = p*(20 — 1)s(s = 1)p° =2 + [(4 = n)p® + (n — 2)p] sp°~*
=sp’[2s—n+2)p+n—1-s],
d’ou
(A+K)(p*) =p°[s(2s—n+2)p+s(n—1-s)+K].
e Si2s—n+2>00us<0,
(A+K)(p*) > p°[s(n—1—s) + K.
e Si2s—n+2<0ets>0,

(A+K)(p®) = p°[s(s — %n+1)+5(n—1—s)+K] > [%ns+K]ps. 0
REMARQUE. — Sis= (n—2),ona:
1
§ns—s(n—1—s)—- —3
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COROLLAIRE 6. — Si s € | — 1,n[ et si o = M(n,s,n)p®, alors

1

A > 08 = —o.
(A+n)p>p A4

Preuve. — Avec K = n, la condition (C) devient :

{n>s(s—(n—1)) si s<0 ou s> 31(n-2),

n>-—1sn si 0<s<i(n-2)

{%(n—2)§s<n ou —1<s<0,
0§s§%(n—2).

L’intervalle total permis pour s est donc bien | — 1,n[. Le corollaire suit
donc de la proposition précédente. []
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