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ANALYSE PRECISEE D'ÉQUATIONS SEMI-LINÉAIRES

ELLIPTIQUES SUR L'ESPACE HYPERBOLIQUE ET

APPLICATION À LA COURBURE SCALAIRE

CONFORME

PAR

ERWANN DELAY (*)

RÉSUMÉ. — Au thème de la courbure scalaire conforme sur l'espace hyperbolique
nous apportons ici une étude fine du comportement asymptotique en toute dimension.
Nous traitons toujours d'équations semi-linéaires générales, avant d'appliquer nos
résultats au cas particulier de l'équation géométrique.

ABSTRACT. — Regarding thé thème of thé conformai scalar curvature on thé
hyperbolic space, we bring hère a study of thé fine asymptotic behavior in any
dimension. We aiways deal with général semi-linear équations, before applying our
results to thé particular case of thé géométrie équation.

1. Introduction
Soit B la boule imitée de R^ (munie de la métrique euclidienne

standard E) et soit p la fonction définie sur B par :

p(x)=^{l- x\2).

Nous utiliserons pour modèle de l'espace hyperbolique standard ?(—1)
la boule B munie de la métrique conforme :

Ho = p-^E.
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346 E. DELAY

Au départ de cet article on trouve le fait suivant : l'application qui, à
une fonction réelle v définie sur B, associe la courbure scalaire de la
métrique conforme H y = (l-{-v)Ho, est localement inversible au voisinage
de v = 0, lorsqu'on la considère dans des espaces fonctionnels appropriés.
Les espaces en question, utilisés dans [GL], dépendent d'un paramètre
réel s caractéristique du comportement à l'infini des fonctions et de leurs
dérivées. Rappelons-en la définition : une fonction u e C^ est dans
l'espace A^ ^ si la quantité suivante, qui représente sa norme dans cet
espace, est finie :

IHÎ a ••= E ̂ P [(ÇS+H l̂ ^)!]
N^3

+E sup min^^cÇ5^) ̂ u(x) - 9My)!
l^fc^5 ^ ^ l "

où dx est la distance euclidienne de x au bord (en l'occurence dx ^ 1— \x\).
Un membre typique de A5 est la fonction p8.

Si A désigne le laplacien de la métrique HQ (dont le symbole appliqué
à un covecteur ç est par convention, égal à —|$|^ ), et si K e A^ ^ vérifie
la minoration stricte suivante

mfK > s[s- (n- 1)],
B

alors l'opérateur de type Schrôdinger

A+^:A^.—A^

est un isomorphisme. Ce résultat essentiel de [GL, p.217], formulé avec
K e C°°(B) mais encore vrai avec K ç. A^, nous sera d'un usage
constant; nous l'invoquerons ci-après sous le vocable de «théorème d'iso-
morphisme de [GL] )). C'est lui qui intervient (§2) pour démontrer que
l'application :

^ ^ A^+^a —— Scal(J^) - Scal(^o) e A^

est localement inversible près de v = 0 dès que s appartient à [0,n[. Voilà
donc précisé ce fait de départ.

Dans le paragraphe 2, nous montrerons que ce fait vient s'imbriquer
parfaitement à côté d'un important théorème de rigidité de Min-Oo [MOI]
dont il a catalysé une rectification d'hypothèse [M02]. Selon ce théorème
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COURBURE SCALAIRE CONFORME SUR IET(-I) 347

rectifié, dans le cas particulier de la boule B, si une métrique H est conve-
nablement asymptotique à HQ à l'infini (pour nous Hy le sera précisément
dès que s > n), alors il est impossible d'avoir Scol(H) > Scal^o) sauf
si H est isométrique à HQ, auquel cas Scal(Tï') = Scalpe). D'après l'in-
version locale indiquée plus haut, ce résultat ne tient plus dès lors que
s appartient à [0,n[. Ce théorème peut être vu comme un analogue, en
asymptotiquement hyperbolique (où l'on ne dispose toutefois pas encore
d'une notion convenable de masse), du théorème de la masse positive en
asymptotiquement euclidien (voir e.g. le paragraphe 3 de Leung [L]).

Finalement, ce fait de départ nous pousse à étudier de façon plus
globale l'application «courbure scalaire conforme», considérée dans les
espaces A5, en dimension n > 2 (§ 3) et n = 2 (§ 4), sur B munie de la
métrique hyperbolique standard HQ. Une telle étude vient compléter les
travaux antérieurs sur le sujet [AM], [CCY], [LTY], [RRV] dans lesquels
le comportement au voisinage de l'infini n'est précisé qu'à l'ordre zéro. Or
c'est l'étude du comportement à l'infini qui a permis de tester la validité
du théorème de Min-Oo [M02]. Au paragraphe 5, nous construisons un
exemple qui met directement en évidence les limites de notre méthode
lorsque la valeur du paramètre de pondération s est située hors de
l'intervalle prescrit par le théorème d'isomorphisme de [GL].

Nous avons regroupé en appendice (§ 6) divers compléments techniques
absents de [GL].

Indiquons enfin que l'analyse dans les espaces A5 nous permet aussi
d'étudier, dans un autre travail en cours, la prescriptibilité locale de la
coubure de Ricci au voisinage de la métrique hyperbolique (sans plus se
restreindre à la classe conforme).

Mes remerciements vont à Philippe Delanoë, qui encadre ma thèse
à l'Université de Nice, où je suis allocataire de recherche du MENESR
depuis octobre 1994. Je remercie aussi Maung Min-Oo pour son accueil
constructif d'une version préliminaire de ce travail, ainsi que Marc Herziich
et le référée de cet article, pour leurs commentaires concernant la masse.
Enfin je remercie Gilles Laschon et François Gautero pour leurs remarques
et leur amical soutien.

2. Prescriptibilité locale de la courbure scalaire conforme
La courbure scalaire d'une variété Riemannienne munie d'une métri-

que H est donnée par :
Scol(H) = Tracer (R) où R = Ricci(H).

La linéarisation de H i—^ Scal(H) est donnée par (cf. e.g. [B, p. 63])
d(Scal)(^)<W = AT + ̂ (ÔH)^ - R^ÇÔH)^

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



348 E. DELAY

OÙ :

• r = Tracer 6H,
• V désigne la connexion de Levi-Civita de H et
• A == —Trace^(V2) son laplacien.
Si H est d'Einstein, on a :

R13 = 1 Scal^)^;.
n

Dans ce cas :

d(Scal)(H)6H = AT + ̂ (6 H),, - ^Scal(Jï)r
Tli

et lorsque Scal(7:f) = —n{n— 1), comme en 77o (et en toutes les métriques
d'Einstein construites par [GL]) :

d(Saû)(H)6H = AT + ̂ (6H)ij + (n - l)r.

REMARQUE. — L'opérateur différentiel

6H ^—> AT + ̂ (ÔH)^ + (n - l)r

est elliptique sous-déterminé (i.e. son symbole est surjectif). En effet son
terme principal s'écrit localement :

Çffzkfflf _ UZJffk^ Q^H)^

Pour tout covecteur ç ̂  0 :

(^'^ - H^H^)^ = (^^ - |^|2^^),

et L : 6H ^ (^^-^H^ÇôH)^ est une application linéaire surjective.
En effet, pour tout rj e R, on a :

^^p»)^- a
Cette démonstration suggère de se restreindre à des variations confor-

mes de H , i.e. de prendre 6 H = - H (ainsi r = Tracer 6 H) pour laquelle

^(6H)i, = - ̂  et d(Scol)(H)(6H) = n—1 (AT + nr).l l / fx/
D'après [GL], si H = Ho, alors A + n est un isomorphisme de Aj[^ a
dans Ajl ̂  dès que n > 5(5 - (n - 1)), z.e. dès que -1 < s < n. Ainsi en
vertu du théorème d'inversion locale on obtient le :
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COURBURE SCALAIRE CONFORME SUR HVl) 349

THÉORÈME 1. — Soient k ç N, a ç ]0,1[ et s e [0,n[. Po^r ^o^e
fonction a assez proche de zéro dans A^ ^, î/ existe une unique fonction v
assez proche de zéro dans A^^ ^, dépendant différentiablement de a telle
que la métrique H y = (1 + v)Ho vérifie

Scal(J^) = Scal(7:fo) + a = -n(n - 1) + a.

Il n'est pas difficile d'établir qu'il existe au plus une solution v de
l'équation précédente dès lors que s > 0 et Scol(Ho) +a ^ 0 (cela découle
du principe du maximum). Par contre, l'existence d'une solution v dans
le bon espace, lorsque s ^ n, n'est plus assurée : nous construisons un
exemple le démontrant directement pour s > n + 1 au paragraphe 5 ci-
après. Pour lors, à ce sujet nous allons procéder indirectement, par une
comparaison entre le théorème 1 et un important résultat de rigidité dû
à Min-Oo [MOI], [M02] (voir aussi [L]).

En prenant comme modèle de l'espace hyperbolique HT1, W1 muni de
la métrique qui s'exprime en coordonnées polaires à l'origine par

îîo= dR2+(shR)2de2

où R ç ]0,oo[ et dQ2 désigne la métrique standard de S^1.
Rappelons (voir [MOI], [M02]) la :

DÉFINITION 1. — Une variété Riemannienne (M,H) est dite fortement
asymptotiquement hyperbolique s'il existe un compact K de M et un
difféomorphisme

<î> : M \ K —>Rn\ BnM

pour un RQ > 0 tel que si on définit la transformation de jauge

A : T(M \K) —> T(M \ K)
par :

(i) H(Au,Av)=(^7!o)(u,v);

(ii) H(Au, v) = H(u, Av) ;

alors A vérifie :

(AHi) : il existe C > 1 tel que, pour tout v e T(M \ K),

C^HÇv.v) ̂  H(Av,Av) ̂  CH(v,v) ;

(AHs) : le champ d'endomorphismes sur M \ K défini par

x ç M \ K h-^ e'^^A - Id)(.r) e T^M \ K) 0 T(M \ K)
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350 E. DELAY

(où | - | désigne la norme euclidienne standard de W1) est dans l'intersec-
tion des espaces de Sobolev H2 H H^ sur M \ K relativement à H.

NOTA BENE. — Par continuité à partir d'un voisinage de l'infini, on
voit que les valeurs propres de A sont nécessairement positives sur M \ K
(elles le sont à l'infini et ne peuvent s'annuler à cause de (i), a fortiori à
cause de AHi).

Le résultat visé par Min-Oo s'énonce alors :

THÉORÈME 2. — Si (M^H) est spinorielle fortement asymptotiquement
hyperbolique de dimension n > 2 d courbure scalaire S > SQ = Scal^o),
alors (M,H) est isométrique à M71 (donc S = 60).

Adaptons cette définition et ce théorème au cas particulier où

M =B '.= { . reR 7 1 ; \x\ < 1}

munie de H, qui est évidemment spinorielle (w^(B) = 0), quand on prend
plutôt pour modèle de Ht71, B munie de HQ = p~2E, E étant la métrique
euclidienne standard et p la fonction définie par

p ( x ) = ^ { l - \ x 2 )

(ici encore, | • | désigne la norme euclidienne standard de R71).

Considérons $ : B \ {0} -^ S^ \ {0} définie en coordonnées polaires à
l'origine par (r, 6) ^ (R = 2argth(r), 9) ; alors ^ÎÎQ = HQ. Sur B, la
transformation de jauge A de la définition 1 est définie par :

A^AjHk^ = H Q Ï J ,

A^Hk^A^Hki.

Si l'on prend H sous la forme Hy = (1 + v)Ho pour v e Aj^ ^ (voir la
définition § 1) et |M|^+2,a < 1^ ̂  devient la condition AHs (ci-dessus) ?

REMARQUES.
(i) On a déjà A == (1 + u) Id avec u e A^ ^ et (1 + -^(l + v) = 1.

(ii) On a :

VdetH = V^et^l + v)Ho) = (1 + ̂ ^^detHo
=(l^)ènp-n=(^^^^A^.
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(iii) On a
^ ., ln(i±^i) 1+ d , içl^WI ^ g V i-|.| ^ ^ ———__l ç ̂ 1^

(iv) On a
e^l(A-Id)=el^IdeA^

en tant que tenseur de type (}) et donc

V^A-Id^eA^

en tant que tenseur de type Q). []

Comme la condition AHs s'écrit :

f \\eWuïd\\^VdetHdx < oo, /l ||V(e^lnId)||^^/det-^drr < oo,
^-B J^

et

/ \\e^uïd\\^detHdx < oo, /> ||V(e^'^Id)||^v/det-H;d^ < oo
J B J B

et que pour a e r*(B) (g) T(B), on a

||a||^ = H^a\a^H^ e A25-2 si a e A5-1

et pour b ç T^ÇB) 0 T-^B) 0 T(B),

||6||2, = H^H^b^ e A26-2 si 6e A5-2,

alors, compte-tenu des remarques (ii) et (iv) précédentes :

AH2 ^=^ / ps~l~ndx<oo
J B

- /<1- i2\ s—l—n ,rr ) da; < oo
J B/ B
s > n.

On remarque de plus que AHi est vérifiée dès que \u\ est assez petite
{i.e. \v assez petite). Ainsi il existe e > 0 tel que, si IMJI^a < 6 et

si s > n, la variété B munie de la métrique Riemannienne Hy == '(1 -\-v)Ho
est fortement asymptotiquement hyperbolique. Pour de telles métriques,
le théorème 2 et un argument d'unicité conduisent au :
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352 E. DELAY

COROLLAIRE 1. — Soient k ç. N, a e ]0,1[, s > n et v <E A ^ , ^ a avec

IHI^+2 a assez petite. Si Scal(^) ^ Scal(7:fo), û^or5 ^ = 0.
Notons que d'après le théorème 1, pour tout a e A^ non négatif assez

petit et tout ^ e [0, n[, compte-tenu de l'inclusion AI ^ C A^ (voir [GL]),
il existe une unique solution v e AJ^ a ^e l'équation

Scal(J^) = Scal(7:fo) + a.

Bien sûr, a ^ 0 implique v ^ 0. Le corollaire 1 implique que cette
solution n'est pas dans A^ a- ̂ msl 1̂  théorèmes 1 et 2 se complètent-ils
exactement de part et d'autre de l'exposant critique s = n.

Dans la suite de cet article, motivés par l'inversibilité locale (en v = 0)
de la courbure scalaire conforme considérée dans les espaces A5 de [GL],
nous allons, par des techniques d'analyse non-linéaire appropriées, passer
du résultat purement local précédent à des résultats globaux, en précisant
en particulier « la taille )) dans A^ ^ des a pour lesquels il existe une
solution v e A^2 a cie l'équation Scal[(l + v)Ho} = SQ + a.

3. Courbure scalaire conforme en dimension supérieure à 2
Dans cette partie, on se propose d'abord d'étudier dans la boule B

munie de la métrique HQ, l'équation :

(E) Av= (A -/)(!+ v)+(g-A)(l + ̂  avec v > -1,

où A et p sont réels, A > 0 , p > l , / e t ^ sont des fonctions données
sur £?, avec g ^ A. Il sera parfois commode d'abréger le second membre
de (E) en le notant ^(x,v). Nous allons tour à tour démontrer, sous des
conditions appropriées, l'existence d'une solution de (E), puis son unicité,
enfin sa régularité. Nous appliquerons ensuite cette étude à l'équation, cas
particulier de (E), qui traduit en dimension n > 2 la prescription sur B de
la courbure scalaire d'une métrique conforme à E et asymptotique à HQ
à l'infini (près du bord de B).

3.1. Etude EDP (dimension n quelconque).

3.1.1 Existence. — Réécrivons l'équation (E) sous la forme :

Aï; + A{p - l)v = (A - /)(! + v) + (g - A)(l + v^ + A(p - l)v
=: ^(x,v).

Soit M = M(n, 5, A(p — 1)) la constante de l'appendice 6.3 (ci-après, telle
que (p = Mp8 vérifie [A + A(p - l)](p > p8). Dans tout ce qui suit, chaque
fois qu'on utilisera la condition (C) de l'appendice 6.3, on l'entendra lue
avec K = A(p — 1).
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PROPOSITION 1. — Si f et g sont dans Ag H C^, 5 ^ 0 vérifiant (C),
0 < Q; < 1 et s'il existe des réels X ^ 0 et 6 e 1 0 , 1 [ ^5 o^e, en posant

1-^
q = ———— (donc q est dans ]l,p[), on ait l'encadrement :

(1) - (1 - ̂  [^ - A(p - 1) + q(A - g) + / - AJ-M

<(2p)- s (^- / )^À(^+/-TO),<(2p)- s(^- / )^À(^

alors il existe une solution v > —1 de (E) dan5 Ag H C^f2'0'-

Preuve. — Nous allons résoudre (E) en construisant pour elle des
solutions supérieure et inférieure, i.e. en construisant ^+ > v~ > —1
telles que Az^ ^ ^>(.r,^;+) et A^" ^ ^(.r,î;~). D'après une procédure
bien connue (voir e.g. [N]), l'existence d'une solution v > —1 comprise
entre ^+ et v~ en résulte.

• Soit
^-^-^p)5.

Alors 0 < ^+ < À et comme t ̂  (1 + ^p est convexe pour p > 1, on a
(1 + tY > 1 + p^ pour tout t^ 0 ; ainsi :

<î>(^ î;+) < (A - /)(! + î;+) + (^ - A)(l + jw+) + A(p - l)î;+

= (A - /) [1 + À(2p)s] + (^ - A) [1 + pÀ(2p)s]
+A(p-l)A(2p)5

=^- / )+A(2p) s (TO- / ) ,

donc d'après le côté droit de l'encadrement (1)

^+) <. ̂ P8 <. ^(A^+A(p- 1)^)

= (A+A(p-l))î;+.

• De même, soit

9sf1 _ ^\
^-=-—^—^^=-(l-^(2p)5 .

Alors 0 > v~ >_ -(1 - 6) > -1 et comme t ̂  (1 + ̂ p est convexe pour
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354 E. DELAY

p > 1, on a (1+t)1' ^ 1+qt pour tout <: € [-(1-6),0} ; ainsi (en rappelant
que g ^ A), on a

$(a;, u-) > (A -/)(!+ u-) + (g - A)(l + çv-) + A(p - l)v-
= (A - /) [1 - (1 - ë^îp)8} + (g - A) [1 - ç(l - 6)(2pr]

-A(p-l)(l-6)(2ps)
= (ff - /)+(/- A)(l - ë^îp)8 + q(A - g)(l - ̂ )(2p)s

-(l-6)A(p-l)(•2p)s,

donc d'après le côté gauche de l'encadrement (1)

î(^-),-î^),...î^)(^^.,)),
= (A+A(j9- l))v~.

Pour tout /3 e ]0,a[, il existe donc (cf. [N] par exemple) une solution v
de classe C^2" de l'équation (E) comprise entre v^ et v~ ; î; est donc
dans A§.

En outre, l'opérateur A + A(p — 1) est uniformément elliptique sur les
compacta de la boule unité ; donc, par la théorie de Schauder classique,
comme ^(x,v) est dans C^, v est dans C^2'0. Q

REMARQUE. — Comme v est comprise entre v+ et î;~, on a l'enca-
drement :

-1 < -(1 - 6) ^ ̂ (l - ̂ p5 ^ î; ^ 2^ ̂  À.

^.^. Unicité.

PROPOSITION 2. — Si f et g sont dans C^, ûwec toujours A - g > 0, 5z
?; e^ solution de (E) dan5 C2^ H (7°(5), î; > -1 e^v = 0 sur 9B, alors v
est unique.

Preuve. — Soit u = ln(l + v) ; alors (E) devient :

Au - |Vn|2 = A - / + (g - A)e(p-l)^

Si HO et ni sont deux telles solutions, soit w •= u^ — UQ. Alors :

A w - I V n i p + I V ^ o l 2 = (^-A^e05-1^1 - e{p~l}uo}.
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Or nous avons

V'niV^i - V'noV^o = V^ni + no)V,(zAi - no),

et /•i
e(p-i)^i - e(P-1)^ = (p - 1) / e^-^ d^(ui - no),

Jo
où Ut = iu\ + (1 — t)uQ ; ainsi

r 1
Lw:=Aw-V'(îZi+iAo)V,w+(A-^)(p-l) / e(p~l)utdtw=0

Jo

et w = 0 sur 9B. Comme L est elliptique et que son coefficient d'ordre
zéro est non-négatif (par hypothèse, A — ^ > 0 ) , o n a nécessairement w = 0
sur B (cf. [GT, p. 33, th. 3.3]). D

REMARQUE. — La solution construite au paragraphe 3.1.1 est donc
unique dès que s > 0.

3.1.3. Régularité. — On suppose f^g € A^ ^ : que peut-on en déduire
sur la solution de l'équation (E) construite précédemment ? Pour répondre
à cette question, nous avons besoin du :

LEMME (borne uniforme). — Soient f^g € A^, avec s > 0, vérifiant
la condition (G) (cf. appendice 6.3, avec K = A(p — 1)) et 0 < a < 1.
On suppose :

(2) A^-1^-/"-1»,

(3) ^[(A - g)p(l - (1 - 6)(2pyr-1 + / - A - (n - 1)]

> s(s - (n- 1)).

5'î v 65^ solution de (E) c?an5 A^^a^ ayec "(l — ^)(2p)5 ^ ^ ^ A(2p)s,
aZor5 ||v||^+2 a ̂  C où C ne dépend que de A, f,g,n,s,k,a,6,p.

Preuve. — Dans toute la suite de cet article, pour préciser qu'une
constante C est indépendante d'une quantité v, nous utiliserons la nota-
tion C(v).

a) On sait (cf. remarque en fin du § 3.1.1) que

|H|g ^ 25 max ((1 - ̂ ), A) Hp'Hg = V max ((1 - <5), A) = C(v).
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Si on montre que HV^I^"1 < C(v), alors \\v\\{ ^ C(v) et donc, pour tout
a e ]0,1[, on aura :

M^a < C(V).

Pour montrer cela dérivons l'équation (E) : pour z == 1, ...n, nous avons

V.Aî; = p(l + vY-1^ - A)V^ + (1 + vY^ig
+ (A - /)V,z; - (1 + î;)VJ.

Or
V.Aî; = Rik^v + AV.î; = -(n - 1)V^ + AV,î;,

donc

AV.î; + [(A - g)p(l + vf-1 + / - A - (n - 1)] V,v
=(l+^V^-(l+î;)VJ.

Notons ^(.r) le terme d'ordre 0 (terme entre crochets facteur de V^) ;
puisque (A — g) > 0, on a

K(x) > (A - g)p(l - (1 - 6)(2pYr-1 + / - A - (n - 1)

et donc, d'après la condition (3),

inf K(x) > s {s- (n- 1)).
.ZîÇ: -D

Dans ce cas l'estimation «basique» de [GL] est vraie pour (A + Kl)
agissant sur les 1-tenseurs covariants :

||Vî;||r1 < C(K)\\(1 + vf^g - (1 + î;)V/||;-1

^ C(K) [||(1 + ̂ ÛIVff^-1 + ||1 + u||g||V/||^-1]

^ C(K)[(I + iKnvffiir1 + (i + ii^oiiv/nr1]
< CÇK).

b) On a donc |H|(^Q < C'(i)). Soit ^ un entier compris entre 0 et k,
pour lequel on suppose ||u|||̂  ^ C'(v)- D'après une estimation de type
Schauder sur B qui découle sans difficulté de [GL, p. 206, 209], on a :

IHÎ a < °W [ 1 1 ( 1 + ̂ (ff - A) + (A - /)(! + v)\\^ + H^lg]

<C(î,)[\\((l+vr-l)(g-A)
+(A-f)v+(g-f)\\^+\\v\\^.
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En utilisant le lemme de l'appendice 6.1 (une estimation non linéaire)
avec la fonction

^(t) == (1+^- 1, a =1-6 et b=\

(c'est ici qu'intervient la condition s ^> 0), on obtient :

(i + vY -1 e A^, ||(i + vY -i||;^ ^ C(tQ.

Ainsi, compte tenu de [GL, prop. 3.3, p. 208],

N!+2,a < C(v) [11(1 + < - 1||^||(7 - A||^

+IMIUA-/||^+||<7-/||^+|H|g],

soit finalement 'y||l_i_2o' ^ ^(^)-
Ainsi par récurrence (nous sommes partis de £ = 0) :

11^+2,^ W D

Nous allons maintenant pouvoir répondre à la question posée au début
de cette section en redémontrant en fait directement (par la méthode de
continuité) l'existence d'une unique solution avec la bonne «régularité
pondérée)).

PROPOSITION 3.— On suppose f^g ç A^ ^, s > 0 vérifiant (C), toujours
g <_ A, la condition (2) A > (n — 1 + s(s — {n — !)))/(? — 1) et

(4) ^ [(A - \g\)p(l - (1 - ̂ )(2p)T-1 - |/| - A - (n - 1)]

> 5(5-(n-1)) ,

(5) - ( l - ^ ) [^ -A(p - l )+g(A- | ^ | ) - (A+ | / | ) ]

^(2p)-^-/|<A(^-^|-|/|),

avec M = M(n, s, A(p — 1)) (c/. appendice 6.3 owec JC = A(p — 1)).
Alors l'unique solution v e A§ D C'̂ 2'0' de l'équation (E) az^ec z; > —1

es^ en /az^ dan5 A^^ ^. De p/n5, î; tend vers 0 ûîan5 A^^ ^ quand /, 5?
tendent vers 0 dan5 A^ ^.

REMARQUE. — On a les implications (4) => (3) et (5) =^ (1).
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Preuve. — Considérons pour t e [0,1] la famille d'équations :

(E,) Av = (tg - A)(l + vY + (A - tf)(l + ̂  v > -1

et soit

S = {t e [0,1] ; 3^ e A^2 ^ solution de (E^) avec ^ > -l}.

Nous allons montrer que S = [0,1] par un argument de connexité ;
dès lors, la partie «existence» de la proposition sera démontrée pour
l'équation (E) qui n'est autre que (Ei). L'unicité a lieu en vertu de notre
proposition 2 du paragraphe 3.1.2.

La continuité par rapport à / et g au voisinage de zéro découle de
l'argument d'inversion locale utilisé ci-après (en l'appliquant à to = 0).

a) L'ensemble S n'est pas vide car 0 appartient à S (en effet, on peut
prendre VQ = 0).

b) L'ensemble S est ouvert dans [0,1]. Soit ^ : [0, 11 x A f , . -^ Af
^ L •' J K~\~Zi^Oi /C,Q'

définie par :

,̂ v) = Av - (tg - A)(l + v)P - (A - tf)(l + v).

Si on montre que 9^/9v(to,vo) est un isomorphisme de A ^ , ^ ^ sur A^ ^
pour tout couple (to.vo) e [0,1] x A^^ solution de ^(t^vo) == '0
avec VQ > -1, alors il suit du théorème des fonctions implicites l'existence
d'un e > 0 tel que pour tout t e }to - e, to + 6[n [0, l], il existe ̂  G A^ ^
solution de ^(t.v) = 0 avec v > -1 ; dans ce cas on aura bien S ouvert
relativement à [0,1]. Calculons :

9^/
-^ (to,vo)6v = A^ - (tog - A)p(l + vo)p-16v + (tof - A)6v.

Les conditions (4) et (5) étant vérifiées pour / et g et tout t e [0, l], elles le
sont encore pour tf et tg; donc (3) et (1) aussi. Ainsi par unicité (prop. 2
du § 3.1.2) et d'après la remarque qui suit la prop. 1 du § 3.1.1, pour tout
couple (t,Vt) C [0,1] x Aj^2 ̂  solution de ^/(t,Vt) = 0 avec ̂  > -1, on a
l'estimation uniforme ^ > ̂ (l - 6)p8 ; celle-ci est donc vérifiée par VQ.
Par ailleurs :

KQ := -(tog - A)p(l + ̂ )p-l + (tof - A)

> (A - to\g\)p[l - (1 - (^/^f-1 - A - to\f\

> (A - \g\)p[l - (1 - ̂ p)^-1 - A - |/|

^ ̂ ^(A - M)p(l - (1 - ̂ (^T"1 - A - 1/1]
> 5(5 - (n - 1)), d'après notre condition (4).
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Le théorème 3.10 de [GL, p. 217] affirme alors que A + Ko est bien un
isomorphisme de A^ a sur ̂  a '

c) L'ensemble S est fermé. Soit {^}^çN une suite de S qui tend vers
t ç. [0,1] ; on veut montrer que t appartient à <S. Notons Vi = v^ 'i par
le lemme 1 du §3.1.3, les Vi sont uniformément bornés dans A ^ , ^ ^ (en
effet, l'équation (E^) n'est autre que l'équation (E) pour tf et tg, comme
la constante C ne fait intervenir que des sommes et des produits de ||/[|
et H ^ l l , et que \\th\\ < \\h\\ pour t ç [0, l], les Vi auront la même borne C).

Ainsi, d'après le lemme de l'injection compacte (voir appendice 6.2
ci-après), il existe pour tout t e ]0,5[ et tout f3 e jO.o^ une sous-
suite renotée vi qui converge dans AJ^ g vers une fonction v e Aj^ ^
avec v ^ —1.

De plus, pour tout î, ^(^,^) == 0 et ^ est encore continue sur
[0,1] x A^2^; donc 0 = lim ^(^,^) = ^(t,v) : ainsi v vérifie (£^).
Notons pour conclure la minoration uniforme Vi ;> —(1—6), qui a lieu par
unicité et s'applique encore à v ; donc v > — l e t t ç z S . []

3.2. Application géométrique (dimension n > 3).
Soit H une métrique conforme à la métrique hyperbolique HQ, écrite

4
sous la forme H = (1 + v) n-2 HQ. Sa courbure scalaire s'écrit (voir par
exemple [A, p. 126]) :

Scal(^) = (1 + v)~ ̂  [4 ̂ ^ A^ + ^o(l + ^)],

où S'o = ScolÇHo), et prescrire Scal(7ï") == 5'o + o- équivaut à chercher H
sous la forme précédente avec v solution sur B de l'équation (E) :

Aï; = (A - /)(! + v) + (g - A)(l + ̂ ,

avec :

A =-4(^-1) ̂ 0= n^—— car5o=-n(n-l),

7l + 2
p = ——. ? donc ici A(p — 1) = n,

n - 2
^i^n^rr'
/ -O.

Notons qu'on a p > 1. Par ailleurs, s vérifie la condition (C) de l'appen-
dice 6.3 avec K = A(p — 1) = n si et seulement si s est dans ] — l,n[.
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Enfin :
A = n > n - l + 5 ( g - ( n - l ) )

p - 1 p- 1

dès que s appartient à ]s-,s+[ où 5± = j (n - 1 ± \/(n- l)2 +4) .
Notons que 5_ est dans ] - 1,0[ et que 5+ est dans }n - 1, n[.

L'étude précédente de l'équation (E) jointe au corollaire de l'appen-
dice 6.3 conduit au :

THÉORÈME 3. — S'il existe è e ]0,1[ et X ç M, À ^ 0 tels que, en notant

Q = -j _ . , ^ fonction a ç Ag H (7^ (owec 0 ^ s < n ^ 0 < a < l )

vérifie SQ + a < 0 e^ l'encadrement :

- ( l -^ f -L^+gf^- 2 ) _ r a-2 ^ _ ^-2)1
v 'LM ^ 4 4(n-l) ) 4 J

, ^ . _ , n - 2 , , / ! n+2 \
<(2P) 4^-D(T<A(M-4(^-D<7)'

où M = M(n,s,n) {cf. appendice 6.3), a/ors ^ existe v e A^ H C^2'0'
4

^e^e ç^e /a métrique conforme H = (1 + v) ̂ 2 Tî o admette So + a po^r
courbure scalaire et v est unique si s > 0.

6'z û?e ̂ 5 cr e A^ avec s e ]0, 5+[ vérifie

(. ^\ 1 , (n(n-Ï) 7i-2 . ,\ 7i(n-2)-|
- ̂ -^IM -^^——î—— - 4(n^)l<Tl) - -T-]

/ „„ ^_, n-2 / 1 n+2 ,\
^(2P) 4(^Dl(TI<A(M-4(^-i)<70'

et

^[(^-i^)^-^)^
_ n(n - 2)

^-(n-l)] > 5 ( ^ - ( n - l ) ) ,

aZor^ î; appartient a Aj^ ^.

REMARQUE. — L'obtention de ce résultat global nous a coûté une
diminution de l'intervalle -1 < s < n nécessaire pour le résultat local
du paragraphe 2 (théorème 1).
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4. Courbure scalaire conforme en dimension deux
Toujours sur B munie de la métrique hyperbolique HQ = p ~ ' 2 E , on

considère à présent l'équation :

(EQ ^y=ev(f-A)+A^

où A e R^~ et / est une fonction donnée sur B.
Nous allons montrer l'existence d'une solution, son unicité puis sa

régularité, ceci en toute dimension ; pour cela nous procédons comme au
paragraphe 3. Ensuite nous appliquerons ce résultat au cas particulier de
la prescription de la courbure scalaire conforme en dimension 2.

REMARQUE. — Dans la version «thèse» de ce travail, nous obtenons
pour ce chapitre 4 des résultats où le paramètre de pondération s peut
évoluer dans des intervalles un peu plus larges moyennant des inégalités
plus contraignantes sur /, A et a- (qu'il nous a paru trop lourd de
reproduire ici), en utilisant pour cela une réécriture de {E'} sous la forme

(A + A)v = e^f - A) + A(l + v).

4.1 Etude EDP (en dimension n quelconque).

4.1.1. Existence. — Soit M = M(n, s, 0) la constante de l'appendice 6.3
ci-après (dans lequel nous démontrons que la fonction positive (p = Mp8

vérifie sur tout B l'inéquation A(p >. p8).

PROPOSITION 4.— Soient f çA^nC^, sç}0,n-l[ etaç]0,l[. S'il
existe À > 0 tel que

'<^^
alors il existe une solution v de (E7) dans Ag H C^2^. En outre :

-2 |̂|/||̂  v < \^.

Preuve. — Cherchons une sur-solution et une sous-solution de l'équa-
tion (E7). Soit ^+ = \(p', on a :

Aî;+ >Ap5 ^ ( /-A)e^+A,

la deuxième inégalité étant vérifiée d'après l'hypothèse de la proposition.
Soit v~ = -^[[/[[g^. Déjà, comme ^p ^ 0, v~ est non-positive; donc

on a bien v~ <^ î^. Et comme

/ ^ ̂ ll/ll^5 = -A - 2SWps + A ^ "^J117110^ + A,
^

-a8!!/!!^"e
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on a aussi :

Aï;- < -yWp8 < e-^W^Çf - A) + A = e^" (/ - A) + A.

Ainsi (voir e.g. [N]), il existe v e C^2^ comprise entre î;+ et v~, donc
dans Ag, solution de l'équation (E'). []

^.^.^. Unicité.

PROPOSITION 5. — Si f e C^ e^ /_< A, a^r5 l'équation (E7) a^me^
aH ̂ 5 une solution v dans C^ç H C°(B) nulle sur 9B.

Preuve. — Soient VQ et v^ deux telles solutions et w = v^ — VQ, alors :

Aw = (e"1 - e^Cf - A) = (/ - A) [ / e^+(1-^0 dt\ (v, - vo).
"-Jo ]

Donc w vérifie

/*!
A w + ( / - A ) [ / e^ l+( l-^od^1w=0

•-Jo -^

dans B, avec w == 0 sur 9B. Le coefficient de w est non-négatif puisque
(A - /) > 0; le principe du maximum (voir [GT\ p. 33, th. 3.3]) implique
w ==o. D

REMARQUE. — Si / ^ A, on peut prendre À = 2s||/||g dans la
proposition 5 du §4.1.1. En effet prenons v^~ = 2s||/||g(^ alors

Aî;+ ^ 2s||/||gps ^ / > / + (e^ - !)(/ - A) = e^(/ - A) + A.

Dans ce cas, la solution de (E7) vérifie l'estimation

H^2W||g.
4.1.3. Régularité.

PROPOSITION 6. — En supposant f e A^, s e ]0,n - 1[, a e ]0,1[,
A ^ (n - 1) + s(s - (n - 1)), f ̂  A, et

(6) ^[e-^II^A - |/|) - (n - 1)] > ,(, - (n - 1)),

a/or5 la solution v de l'équation (E7) est dans A^^. De plus, v tend
vers 0 dans Aj[_^^ ^anc? / ^en^ vers 0 rian5 AI ̂ .

REMARQUE. — Si n < 5, alors la condition (6) implique |/| <, A.
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Preuve.—D'après les propositions 4 et 5 précédentes et l'avant-dernière
remarque, il existe bien une solution unique de (E') dans Ag D C^2^.
On va montrer qu'elle est dans Aj^ ^ par la méthode de continuité;
l'argument d'inversion locale utilisé ci-après montre (appliqué en to = 0)
que v tend vers 0 quand / tend vers 0.

Soit ^ : [0,1] x A^2,a -> ̂ ,0 définie par :

^(t,v)=Av-ev(tf-A)-A,

et soit

S = {t <E [0,1] ; 3vt e A^+2,a solution de ^{t,v) = 0}.

a) L'ensemble <S n'est pas vide car 0 appartient à S (en effet, on a
^(0,0)=0).

b) L'ensemble <S est ouvert dans [0,1]. Soient to e S et VQ = Vto
appartenant à AI_^ ^ ; alors :

Q^f
—(^o^o)^ == A^î; 4- (A - to^e^ôv.

Quand / ^ 0, on a tof <, f <, A et quand / ^ 0, on a tof < 0 < A ; donc
on a toujours (A - to/)^0 ^ 0 et d'après [GL, p. 217]

A+(A-^o/)e'°

est un isomorphisme de Aj^ ̂  dans A^ ^ sous l'hypothèse 0 > s{s-(n-l))
vérifiée pour s e ]0,n - 1[. D'après le théorème des fonctions implicites,
il existe donc e > 0 tel que pour tout t ç ]to - e, to -\- e[ H [0, l], il existe
Vt ^ A^2^ solution de ^(^,^) = 0. Par suite S est ouvert dans [0,1].

c) L'ensemble S est fermé. Comme précédemment (c/. fin du §3.1.3),
il suffit de majorer uniformément les solutions de (E7).

Pour cela, dérivons l'équation (E7) : V^Aî; = e^/ - A)V^ + e^V^/
où V^Aî; = -(n - 1)V^ + AV^ ; donc :

AV^ + [e^(A - /) - (n - 1)] V^ = e"VJ.

D'après (6) et la remarque qui suit l'unicité (§ 4.1.2), on a :

e-(A - /) - (n - 1) ^ e-^II^A - |/|) - (n - 1)

^ ^[e-^II^IIS^A - |/|) - (n - 1)] > s{s - (n - 1)).
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Donc l'estimation de base de [GL] a lieu :

iiv^iio-^c^iie-v/iio-1
o

y\\o \\v7f\\s-i^(tOKOv/nr1

^C'^eiKllV/^-1^^).

Ainsi v est dans Ag^ et |H|^a ^ C'(u). D'après l'estimation de type
Schauder qui découle de [GL, p. 206, 209], si v e AI ^ avec 0 ̂ £ <k,

IHI!+2,a ^ <^) [IKe" - !)(/ - A) + /||̂  + ||̂ ].

En utilisant l'appendice 6.1 avec ̂ (t) = et-leta=b= 2SM||/||g, on a :

e"- leA^, ^-U^^CÇv).

Ainsi

IHI?+2,a ^ ̂ ) [IKe- - 1)||!, JA - f\\^ + 11/11^ + 11^1^] < C(v).

On conclut alors comme précédemment (§ 3.1.3). []

4.2 Application géométrique (dimension n = 2).
En dimension n = 2, si H = Q^HQ, alors

Scal(^)=e-25(5o+2A^

où 60 = Scal(^o) = -2 ; donc si l'on prescrit Scal(^f) = So-\-a, chercher g
revient à résoudre :

2 A g = e 2 g ( S o ^ a ) - S o .

On est donc conduit à regarder (E7) avec

A = -5o = 2, î; = 2^, / = a.

Ici en outre s est dans ]0,1[ et (p = ———— p8. L'étude précédente nous
donne le : s^ ~ 1)

THÉORÈME 4. — Si a est dans Ag H C^, avec 0 < 5 < l , 0 < a < l ,
et s ' i l existe \ > 0 tel que

Xp8 -2
a< -r——— +2,- ç\y ^

alors il existe une métrique conforme H = e^Ho admettant S = SQ + a
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pour courbure scalaire, et asymptotique à HQ avec un facteur conforme 2g
appartenant à Ag D C^ 'Q;, et vérifiant —y^a^ ^ 2^ ^ \^p.

Si de plus S ^ 0, û^or5 Tif == e^Ho est unique et \clg\ < 2s(^||a||g. Enfin,
si a = S — SQ G AU ^, ûwec 0 < s < l , 0 < û / < l , e ^ 5 z

inf [e-23^"^ - |a|) - l] > 5(5 - 1),

alors g appartient à Aj^ a •

5. Un exemple de sortie de Pintervalle des poids isomorphiques
Dans ce paragraphe, nous considérons l'équation de la courbure scalaire

conforme dans le cas où l'exposant du poids est un réel s > n + 1.

PROPOSITION 7. — On suppose n ̂  6, s > n-\-1 et qu'il existe un e > 0
tel que a > ep8. Alors^ si v est solution de l'équation

Sc8A[(l+v)~^Ho] =So^a

avec v = 0 sur QB et —1 < v < 1, v ne peut appartenir à A§ si k > n + 1.

4
Preuve.—Rechercher une métrique H sous la forme H = (l-\-v) n—2 HQ

ayant pour courbure scalaire SQ + a = —n(n— 1) +a revient à résoudre
l'équation :

4?7— lAî; = n(n - 1)(1 + v) + (o- - n(n - !))(! + v^\
Ti ^

en notant p = (n + 2)/(n — 2) qui est dans l'intervalle [1,2] car n ^ 6.
Remarquons que v ^ 0; sinon 0 > inf^^ = v(xo) implique /\v(xo) ^ 0,
ce qui, joint à a > 0, permet de déduire de l'équation en XQ l'implication
1 ̂  (1 + v)p~l ==^ v(xo) > 0 qui est une contradiction.

L'équation peut s'écrire :

Au + [n +1 (^1)^ ' if^^1 + v)p + G(v)-
où l'examen de la fonction

î ; ^0 i—>G(v ) = -^n(n-2)[( l+î ; ) p - 1 - pv - ^p(p - l)v'2]

permet de s'assurer que G(v) > 0 si p est dans [1, 2] (et v ^ 0).
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D'autre part, comme n > 4 e t v ^ l , o n a :

nn -h 2 nn+2
2n+2>n+ -——„ >n+ -——^v.

2 n— 2 2 n — 2

Comme î; > 0, on a finalement :

(A + 2n + 2)î; ̂  Aï; + fn + n n—— v}
\ 2 n — 2 /

v v
n-2 }

n-2 a(l + < + G(î;)
4(n - 1)

^ n-cl ^ n-2

>4(n-î^^4(^~î)ep•

Ainsi par les corollaires 3 et 4 ci-après et le principe du maximum, on a^ _ o
v ^ ————-e<Ï>(p) et donc v est au mieux dans A^4"1. []4(n — 1)

REMARQUE. — Si on suppose en outre a G Ag H C^0' dans la propo-
sition 7, nos résultats d'existence locale (l'inversion locale, th. 1), et
globale (th. 3, première partie) fournissent une solution v G A^ D C^ 'a
pour tout t ç ] — l,n[, qui vérifie bien —1 < v <^ 1 dès que a est prise
assez petite (en particulier, a telle que À ^ 1, cf. th. 3). La proposition
précédente affirme alors que cette solution v ne peut être dans A^ : il y a
perte de poids.

Pour établir les corollaires que nous venons d'utiliser, commençons par
démontrer un lemme de perte de poids :

LEMME 2. — Soit un réel K > — ^ (n — l)2 tel que

52 = ̂  (n - 1 + V(n- 1)2+4^) > 0 ;

si s = 52 + p avec p e N et p -^ 0, alors la solution de (A + K)(p = p8 qui
s'annule sur 9B est dans A§ si et seulement si k < 53.

Preuve.—On cherche la solution sous la forme ^p(x) = ̂ >(p(x)) (radiale)
avec, pour l'instant formellement :

^)=ps2-lE^' ^p)=ps2^-b—p3^
j>Q j>0 3 < s<2
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Alors, d'après le lemme 8 de l'appendice 6.3 :

(A + K)<S>(p)

= p32 [^ 26j_i0- + sa - 2) '̂ - ̂  b,(j + sa - l)p3
"J-IAJ ^ " ^ " I f /_^~'3'

~j>l j^O

^+ (4 - n) ̂ 6,_^ + (n - 2) ̂ y + X^ -^]
/i" l̂ /i^n ^^n «y ' 2

' ^ '^^^^-1^ ^ V^ ^)/_^u^
j^l j^O j>0

=bo(n-S2-l+ ^)ps2

\ 52 ^

. ..v-r^. . . ., . / . . K+ p52 V \(2j + 2^2 - n)^-i + ( - j - 52 4- n - 1 + -———)^
j^l L v J + 5 2 ^ JJ^l

-E
j>i

= ̂  ̂  [(2, + 2.2 - n)^ + ̂ -2g2+n- l)^p^
•^ -, - .7 'i '^2 -*

car .2 est racine de s(s — (n — 1)) — K = 0.
Donc (A + ^)^(p) = p8 = p82^ si et seulement si :

( ^ = ° Pour j ^ p,

^- l=2p+21.2-n=27Ln pour J = p - 1 5

jQ'+2g2-n+l) ^ .^(^^^-^ po-^a^-i}.
REMARQUES.
Comme .2 ^ ^ (n - 1) et p ^ 1, alors bj > 0 pour tout j < p. On a

toujours 52 > 0 lorsque n 7^ 1 ou K -^ 0.
On obtient ainsi une solution polynomiale en p :

^^"gj^;-"
qui s'annule sur 9B. Une telle solution est unique par le principe du
maximum (cf. [GT, p. 33, th. 3.3]). Elle est dans Ag2 et ne peut donc pas
«s'écraser» plus vite à l'infini. []

De ce lemme suivent immédiatement les corollaires suivants.
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COROLLAIRE 2. — Si K = n alors s^ = n ; ainsi, pour tout s ç N tel
que s > n, la solution de (A + K)(p = p8 qui s'annule sur 9B est dans A§
si et seulement si k < n.

COROLLAIRE 3. — Si K = 2n + 2 alors s^ = n + 1 ; ainsi, pour tout
s ç N tel que s > n + 1, la solution de (A + K)^p = p8 qui s'annule sur
9B est dans A§ si et seulement si k <^ n + 1.

COROLLAIRE 4. — S'il existe e > 0 et un réel t > s^ tels que a ;> ept, et
si v est solution nulle sur 9B de (A + K)v ^ a, alors v ne peut être dans
A§ si k > 52.

Preuve du corollaire 4- — Prenons s = 52 + E(t — s^ + 1) ; alors pt ^ p8

donc, par le principe du maximum, v > e^p. \\

6. Appendice

6.1. Une estimation non-linéaire.

LEMME 3. — Soit v dans A^(B), avec s ^ 0, \\v\\^ ̂  < K, -a ̂  v ^ b
où a,6 e R+. 5z ^ appartient à C^^-a.b}) avec ^(0) = 0, alors
u == (^fov) appartient à A^^(B) et \\^ov\\^ ̂  est majorée par une constante
qui ne dépend de v qu'à travers K, a et b (nous noterons ici C(K, a, b) de
telles constantes).

Preuve. — Rappelons que dx = dist(a;, 9B) = 1 - \x\, et que

Mla= ^SUp^H \9^U(X)\]

H^5

+V sup min^^cT^) ̂ u{x} - yu(y^
\^^B \x-y\-

= E ii^nr171
H<^

+E sup mmÇd^^d-^) ̂ u{x} ~ ̂ ^l .
I^^B x-y\-

a) Supposons |7[ = 0. On a alors facilement :

sup€5 u(x)\ = supÇ^(^|^°^M
x^B xç:B ' \V(X)\

^W^ sup -^ snpd,s\v(x)\=C(K^^b)\\v\\so.sup —— sup
'-a,b] t xçB
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b) Supposons 1 ̂  |7| < L II est facile de s'assurer par récurrence (c'est
un cas particulier de la formule de Faa di Bruno) que 0'^u est une somme
de termes de la forme

[[(^v)7^^^ ov)]^(<9^p(^œ
ici

où 1 est fini non vide, ri e N, 1 ̂  j < \^f\, 1 < [^ ^ |7|,

v-^, , . , .^ d^^1^1^ -17 l et ^= àt3
ici

Comme H^^H^1^1 < C(K,a,b), et comme

l l^^o^H^ sup ^(t^^CÇK.a.b),
tç[-a,b]

d'après [GL, prop. 3.3, p. 208], le terme ci-dessus est dans

A&i(5-|^|) _ .Sr^-Enl^l) _ A(Sn)5-|7|
^0 — ^0 — ^0 •>

les sommations se faisant pour i e I , et puisque ^ r^ ^ 1, ce terme est
ici

donc au moins dans A ^ 1 7 1 et majoré en norme || l^"^ par C(K,a,b).
Ainsi ii^iir171 < w^^b).

c) Supposons |7| = £. En raisonnant comme précédemment et en notant

w=Y[(ô^vY^
iCi

w est au moins dans A^ et [|w||^ <_ C(K,a,b). Maintenant,

.,-^+^ .-^+a^l^(^l__^^)l
111111 {^x i ^v ) —————————T"————' x-y\»

est majoré par une somme de termes de la forme :

/ ,-s+e+a ,-̂ +q. w(x)^(v(x)) -w(y)^(v(y))\
( x 'd3/ /————————~x^y\-————————

mir^cÇ8 , ̂

^ (i) + (ii)
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avec

m - min^-^^ ^+^ K '̂)(^)) - w(y)^\v(x))\
V) ~ mm^ , Cly ) ——————————————————————————————————————————————————————————

1^- î / l "

^_^——^+a .-^+^ KÎ/)^)(^)) - w(y)^\v(y))\
V11/ — mm^ , U ) ————————————j—————r-———————————— •{ x - y ^

D^une part,

(i) < mm(C^+^^-^+a) 1^^-y |^œ(^^))|
rc - î / l ^

< H^ll^ sup |^^(^)|^C7(^a,6).
ée[-a,b]

Compte-tenu du théorème des accroissements finis (appliqué à ^^),
on a d'autre part :

(ii) ^ min^^d^")^-^
•' .E-yl"

|^^(^(a-))-^œ(z;(y))|
x ————^F^)———— ^1

^min^-^+^^-^+^i^^^ilw^l sup l^^1)^)!.
l^ — y\ tç[-a,b}

Distinguons deux cas :
• Si -s + £ ^ 0, alors

min(d^+(^<ÇS+^a) = [min(d,, d^)]-^^

^ ̂ ^[min^,^)]" = ̂ [min(̂ )]

et donc

(ii)<ll^ll^ll^lir' sup [vl^+^I^C^a^).
éG[-a,b]

• Si -s+£ < 0, alors dy8^ > 1; ainsi |w(î/)| < dy^^wÇy^ < ||w||̂
et

(ii) < Ihll̂ ll̂ lir' sup I^^^I^C-^a^). D
tç[-a,b]

6.2. Compacité des injections Aj^ -̂  A^ lorsque s > t et
0 < / 3 < a < 1.

Pour tout entier positif j, posons Bj = B(0,1 - 2-•7).

TOME 125 — 1997 — ?3



COURBURE SCALAIRE CONFORME SUR ŒîVl) 371

LEMME 4. — Pour tout entier positif k, il existe une suite de fonctions
{^j}j>o possédant les propriétés suivantes :

( 1 sur B j ,

^ [ O surB\B,^

avec ^pj e C^{B) et, si on note dj = dist(Bj,9B) = 2-•7 alors, pour
tout x € B et tout 7 tel que \^\ < k + 1, on a :

i^Mi.£w).
^

Preuve. —Notons que la suite {B^>o vérifie : Bj CC B^+i c B avec

dist(^,(9^+i) = ̂  - ̂ -+1 = |,̂  = ^-+1.

Nous allons construire ^pj par étapes.
/ll

a) Pour ^ ç [0,1], soit /(^) = / t^Çl - tf^dt. Alors /(O) > 0,
J u

/(l) == 0 et pour i = 1 , . . . , k + 1, on a :

/^(0)=/^(1)=0 et |/^)| <C7(z, A;).

'2^
b) Pour u e [0, ^dj], soit gj(u) = —_- f[-^-\ Alors, pour i < k + 1,

JW v ^j /< dj
on a :

,;•>(.)!. ̂
c) Soit

f l sur[0,l-d,],
^•(^) = { 9j(u - 1 + dj) sur [1 - ̂ -, 1 - ̂ +i],

[0 sur[l-d,+i, l] .

Les dérivées de hj se recollent bien et sont bornées comme précédemment :

on a h, € (-^([0,1]) et \h^\ <, CM pour i ç {1, ..,k + 1}.
w/

d) Soit ^-(a;) = hj(\x\) pour a; e M72 et j ^ 1. Les dérivées de x ̂  \x\
sont bornées sur B \ B^ ; or 97^ ne fait intervenir que des dérivées d'ordre
au plus |7| de hj sur [1 - dj, 1 - c^+i], et de x\ sur Bj^ \ Bj C B\B^.
Comme 0 < dj < 1, pour tout m ^ |7|, on a cÇ171 > d"771, donc
\9^,{x)\<C(\^k)/dp. D
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COROLLAIRE 5. — Pour tout k e N et tout j ^ 1, on a (pj e A ^ , ^ et
HAi ^CM.

NOTA BENE.—L'indépendance de l'estimation sur ||^j||^i par rapport
à j est essentielle. Elle n'a plus lieu pour | |^j| |^,i avec s -^ 0.

Preuve. — Si [7! = 0, on a |^-| < 1. Et pour tout 7 tel que
1 < |7| ^ k + 1, on a (97^ = 0 sauf sur d^'+i < d < dj ; donc

dHiô^i^^ia^i^^1^^ ^c(|7|^). D
^j

Pour ^ ouvert tel que f^ CC B, posons :

C^(^) := {u ç ̂ ^(ÏÏ) ; V|7| < k, Q^u = 0 sur c^}.

L'ensemble (^^^(fî) est un sous-espace de Banach fermé de 07^(12). Pour
u e CQ (î^), soit n l'extension canonique de n à B par zéro hors de ̂  : il
est immédiat de vérifier que u appartient à (7^(1?).

LEMME 5. — Pour tout u <E C^^t), pour tout t <E M, on aîi ç A^g(B)
et

\\u\\^ < C(dist(a^OB)^^k^)\\u\\^.

Autrement dit^ l'extension u^u fournit une inclusion continue

C^W -^ A^(B).

Preuve. — Soit u 6 CQ (fî) ; nous voulons une majoration convenable
de

M^,B = E ̂ P [^t+w l97^2-)!]^k^
+y sup min^+^d-^+^^^L^S)!.
H^^ '/ l^-^

Déjà, pour tout \'y\ < k, on a

supd-'+^ll^ïïl =supd-t+171|ôTu|
B n

^(7(dist(<Xî,âBUH)ll<^

car sur îî, on a 0 < dist(ôîî, 9B) < d ^ 1.

TOME 125 — 1997 — ?3



COURBURE SCALAIRE CONFORME SUR ]HT(-l) 373

Ensuite, si |7| == k, notons

^ - minfd-^^ d-^+^ l9^)-^^)! .^î/ — min^ , a^ ; _

Si x, y sont dans B\^l, alors [/^ = 0. Si x, y sont dans ^2, alors

^ - minf^+^ d-^+^ I^M^-^O/)!^.r^ — IIlin^a; î S ) ^ _ ^

< C(dist(0^ QB},t, k, f3) \\u\\^^

Enfin, si x est dans fî et y dans B \ fî, il faut distinguer encore deux
sous-cas.

• Premier cas : \x — y\ ^ ||û^. Soit z un point d'intersection du
segment [x, y] avec Qfl, ; alors 9^u{z) = 9^u(y) = 0, donc

^ - minfd-^^^ d-^^^) '^^ ~ yu(z)}
^x^ - •"1111»-"a; ^y ) i^_ m

< min^W, d-^) ̂ u(x^9^

^^{d-^^d-^^M^.

Or dist(9fî, 9B) < dx < 1 et, pour tout y € 5(a", ^dœ), on a

^âist(9fl,9B) ^ \d, ̂  dy ^ jd, ^ j,

donc on a bien

t/^ < C(dist(9!î,9B),t,k,(3)\\u\\^.

• Deuxième cas : |.r — y\ > ^da;- Dans ce cas

Ul. < rf^+fc+^l^"^)! = 2/3d,t+fc|9Tu(.c)| < 2/3d„t+feCte||u||,^,
^L , y — J^ ,^ /0/3 1 v / l — •*-' " " K,\l'

et comme on a toujours dist(<9fî, 95) <^ d^ < 1, finalement

U^ < G(dist(9^, 9B), i, k, f3) M^. D
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LEMME 6. — Soient u G A^ et C une constante telle que \\u\\^ ̂  < C.
Alors^ pour tout t < s^ on a :

HI - ̂  1^5. €^((7, fc, a, s^dj-*.

On a donc en particulier

^||<L-^,) ||^=0.

Preuve. — Rappelons que

u(i - ̂ }\\\, = E ̂ P [^t+171 î ^ - ̂ (^O
' H^^

+ y sup min((Çt+'^+°,(Çt+fc+Q)
|^|_i. a-,î/€fi
ITI-" a:̂

^ 1^(^(1 - ̂ ))(a-) - 9^{u{l - ^-))(y)|
|a;-y|°

Tout d'abord, pour |7| <_ k :

9^(u(i-^))= ^ c^d/.u^D^^o-^.),y r^i
/ ^1

/^+^=7

où 7 = ^+^ signifie que le couple de multi-indices (/2, v) est une partition
du multi-indice 7. Or avec 7 = ^ + ^,

supd-^171!^^!-^)!
jE?

= sup d-^^^uQ^l-^
B\B,

= sup d^+'^d^+^Uô^^l-^)
B\B,

^ d5"^1^ sup d-^^^uO^l - ̂ )
B\B,

< d5"^' sup \9^1 - ̂ )| sup d-'+^lô^l
B\B, B\B,

^ ^-^+H C^d^l^) ||w,,||^-l^l
- ^ ——7^1——ll ll0'0

^
^C^^CM^d^.

Maintenant, si |7| = A:, notons

yt _ ^.-t+k+a -t+fc+^ 1^(^(1 - yj))(^) - ̂ (1 - ̂ -))(y)l
'a:,^ — mlli\ux ' "y ^ —————————————i——-T^————————————— •^ v œ ' " / 1^-yl"
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Si x, y sont dans Bj, on a V^y = 0.
Si x,y sont dans B \ Bj, comme sur B \ Bj on a

d-^^ = ds-^-s+/i;+a < ^-^-s+A;+a,
alors

V^ <. d^V^ ^ d^lKl - ̂ ,)L < dFiMliUll - ̂ llti,

la dernière égalité ayant lieu d'après [GL, p. 208].
Si y est dans Bj et x dans JE? \ £?j+i, alors [a; — y\ ̂  c^+i et

^ = min(^-f+fc+a,ri,-t+fc+a)l,^7^(a;)l < rf-^+J97^)!a:'l/ ' y / |a' - 2/1° - x d^
^t+a ,-s+k \^U(X)\ ,s-t+c,,-s+k\y^^

x x ~^^3+1
 x ~^~

< ̂ î^Mt-

Si y appartient à ^-i et si x appartient à B\Bj, on a de même
\/-t < rls~t(^te\\'îl\\s
Vx,y -^ ^j ^ l l^ l l /c-

Enfin, si y appartient à Bj \ £^-_i et si x appartient à 2^+i \ B^
distinguons deux cas :

• Si -s + k + a > 0, alors -t + k + a :> 0 et

min(d^+/c+(^d^+/c+a) = d^^ = d^d^^
^ ^s—tj—s+k+a
-^ "J "Z

= ̂ -t min(^s+fc+a, d^s+A;+°).

• Si —s + k + a < 0, alors

mm(d:;t+k+a,dyt+k+a) < (Ç^^" = ^-t^s+fc+°

< dj:tl^s+fc+Q

= 2s-tdJ-tmm(^;î+fe+Q,d^s+fc+(l).

Ainsi dans les deux cas,

V^ < d^C^uÇl - ̂ )\\^ < d^M^ . ||1 - ̂ ,||^,.

Il ne nous reste plus qu'à remarquer que, tout comme dans le corollaire 5
du paragraphe 6, on a ||1 - ̂ ||^i ^ C(kJ) pour achever la preuve du
lemme 6. Q
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PROPOSITION 8. — Pour tout k ç N, pour tous s > t ç M et pour tout
0 < f3 < a < 1, l'injection Aj; ̂  -^ A^ e.̂  compacte.

Preuve. — Dans tout ce qui suit, il sera commode de conserver
abusivement la même notation pour une suite et diverses sous-suites
extraites.

Soit {up}pçN suite de Aj^ uniformément bornée en norme Aj| ^ par une
constante C. On veut en extraire une sous-suite qui converge dans M g .
Il suffit pour cela qu'elle soit de Cauchy, i.e. telle que :

V 6 > 0 , 37V,Vp ,ç>7V, \\u? - Uq\\\^ < e.

Pour chaque j^ 1 nous écrirons :

Up = Up(pj +^(1 -^-).

La suite {up^p^p est bornée dans Ck^{Bï}', donc il existe une sous-
suite de {up}p telle que {up(p^}p converge vers v\ e C^^^ÇB^).

En repartant de cette sous-suite, on considère {up^p^}p qui est une
suite bornée de (^^(Bs) donc il existe une sous-suite de {up}p telle que
{up(p^}p converge vers v^ ^ Ck^(B^).

Une fois itérée cette procédure sur {up(pj}p pour tout j ^ 1, nous
extrayons de {up}p une sous-suite diagonale qui possède la propriété
suivante : pour tout j > l,_il existe Vj e (^^(i^+i) telle que {up(pj}p
converge vers Vj dans C^^^+i) ; comme Up^j est à support dans B^+i,
on voit que vj appartient à C^. D'après le lemme 5 nous aurons donc
lim Up^pj = Vj dans A^ g(B). Ainsi :

Vj > 1, V6 > 0, 37V e N, Vp.ç > 7V, \\Up^,-u^\\^ < ^.

D'après [GL, p. 208] et d'après le lemme 6, comme \\Up - Uq\\^ ^ ^ 2C7,

\\{up - uq)(\ - ̂ .)| ̂  ^ 0^(0, f3)\\(u? - ̂ )(1 - ̂ )\\^

< 0^(07, k, a, /3, 5,^)^-'

d'où
V6 > 0, 3j, V^.Ç, \\(Up - ̂ )(1 - ̂ )||^ < ^6.

Un tel j étant fixé,

37V,Vp,ç> . /V, ||îW-îw||^< ^e,
soit finalement :

\\Up-Uq\\\^< |(^-^)^||^+||(^-^)(l-^)||^<e. D
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LEMME 7. — Soit [ui}i une suite de Aj^ telle que pour tout i,î, on
ait II^II^Q <^ C et {ui}i converge vers u dans A^, avec s > t et
0 < f3 < a < 1. Alors u appartient à A^ e^

k,^

INÎ  0^(^)0
Preuve. — On rappelle que

INÎ a = E ̂ P [C^'I^Cr)!]
a;çB

H<A-

+^ sup^min(d,-s+fc+^^+fc+")^^^- l̂̂ .
l-^l-i. •Ï,!/€B
ITl-'' i^»

Si |7| ^ A;, alors en tout point x € -B, on a :

d^^^uÇx) < cÇS+H[^(;z•)[ +d^+H ^u(a-) - c»^(a-)|

^ C' + ̂ ^d^^lTl |̂ u(.r) - 9Tu,(a;)|

^c+^ii^-^n^.
Comme lim ||u - u,||^ = 0, on en déduit (à x fixé et i —>• oo) :

d^+^\9^u(x)\ <C,

et par suite
sup^s+lTl|9T^((a;)| «7.
xçB

Si |7| = k, alors pour tout couple (x,y) de B, avec a; 7^ y, en supposant
mm(d,s+k+a,dys+k+a) = (Ç^^" (quitte à inverser x et y), on a :

,+fc+J^(a-)-^q/)l .,-,+fc+,[^^)-^u^
".T ————i—————~———— S "a; ————:—————^————

x-yYa'-yl'
.-s+k+a\9^)__9^U^+d.

l-r-yl"
+ ̂ -,+fc+a |9^(y)-^n(y)|

x-y^

^ é^ ̂ -t+fc • l̂ ^) - ̂ ^(^1 ] + Cx-yY
1 rl—s+k+a

+ ^-——^ ——ÎTi- ^-t+fc • l97"^) - ̂ "(î/)!]a- - 2/1° (Ç^

^^Fh-u^^+c7+

1 ^—s+k+a

^^/—ll"-'"i|IJc,/î-la- - 2/1° (Ç
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Comme lim \\u — Ui\\\ g = 0, on en déduit (à x, y fixés et i —^ oo) :
i—t-oo ''

. ^k+a .-.+fc+aJ^M^-^q/)l ̂mm(û^ ,^ } — — — — — — S C ,

et donc

s,,p [^in^-^.J.-^)'̂ "^-8; '̂]^.
;,î/eB L x ~ y\ Jx,yeB
x^y

D'où le résultat annoncé, en prenant pour C^Çk.n) le nombre de multi-
indices 7 de longueur au plus k augmenté du nombre de multi-indices 7
de longueur exactement k. Q

6.3. Construction d'une sur-solution explicite de l'équation
(A+X)^=p5.

Dans cette partie on cherche y e A8^ telle que (A + K)(p ^ p8 où s
vérifie la condition :

f K > s{s-(n-l)) si s<0 ou s>^(n-Ï),

\K>-^sn si 0 ^ 5 ^ i(n-2).

LEMME 8. — Si (p = ̂ o p, où <S> e ^(JO, ^]) e^ p(a;) = |,(1 - |rr|2)
a^ors,

A^ = ̂ (2? - l)^(p) + [(4 - n)p2 + (n - 2)p]^(p).

Preuve. — On a

A^ = -H^(9i0^ - r^O^).

Calculons les coefficients du Laplacien :

2x
11 i j = P ° i j ' ) ^s11!] := —3" ^ij''•i

F^ = ^ H^^QiHsj + QjH,i - 9,Hij) = 1 (xiôkj + X j 6 k i - x^,).
z p

Donc
n n n

H^Q^ = p(2^x,9^ -n^Xk9^) = p(2 - n) ̂ x,9^
j=i j=i j=i

TOME 125 — 1997 — ?3



COURBURE SCALAIRE CONFORME SUR HVl) 379

ainsi
n n

^ = ~p2 Z^Q]^ + p(2 - n) ]L xjQ^.
3=1 J=l

Si (p = ̂  o p, alors

Q^ = -x^\p)^ 9^ = -<S>\p) + ̂ '(p).

Ainsi

A(^ = p2 [ '̂(p) + (2p - l)^'^)] + (2 - n)p(2p - l)^(p)

= p\2p - l)^(p) + [(4 - n)p2 + (n - 2)p]^(p). Q

PROPOSITION 9. — 5(9^ s vérifiant (G) e^ 5oz^

{ 1 .
———;——i——r 52 s<0 ou s>- (n-2) ,

,,/ -,, K + s ( n - l - s ) - 2 V / 5

M(n,5,^):= ^ /

———i— si 0 < 5 < ^ (n - 2).7^ + j sn - - 2\ )

Si (p = Mp8, alors on a (A 4- K)(p ^ /?6.

Preuve. — Calculons

A(^) = ̂ (2p - l)s(s - l)?8-2 + [(4 - n)p2 + (n - 2)p]^5-1

= sp8 [(2s - n + 2)p + n - 1 - s],

d'où
(A + K}(p8) - ̂ [5(25 - n + 2)p+ 5(n - 1 - s) + ̂ ].

• Si 25 - n + 2 ^ 0 ou s < 0,

(A + K)(p8) > p^sÇn - 1 - s) + K],

• Si 2s - n + 2 < 0 et 5 > 0,

(A+^^^^p^^-jn+^+^n-l-^+J^] ^ [^n5+^]^. D

REMARQUE. — Si 5 = ^ (n - 2), on a :

^.=.(n-l-,)=^.
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380 E. DELAY

COROLLAIRE 6. — Si s € ] — 1, n[ et si ^p = M(n, 5, n)p8, a/or'5

(A+n)^^ ̂ .

Preuve. — Avec JC = n, la condition (C) devient :

{ n > sis — (n — 1)) si 5 < 0 ou 5 > - (n — 2),

n > - ̂ sn si 0 < s < \ (n - 2)

{ i (n - 2) ^ 5 < n ou - 1 < s < 0,

0 < 5 < j(n-2).

L'intervalle total permis pour s est donc bien ] — l,n[. Le corollaire suit
donc de la proposition précédente. []
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