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APPLICATIONS DE DULAC ET APPLICATIONS
PFAFFIENNES
PAR

ABDERAOUF MOURTADA et ROBERT MOUSSU (¥*)

RESUME. — On démontre que application de Dulac d’une 1-forme analytique
réduite est 1-pfaffienne si et seulement si la 1-forme est analytiquement normalisable.
Dans le probléme de Dulac, on est amené a étudier les points fixes d’une composition
d’applications de Dulac. La solution compléte de ce probléeme proposée par Ecalle et
II’Yashenko repose sur des techniques sophistiquées de resommation et de résurgence.
Dans le cas ol ces applications de Dulac sont 1-pfaffiennes, le probléme admet
une preuve géométrique basée sur la théorie de Khovanskii. Le théoréeme démontré
dans cet article précise les limites du champ d’application de cette théorie et donne
une nouvelle caractérisation géométrique des 1-formes analytiques ayant un facteur
intégrant analytique.

ABSTRACT. — It’s shown that the Dulac map of an analytic and reduced 1-form is
1-pfaffian if and only if the 1-form is analytically normalizable. In the Dulac’s problem,
one is lead to the investigation of the fixed points of the composition of Dulac maps.
The general solution of this problem (Ecalle, I'Yashenko) uses sophisticated technics
of resummation and resurgence. In the case of 1-pfaffian Dulac maps, this problem has
a geometric proof based on Khovanskii’s theory. Our theorem makes precise the limits
for applying this theory and gives a new geometric characterization of normalizable
analytic 1-forms.

0. Introduction

Soit w une 1-forme analytique réelle sur un voisinage de 0 dans R2.
Supposons que ’équation différentielle w = 0 posséde un secteur S de
type col en 0. Le bord de S est la réunion de deux courbes intégrales
c1,c2 et du point 0. Soient, pour ¢ = 1, 2, 7; une courbe analytique lisse
qui coupe transversalement ¢; en un point p; assez voisin de 0. La courbe
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2 A. MOURTADA ET R. MOUSSU

intégrale de w = 0 passant par un point g; de 73 NS assez proche de p;
coupe 72 N S, une premiere fois, en un point go proche de p. Le germe
en p; de

d=dys:q — q

est application de Dulac de w = 0 évaluée sur 11, To.

On dit qu’'un germe d’homéomorphisme d de (R*,0) est 1-pfaffien si
son graphe dans (R%,0) est le germe en 0 d’une courbe intégrale d’une
équation différentielle analytique n = 0, & singularité algébriquement
isolée en 0 € R2. 1l est facile de montrer [11] que d, g est 1-pfaffien
si w = 0 posséde un facteur intégrant analytique I, i.e. I est un germe
en 0 de fonction analytique telle w/I soit fermée. Le but principal de ce
travail est de prouver le théoreme suivant.

THEOREME. — Soit w = 0 un germe en 0 € R? d’équation différentielle
analytique réduite qui posséde un secteur col S. Alors w posséde un facteur
intégrant analytique si et seulement si d,, s est 1-pfaffien.

Rappelons que w = 0 est réduite si son 1-jet en 0 peut s’écrire
jlw=Mydz +xdy avec A €C.

Ce type d’équations joue un réle fondamental dans la preuve du théoréme
de Dulac [3], [5], dans I’étude de la cyclicité d’un polycycle [10], [12] et
plus généralement dans le 16-iéme probléme de Hilbert. On se rameéne, via
le théoréme de réduction des singularités [13], & ’étude de la composition
d’applications de Dulac d’équations réduites. Lorsque ces applications
sont 1-pfaffiennes cette étude est géométrique et élémentaire. On n’a
pas alors a utiliser la resommabilité, la résurgence mais la théorie de
Khovanskii [6], [11]. Malheureusement, le théoréme ci-dessus montre que
le champ d’application de cette théorie aux probléemes de cycles limites
est assez limité. Il doit étre réservé a 1’étude de « cas génériques» dans des
problémes de bifurcations.

Dans la section 1, nous préciserons ’énoncé du théoréme ci-dessus avec
les propositions 1, 2 qui utilisent le language des formes normales. Dans
les sections 2 et 3 nous démontrons ces deux propositions.

Ce travail doit beaucoup a J. Ecalle. Nous le remercions.
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APPLICATIONS DE DULAC ET APPLICATIONS PFAFFIENNES 3

1. Applications de Dulac, holonomies et formes normales

Dans toute la suite,
w = adz + bdy

désigne une 1-forme analytique sur un voisinage de 0 dans R2.

On suppose que ’équation w = 0 est réduite et qu’elle posséde un
secteur col. Alors w = 0 est une équation différentielle dans le domaine de
Siegel : son 1-jet s’écrit

jlw = Aydz + zdy

ol A\, son nombre caractéristique, est un réel > 0. Il existe un changement
de coordonnées formel N appelé mise sous forme normale :

N(X,Y)=(z(X,Y),y(X,Y))
avec £(X,Y) et y(X,Y) dans R[[X,Y]], DN(0) = 1g2 tel que I’équation
| Q= N*(w) =0
soit une forme normale, c’est-a-dire d’un des trois types suivants.

1.1. Forme normale.

Nous reprenons les notations de J. Ecalle [3].

Type I. — Cas hyperbolique quasi-résonnant :
Qr =AYdX +XdY avec XeRM\Q.
Type 1I. — Cas hyperbolique résonnant :
Qrr =pY dX(1+ pXPY9) 4+ ¢XdY (1 + o' XPY9)

avec p,q € N* et p,p' € R.

Type III. — Cas semi-hyperbolique :

Qrrr = pY dX (1 + pXP) + XPH Y,

avec p € N* et p € R.

Dans les trois cas, {X > 0, Y > 0} est un secteur col de Q,. Son
application de Dulac évaluée sur les courbes Y = 1, X = 1 est notée
D, : X — Y. On vérifie aisément que :

Di(X)=X* D(X)= X°Pexp(—1/XP),
Drr(X) = X*/1(14 Y Ama(XM9)™(X"LogX)"),

m2>0
n>0

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



4 A. MOURTADA ET R. MOUSSU
ol Y, Am nS™ T™ converge sur voisinage du polydisque :
IS|<1, |T|<1 etou Ag1=p—p.

Dans les trois cas, nous écrivons encore 2, = 0 ’équation dans C?
complexifiée de (2, et nous notons :

X —U(X), (resp.Y — V(Y))

le difféomorphisme d’holonomie de X = 0 évalué sur Y = 1 dans les trois
cas (resp. de Y = 0 évalué sur X = 1 dans les cas I et II).

1.2. Holonomie et itérateurs pour w = 0.

Lorsque w = 0 posséde une forme normale du type 2, nous dirons
encore que w = 0 est du type «e».

— Si A # 0, w = 0 est du type I ou II; elle possede deux courbes
intégrables analytiques lisses transverses qui passent par 0. On choisit les
coordonnées (z,y) de telle fagon que ce soient les courbes x =0, y = 0.

— Si A =0, w =0 est du type III; elle posséde une courbe analytique
lisse passant par O tangente & £ = 0 et une «courbe intégrale formelle »
tangente & y = 0. On choisit les coordonnées (z,y) telle que la premiere
soit x = 0.

Nous dirons que w = 0 est préparée da l’ordre n si les coordonnées
(z,y) possédent ces propriétés et si la mise sous forme normale N est
tangente & 1g2 & 'ordre n. Dans les trois cas, nous écrivons encore w = 0
la complexifiée de w = 0. Nous supposons qu’elle converge sur un voisinage
du polydisque |z| < 1, |y| < 1 et nous notons :

z— u(z), (resp.y+— v(y))

le difféomorphisme d’holonomie de z = 0 évalué sur y = 1 (resp. de y =0
évalué sur z = 1 dans les cas I, II).

11 existe une unique série formelle H € R[[z]] (resp. K € R[[y]]) appelée
itérateur de u (resp. de v pour I, II) telle que :

u=H'oUoH (resp.v=K 'oVoK),
H(©0)=0, H(0)=1 (resp. K(0) =0, K'(0) =1)

et telle que les coefficients des zP" (resp. y9") avec r € N soient nuls dans
le cas II. Les propriétés de ces itérateurs et de la mise sous forme-normale
sont intimement liées comme le montre la proposition classique suivante.

TOME 125 — 1997 — ~° 1



APPLICATIONS DE DULAC ET APPLICATIONS PFAFFIENNES 5

ProposiTioN 0 (voir [2], [7], [8], [9]). — Les propriétés suivantes sont
équivalentes pour le couple w,) :
(i) w =0 posséde une mise sous-forme normale N convergente;

(i) litérateur H (ou K dans I, II) est convergent;
(ili) w = 0 posséde un facteur intégrant analytique.

1.3. Application de Dulac et itérateurs.

Dans les cas T et I, {x > 0, y > 0} est un secteur col de w = 0. Dans
le cas III, w = 0 posséde un secteur col d’équation {z > 0, y > y(z)}
ol y(z) est une courbe intégrale tangente & y = 0. Dans les trois cas, on
note
z — d(z)

son application de Dulac évaluée sur les courbes y = 1, x = 1. Dans
les cas I, IT (resp. III), d posséde un développement asymptotique (resp.
transasymptotique d qui s’écrit (voir [3]) :

Type I : Li(z) —K-loD; ofI(x) = sc)‘(l + 3 am,nl’m+")‘);
m+n>0

TypeIl:d(z) = K~toDj0H(z) = 2P/1(1+ Y. am 2™ (2P Logz)");
m+n>0

Type II : d(z) = K~* 0 D7y 0 H(z) avec K € yC{y} et K'(0) # 0.

Dans les cas I, II (resp. III) nous dirons que d est convergent si la série
double " @, n ™ t™ converge (resp. si H converge).

Dans les cas I, I, les familles d’infiniment petits {z™1"*},,1n>0 ou
{2™/9(2P Log £)"}min>0 avec x > 0 sont totalement ordonnées. On
montre facilement (par un argument du type lemme d’Abel) que d
converge dans ces cas si et seulement si il existe g > 0 tel que les séries
numériques 3 apmn 7T et 3 am 24 (zf Log 20)" convergent pour
P’ordre de sommation ainsi défini.

n

1.4. Enoncés des résultats.

Il est clair que le théoréme de I'introduction se déduit de la proposition 0
et des deux propositions suivantes.

ProrosiTiON 1. — Dans les cas I, II, le développement d converge si
et seulement si w est analytiquement normalisable.

ProPOSITION 2. — Dans les cas I, II, III, le développement d converge
si et seulement si d est 1-pfaffienne.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



6 A. MOURTADA ET R. MOUSSU

1.5. Preuve des propositions dans le cas non transcendant.

Si w = 0 est du type I ou III, nous dirons que d est transcendant; si

= 0 est du type II nous dirons que d est transcendant si d contient
des termes logarithmiques (i.e. il existe n > 0 tel que am,n # 0). Nous
reviendrons sur ce concept dans la section 3. Le cas non transcendant est
trés simple comme le montre le lemme suivant.

LEMME 1.— Lorsque d nest pas transcendant, w = 0 est analytiquement
linéarisable.

__ Preuve. —Si d n’est pas transcendant, le développement asymptotique
Dy; de Papplication de Dulac de sa forme normale ;7 est non trans-
cendant. Le coefficient p — p’ = A1 du terme en X?Log X de Dy est
nul. Puisque p = p’, Qs est linéaire modulo un facteur multiplicatif.
D’apres [1], [9], w = 0 est analytiquement linéarisable. []

Il est clair que ce lemme prouve les propositions 1 et 2 lorsque d est
non transcendant. Dans toute la suite, nous supposons d transcendant.

2. Preuve de la proposition 1

Dans cette section, w = 0 est une équation différentielle analytique sur
un voisinage de 0 du type I ou du type II transcendant. Nous la supposons
préparée & un ordre grand chaque fois que cela est nécessaire. Il est clair
que d converge si w = 0 est analytiquement normalisable. Prouvons la
réciproque.

2.1. Preuve pour le type I.
En écrivant H(z) = z(1 + h(z)), on a d’aprés 1.2. :

d(z) = K~ (221 + h(2))Y).
D’autre part, on peut encore écrire d sous la forme :

d(z) = Z Z A T = Z dm (2

m>0n>1 m>0

ou les d,(t) sont des séries entieres convergentes puisque d converge
par hypothese En identifiant ces deux expressions de d, on voit que
do(t) = K~1(t) converge. D’aprés la proposition 0, w = 0 est analyti-
quement linéarisable. []

2.2. Simplication des équations résonnantes par ramification.

Soit w = 0 du type II et soit ;7 = 0 sa forme normale avec les notations
de 1.1.

ToME 125 — 1997 — ~n° 1



APPLICATIONS DE DULAC ET APPLICATIONS PFAFFIENNES 7

LEMME 2. — Posons

-1 —1\— *
¢q,p($1,y1) = (xlll’yf% w1 = (pqx‘{ y{, 1) lwq,p(w)

et soit dy lapplication de Dulac de wy = 0 évaluée sur y; = 1, z1 = 1.
Alors on a les équivalences suivantes :
(i) d1 converge si et seulement si d converge;;
(ii) dy est 1-pfaffienne si d est 1-pfaffienne;
(iii) wy = 0 est analytiquement normalisable si et seulement si w = 0
est analytiquement normalisable.

Preuve. — D’apres les définitions de 94, d et di, on a clairement la
relation :

(d1(21))" = d(a1).

L’équivalence (i) s’en déduit. L’implication (ii) est évidente. Pour prou-
ver (iii), décomposons la double ramification v, en le composé des deux
ramifications simples :

(2, y2) = %,1(-’161,2/1), (z,y) = 1/’1,11(932,112)

et soit wy = (pyg_l)_lz/);"p(w). Notons u;,v; les holonomies de z; = 0,
y; = 0 pour w; = 0. On a clairement :

ug =uP et vy =0l

Les difféomorphismes us et u ont le méme itérateur H. D’apres la
proposition 0, w = 0 est analytiquement normalisable si et seulement
si wy = 0 est analytiquement normalisable. Le méme raisonnement prouve
que wy = 0 est analytiquement normalisable si et seulement si w; = 0 est
analytiquement normalisable. []

2.3. Preuve pour le type II transcendant.
D’apres le lemme 2 nous pouvons supposer que la forme normale de w
s’écrit :
Q= Y(l + p(XY)’") dX + X(1+ 0/ (XY)")dY.

Nous supposons w = 0 préparée de telle facon que :

-~

Y =K(y)=y+o@¥*), X=H(z)=z+o(z*).

|

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



8 A. MOURTADA ET R. MOUSSU
Puisque cf, D sont convergentes il existe §, A € R{X, T} telles que :
D(X)=A(X,X"LogX) avec A(X,T)=X+)» Fp(X)T"

n>1

d(z) = 6(z,2"Logz)  avec 6(z,t) = fo(x)+ Y fala)t”,

n>1
F1(0) = fo(0) = £1(0) =0, F{(0)=f{(0)=p—p', fo(0)=1.

En posant N R
H(z) = z(1 + h(z)),

calculons T(X) = X" Log X en fonction de z et de t(z) = 2" Logx :

T(H(z)) = 2" (1 + h(z))" Log(1 + A(z)) + (1 + h(z)) t(x).
Il est clair que H converge si et seulement si

§(x) = Log(g—_%’ﬁ) = —Log(1 + h(H}(X)))

converge. On vérifie facilement que (on notera g au lieu de §) :
z=Xexpg(X), T(X)=exp(—rg(X))t(H (X)) - X"g(X).

Avec ces notations I’équation Kod= Do H reliant les développements
asymptotiques de Dulac de w = 0 et Q = 0 s’écrit (dans les variables
z, X,t):

Kob(z,t) = A(X,exp(—rg(X))t — X" g(X)).

En identifiant les coefficients de t° et ¢! on obtient les deux équations :
K (fo(z)) = A(X, - X"g(X)),

fi (a:)I?'(fo(x)) = exp(—rg(X)) g—? (X, -X"g(X)).

En éliminant X’ entre la deuxiéme équation et la dérivée de la premiere
équation par rapport & X, on obtient une équation différentielle du
premier ordre en (g, X) qui s’écrit :

A
;—)g(g—f(Z)(f{) exp(l—r)g+ fLX" ") =

~ SR @) (fsexp(1 ~ 1)g + 10/ X7 + fr o2 (2)

ToME 125 — 1997 — ~n° 1



APPLICATIONS DE DULAC ET APPLICATIONS PFAFFIENNES 9

en posant

Z=(X,-X"g), fo=/fo(Xexpg), fi=fi(Xexpg).

C’est une équation différentielle ordinaire du premier orde en (z,g)
a coefficients des séries entieres convergentes. Etudions son 1-jet. En
remarquant que :

fo=1+0(X), fi=(p—p)Xexpg+o(X),

o8 oA

a7 (2) = (b= )X +o(X), 5(2)=1+0(X"),

cette équation différentielle s’écrit apres division par (p — p')X :
p—p

d
Xﬁ(l +0(X,g9)) =rg+aX +o(X, g).
C’est une équation dans le domaine de Poincaré. La série entiere formelle g
est convergente. |[]

REMARQUE. — La preuve précédente montre en outre que H est
completement caractérisé par les séries fy, fi. Cette preuve est purement
combinatoire. On aimerait beaucoup avoir une preuve plus conceptuelle
ou au moins une interprétation géométrique de ce résultat. J. Ecalle en
propose une démontration qui repose sur la théorie de résurgence [4].

3. Preuve de la proposition 2 dans les cas transcendants

3.1. Retour sur la transcendance.

L’argument essentiel de la preuve de la proposition 2 est la transcen-
dance de ’application de Dulac que nous utiliserons sous la forme suivante.
Soit D, 'application de Dulac d’une forme normale €2, et soit

FX,Y)= ) cnaX™Y"
m+n>0

un élément de C[[X,Y])].

On obtient la substitution de D(X) dans F(X,Y), notée F(X, D(X)),
a partir d’opérations élémentaires sur les fonctions Log et exp. Il est clair
que F(X,D(X)) est encore une série (ou transérie dans le cas III) du
méme type que le développement asymptotique d d’une application de
Dulac. L’expression F(X, D(X)) est nul (identiguement) a ainsi un sens
clair.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



10 A. MOURTADA ET R. MOUSSU

LEMME 3. — Supposons que D soit transcendante et soit F(X,Y)
appartenant & C[[X,Y]] tel que F(X,D(X)) =0; alors F(X,Y) =0.
Preuve. — Dans les cas I et I1I, si nous avons respectivement :
Cmn XA =0 cas I),
P(x,D(x) = { 2 -
Y emnX™(XPPexp~! /XP)" =0 (cas III),

il est clair que ¢, = 0 pour tout (m,n). Dans le cas II, on peut supposer
p=¢q =1 (lemme 2) et on a alors :

D(X) =X+ Dn(X)(X"Log X)".
n>1

Si F # 0, il est bien connu que les solutions Y (X) de F(X,Y) = 0 sont des
séries de Puiseux. Puisque D n’est pas du type Puiseux, on a F = 0. []

3.2. Preuve dans les cas I et II.

D’aprés 1.3, les applications de Dulac de w = 0 (bien préparée) et
de Q = 0 sa forme normale sont liées par

D(X)=Kodo H(X)

o Y = K(y), X = H(z) sont les itérateurs des holonomies de z = 0,
y = 0. Par hypotheése y = d(z) est solution d’une équation différentielle :

n=adz+ pdy, o,f¢cR{z,y},

dont 0 est une singularité algébriquement isolée. Il en est de méme pour
son développement asymptotique d. Si on pose

P(X,Y) = (HH(X),K~Y(Y)) = (,y),

Y = D(X) est solution de ’équation différentielle (formelle) & singularité
algébriquement isolée ¢*(n) = 0. Distinguons alors les cas I et II.

— Cas I La fonction Y = D(X) = X* est aussi solution de I’équation

différentielle
v=\YdX — XdY =0.

Ainsi Y = D(X) annule F(X,Y) € R[[X,Y]] ou on a posé
VA ¢*(n) = F(X,Y)dX A dY.

ToME 125 — 1997 — ~° 1



APPLICATIONS DE DULAC ET APPLICATIONS PFAFFIENNES 11

D’aprés le lemme 3, v A ¢*(n) = 0. Puisque 0 est une singularité
algébriquement isolée de v et ¢*(n), on peut écrire :

¢*(n) = gv avec geR[X,Y]], g(0) #0.

Puisque D$(0) = 1gz, on a jln = g(0)r. L’équation n = 0 est dans le
domaine de Poincaré. Sa solution formelle d(z) est convergente.

— Cas II. D’apres le lemme 2, on peut supposer p = ¢ = 1 et on écrit :
Q=Y (1+p(XY)")dX + X(1+p/(XY)")dY =0.
On vérifie que Y = D(X) est solution de ’équation différentielle
v=Y"T1(14pX")dX - X" (1 +pY")dY =0

qui n’est pas réduite. Pour étudier sa solution ¥ = D(X) tangente &
Y = X, on fait ’éclatement ponctuel :

$1(X1, Y1) = (X1, (1+11)X1) = (X,Y).

La fonction Y; = D;(X;) définie par (1+ Y7)X; = D(X) est solution de
I’équation a singularité algébriquement isolée :

v = X7 "gi(v) =0

avec
. {TYlXm——deYl sir>1,

i =
Tl M+ (- ) X)X - XidY: sir= 1.

La courbe Y7 = D;(X1) est aussi solution de ’équation & singularité algé-
briquement isolée

m =Xy Tt (n) = o.

En raisonnant comme dans le cas précédent, on montre que :
m =gry avec g€ R[[Xy,Y1]], g(0)#0.
Puisque ¢ est tangent & 1g2 & un ordre > r, ’équation
mh o= X7 6115 (n)
a le méme jet d’ordre 1 que n; = 0, c’est-a-dire :
3'm = j'n = g(0)j'v.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



12 A. MOURTADA ET R. MOUSSU

C’est une équation dans le domaine de Poincaré. Sa solution Y; = dl(X 1),
définie par (1 + X;)Y; = d(X31), est convergente et par conséquent la
solution y = d(x) de n = 0 est convergente. []

3.3 Preuve dans le cas III.
Soient encore d et D les applications de Dulac de w = 0 et de
Q=XPHAY +pY (14 pXP)dX =0
sa forme normale. On suppose que y = d(z) est solution d’une équation :
n=adr+8dy =0, o,8¢€R{z,y}
a singularité algébriquement isolée. D’autre part, on vérifie que Y = D(X)
est solution de :
v =XPTdY — pY (1 + pXP)dX = 0.
Les applications d et D sont liées par la relation :
d=K'oDoH
ol X = H(z) est litérateur de 'holonomie u de z = 0 et K € yC{y}
(voir [3]). Si on pose
$(X,Y) = (H(X), K (Y)) = (z,0),
la courbe ¥ = D(X) est solution de 1'’équation (formelle) ¢*(n) a

singularité isolée en 0 € C? et & coefficients dans C[[X,Y]]. Comme dans
les cas précédents, on a : ’

vA¢*(n) = F(X,Y)dX AdY, FeC[X,Y]]

avec F(X,D(X)) = 0. D’apres le lemme 3, on a v A ¢*() = 0 ou encore
(¢=1)*(v) Am = 0. Cette derniere identité s’écrit :

H'(x N oz, —-K'
Hrt1(z) B(z,y) \ pK(y)
Le second membre de cette équation est indépendant de y, méromorphe
en z avec un pole d’ordre p + 1. La fonction X = H(z) est solution d’une
équation différentielle du type :
dX dX 14 ¢(x)
Ainsi X est solution de I’équation implicite
1 1 c(x)
<7 —ppLlog X = - —p/xf’“ dx.
On résoud cette équation par le théoreme classique des fonctions
implicites en posant X = z(1 + h(z)). La série h(x) converge. []
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