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INDICE DE CLIFFORD DES INTERSECTIONS
COMPLETES DE L’ESPACE
PAR

BENEDICTE BASILI (*)

RESUME. — Soient C' C P3 une courbe gauche, lisse et intersection compléte et £ le
degré maximum d’un diviseur positif aligné de C. On montre que la gonalité de C est
(deg C — £) et qu’un diviseur positif I' C C calcule cette gonalité si et seulement si I"
est le résiduel d’un diviseur aligné de degré £ dans une section plane de C. On montre
de plus que pour deg C # 9, 'indice de Clifford de C est (degC — ¢ — 2).

ABSTRACT. — Let C C P3 be a twisted smooth complete intersection curve and £
the maximum degree of a linear positive divisor of C. We show that the gonality of C'
is (deg C — £) and that an effective divisor I' C C' computes this gonality if and only
if T is the residual of a linear divisor of degree ¢ in a plane section of C. We show
furthermore that if deg C # 9, the Clifford index of C is (deg C' — £ — 2).

Introduction

L’objet principal de ce travail est I’étude de I'indice de spécialité d’un
groupe de points I' de P3.

DEFINITION. — Soit I un groupe de points de P". On appelle indice de
spécialité de T (i.e. du plongement de I' dans P") ’entier

e(l') = max{n; h'(Jr(n)) # 0}.
C’est le plus grand entier n tel que I' n’impose pas des conditions
indépendantes sur les hypersurfaces de degré n.

Sous certaines hypotheses, on donne la valeur maximum de e et on
caractérise les groupes de points pour lesquels l'indice est maximum ou
sous-maximum :

(*) Texte regu le 3 juin 1994.
B. Basiui, Institut de Mathématiques, Analyse Algébrique, Université Pierre-et-Marie-
Curie, case 247; 4, place Jussieu, 75252 Paris CEDEX 05, France.

Classification AMS : 14.
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62 B. BASILI

Soient g et d deuz entiers strictement positifs avec d < g2 et i l'unique
entier tel que (i—1)g < d < ig. Soit T’ un groupe de points analytiquement
plan de P3 de degré d vérifiant l'une des hypothéses suivantes :

1) T' € C, ou C est une courbe réduite irréductible, intersection de
surfaces de degré g, avec deg C > 1.

2) H°(Ir(g)) n’a pas de courbe fize.

THEOREME 3.1. — On a e(I') < i+ g — 3, avec égalité si et seulement
si I' est une intersection compléte de degrés (1,1, g).

TakorEME 3.2. — Si e(T') =i+ g — 4, alors il existe un plan H tel que
e(lNH) =e(l") =i+ g —4, avec un certain nombre d’exceptions.

Notons que C. Ciliberto et R. Lazarsfeld démontrent un cas particulier
de ce résultat dans [CL, § 2.6].

Pour les groupes de points I" tels que
degI’ < 3e(T") + 3,

le Théoreme 3.2 est vrai sans les hypotheéses 1) ou 2). C’est ce qui est
démontré au paragraphe 2.

Le paragraphe 3 est consacré a la preuve des Théorémes 3.1 et 3.2.
Soulignons qu’une difficulté majeure dans ces démonstrations vient du
fait que ’on ne suppose pas les points distincts, ce qui ne permet pas les
raisonnements combinatoires.

Dans un dernier paragraphe, on applique ces résultats :
Soit C une courbe gauche lisse, intersection compléte dans P3.

THEOREME 4.2. — La gonalité de C est gon(C) = deg C' — ¢, ou £ est
le degré maximum d’un groupe de points aligné dans C.

De plus, en utilisant un résultat de M. Coppens et G. Martens, on
calcule 'indice de Clifford de C.

THEOREME 4.3. — On a Cliff (C) = gon(C) — 2 sauf si degC = 9.

REMERCIEMENTS. — Je tiens & remercier Christian PESKINE qui m’a
dirigée et aidée dans ce travail.
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INDICE DE CLIFFORD DES INTERSECTIONS COMPLETES 63

1. Définitions et résultats préliminaires

Certaines démonstrations font appel au caractére d’un groupe de points
plan dont nous rappelons la définition (Gruson—Peskine) :

Soient X un groupe de points de P? de cone projetant A et L une droite
générale de cone projetant R. Si O est un point général de P2, la projection
de centre O de X sur L induit une application R — A. Elle donne & A une
structure de module gradué de type fini sur R. Une résolution minimale
de A comme R-module gradué sera de la forme :

s—1 s—1
0— @R[—ni] — @R[—i] — A —0,
i=0 i=0
ou s est le degré minimal d’une courbe plane contenant X. On remarque
que les nombres s, ng,. .., ns—1, ne dépendent pas de la projection.
La suite d’entiers (ng,ny,...,ns—1), avec ng > ny > -+ > Ns_1 > S,
est appelée caractére numérique de X.

On aura besoin des deux lemmes suivants qui se démontrent de fagon
purement numérique en utilisant le caractere.

LEMME 1.1. — Soit k > 3 un entier et soit X un groupe de points de P2
d’indice de spécialité e(X) < k.

o Si2k+3<degX <2k+4, alors h*(Ix(k — 1)) < 4.

o Sideg X =2k +2, alors h!(Ix(k —1)) < 3.

o Sideg X <2k+1, alors h*(Ix(k —1)) < 2.

LEMME 1.2.— Soit X un groupe de points de P? d’indice de spécialité e,
avec e > 3.

o Sideg X =e+3, alors h'(Jx(e — 2)) = 3.

o Sideg X =e+4, alors h'(Ix(e —2)) < 4.

o Sie+5<degX <2e+2, alors h*(Ix(e —2)) < 5.

o Sideg X =2e+ 3, alors h'(Ix(e —2)) <6.

Dans toute la suite T' désigne un groupe de points de P* de degré d et
d’indice de spécialité e.

On utilisera souvent, pour une surface S de degré s, le résiduel I';
de I' N S dans I' défini par la suite exacte :

0— jrl(—s) i> jr* e jFﬁS/S — 0.
Elle montre que degI' = degI'; + deg(I' N S). De plus :
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64 B. BASILI

REMARQUE 1.1. — Si e('N S) < e, alors e(T';) > e — s.

En utilisant que (h!(Ir(n)))o<n<e décroit strictement, on montre le
résultat suivant :

LEMME 1.3.

e Onae<d-—2, avec égalité si et seulement si T est aligné. Dans ce
cas h'(Ir(e)) = 1.
e Sie=d—3, alors T est plan et on a :

Bl (Jp(e)) _ { 1 pour d # 3,

2 pourd=3.
De plus pour d > 5, il existe une droite L telle que deg(TNL)=d — 1.
LEMME 1.4. — Soit S une surface de degré s telle que
deg(SNT)>d—e+s—1.
Alors e(SNT) = e(T).

Démonstration. — Soit I'; le résiduel de ' N S dans I'. On a une suite
exacte :
0 — Jr, (e —s) — Ir(e) — Jrng/s(e) — 0.

Comme deg 'y < e—s+1, on déduit du Lemme 1.3 que h!(Jr, (e—s)) = 0.
Ceci entraine e('NS) =e. [J

LeMME 1.5. — Soient £ et n deuz entiers positifs tels que h'(Ir(€)) # 0.
Soit :

k= b1 (I0(0)) — k(I (e — ) + (" : 3) Y

Si k > 0, il existe une famille de surfaces de degré n, de dimension > k,
telle que pour toute surface S de cette famille e(I') > e('NS) > £.

Démonstration. — Soit :
V= HOIIIC (Hl(jp(f - n)), Hl(jp(f)))

Les classes d’homomorphismes non surjectifs, éléments de V', forment une
sous-variété de P(V') de codimension

r=h'(Ir(¢ —n)) — h*(Ir(6)) + 1.

Les surfaces de degré m définissant une application non surjective de
H(Ir(¢ — n)) dans H(Jr(¢))) forment une sous-variété ¥ de codimen-
sion < r de P(H°(Ops(n))). Donc si k > 0, alors Y est non vide de
dimension > k. Soit S € Y, alors h' (Jrns/s(€)) # O et e(T') > e(I'NS) > 2.
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INDICE DE CLIFFORD DES INTERSECTIONS COMPLETES 65

COROLLAIRE 1.6. — On suppose que pour tout sous-groupe de points I
distinct de T' on a e(I") < e. Alors, pour tout entier n, on a :

wrm) > ("5 %) = cle - ).

LEMME 1.7. — On suppose que, pour tout sous-groupe de points I"
distinct de T, on a e(I") < e. Si T n'est pas plan, alors T' est intersection
de surfaces de degré e + 1.

Démonstration. — 1l est clair que h'(Jr(e)) = 1. Soit A un groupe de
points de degré d + 1 contenant I'. Si h°(Ja(e+1)) = h°(Ir(e + 1)), alors
pour tout n < e+ 1, on a

h'(Ia(n)) = B! (Ir(n)) + 1.

En particulier, on a h'(Ja(e+ 1)) =1 et h1(Ja(e)) = 2.

D’apres le Lemme 1.5 avec £ = e et n = 1, il existe un plan H tel
que h'(Janm(e+ 1)) # 0, ce qui entraine h'(Jang(e)) > 2. On en déduit
h*(Irnm(e)) > 1, ce qui implique ' N H = T'; c’est une contradiction.

On a donc
R’ (Ja(e+1)) =h°(Ir(e+1)) — 1

pour tout groupe de points A de degré d+ 1 contenant I', d’ou le résultat.

ProposiTION 1.8. — Soient R = C[Xy, X1, X2, X3] et M un R-module
gradué. On suppose qu’il existe un entier e tel que :

o M, =0 pourn > e,

o rang(M,) =1,

. HOII’IR(R/(X(), Xl, Xg, X3), M) = Me~

Si N est un sous-module de M tel que N, = 0, alors N = 0.

COROLLAIRE 1.9.— Soit M vérifiant les hypotheéses de la proposition 1.8
et M' un quotient de M. Si M. # 0, alors M ~ M'.

COROLLAIRE 1.10. — Soit T' un groupe de points de P* d’indice de
spécialité e tel que pour tout sous-groupe strict I de T’ on ait e(T') < e.
Soient H un plan et I'y le résiduel de ' N H dans I'. On note :

M= H (Ir, (n)).

n>0

Si M vérifie les hypothéses de la proposition 1.8, alors pour tout n > 0,
on a une surjection

H°(Ir(n)) — H°(Irnm/u(n)) — 0.
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66 B. BASILI

Démonstration. — Comme e(I' N H) < e, on a e(I'y) = e — 1. Soit M),
I'image du morphisme
H! ('J]"l (n)) — H? (Jr(n + 1)) .
Alors M' =@,5 M,, est un quotient de M tel que M, ; # 0 car
H'(Jrnm/u(e)) = 0. Du Corollaire 1.9, on déduit M ~ M’. Donc pour
tout n > 0 on a la surjection annoncée. ]
L’énoncé suivant est bien connu :

ProposiTION 1.11. — Soit X un groupe de points de P, intersection
compléte de degrés (di,ds, . ..,d.). Notons :

M =" H'(Ix(n)).
neEZ
Alors M vérifie les hypothéses de la proposition 1.8 avec

n
e=e(X)=Zdi—r—1.
i=1
En particulier, si X' est un sous-groupe de X tel que e(X') = e(X), alors
onaX =X.

2. Groupes de points tels que degI’ < 3e(T") + 3
THEOREME 2.1. — Soit I' un groupe de points de P> de degré d et
d’indice de spécialité e vérifiant l'une des hypothéses suivantes :
ee=1etd<A4,
ee=2etd <8,
ee>3etd<3e+3.
Alors T' vérifie l'une des conditions suivantes :

(i) 4l existe un plan H tel que e(T N H) =e;

(ii) il existe une cubique gauche T (éventuellement dégénérée) telle
que deg(T NT) > 3e + 2 avec les exceptions suivantes :

1) e =2,d =8 et T est une intersection compléte de degrés (2,2,2);

)

2
2) e =3,d =12 etT est une intersection compléte de degrés (2,2,3);
3) e =3,d =12 et il existe un plan X tel que deg(' N X) = 8§,
le résiduel de TNX dans T est aligné et I’application H°(Ir(3)) —

H®(Irnx/x(3)) est surjective.

Pour d < 3e + 1, si les points sont distincts, ce résultat est une
conséquence d’un théoréme plus général de D. Eisenbud et J.H. Koh (voir
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INDICE DE CLIFFORD DES INTERSECTIONS COMPLETES . 67

REMARQUES 2.1.

1) S’il existe une cubique gauche T telle que deg(T' NT) > 3e + 2,
alors d’apres le Lemme 1.4 on a e(I'NT) = e car T est intersection de
quadriques.

2) Sie=1etd<4,alors h°(Jp(1)) > 1. Donc I est plan et vérifie
le Théoreme 2.1.

3) Les exceptions 2 et 3 ont la méme fonction de Hilbert.
Etudions d’abord le cas des groupes de points plans.
ProrosiTiON 2.2. — Soit T" un groupe de points plan et vérifiant les
hypotheéses du théoréme 2.1. Alors T" vérifie l'une des conditions suivantes :
o il existe une droite L telle que deg(T' N L) = e+ 2;
o il existe une conique C telle que deg(T N C) > 2e + 2;
o il existe une cubique plane T telle que deg(T'NT) > 3e;
eonae=7T7d=24 et ale caractére d’une intersection compléte
de degrés (4,6);
eonae=6d=20 et ale caractére d’une intersection compléte
de degrés (4,5);
eonae=06,d=21etT a pour caractére (8,7,6,6);
e onae=06,d=21etI' a pour caractére (8,7,6,5,5);
eonae=>5,d=16 et ' a le caractére d’une intersection compléte
de degrés (4,4) ;
eonae=>5d=17 et T a pour caractére (7,6,5,5);
e onae=>5 d=18 et a pour caractére (7,6,6,5);
eonae=>5 d=18 etT' a pour caractére (7,6,5,5,5).
Démonstration. — Soit ng > ny > -+ > n,y_1 le caractére de I', avec
ng=e+2.0nad>e+2.
Si pour toute droite L, on a deg(I' N L) < e + 2, alors, d’apres la
proposition [EP], on a s > 2 et ng — n; <1 et donc

d2n0+(n1~1)22n0—2=2e+2.

Si pour toute conique C on a deg(I' N C) < 2e + 2, alors, d’apres la
proposition [EP], on a s > 3 et n; —ny < 1 et donc

d2n0+(n1—1)+(n2—2)23n0—6:3e.

Si pour toute cubique plane T on a deg(I' N T') < 3e, alors, d’apres la
proposition [EP], on a s > 4 et ng —n3g < 1 et donc

dZTLo-}-(nl—1)+(7’L2—2)+(n3—-3)247’1,0—12:46—4.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



68 B. BASILI

Or d < 3e+ 3, donc e < 7 et les seules possibilités sont les huit derniers
cas énoncés.

LEMME 2.3. — Sid < 2e+ 2 avec e > 1, alors T vérifie les deuz
conditions équivalentes suivantes :

(i) il existe un plan H tel que e(HNT) =¢;
(ii) soit il existe une droite L telle que deg(TNL) = e+ 2, soit T est
une intersection compléte de degrés (1,2,e+1).

Démonstration. — Montrons d’abord que (i) et (ii) sont équivalentes.

Soit H un plan tel que e(H NT) = e. Soit ng > ny3 > -+ > ng_1 le
caractere de HNT. Alors ng =e+2et d > deg(HNT) >ng=e+2.

Si deg(I'N H) = e+ 2, alors I' N H est aligné.

Sideg(TNH) >e+2,alors s >2et 2e+2>deg(TNH) >ng+n; —1,
ce qui entraine n; < e+ 1.

Sin; =e+1alorsdeg(HNTI) =2e+2=det HNT =T a le caractere
d’une intersection compleéte de degrés (1,2,e + 1).

Si n; < e, alors, d’apres la proposition [EP], il existe une droite telle
que deg(LNT) =ng =e+ 2.

La réciproque est évidente.

Montrons (i) par I’absurde.

Sie=1,alors d < 4 et h°%JIr(1)) > 1. Donc I est plan et vérifie
le lemme. Soit I' de degré minimum contredisant le lemme, c’est-a-dire
d < 2e+ 2, avec e > 2, et pour tout plan H onae(lTNH) <e.

On choisit H tel que deg(I' N H) est maximum. Soit I'; le résiduel de
I'NH dans T'. Comme deg(TNH) > 3ete(IT'NH) <e,onadegl'; <2e—1
et e = e(T'1) > e — 1, c’est-a-dire degI'1 < 2e; + 2.

Comme I'; vérifie le lemme, il existe un plan H; tel que e(I'1NH;) = e;.
Comme e > e(I'N Hy) > e(I'y N Hy), on en déduit e; = e — 1.

Comme degl'; < 2e; + 2, la seule possibilité est qu’il existe une
droite L telle que deg(I';1 N L1) = e+ 1. Il existe alors un plan H' tel que
deg(T'N H') > e + 2. Mais

deg(TNH') <deg(TNH)=d—degl'; < (2e+2)— (e+1).

C’est une contradiction, donc I' n’existe pas et le lemme est démontré.

LEMME 2.4. — Soit T vérifiant les hypothéses du théoréme 2.1. Si
R%(Ir(2)) > 2, alors T vérifie le théoréme 2.1.

Démonstration. — Soit T' de degré minimum contredisant le lemme.
Alors d’apres la remarque 2.1, 2), on a e > 2. De plus, pour tout sous-
groupe de points strict IV de T, on a e(IV) < e.
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INDICE DE CLIFFORD DES INTERSECTIONS COMPLETES 69

Premier cas.

On suppose qu’il existe deux quadriques @1 et Qo contenant I' et se
coupant proprement. D’apres le Lemme 1.7, il existe une surface S de
degré e + 1 contenant I' et coupant proprement la courbe C = Q1 N Q.

Soit IV le groupe de points lié AT par Q1 NQ2NS. On a :

Jrjc ~Homg (Ir/c, Oc(—e—1)) = It /c(—e—1).

Comme O¢ est un faisceau dualisant sur C, la condition h'(Jr/c(e)) # 0
entraine h°(Jp,c(—e€)) # 0, c’est-a-dire h°(Jr;c(1)) # 0. Comme C est
linéairement complete, il existe un plan H contenant I".

e Si @1, Q2 et H se coupent proprement, notons C; = H N Q; et
Cy = HN Q. Alors deg(C1 N Cs) = 4 ce qui entraine degI” < 4. Or
degI” = 4(e + 1) — degT. Les seules possibilités sont (e,d) = (2,8) ou
(e,d) = (3,12) avec I" = HN Q1 N Qa.

On a donc Jr)c =~ Oc¢(-1), ce qui entraine Jp/c ~ Oc(—e) avec
e = 2 ou 3. Autrement dit, il existe une surface S’ de degré e telle que
I' = 8 NQ1NQs. Cest une contradiction car on a supposé que I' ne
vérifie pas le Théoréme 2.1.

e SiQQ1NQ2NH est une conique C1, alors C; est liée par Q1 NQ2 & une
conique Cy éventuellement dégénérée. Notons H’ le plan de la conique Cs.

La quadrique dégénérée HH' est dans le pinceau engendré par @
et Q. Donc il existe a, b € C et Q une quadrique tels que aQ,+bQ2 = H'H
et Q1NQa=HHNQ.OnaalorsC; =HNQet Co =H NQ.

Soit X =HH'NQNS.Onadeg(HNX)=2e+2etIYC HNX. On
en déduit deg(TNH') > 2e+2. Comme I’ C @, on a deg(I'NCs) > 2e+2,
ce qui entraine e(T' N H') = e(I' N Cs) = e. C’est une contradiction.

¢ Si Q1 N Q2 N H est la réunion d’une droite L et d’un point
(éventuellement immergé), alors L est liée & une cubique gauche T par
Q1N Q2.

Comme IV C Q1 N Q2 N H, le résiduel de I N L dans I est de
degré < 1. De plus I C S et S coupe L proprement, ce qui entraine
deg(I"N L) < e+ 1. On a donc

deg(SNL)=e+1, e+1<degl' <e+2, e<deg(I'NL)<e+1.

Notons I'” le groupe de points 1ié & IV N L par @1 N Q2 N .S. Rappelons
que T" est 1ié & TV par @1 N Q2N S. On vérifie que SNT est liéa SNL
par Qi NQ2NS. Comme I"NLCIMetI"NLCcSNL,onall CI" et
SNT cTI”. De plus

deg(SNT)=3e+3, 3e+3 <degl” <3e+4, 3e+2<degl' <3e+3.
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70 B. BASILI

Si degT” = 3e+3,alors IV = SNT et ' € SNT. On en déduit
I'NT =T et deg(T'NT) > 3e + 2. Cest une contradiction.

Sideg I = 3e+4, alors deg(IT"NL) = e, deg [V = e+1 et degI' = 3e+3.
on en déduit deg((SNT)NT) > 3e+ 2, c’est-a-dire deg(T'NT) > 3e + 2.
C’est une contradiction.

Deuxiéme cas.

On suppose qu’il n’existe pas deux quadriques contenant I' et se
coupant proprement. Alors toutes les quadriques contenant I" ont un plan
commun H.

Si h%(Jr(2)) > 3, soient HHy, HH, et HHj trois quadriques indépen-
dantes contenant I'. Notons I'y le résiduel de I' " H dans I'. Alors
degT'; < 1. Ceci entraine d’apres le Lemme 1.4 que e(I'N H) = e. Cest
une contradiction. Donc h°(Jr(2)) = 2.

Sie=2etd<8,alors h%(Ir(2)) = 10 — d + h'(Ip(2)) > 3. C’est une
contradiction, donc e > 3.

Notons H H; et H H; deux quadriques indépendantes contenant I' et I'y
le résiduel de 'NH dansT'. Alors I'y est aligné et deg(I';) < e+1 d’apres le
Lemme 2.3. Comme e(I'NH) < e, alors e(T';) = e—1, donc deg'; = e+1
et deg(T'N H) < 2e + 2.

Si e > 4, alors d’apres le Lemme 1.1 on a hl(meH(e —2)) <4.0mnen
déduit h'(Jp(e — 2)) < 7. Le Corollaire 1.6 entraine alors h°(Jp(2)) > 3.
C’est une contradiction.

Sie = 3et d < 12, alors d’apres le Corollaire 1.6 avec n = 1,
on a h'(Jp(2)) > 4; comme h°(Jr(2)) = 2, on en déduit d = 12.
Donc degl'y = 4 et deg(' N H) = 8. De plus h*(Jram/u(3)) = 0 et
h'(Ir,(2)) = 1. On en déduit I'isomorphisme H'(Jr,(2)) ~ H'(IJp(3)).
Donc application H°(Jr(3)) — H°(Ipnm/u(3)) est surjective et T' est
I’exception 3) du Théoréme 2.1.

LEMME 2.5. — On suppose que e > 4, d < 3e + 3 et que pour tout
sous-groupe de points strict I' de T on a e(I”) < e. S’il existe un plan H
tel que deg(' N H) > e+ 2, alors ' est soit plan soit de degré d > 3e + 2
et contenu dans une cubique gauche (éventuellement dégénérée).

Démonstration. — Soit I" de degré minimum contredisant le lemme.
D’aprés le Lemme 2.4, on peut supposer h°(Jr(2)) < 1. D’apres le
Corollaire 1.6, ceci entraine h!(Jr(e — 2)) > 9.

Soit H un plan tel que deg(I' N H) est maximum. On a :

d>deg('NH)>e+2 et e('NH)<e.
Notons I'; le résiduel de I' N H dans I'. Alors
eT1)=e—1 et e+1<degl; <2+1.
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On a donc :
deg(TNH)=2e+2—k avec 0<k<eet degl'y <e+1+k.
De plus :
9 < h'(Ir(e—2)) < A'(Ir,(e — 3)) + k! (Irnm/m(e — 2)).

Appliquons le Lemme 1.1 :

e Sik <1, cest-a-dire si deg(' N H) =2(e —1)+4 ou 2(e— 1) + 3,
alors

h'(Irnu(e—2)) <4 donc h'(Jp,(e—3)) >5.
e Si k=2, cest-a-dire deg(I' N H) = 2(e — 1) + 2, alors

h'(Jrna(e—2)) <3 donc h'(Jr, (e —3)) > 6.

e Si k>3, cest-a-dire deg(I'N H) < 2(e — 1) + 1, alors
h'(Irnu(e —2)) <2 donc A'(Jp,(e—3)) >7.

Il reste & étudier h!(Jr, (e — 3)).

Premier cas.
Supposons qu’il existe une droite L telle que

deg(l'1NLy)=e+1.

Sik=0,alorsTyNL; =T; et h'(Jr, (e —3)) = 3. C’est une contradic-
tion. Si k > 1, soit H; un plan contenant L tel que deg(I'; N Hy) > e + 2.
On a:

e—1= e(l"l n Ll) S e(F1 n Hl) S €(F1),

donc e(T'; N Hy) = e — 1. De plus
e+2<deg(l'i1NH))<e+1+k.

Soit 'y le résiduel de I'y N H; dans I';. Alors degl'; < k—1<e—1, donc
(Lemme 1.3) e(T'2) < e — 3. De plus :

h'(Ir, (e — 3)) < h'(Ir,(e — 4)) + B! (Ir,nm, (€ — 3)).

o Sie(Ty) <e—5,alors h'(Ir, (e — 3)) = h'(Ir,nm, (e — 3)) et d’apres
le Lemme 1.2, on a :

> Si k=1, alors h!(Jp,nm, (e — 3)) = 3; contradiction.

> Si k =2, alors h'(Ir,nm, (e — 3)) < 4; contradiction.

> Sik >3, onah!(Ir,nm (e —3)) < 6; contradiction.
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e Sie(l';) =e—4,alorse—2 <degl'y < k—1<e—1, ce qui entraine
k>e—12>3.
D’aprés le Lemme 1.3, on a h!(Jr,(e — 4)) < 2. D’autre part,
deg(F1 n H]) = degF1 — deg P2
<(e+1+4+k)—(e—2)<el1NH)+4
D’aprés le Lemme 1.2, on a h'(Ir,np, (e — 3)) < 4. Comme ceci implique
ht (jr‘1 (e - 3)) <6,
c’est une contradiction.
o Sie(I'2) =e— 3, alors (Lemme 1.3)
degTo=e—1, deg(T1NHy)=e+2, degl'y =2e+1 et k=e.

De plus I'y est contenu dans une droite. On a donc h'(Jr,(e —4)) = 2 et,
d’apres le Lemme 1.2, b (Jr,n g, (e—3)) = 3. Ceci entraine la contradiction
h*(Ir, (e —3)) < 5.

Deuxiéme cas.
Supposons que pour toute droite L' on a :
deg(ThiNL) <e.
Si degT'; < 2e = 2e(T'y) + 2, alors, d’apreés le Lemme 2.3, 'y est une
intersection compléte de degrés (1,2, €). Comme deg(I'N H) est maximum,
ceci entraine deg(I' N H) > 2e et degl'y = 2¢ < e + 3. Cest une

contradiction car e > 4.
Donc degI'y =2e+1 et deg(TN H) = e+ 2. De plus k = e > 4 donc :

R (Ip, (e —3)) > 7.

Soit H; un plan tel que deg(T'; N H;) est maximum. Notons Ty le
résiduel de I'yNH; dans I'y. Comme deg(I'yNH;) > 3,0onadegl's < 2e—2.

e Sie(I'y N Hy) =e— 1, alors, deg(I'; N Hy) > 2e et deg'y < 1, donc
e(I's) < —1. Comme h'(Jr,(e —4)) =0, 0on a:

A (Ir, (e — 3)) = A (Irynm, (e — 3)),
donc (Lemme 1.2) h'(Jr, (e — 3)) < 6. On en déduit h!(Ir(e — 2)) < 8.

e Sie(TyNH) <e—2 alors e(I'z) > e — 2 et degT'y < 2¢(I'2) + 2.
D’apres le Lemme 2.3, il existe un plan Ho tel que e(T'oN Hy) = e(I'2). Or
deg(I'2 N Hy) < deg(T'1 N Hy) =degl'; — deg 'y

< degI'; — deg(T'2 N Ho).
Donc deg(T's N Hy) < e et la seule possibilité est que e(I'y) = e — 2
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et I'y est aligné de degré e. De plus deg(I'y N H;) = e+ 1. On a donc
h!(Jr,(e — 4)) = 3 et, d’apres le Lemme 1.1, h'(Jp, g, (e — 3)) < 2. Donc
h'(Jr, (e — 3)) < 5; c’est une contradiction.

Démonstration du théoréme 2.1.
On a remarqué que le théoréme est évident pour e = 1 car si d < 4
alors h%(Jp(1)) > 1.

Case=2etd<8.
On a alors
R (Ir(2)) =10 —d + h*(Ip(2)) > 3.

D’apres le Lemme 2.4, I" vérifie le théoreme.

Case=3 etd<12.

Supposons h'(Jr(2)) < 3. D’apres le Lemme 1.5 avec £ = e = 3 et
n = 1, il existe un plan H tel que e(I' N H) = e. Supposons h'(Jr(2)) > 4.
Alors h°(Ir(2)) = h'(Ir(2)) + 10 —d > 2. D’apres le Lemme 2.4, " vérifie
le théoreme.

Case>4 etd<3e+ 3.
Supposons le résultat faux. Soit I' de degré minimum contredisant le
théoreme. Alors I' vérifie les hypotheéses suivantes :

(a) SiI" est un sous-groupe de points strict de T, alors e(I'") < e(T").
(b) Pour tout plan H on a e(I'N H) < e.

(c) Pour toute cubique gauche T on a deg(T'NT) < 3e + 1.

(d) h°(Ir(2)) <1 (Lemme 2.4).

(e) Pour tout plan H, on a deg(T' N H) < e+ 1 (Lemme 2.5). En

particulier, pour toute droite L, on a deg(I' N L) < e car degl’ > e+ 1
(Lemme 1.3).

Soit H un plan tel que deg(I' N H) est maximum et soit I'; le résiduel
de ' H dans IT'.

 Supposons que deg(HNI') > 5. Alors degI'; < d—5 < 3e—2. Comme
e(lNH)<e onae(l'1) =e—1, donc degl'; < 3e(I'1) + 1. Comme I'y
vérifie le Théoréme 2.1, il existe un plan H; tel que :
G(Pl N Hl) = e(I‘l) =e—1.
Or, d’apres I'hypothese (e) :
deg(l1 N Hy) <deg(T'NH;)<e+1
Donc I'; est aligné de degré e + 1 (Lemme 1.3), ce qui contredit (e).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



74 B. BASILI

¢ Supposons que deg(I' N H) < 4. Alors pour toute droite L on a
deg('NL) < 3 et pour tout plan H' on a deg(TNH') <4ete(l'NH') < 1.

On a degT'; < 3e et e(T'1) = e — 1, c’est-a-dire deg 'y < 3e(T'1) + 3, et
I'; vérifie le théoreme. Comme pour toute droite L et tout plan H’, on a
deg(ThNL)<3ete(TyNH')<1,ily a a priori deux cas possibles.

> I'; vérifie (ii) : il existe une cubique gauche T telle que deg(I'yNT') >
3e — 1. Soit @ une quadrique contenant T et soit I'y le résiduel
de I'N @ dans I'. Comme degT'; < 4 et pour toute droite L on a
deg(T2NL) <3,onae(l2) <1< e—2. Onendéduit e(T'NQ) =e.
Donc, d’apres ’hypothese (a), on a I' C Q pour toute quadrique Q
contenant T'. Ceci contredit ’hypothese (d).

> I'; est exception 2) du théoréme : I'; = @ N Q2 N K intersection
compléte de degrés (2,2,3). Ceci entraine deg(' N H) = 3 et
deg(T") = 15. De plus pour toute droite L on a deg(T'NL) < 2. Soit S
une surface de degré s < 3 contenant I'; et soit I'; le résiduel de I'N.S
dans I'. Comme degI'; < 3 et pour toute droite L, deg(T'eNL) < 2,
on a e(I'z) < 0. Ceci entraine e(I' N S) = e et de 'hypothese (a),
on déduit I' C S. On en déduit I' C @Q; N Q2 N K =Ty, ce qui est
absurde.

Donc T" n’existe pas. Le théoréme est démontré.

3. Indice de spécialité maximum et sous-maximum

3.1. Les résultats.

Dans ce paragraphe, les démonstrations des principaux théorémes
utilisent la projection générale IV dans le plan de T'. Il faut pour cela
qu’en tout point de I'" I’espace tangent soit de dimension < 2. On dira
dans ce cas que I' est analytiquement plan.

Hypotuise (H). — Soient g et d deux entiers strictement positifs avec
d < g2 et i l'unique entier tel que (i — 1)g < d < ig. Soit ' un groupe de
points analytiquement plan de P? de degré d vérifiant l'une des hypothéses
sutvantes :
1) T' C C ou C est une courbe réduite irréductible, intersection de
surfaces de degré g, avec deg C' > i.
2) H%(Ir(g)) n’a pas de courbe fize.

THEOREME 3.1. — Sous lhypothése (H), on a e(T') < i+ g — 3, avec
égalité si et seulement siI' est une intersection compléte de degrés (1,1, g).
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THEOREME 3.2. — Sous Uhypothése (H), si e(I') = i + g — 4, alors il
existe un plan H tel que e(T N H) = ¢e(T') =i+ g — 4, avec les exceptions
sutvantes :

(i) i=2,9=3,5<d<6 et pour tout plan H, on a deg(T N H) < 3.

(i) e =2, 9g=4,d =8 etT est soit une intersection compléte de
degrés (2,2,2) soit sur une cubique gauche.

(iii) ¢ = 3, g =3, d = 8 et I' est une intersection compléte de degrés
(2,2,2).

(iv) i=3,9g=3,d=9 et T est dans l’intersection de deuzr quadriques.
Si ces deur quadriques ne se coupent pas proprement, alors il existe un
plan H tel que deg(T' N H) = 6, I' N H n’est pas sur une conique et le
résiduel de ' N H dans T" est aligné.

(v) i=3,9g=4,d=12 et on est dans l'un des deux cas suivants :

o I' est une intersection compléte de degrés (2,2,3).

o Il existe un plan X tel que deg(T'NX) = 8, le résiduel de T’'NX dansT
est aligné et Uapplication H°(Ip(3)) — H(Irnx,x(3)) est surjective.

(vi) @ = 3 et il existe une cubique gauche T telle que deg(I'NT) > 3g—1.

(vii) ¢ =4 et ' est une intersection compléte de degrés (2,2, g).

REMARQUES 3.1.

« Si g < 3, on passe en revue tous les triplets d’entiers (¢, g, d) tels que
1 <d<ig<g?<9eton étudie les groupes de points de degré d et
d’indice de spécialité e = i + g — 4. On voit alors apparaitre les exceptions
(1), (iii), (iv) et (vi) du Théoreéme 3.2; dans tous les autres cas il existe
un plan H tel que e(I' N H) = e(T'). On peut donc supposer g > 4 pour
démontrer le Théoreme 3.2.

e Sii=1,alors e(lI') =g —3 et d<g. Dapreés le Lemme 1.3, T" est
contenu dans un plan donc vérifie le théoréme.

Sii=2o0oui=3cetg >4, le Théoreme 3.2 est une conséquence du
Théoréme 2.1. (L’hypothese (H) n’est pas utile dans ce cas.) On peut donc
supposer ¢ > 4 pour démontrer le Théoreme 3.2.

Démonstration du théoréme 3.1 dans le cas plan.
Si I" est plan alors le Théoréme 3.1 est une conséquence du résultat
suivant :

LeEMME 3.3. — Soit X un groupe de points de P? de degré d < g, tel
que pour toute courbe plane T de degré t on a deg(X NT) < tg. Alors
e(XNT) < d/g+g—3, avec égalité si et seulement si X est une intersection
compléte de degrés (d/g,g).
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Démonstration. — Soit (ng,n1,...,ns—1) le caractére de X avec
e(X)=mno—2.

Rappelons que s est le degré minimum d’une courbe plane S contenant X.
Par hypothese, on a d = deg(S N X) < sg. Donc s > d/g.

Supposons qu'il existe t < d/g tel que ny_; —n; > 1. Alors d’aprés [EP],
il existe une courbe T de degré t telle que T'N X a pour caracteére
(ng,--.,nt—1). Donc :

t—-1
deg(TNX) = zj(n1 — ).
=0
On choisit ¢ minimum. Alors
t—1 t—1
tg > (ng—i) > Y (ng— 2i) = tng — t(t — 1),

c’est-a-dire e(X) =ng—2<g+t—-3<g+d/g—3.

On remarque ensuite que s’il n’existe pas un tel entier ¢, alors, ou
bien e(X) < g+ d/g — 3, ou bien e(X) = g+ d/g—3 et X a
le caractére d’une intersection complete de degrés (d/g,g), c’est-a-dire

Dans ce second cas, on pose ¢ = d/g. Alors i est le degré minimum d’une
courbe plane T contenant I'. En calculant avec le caractére, on trouve
h*(Ir(g)) = 3 (i —2)(i — 1). On en déduit A%(Ir(g)) — h%(Op2(g —4)) = 1.
Donc il existe une courbe S de degré g qui n’est pas multiple de 7.

Si S et T ne se coupent pas proprement on peut écrire S = DS’ et
T = DT’ ou S’ et T' se coupent proprement. Le résiduel de ' D dans T’
est dans S'NT’, donc ig —deg(TND) < (i —k)(g—k), o k =deg D. On
a donc kg > deg(T N D) > k(g +i — k), ce qui implique ¢ < k. C’est une
contradiction, donc SNT =T.

Nous allons maintenant démontrer les Théoremes 3.1 et 3.2 pa-
rallelement. Pour cela, on fixe g et on fait une récurrence sur d.

Sid =1, alorse = —1 et i = 1; les théorémes sont évidents. On suppose
maintenant les résultats vrais jusqu’en degré d — 1.

3.2 Premiére étape.

LEMME 3.4. — Soit T un groupe de points vérifiant (H) avec i > 4 et
e = i+g—4. Sl existe deuzx surfaces quadrigues contenant I' et se coupant
proprement, alors I' est une intersection compléte de degrés (2,2,9).

Démonstration. — Soient @)1 et Q@2 deux quadriques contenant I' et se
coupant proprement.
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Supposons que I' vérifie la partie 1) de I’hypothése (H) et que C est
contenu dans @ N Q2. Comme degC > ¢ > 4 et deg(Q1 N Q2) =4, 0n a
C=Q1NQ: et i =4, ce qui entraine e(I') = g. D’autre part, on a

h°(Ir/c(9)) — h*(Irc(g)) =4g—d >0 et h'(Ir,c(9)) = h*(Ir(g))

car h*(Jo(g)) = h'(0c(9)) = h°(Oc(~g)) = 0. Donc h°(Jr/c(g)) > 1.
Soit G une surface de degré g contenant I' et pas C. Alors " C @Q1NQ2NG.

Supposons que I' vérifie vérifie la partie 2) de ’hypotheése (H) ou que T’
vérifie la partie 1) de I’hypothese (H) et C n’est pas dans Q1 N Q3. Alors
il existe une surface G de degré g coupant proprement Q1 N Q2, telle que
I'c Ql N Q2 nG.

Dans les deux cas, comme ;1 NQ2NG est une intersection compléte de
degrés (2,2, g), d’apres la Proposition 1.11, on a e(Q1NQ2NG) = g et pour
tout sous-groupe strict X de @Q1NQ2NG,onae(X) < e(Q1NQ2NG) = g.

Ore(l’)=i+g—4>g.Donci=4etT'=Q1NQ2NG.

LEMME 3.5. — Soit I' un groupe de points vérifiant (H). On suppose
qu’il existe une surface S de degré s me contenant pas I' telle que
deg(I' N S) > sg. Alors T" vérifie les théorémes 3.1 et 3.2.

Démonstration. — On peut supposer que I' n’est pas plan. Soit s
minimum tel qu’il existe une telle surface. On choisit S telle que deg(T'NS)
est maximum. Notons I'; le résiduel de ' S dans I'.

Premier cas.
On suppose que e > 1+ g — 3.
Comme S NT vérifie le Théoréme 3.1, ona eI NS) <i+g—3<e.
(L’égalité ne peut avoir lieu car deg(I'N S) < d < ig.)
D’aprés la remarque 1.1, on a e(I';) > e(I') — s > i+ g — 3 —s. D’autre
part
degT'; =degT’ —deg(I'N S) < (1 — s)g.

Comme I'; vérifie le Théoréme 3.1, on a e(I';) < i+g—3—s. On en déduit
e('1) = i+g—3—s et I'; est une intersection compléte de degrés (1,i—s, g).

Soit H un plan contenant I'y. Alors deg(TNH) > (i—s)g > g. Comme s
est minimum et I" n’est pas plan, on en déduit s = 1. De plus

deg(TNS) =d—degl'y <ig—(i—1)g =g,

donc deg(I' N S) = g. Comme pour tout plan H' on a deg(I' N H') <
deg(' N S) = g, on a aussi deg(I' N H) = degl'y = g. Donc ¢ = 2 et I'y
est une intersection compléte de degrés (1,1, g), donc aligné. Mais alors il
existe un plan H; contenant I'; tel que deg(I'N.S) > deg(H1NT) > g+1,
c’est une contradiction. Donc e < ¢ + g — 3.
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Deuziéme cas.

Si e = i+g—4, on peut supposer que pour tout sous-groupe strict IV de
I', on a e(I'") < e. En particulier e('NS) < e. On en déduit (remarque 1.1)
que e(I';) > e — s. Le Théoréme 3.1 entraine alors degl'; > (i — s — 1)g.
On en déduit deg(T'N S) < (s+ 1)g.

De plus degI';y = d — deg('N S) < (i — s)g, ce qui entraine, en vertu
du Théoréme 3.1, e(I';) <i— s+ g —3. On a donc

(i—s—1)g <degT; < (i —3s)g,
i—s+g—4<elh)<i—s+g-3.

D’autre part, sg < deg(TNS) <d <ig,donc s <i—1.Sis=1i—1,
alors, d’apres le Lemme 1.3, I'; est soit aligné de degré g — 1, soit plan de
degré g. Donc il existe un plan H tel que deg(I'N H) > g. Comme T n’est
pas plan et s est minimum, on en déduit s = 1, d’ou 4 = 2. Ceci contredit
I’hypothese ¢ > 4 (remarque 3.1). On a donc s < i—2, c’est-a-dire i—s > 2.

Si e(l'1) =i — s+ g — 3, alors I'; est une intersection compléte de
degrés (1,7 — s, g). Il existe un plan H contenant I'; tel que deg(lT'N H) >
(i —s)g > 2g. On en déduit s =1 et deg(I'N H) = 2g (premiére partie de
la démonstration). Ceci entraine ¢ = 3, ce qui contredit ’hypothése i > 4.
Donc e(T';) =i — s+ g — 4 et on applique le Théoréme 3.2 & T';. Passons
d’abord en revue les exceptions (on rappelle que g > ¢ > 4) :

« Supposons que I'; est Pexception (ii). On a
i—s=2 g=4, degl; =8,

et I'; est soit une intersection complete de degrés (2,2,2) soit sur une
cubique gauche. Comme 4 < i < g, on a nécessairement ¢ = g = 4 et
s = 2. De plus

8 <deg('NS) <12, degl' <16, degl; =38,

donc
deg(TNS) =8, degl = 16.

Comme H(Jr, (2)) = 3, il existe deux quadriques indépendantes Q1 et Q2
telles que deg(T'N Q1) > 9 et deg(I' N Q2) > 9. Mais S est une quadrique
ne contenant pas I' telle que deg(T' N S) est maximum. On en déduit
I' € Q1N Q. Dapres le Lemme 3.4, on peut supposer que Q1 et Q2 ne
se coupent pas proprement. Donc @7 et ()2 ont un plan commun H, avec
deg(I' N H) < 3 car s est minimum. Soit I'y le résiduel de I'N H dans T'.
Alors I'; est aligné de degré > 13, ce qui est absurde car e = 4.
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« Supposons que I'; est ’exception (v). Alors
1 —s=23, g=4‘, degl'; = 12.
Comme 4 < ¢ < g, on a nécessairement i = g = 4 et s = 1. Comme
4<deg(T'NS) <8, degl' <16, degl'; =12,

on en déduit
deg(TNS)=4 et degl =16.

Comme S est un plan tel que deg(I' N S) est maximum, I'; ne peut étre
qu’une intersection compléte de degrés (2,2,3) (Théoreme 3.2).

Soit @ une quadrique contenant I';. Si @ ne contient pas I', alors
e(l'N Q) < e = 4. Soit I'y le résiduel de 'N Q dans T, alors e(T'y) > e —4
= 2. Or degI'; < 4. Donc (Lemme 1.3) T’y est aligné de degré 4. Il existe
alors un plan H tel que deg(I' N H) > 5, ce qui contredit deg(l' N .S)
maximum. Donc I' C @ et il existe deux quadriques contenant I' et se
coupant proprement. On conclut avec le Lemme 3.4.

 Supposons que I'; est ’exception (vi). Alors i — s = 3 et il existe une
cubique gauche T telle que deg(I';NT") > 3g—1. D’apres le Lemme 3.4, on
peut supposer qu’il n’existe pas deux quadriques contenant I et se coupant
proprement. On en déduit que I' n’est pas contenu dans 7. Soit ) une
quadrique contenant T" et pas I', alors 3g — 1 < deg(I' N Q) < 3¢g. On en
déduit s < 2.
> Si (¢,8) = (5,2), alors degI'y > 3g — 1 entraine deg(I'N S) < 29+ 1.
Or S est une quadrique ne contenant pas I telle que deg(I'N S) est
maximum. Pour toute quadrique @) contenant 7" et pas I', on a donc
3g—1<deg(I'N Q) <deg(I'NS) <29+ 1. Ceci est impossible.

> Si(4,8) = (4,1), alors g < deg(I'NS) < g+1let 3g—1 < degl'; < 3g.
De plus, pour tout plan H, on a deg(I' N H) < deg(I' N S). Ceci
entraine que T est integre. En effet, sinon il existerait une quadrique
décomposée contenant T, ce qui entrainerait ’existence d’un plan H
tel que deg(T'N H) > g + 1.

Soient @ une quadrique contenant T' et pas I' et I's le résiduel
deI'N@ dans . Comme e(I'NQ) <e=g,onaels)>g—2. Or
degl's < g+ 1; on déduit du Lemme 1.3 qu'il existe une droite L
telle que deg(T's N L) = g. De plus L C S et deg(T'NS) =g+ 1.

Notons
M =P H (Ir, (n)).

n>0
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Montrons que M vérifie les hypotheses de la Proposition 1.8.
Comme degJp, /(g —1) = 3(g—1) —(Bg—1) = -2, on a
Ir, /(9 — 1) ~ wr (faisceau dualisant sur T') et la suite exacte :

0—wpr —O0p(g—1) — Or,(g—1) — 0.
Du diagramme commutatif suivant,
H°(Ops(n)) — H°(Or,(n)) —— H'(Ip,(n)) —— 0

HO(OT(n)) — HO(Opl(n)) — Hl(wT(n—g+ 1)) — 0

!
0

on déduit 'isomorphisme
HY (9r, (m)) = H (wr(n — g+ 1),

c’est-a-dire :

M ~ @HO((‘)T(g -1-n))".
n>0 .

En particulier, on a rang(My_1) = 1.

Soit a un élément de degré n de Homg(R/(Xo, X1, X2, X3), M)
et a’ son image dans H°(Or(g — 1 — n))¥. Pour tout j on a
a'X;H°(Or(g —1—n—1)) =0, ce qui entraine n = g — 1. Donc

HOmR(R/(Xo,Xl,XQ,X3),M) o~ Mg_l.

Soit M/ I'image du morphisme : H*(Jr,(n)) — H(Ip(n + 1)).
Alors M' = @, M;, est un quotient de M. De plus My _; =
H'(Jr(g)) # 0, car H'(Jrns/s(g)) = 0. Du Corollaire 1.9, on déduit
l’isomorphisme M ~ M’. Donc pour tout n on a une surjection :

H°(Ir(n)) — H°(Irns/s(n)) — 0.

Or h%(Jrns/s(2)) = 2. Donc il existe deux quadriques indépendantes
contenant I'. D’apres le Lemme 3.4, on peut supposer qu’elles ne se
coupent pas proprement. On en déduit I'existence d’un plan H tel
que deg(T'N H) > g+ 1; c’est une contradiction.

« Supposons que I'; est ’exception (vii), c’est-a-dire une intersection

compléte de degrés (2,2,g). Soit @ une quadrique contenant I'y. Alors
deg(I'N Q) > 4g et on a vu dans la premiére partie de la démonstration
que cela entraine I' C Q. Donc I' est contenu dans deux quadriques qui se
coupent proprement. Le Lemme 3.4 permet de conclure.
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Si I' n’est pas une exception, il existe un plan H tel que

eTiNH)=(i—s)+g—4.

Ceci entraine d’aprés le Théoréme 3.1 que

deg(T1NH) > (i—s—1)g>g.

Donc g < deg(I'N H) < 2g et on en déduit s = 1. De plus
deg(T1NH) <29g=i=4.

On en déduit deg(T1; N H) =2g et Ty N H =T N H. Comme

elTNH)=(i—s)+g—-4=g—1

et deg(I' N H) = 2g, d’apres le Théoreme 3.1, I' N H est une intersection
compléte de degrés (1,2, g). Soit I'; le résiduel de ' N H dans T'.

Comme e = g et e('N H) < e, on a e¢(I'2) > g — 1 (remarque 1.1).
D’autre part deg(T'2) = d — deg(T' N H) < 2g, donc, d’apres le
Théoréme 3.1, I'y est une intersection compléte de degrés (1,2, g).

Finalement on a

degly =2g, deg(TNH)=2g, degl =4g
et I's et I' N H sont des intersections complétes de degrés (1,2, 9) :
TINH=HNQ@:iNG et To=H NQ2NG.

On va montrer que ceci entraine que I' est une intersection compléte
de degrés (2,2,g), c’est-a-dire qu’il existe une quadrique Q telle que
r=HH NQNG.

Soit M = @,, H*(Ir,(n)). D’apres la Proposition 1.11, comme I'; est
une intersection compléte de degrés (1,2, g), M vérifie les hypothéses de
la Proposition 1.8 avec e(I'z) = g — 1.

Soit M! I'image du morphisme : H!(Jr,(n)) — H(Jr(n + 1)). Alors
M’ = @, M), est un quotient de M. De plus M, _, = H'(Ir(g)) # 0,
car H'(Jrnp/u(g)) = 0. Du Corollaire 1.9 on en déduit Iisomorphisme
M ~ M’. Donc pour tout n on a une surjection :

Ho(jr‘(n)) — Ho(jan/H(n)) — 0.

En particulier, pour n = 2, on en déduit que la quadrique générale qui
contient I' coupe proprement H. De méme, la quadrique générale conte-
nant I' coupe proprement H’. Il existe donc une quadrique @ telle que
I'=HH NQNG. On conclut avec le Lemme 3.4.
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3.3 Deuxieme étape.

LEMME 3.6. — Soient I vérifiant Uhypothése (H) et S une surface de
degré s contenant I (et pas C).

e Si s <d/g, alors T vérifie le théoréme 3.1.
e Sis<d/g, alors T vérifie le théoréme 3.2.

Démonstration. — On choisit une surface S de degré minimum s
contenant I' (et pas C). On peut supposer s > 1 car le Théoréeme 3.1
est démontré pour I' plan et le Théoreme 3.2 est évidemment vrai dans
ce cas.

Supposons d’abord que S est intégre.

D’apreés (H), il existe deux surfaces G et G’ de degrés g contenant T’
telles que S, G et G’ se coupent proprement. Notons C' = GNG'. Soit A
le groupe de points lié & T par SNGNG’. On a :

Jascr(8) = Irjor = Homg_ (Jr/cr, Ocr).
La multiplication par S définit un morphisme injectif :
H°(0ci(29 —4—€)) —22 HO(Ja 0 (s + 29 — 4 —€)).
Or on a les isomorphismes :
H°(0c/ (29 — 4 —e)) ~ H (Oc:(e))” =~ H*(Jor(e))"
HO(Iajor(s+29—4—e)) ~ H (o (29 — 4 —e)) ~ H' (Ipjcr(e)"
Comme h1(Jr/cr(€)) — h2(Jor(e)) = A (Ir(e)) # 0,, on a :
R (Oci (29 —4—€)) #h°(Ia/cr(s +29 — 4 —¢)).

Donc s n’est pas un isomorphisme. Il existe une surface S’ de degré
29 — 4 — e + s contenant A et pas C’, non multiple de S. Comme S
est integre, S et S’ se coupent proprement et il existe une surface G” de
degré g contenant A telle que S, S’ et G” se coupent proprement. Comme
ACG"NnSNS’, on en déduit, puisque d < ig :

degA =5g> —d<gs(s+29—e—4) = e<g+s+i/s—4.

Premier cas.
Sie>i+g—3ets<d/g<i, comme s> 1, alors :

i+9g—-3<g+s+i/s—4=>i(s—-1)<s(s—1) =i<s.
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On en déduit ¢ = s. Ceci entraine e =i+ g — 3 et
deg A = sg® —d = sg(g — 1) = deg(SNS' NG").

Donc A = SNS' NG" et JA/SHG” ~ Ogng#(—g + 1). Or jA/SﬁG” ~
Ir/sna»(=g)- Donc Ir/sngr =~ Ogngr(—1), c’est-a-dire, T est une inter-
section complete de degrés (1,s,g). Mais c’est une contradiction car I’
n’est pas plan. Donc e < i + g — 3 et I" vérifie le Théoreme 3.1.

Deuzxiéme cas.
Sie=i+g—4ets<d/g<i,alors

s(s—i)+i>0
= 2> (s—1)i>(s—1)(s+1) (car s<1)
= i(s—1)=s> ou i(s—1)=s>~1
= s=i—1 ou s=2 et i=4 (car s> 1).

e Sis=2eti=4,alorse=getsg?—ig=sg(s+2g—e—4), cest-a
dire deg A = deg(S NS’ NG"). Donc A est une intersection compléte de
degrés (2,g—2,9) : A=5NS'NG". Or

Ir/sner = :JVA/SOG“(—Q) = Osngr (—2),

donc T' est une intersection complete de degrés (2,2,g). C’est l'excep-
tion (vii) du Théoréme 3.2.

e Sis=1i—1,alors (s,s+29g—e—4,9) = (i—1,9g—1,g). Soit A’ le
résiduel de A dans l'intersection complete SN S’ NG”, alors :

degA'=(i—1)(g-1)g—((i—1)g*~d)=d—g(i—1) < g.
Notons C” = SN G”. On a par la liaison :
jA’/C’” ~ JVA/C"(—g + 1) et JF/C” ~ TA/C"(—Q)

Donc Jp/cr = Iarjcn(—1). Notons o la section de Jx/ ¢ définissant A'.

> Si 'application H°(O¢» (1)) — H®(Jp on(1)) définie par o est un

isomorphisme, alors il existe un plan H tel que I' est le schéma des

zéros de la section 0 H de JA, /o (1) =~ Iy /. Dans ce cas HNC" est

un sous-groupe de points plan de I' qui est une intersection compléte

de degrés (1,i — 1,g). Comme e(H NC") =i+ g — 4, le lemme est
démontré.
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> Si Papplication H°(Ocn(1)) — H°(Ja:/0n(1)) définie par o n’est

pas un isomorphisme, alors h°(J4,,cn(1)) > 5, donc par dualité
h'(Jarjcn(s+ g —5)) > 5. La suite exacte

0— H'(Ja(s+9—5) — H' (Tajcr(s +9—5))
— HY(O¢r(s+9—5)) =0

montre que h'(Ja/(s + g — 5)) # 0. Comme s = i — 1 > 3, on en
déduit h'(Ja/(g — 2)) # 0, donc A’ est aligné de degré g. Comme
RO(Jr;c(2)) = h°(Jarycn(1)) > 2, il existe deux quadriques Q1
et Qo contenant I' et pas C”.

Si @7 et Q2 se coupent proprement, alors, d’apres le Lemme 3.4,
T' est une intersection compléte de degrés (2,2,g). Cest I’excep-
tion (vii) du théoréme.

Si @1 et Q2 ont un plan commun H, notons I'y le résiduel de 'NH
dans T'. Alors il existe une droite L contenant I'y. Sie('N H) < e,
alors e(I'1) > e—1, donc deg(T'NL) > deg(I';) > e+1 = g+ 1. Ceci
entraine L C GN G’ N S; c’est une contradiction car G, G’ et S se
coupent proprement. Donc e(I' N H) = e et I vérifie le théoréme.

Si S n'est pas intégre.
On peut écrire S = 5152 avec deg S; = s; < s. (On confond surface et

polyndme homogene). Soit I'; le résiduel de I'NS; dansT. AlorsT'; C Sy et

deg(I' N 1) + deg(T' N S3) > deg(T' N S1) + deg Ty
=d > sg = s19 + S29.

On a donc d > deg(I'N Sy) > s19 ou d > deg(I' N S2) > sag. On conclut
grace au Lemme 3.5.

Le Corollaire 1.6 et le Lemme 3.6 entrainent :

COROLLAIRE 3.7. — Soit T vérifiant U’hypothése (H) tel que pour tout

sous-groupe strict IV de T, on a e(I") < e. On suppose qu’il existe un
entier n < d/g tel que :

o Si T vérifie la partie 1) de I’hypothése (H),

mm@JM<c;ﬂ—mm@»

o Si T vérifie la partie 2) de ’hypothése (H),

h'(Ip(e —n)) < <n ;_ 3).

Alors T vérifie les théorémes 3.1 et 3.2.
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3.4 Troisiéme étape.

Soient I' vérifiant I'hypothese (H) et I' la projection générale de T
dans P2.

Supposons qu'’il existe une courbe plane T' de degré t telle que
deg(IT"'NT) > tg.
Alors le cone au-dessus de T est une surface S de degré ¢ telle que
d>deg(I'NS) > tg.

Si S ne contient pas I', alors le Lemme 3.5 démontre les Théorémes 3.1
et 3.2. Si S contient I', alors, comme ¢ < d/g, S ne peut pas contenir C
et le Lemme 3.6 démontre les Théoremes 3.1 et 3.2.

De méme, si T" est une courbe plane de degré ¢ telle que

tg=degI'NT) < d,

alors le cone S au-dessus de T est une surface de degré ¢ ne contenant pas I"
telle que deg(I'NS) > tg. Le Lemme 3.5 démontre alors les Théoremes 3.1
et 3.2.

On peut donc faire ’hypotheése suivante :

Hyporuese (H'). Pour toute courbe plane T de degré t, on a
deg(I" NT) < tg avec égalité si et seulement si ' C T.

Fin de la démonstration du théoréme 3.1.

Le Lemme 3.3 entraine e(I") < d/g+ g — 3, avec égalité si et seulement
si ' a le caractére d’une intersection compléte de P? de degrés (d/g, g).

Or e¢I') < e(I"), donc e < i+g—3. Deplussie =1i+g—3,
alors e(I') = d/g+ g — 3 = e, et d’apres le Lemme 3.3, I est une
intersection compléte de degrés (d/g,g). On a donc h'(Jp/(e — 1)) = 3.
Comme h!(Jp(e — 1)) < h'(Jp(e — 1)), on en déduit

h! (Jr‘(e - 1)) < h! (Jr(e)) + 2.

D’aprés le Lemme 1.5, il existe un plan H tel que e(I' N H) = e. Le
Théoreme 3.1 est vrai.

Fin de la démonstration du théoréme 3.2.
On suppose que e =i+ g — 4. Soit ng > n; > .-+ > ns_; le caractere
de I'.
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LEMME 3.8. — Pour tout j < i, ona nj_y—n; <1l e i+g—12>
ng>t+g—2.

Démonstration. — Les conditions e(IV) > e(I') et ng = e(I") + 2
entrainent ng > i+ g — 2.

Soit j minimum tel que n;_; —n; > 2. D’apreés la Proposition [EP],
il existe une courbe T de degré j telle que T NI a pour caractére
(no,m1,...,mj-1). On a alors :

degV > deg(T NT') = Z(nk —k)> Z no — 2k),
k=0 k=0

ce qui entraine
deglV > j(i+g—j—1).

Comme T ne contient pas I'', Phypothése (H') implique deg(I"NT) < jg,
d'ou j(i+g—j—1) <jg, c’est-a-dire i < j.
Supposons ng > i + g; alors

i—1 i—1

degF'ZZ(nk— Z (no — 2k) > i(g+1),
k=0 k=0

ce qui contredit degI” < i¢g. Donc ng <i+g¢g — 1.

LeMME 3.9. — Si I" vérifie la partie 1) de (H) et l'une des hypothéses

suivantes :
h'(Ir(e—1)) <4, ou

h'(Ir(e—2)) <9, ou
R (Irs(e — 3)) < 20 — h°(Ic(3)),
ou s1 I vérifie la partie 2) de (H) et l'une des hypothéses suivantes :
h'(Ip(e—1)) <4, ou
h' (Jr/(e — 2)) < 10, ou
h' (Irs (e — 3)) < 20,

alors T vérifie le théoréme 3.2.

Démonstration. — Rappelons que pour tout entier n, on a :
h! (jp/ (n)) > h! (jr(ﬂ))
Supposons que I' vérifie la partie 1) de ’hypothese (H).
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o Si h'(Ip(e—1)) < 4, alors h'(Ip(e —1)) < 4 — h°(I(1)) car C n’est
pas plane.

o Si h%(Jo(2)) > 2, alors T est contenu dans deux quadriques qui se
coupent proprement car C' est intégre. Le Lemme 3.4 donne le résultat.
On peut donc supposer h°(Jc(2)) < 1. Si Al(Ir(e — 2)) < 9, alors
h(Ir(e —2)) < 10 — h°(Io(2)).

o Sihl(Ir(e—3)) < 20—h%(Jx(3)), alors hl(Ir(e—3)) < 20—h°(Ic(3)).
Le Corollaire 3.7 donne le résultat.

Si T' vérifie la partie 2) de I’hypothése (H), c’est une conséquence
immédiate du Corollaire 3.7.

Nous allons maintenant étudier toutes les possibilités pour le caractere
de I'. Rappelons que

s—1 i—1
degl’ = "(n; —4) = > (n; —j),
j=0 Jj=0

B! (Ir/(n)) < Z Card{j; n; > k}.

k>n+2

e Sing<i+g—3,alorsng =i+g—2etn; =i+g—3 (Lemme 3.8).
Ceci entraine h'(Jp/ (i + g — 5)) = 3. On conclut grace au Lemme 3.9.

e Simg > i+ g— 3, alors les caracteres possibles sont :

(no, - -
(ng, ...
(no, . ..
(no, ...
(no, - .-
(ng, ...
(ng, ...
(ng, ...
(ng, ...
(noy .-

Sni-1)=(@+i—1,9+i-2,...,9+1,9),
nic1)=(g+i—2,g+i—2,9+i—3,...,9),

i) =(g+i—2,g+i—2,g+i-3,...,9+1,9+1),

) =(g+i—2,9+i—2,9+i—-3,...,9+1,9,i+1),
ni—1)=(g+i—2,9g+i—-3,9g+i—3,...,9+1,9),

i) =(g+i—2,g+i—-3,9+i—3,...,9+1,9g+1),
n)=(g+i—2,g+i—-3,g+i—3,...,9+1,g,i+1),
nic1)=(g+i—2,9+i—-3,9+i—-3,...,9+2,9+2,9+1),
i) =(g+i—2,9+i—3,9+i—3,...,9+2,g+1,9+1,i+1),
n)=(9g+i—2,9g+i—3,9+i—-3,...,9+2,9g+1,9,i+2).

Dans tous les cas, on trouve :

h'(Ir(i+g—6)) =8 ou h'(Ip(i+g—7)) <15
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D’apres le Lemme 3.9, le seul cas restant & étudier est le cas ot I' vérifie
la partie 1) de ’hypothese (H) et h%(Jc(3)) > 5.

De plus on peut supposer h°(Jc(2)) < 1, sinon comme C est intégre,
le Lemme 3.4 permet de conclure.

LEMME 3.10. — Soit C une courbe intégre de P? telle que h°(Jc(2)) < 1
et h°(Jc(3)) > 5. Alors deg C < 6.
Démonstration.

« Supposons que h%(Jc(2)) = 1 et soit Q une quadrique contenant C.
Alors @ est integre et il existe une cubique qui coupe C proprement. Ceci
entraine deg C < 6.

« Supposons que h°(Ic(2)) = 0. Alors il existe deux cubiques K et K’
qui se coupent proprement. Ceci implique deg C' < 9.

> SidegC =9, alors h°(J¢(3)) = 2, c’est une contradiction.

> Sideg C = 8§, alors C' est liée par deux cubiques & une droite. On en
déduit (c¢f. [PS]) que I'idéal gradué est engendré par deux cubiques
et une quartique, ce qui contredit h°(Jo(3)) > 5.

> SidegC =7, alors C est liée par deux cubiques & une courbe C’ de
degré 2. On a la suite exacte de liaison (cf. [PS]) :

0— wC/(l) i OKﬂK’(3) — 00(3) — 0.

Donc h%(3¢(3)) = h®(Txnk:(3)) + A% (wer (1)) = 2 + h%(wer (1)).

Si C’ est une conique alors h®(Jc(3)) = 3, c’est une contradiction.

Si C’ est la réunion de deux droites disjointes L et L', alors
wer(l) ~ Or(=1) ® Or(=1). Donc h°(Jc(3)) = 2, c’est une
contradiction.

Si C” est une droite double de support L, alors il existe un entier k
tel que ’on ait une suite exacte

0— 0p(k) — Ocr — O, — 0.

Comme Or (k) est un quotient du fibré conormal 201(—1) de L, on
en déduit k£ > —1. En dualisant la suite exacte, on obtient :

0= wr(1) — wer(1) — wr(l - k) — 0.
Or h¥(wr(1)) = h°(0L(~1)) = 0 et
Ro(wr (1 —k)) =h®(0L(-1—k)) < 1.
Donc h®(wer (1)) < 1 et A%(Jc(3)) < 3, c’est une contradiction.
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Il reste & étudier les cas 4 < ¢ < deg C < 6. Pour cela on considere la
suite exacte
0—IJc(e) — Ir(e) — Ipyc(e) — 0.

D’apres le théoreme de Castelnuovo sur la majoration du genre des courbes
gauches integres, et si p,(C) est le genre arithmétique de C, on a :

si deg C' = 4, alors p,(C) < 1,
si deg C' = 5, alors p,(C) < 2,
si deg C' = 6, alors p,(C) < 4.

Remarquons que si (i, deg C, p, (C)) = (4,4, 1), alors C est I'intersection
complete de deux quadriques; on conclut grace au Lemme 3.4.
On peut donc supposer

(i,deg C,pa(C)) # (4,4,1).

Comme e =i+g—4>4>degC —2,0n ah'(Jc(e)) = 0. On a donc une
suite exacte :

0 — H'(Ip(e)) — H'(Ir/c(e)) — H'(0Oc(e)) — 0,

et 1 < h*(Ir(e)) < h*(Irsc(e)).

o Si C est lisse, on calcule directement
deg(Ir/c(e)) > edeg C —ig = g(deg C — i) + (i — 4) deg C,

et on trouve deg(Jr/c(e)) > 2pa(C) — 2. Donc h'(Jr(e)) = 0, c’est une
contradiction.

e Si C n’est pas lisse (seulement intégre), comme h'(Jr,c(e)) > 1,
on a:

H°(Homc¢(Jr/c(e),we)) #0, donc  x(we) > x(Irjc(e))-
Or x(we) =pa(C) — 1 et
x(Irjc(e)) = x(0c(e)) — x(Or(e)) = edeg C + 1 — po(C) — degT.
On trouve alors
204(C) — 2 > g(deg C — i) + (i — 4) deg C,

ce qui est impossible dans tous les cas. Le Théoréme 3.2 est démontré.
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4. Gonalité et indice de Clifford d’une courbe lisse
intersection compléte de P3

DEFINITION 4.1.

¢ Soit C' une courbe. On appelle gonalité de C et on note gon(C) le plus
petit entier n tel qu’il existe un morphisme C' — P! de degré n. Autrement
dit, c’est le plus petit entier n tel qu’il existe un faisceau inversible £ sur C
de degré n avec h°(L) > 2.
o Soit £ un faisceau inversible sur C. On appelle indice de Clifford de L
Pentier
Cliff (L) = deg L — 2(h°(L) — 1).

e On appelle indice de Clifford de C et on note Cliff(C) le plus petit
indice de Clifford des faisceaux inversibles £ sur C vérifiant h°(L) > 2 et
RO(LY @ we) > 2.

REMARQUES 4.1.
1) On a la majoration Cliff(C) < gon(C) — 2.

2) Soit L un faisceau inversible sur C tel que
RO(L)>0 et RO(LY ®@we) > 2.

Alors Cliff (LY @ we) = ClLff(L).

LEMME 4.1. — Soit C = F N G une courbe intersection compléte de
degrés (f,g) dans P3, lisse et connexe. Soient L un faisceau inversible sur
C et T le diviseur des zéros d’une section de L. Alors

RO(L) =h'(Ir(f +9—4)) + 1.
On en déduit l'équivalence :
L) >2<el)>f+g—4
Démonstration. — On considere la suite exacte :
(1) 0 — H'(Ir(n)) — H'(Ir/c(n)) — H'(0Oc(n)) — 0.
On a HO(L)Y ~ H'(Jr/c ® we) avec we ~ Oc(f + g — 4). Donc
R (L) = b (Tryc(f +9—4)).
On déduit de la suite exacte (1) :
hO(L) = h' (In(f +g—4)) +1.
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THEOREME 4.2. — Soit C = F'NG une courbe intersection compléte de
degrés (f,g) de P3 lisse et conneze. On suppose g > f > 2. Soit £ le degré
mazimum d’un groupe de points aligné dans C. Alors gon(C) = gf — £.

De plus si L est un faisceau inversible sur C, alors h°(L) > 2 et
degL = fg — ¢ si et seulement si le schéma des zéros d’une section de L
est le résiduel dans une section plane de C d’un groupe de points aligné.

Démonstration. — Remarquons que 2 < ¢ < g. En effet, si £ > ¢
alors il existe une droite L telle que deg(L N C) > g, ce qui entraine
L C FNG = C'; ce qui contredit les hypothéses sur C.

Fixons une droite L telle que deg(C N L) = £. Soient H un plan
contenant L et I' le résiduel de C'N L dans C'N H. Notons £ = Jp/¢
le faisceau inversible associé. On a degL = fg — £ et h°(L) > 2. On en
déduit gon(C) < fg —¢£.

Soit £ un faisceau inversible sur C' tel que h%(L) > 2 et degl <
fg—¢ < fg—2. Notons I' le schéma des zéros d’une section de L. On
a degT < fg, donc, d’apreés le Théoréme 3.1, on a e(I') < f + g — 3. On
déduit du Lemme 4.1 que e(I') = f + g — 4.

Alors d’apres le Théoréme 3.2 (avec 1 = f), il existe un plan H tel que
e(TNH) = f+g—4. En effet, comme degI" < fg — 1, I' ne peut pas étre
une des exceptions. Soit A le groupe de points lié a 'N H par HNFNG.
On a:

Insanr = Ina/anr(=9)

h' (jFﬂH/HnF(f +9- 4)) = h° (J}"nH/HnF(l - 9)) = R° (jA/HﬂF(l))'

Comme h'(Jrap/anr(f +9 —4)) # 0, on en déduit que A est aligné.
Comme deg A < ¢, on a

fg—1£>degl' > deg(T'NH) > fg —degA > fg— L.

On en déduit degL = fg — £ et gon(C) = fg — £.

THEOREME 4.3. — Soit C = F N G une courbe lisse intersection
compléte de P de degrés (f,g), avec g > f > 2 et (f,g) # (3,3). Alors
Cliff(C) = gon(C) — 2.

L’exception (3, 3) est étudiée par G. Martens dans [M]. Dans ce cas on
a gon(C) = 6 et Cliff(C) = gon(C) — 3 = 3 = Cliff (O¢(1)).

Pour les courbes planes de degré d > 4, on a gon(C) = d — 1 et
Cliff(C) = gon(C) — 3.
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Démonstration. — Remarquons que si (f,g) = (2,2), alors la courbe
est elliptique et on a gon(C) = 2 et Cliff(C) = 0. Si (f,g) = (2, 3), alors
la courbe est trigonale et ClLiff(C) = 1.

D’apres la remarque 4.1, on a Cliff(C) < gon(C) — 2, et d’aprés le
Théoréme 4.2, gon(C) = fg — £, ol £ est le degré maximum d’un groupe
de points aligné dans C.

o Si C est hyperelliptique, alors gon(C) < 2 entraine

(f-lg<fg-t<2,
donc (f,g) = (2,2). C’est un cas déja traité.

o Si C est bi-elliptique, alors gon(C) < 4 entraine

(f-1g<fg—€<4,

donc (f,g9) = (2,3), cas déja traité, ou (f,g9) = (2,4). Supposons
donc que C est bi-elliptique de degrés (2,4). Alors, il existe un faisceau
inversible £ de degré 6 tel que h°(L) = 3. Doit I le schéma des zéros d’une
section de L. D’apres le Lemme 4.1, on a h!(Jp(2)) = h%(L) — 1 > 2. Ceci
entraine h'(Jp(1)) > 3 donc I est plan et £ est un sous-faisceau de O¢(1).
Mais deg L = 6 entraine alors h°(L) < 2; c’est une contradiction.

On peut donc supposer dans la suite que (f, g) est différent de (2,2) et
de (2,3) et que C n’est ni hyperelliptique, ni bi-elliptique.

Soit L un faisceau inversible sur C' calculant I'indice de Clifford et tel
que h°(L) soit minimum. On note r = h%(L) — 1 et d = deg L. Alors

Cliff(C) = Cliff (L) =d — 2r

etonad—2r < fg—£—2.Si Cliff (C) < gon(C) —2, alors d’apres [ELMS,
Lemme 1.1], £ est trés ample et 'image C’ de C' dans P" n’a pas de k-plan
(2k — 2)-sécant pour 1 <k <r—2.

D’aprés [ELMS, Cor. 3.5], pour d # 4r — 3, on a d > 6r — 6. Donc
d > 4r — 7. D’aprés [CM, Th. A}, C' a un (r — 2)-plan (2r — 3)-sécant
dans P". Notons V; ce (r — 2)-plan et L' = Jy,ncr/cr(1). Alors L est un
sous-faisceau de L et on a :

deg L' = d — (2r — 3) = Cliff(C) + 3.
De plus (L) = 2; donc Cliff(C) > gon(C) — 3. On en déduit :
Cliff(C) = gon(C) — 3 = deg L' — 3.
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Soit s’ une section de L' et s son image dans H°(L). On note res-
pectivement ' et TV les schémas des zéros de s et s’ dans P3. On a
IYcIl cCcP?,

degT'=d et degl'=d— (2r—3)=fg—~

D’apres le Théoreme 4.2, le schéma I est le résiduel dans une section
plane de C d’un groupe de points aligné de degré £. 1l existe donc un
plan H de P3 tel que I¥ ¢ HN C. Soit I'; le résiduel de ' H dans T
Alors

degl'; =d —degT'NH) <d—degl" = 2r — 3,

c’est-a-dire deg'y < d — (fg — ¢).
D’apres [CM, Cor. 3.2.5], si C n’est ni bi-elliptique ni hyperelliptique et

©)> {2Cliﬁ"(C) +4 pour Cliff(C) impair,
Pa 2Cliff(C) +5 pour Cliff(C) pair,

ol po(C) est le genre de C, alors d < 3 (Cliff(C) + 2).
Comme Cliff (C) = fg—£—3 et 2p,(C)—2 = fg(f+9—4), la condition
numérique est équivalente a

—4¢ — 4 pour fg — ¢ impair,

fo(f +9—8)> {_4g_6 pour fg — £ pair.

Pour f + g > 8, ceci est toujours vrai. Il reste a étudier les cas :
(f,9) = (3,4), (2,4) ou (2,5).

Mais si f < 3, comme F' est normale elle contient des droites, et on a
£ = g. On voit alors que la condition est vérifiée. On a donc :

d< 3(fg—0-1) = degl' < L(fg—£-3).
e Si f = 2, on trouve degl'; < %(g — 3), ce qui entraine d’apres le

Lemme 1.3 .
e(T) < 3(9—3)—2=5(g— 7).

On en déduit e(I'1) <g—3=f+g—5.

e Si f > 3, alors %(fg—€—3) < (f — 2)g, donc degT'; < (f — 2)g.
D’apres le Théoreme 3.1, ceci entraine e(I';) < f+g—>5. De la suite exacte

0—Ip,(f+9g—-5) — Ir(f+9—4) — Ipnu/a(f+9—4) =0,
on déduit A (Ir(f + g —4)) = A Irnm/u(f +9 — 4)).
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Si on note L = Jfg/c, on a (Lemme 4.1) :
RO(L") = h'(Irru(f+9—4)) +1=h'(In(f +9—4)) +1=h(L).
Donc £ ~ L". Comme L" est un sous-fibré de O¢(1), on en déduit
2 <hi(L) <4

e Si hO(L) = 4, alors L ~ O¢(1) et Cliff(L) = fg — 6, c’est une
contradiction.

o Si hO(L) = 3, alors deg L = fg — 1 et Cliff(L) = (fg — 1) — 4, c’est
une contradiction.

o Si hO(L) = 2, alors degL = fg — £ et Clff(L) = (fg — £) — 2, clest
une contradiction.

Conclusion : on a
Cliff(C) = gon(C) — 2.
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