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QUELQUES QUESTIONS SUR LES INTEGRALES
ORBITALES UNIPOTENTES ET
LES ALGEBRES DE HECKE
PAR

JeEAN-Lour WALDSPURGER (*)

RESUME. — Pour un groupe réductif sur un corps local, on formule une conjecture
exprimant la dimension de I’espace engendré par les restrictions des intégrales orbitales
unipotentes a ’algebre de Hecke-Iwahori.

ABSTRACT. — For a reductive group over a local field, we propose a conjecture
that give the dimension of the space generated by the restrictions of unipotent integral
orbitals to the Hecke-Iwahori algebra.

Introduction

Soient F' un corps local non archimédien, G un groupe réductif connexe
défini sur F' et G = G(F'). On suppose G quasi-déployé, déployé sur une
extension non ramifiée de F. Fixons un sous-groupe d’Iwahori B de G
et notons X D’espace des fonctions sur G, & valeurs complexes, a support
compact et biinvariantes par B. Notons d’autre part U ’ensemble des
orbites unipotentes de G. Pour tout u € U, fixons une mesure sur «
invariante par conjugaison. On définit alors une distribution J, sur G,
l'intégrale orbitale associée & u. On note J,| x sa restriction & X et Dy, (X)
le sous-espace du dual de X engendré par les formes linéaires J,|y
quand u parcourt U. On propose ci-dessous une formule conjecturale pour
la dimension de Dy (X).

(*) Texte recu le 9 mai 1994, révisé le 12 octobre 1994.
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2 J.-L. WALDSPURGER

Fixons maintenant un sous-groupe compact maximal hyperspécial K
de G et notons X¥ I’espace des fonctions sur G, & valeurs complexes,
a support compact et biinvariantes par K. On définit comme ci-dessus
un sous-espace Dy (XE) du dual de XX et on propose une formule
conjecturale pour la dimension de Dy (XX).

Ces formules nécessitent des constructions immobiliéres un peu subtiles
pour 'auteur. Lequel a donc préféré les décrire & titre conjectural et
vérifier leur validité dans le cas des groupes classiques non ramifiés. On
démontre ensuite les conjectures pour les groupes GL(n) et SL(n). Il ne
s’agit que d’une reformulation de résultats déja connus dus & HALES et
a Pauteur. Dans le cas des groupes classiques non ramifiés, on montre
seulement que les formules proposées ont une certaine cohérence. On
obtient des résultats tres partiels en reformulant certains résultats de
Magdy AsseEwM.

On note © 'anneau des entiers de F, F, son corps résiduel et p la
caractéristique de F,.

2. Constructions immobiliéres

2.1. — On décrit dans ce paragraphe les constructions immobilieres
conjecturales évoquées ci-dessus. On suppose dans tout le paragraphe 2
que p est «assez grand ». Soit I(G) 'immeuble de Bruhat-Tits de G.

Commencons par décrire ce que nous appelerons les sous-espaces affines
distingués de I(G). Ce sont les sous-ensembles C' de I(G) obtenus ainsi :
soit A C I(G) un appartement; c’est un espace affine réel muni d’une
décomposition en facettes; fixons une facette; alors C est le sous-espace
affine de A qu’elle engendre. Soit donc C' un tel sous-espace affine distingué
de I(G), notons M le sous-groupe des éléments de G qui fixent tout point
de C. La théorie de Bruhat et Tits associe & C un groupe M sur O, lisse
et tel que M = M(0). Notons M9 le plus grand quotient réductif de
M xoF, et M™ =M red(F,). Il y a une application naturelle

py s M — M

qui est surjective. Soit Ng(M) le normalisateur de M dans G. Il y a
une action de Ng(M) sur M™? telle que pys soit équivariante. Notons
Ug(M*?) ensemble des orbites pour l'action de Ng(M) d’éléments uni-
potents de M4 et U2nis(Med) le sous-ensemble des orbites anisotropes,
i.e. qui ne coupent pas de Lévi propre de M*4 défini sur F,. Notons M
I’ensemble des sous-groupes M comme ci-dessus (quand on fait varier C),
U’ I’ensemble des couples (M, up) ot M € M et upy € UZS(M™d). Le
groupe G agit par conjugaison sur U’; on note U” ’ensemble des orbites.
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INTEGRALES ORBITALES UNIPOTENTES 3

Nous ferons les hypothéses suivantes.

HYPOTHESE 2.2. — Soit (M,up) € U'. L’ensemble des orbites u € U
telles que uN py; (uar) # O est non vide et posséde un unique élément de
dimension minimale.

Cet élément ne dépend que de la classe de conjugaison de (M,ups).
Cela définit une application ¢ : U” — U.

HypoTHESE 2.3. — L’application ¢ est une bijection.

2.4. — Soit M € M. On note FZ(M™d) l'espace des fonctions
sur M™4 & support unipotent invariantes par conjugaison par Ng(M)
et F& s (M) le sous-espace des fonctions uniformes. (Rappelons
qu’'une fonction sur un groupe fini réductif connexe est dite uniforme
si elle est combinaison linéaire des caracteéres Rr ¢ de Deligne-Lusztig,
cf. [C, chap. 7]; remarquons que les fonctions sur M™d & support uni-
potent sont a fortiori & support dans la composante neutre de MT™9.)
Notons

Punif : FE(M™®Y) — F& e (M)

la projection orthogonale. Si X C M™d, notons 1x la fonction carac-

téristique de X . Notons F¢’ s (\fred) Pespace engendré par les fonctions

Punit (1) pour u € Ug“‘s(Mred). Fixons un ensemble de représentants
{M;; i=1,---,m} des classes de conjugaison d’éléments de M. Posons :

d
69 Gruomit (MFeY).
On définit une application
p:U—F
de la facon suivante. Soit u € U. Il existe un unique i € {1,...,m}
et un unique u; € UZMS(MFed) tels que ¢(M;,u;) = u. On note P(u)

I’élément de F dont la i-itme composante est pynir(1y,) et dont les autres
composantes sont nulles.

2.5. — Soit M € M. Notons Zg"(M™?) I'ensemble des classes de
conjugaison par Ng(M) de tores maximaux de M9, définis sur F, et
elliptiques (i.e. non contenus dans un Lévi propre de M4 défini sur Fy).
Notons 7’ 'ensemble des couples (M, T) ot M € Met T € TS (M ). Le
groupe G agit par conjugaison sur 7’ ; on note 7" ’ensemble des orbites.

Soit maintenant 7' un sous-tore de G, maximal et non ramifié, i.e.
déployé sur une extension non ramifiée de F'. Il est naturellement défini
sur O. Soient F’ une extension non ramifiée de F', @ son anneau d’entiers,
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4 J.-L. WALDSPURGER

G' = G(F') et I(G') 'immeuble de G’. L’'immeuble I(G) se plonge
naturellement dans I(G’) et T'(O) agit sur I(G’). Notons Cr ’ensemble
des éléments de I(G) fixes par T(9).

HypPoTHESE 2.6. — Si F' est assez grand, Cp: ne dépend pas de F' et

est un sous-espace affine distingué de I(G).

2.7. — Notons simplement C' le sous-espace ainsi défini; soit M le
groupe sur O associé & C. Alors T (considéré comme défini sur ) se
plonge dans M et définit donc un sous-groupe réduit 774 de Mred.

HypoTHESE. — T est un sous-tore mazimal elliptique de M9,
2.8. — Notons 7 l’ensemble des classes de conjugaison de sous-tores

maximaux de G, non ramifiés. L’application T + (M,T™4) définit
naturellement une application

: T —T".

HypoTuESE. — L’application 1 est une bijection.

3. Les conjectures

3.1. — Soit X un sous-ensemble de U. Notons Dx(X) le sous-espace
du dual de X" engendré par les formes linéaires J, |y pour u € X et Fx le
sous-espace de F engendré par $(X) (cf. 2.4).

QUESTION. — A-t-on ’égalité dime Dx (X) = dime Fx ?

3.2. — On peut imaginer que pour tout M € M, on a I’égalité :
dime Fg/it (M) = # T8 (M),
Pour X = U, on peut conjecturer que la question ci-dessus admet une
réponse positive. L’hypothese 2.8 conduit alors a la
CONJECTURE. — On a les égalités :
m
dimc Dy (X) = dimc F =Y # TS (M) = #T.
=1
L’explication des égalités extrémes est la suivante. Soit
{Ii; i= 1,...,t}

un systeme de représentants des classes dans 7. Pour tout i, fixons un
élément x; € T;(0) dont la réduction dans (T;,, x F,)(F,) soit réguliere
(un tel élément existe si p est assez grand). Munissons la classe de
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INTEGRALES ORBITALES UNIPOTENTES 5

conjugaison de z; dans G d’une mesure invariante et définissons 'intégrale
orbitale J(x;) et sa restriction J(x;)|x.

On peut penser que J(z;)|x ne dépend pas du choix de z; et que
D, (X) n’est autre que l'espace engendré par ces formes linéaires J(x;)|x
pour i =1,...,¢.

3.3. — Définissons ’espace XX comme dans I'introduction. L’explica-
tion esquissée ci-dessus conduit & la conjecture ci-dessous. Considérons
I’ensemble des données

(ﬂ,LH,S,f,@)
ou :
o (H,'H,s,¢) est une donnée endoscopique non ramifiée du groupe G
(cf. [LS, §1.2] et [HL, §6]);

o O est une classe de conjugaison stable de tores maximaux elliptiques
et non ramifiés de H.

Deux telles données (H,LH,;s,£,0) et (H, H',s',£'0") seront dites
équivalentes 'l existe un isomorphisme o : H — H' défini sur F' et un
élément g € G C LG tels que :

(i) ¢ =1Int(g) o€ ola, ot “a: LH' — LH est Iisomorphisme associé
a « et Int(g) la conjugaison par g;

(i) a(@) =0’

REMARQUE. — Notons qu’il n’y a pas de condition portant sur s et s'.
En particulier, les conditions ci-dessus n’impliquent pas que les données
(H, H,s,&) et (H',LH',s',¢') soient équivalentes au sens de [LS, §1.2].

Notons € le nombre de classes d’équivalence de telles données.

CONJECTURE. — A-t-on dim¢ Dy (XK) =67

4. Le cas des groupes linéaires

ProprosiTION 4.1. — Soit n un entier > 1.

(i) Si G = GL(n) les hypothéses du §2 et les conjectures 3.2 et 3.3
sont toutes vérifices et la question 3.1 admet une réponse positive.

(ii) Si G = SL(n), il en est de méme sin < p.
Démonstration. — Soit V' un espace de dimension n sur F'.

4.2. — Supposons G = GL(n). On identifie G & GLr (V). Notons P(n)
l’ensemble des partitions de n, i.e. les suites A = (A,...,A.) d’entiers

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



6 J.-L. WALDSPURGER

telles que
r
MZ20>0 et Y A=n
i=1

L’ensemble U est en bijection avec P(n) : & un unipotent, on associe
la partition définie par sa décomposition en blocs de Jordan.

Les sommets de I(G) correspondent aux classes d’homothétie de

réseaux de V. Soient {ej,...,e,} une base de V et A = (\1,...,)\,) une
partition de n. Pour ¢ € {1,...,r}, notons L; le ®module engendré par
EA(I—1)415- - EA(3)> ot, pour tout j,

AG) =M+ + A

A notre base et & A, on associe le sous-espace affine distingué de I(G)
dont les sommets sont les classes d’homothétie de réseaux de la forme

21 ®---® 2L, avec z,...,2. € F*.
Le groupe M associé est :
M ={geGL(V); Vi € {1,...,r}, g(L;) = L;}.

Tous les éléments de M sont obtenus ainsi. La classe de conjugaison du M
ci-dessus ne dépend que de A. On a :

M ~ GL(A1,0) x - -+ x GL(A,, 0),
M4 ~ GL(A\1,Fy) x - -+ x GL(\r, Fy).

Ce dernier groupe a pour seule orbite anisotrope ’orbite réguliere.

L’hypotheése 2.2 est immédiate : un unipotent de GL(\;,0) qui se
projette sur un unipotent régulier de GL(\;,F,) est lui-méme régulier.
La construction ci-dessus met U” en bijection avec P(n). L’application ¢
de 2.3 se réduit & 'identité de P(n).

Pour tout entier £ > 1, notons Fj l’extension non ramifiée de F' de
degré £. Soit A = (A1, ..., Ar) une partition de n; fixons un isomorphisme
de V sur Fy, ®--- @ F),. Alors le tore

T=F/{<1><-~><F,\Xr

se plonge dans G. Sa classe de conjugaison ne dépend que de .
L’ensemble 7 s’identifie ainsi & P(n). Pour le tore ci-dessus, choisis-
sons une base {e1,...,e,} de V telle que pour tout i € {1,...,r},
{BA(i—1)+1, ceny €A(¢)} soit une base sur O de ’anneau des entiers 0y, de F},.

ToME 124 — 1996 — ~° 1



INTEGRALES ORBITALES UNIPOTENTES 7

On vérifie aisément que pour toute extension F’ de F non ramifiée
et assez grande, ’ensemble Crs de 2.6 associé & T n’est autre que le
sous-espace affine distingué de I(G) associé & la base ci-dessus et & \.
Décrivons T4(FF,) : c’est I'image de O x --- x 0X dans GL(\1,Fq) x
-+ XGL(Ar,Fq). C’est bien (I'ensemble des points sur F, de) I'unique sous-
tore maximal elliptique de ce dernier groupe. Cela vérifie les hypotheses
2.6 et 2.7, et 2.8 est immédiate.

On sait que ’ensemble {Ju| K ; u € U} est lindairement indépendant
(¢f. [W1, cor. IILI). Les conjectures du paragraphe 3 en résultent
immédiatement, ainsi que la réponse a la question 3.1.

4.3. — Supposons maintenant G = SL(n). On identifie G & SLp(V).
On fixe une base {ey,...,e,} de V et une uniformisante w de F.

Soit A = (A1,...,Ar) € P(n). Notons g()) le pged de Aq,..., A
Pour n € FX, choisissons ny,...,m, € F* tels que [[[_,m = n et
définissons un unipotent * € G par les formules : pour i € {1,...,r}
etje{AG—-1)+1,...,A()};

ej+ei—1  sij>A>Gi—-1)+3,
z(ej) = € +meji—1 sij=A>l-1)+2,
ej sij=A®G—1)+1.

La classe de = ne dépend pas du choix des 7; et ne dépend que
de la classe de n dans F*/F*9Q) (ou pour tout £ > 1, on pose
F*t = {2%; 2 € F*}). Toutes les classes unipotentes sont ainsi obtenues.
Donc U est en bijection avec l’ensemble Psp(n) des couples (A\,n) ol
A€ P(n) et n € FX/F*9),

A une base de V et & une partition A de n, on associe encore un sous-
espace affine distingué de I(G). Sa classe de conjugaison ne dépend que
de celle de ’ensemble de réseaux

{zniLi & ®2Ly; 21,...,2, € F*}

(les notations sont celles de 4.2). On voit facilement que I’ensemble des
classes de conjugaison de sous-espaces affines distingués est en bijection
avec l’ensemble P¢; (n) des couples (A,a) out A est dans P(n) et a dans

{0,...,g(A) — 1}. On décrit un ensemble de représentants des classes de
la facon suivante. Pour j € {n+1,...,2n}, posons :
€j = WEj_n.

Soit (A,a) € P, (n),A = (A,...,Ar). Pour ¢ € {1,...,r}, soit L;

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



8 J.-L. WALDSPURGER

le ®-module engendré par ej(;i—1)4at1;---» €A(i)+a- Le sous-espace affine
associé & (), a) a pour sommets les classes d’homothétie de réseaux de la
forme 1Ly & -+ - ® 2,.L,, avec 21,...,2, € F*. On note M) , le fixateur
de ce sous-espace affine. Alors

Myo={geSL(V); Vie{l,...,r}, g(L;) = L;};

T
M_X’g o~ {(gl, ..., 9r); pour tout i, g; € GL(A;,Fy) et Hdet(gi) = 1}.
i=1

Comme ci-dessus, on associe a tout ¢ € Fy/ Fq? @) une classe unipo-
tente anisotrope de M}°. Ces classes décrivent entierement UgMs(M5ed).
On en déduit que U” est en bijection avec ensemble PY (n) des triplets
(A,a,€) ot A€ P(n), a € {0,...,9(A) — 1} et € € F) /F; 9.

Comme n < p, Pg (n) et Psy(n) sont en bijection : & (A, a,€) apparte-
nant & P4 (n), on associe (A, w™ %' F*9Q)) ol &’ est un élément de O dont
la réduction appartient a €. Il est alors facile de vérifier ’hypothese 2.2
et de montrer que ’application ¢ de 2.3 est la bijection ci-dessus modulo
nos identifications.

Décrivons maintenant ’ensemble 7. Pour alléger les notations, on ne
décrira que les points sur F, ou Iy, des tores considérés. On construit les
tores maximaux non ramifiés de SL(V) de la méme facon que ceux de
GL(V), en remplagant F/\Xl X --- x FY par

-
{(zl,...,zr); pour tout i, z; € Fy, et HNF,\i/F(zi) = 1},
=1
ot Np,/r désigne la norme de l'extension Fy/F'. La classe de conjugaison
du tore obtenu est déterminée par un élément de I’ensemble des classes
EY x oo x FY \Isom(V, Fy, ® -+ @ Fy, )/ SL(V).

Alors T est en bijection avec P§ (n) : pour (A, a) appartenant & Pg; (n)
et A = (A1,..., ), on identifie V & F\, & --- @ F, de sorte que pour
tout 4, {€A(i—1)+a+1,---»€A(i)+a} S'identifie & une base de Oy, sur O et on
note T, le tore associé a cette identification. L’élément de M associé
a Ty, est M)y, et le tore réduit dans Mf\f’g appartient a 'unique classe de
conjugaison de tores elliptiques maximaux dans Mf\eg Ces descriptions
vérifient les hypotheses 2.6, 2.7 et 2.8. -

Pour tout M dans M, Despace Fghis(M™*4) est de dimension 1 :
il est engendré par la fonction caractéristique de I’ensemble des éléments
unipotents anisotropes de M*4. Identifions U & Psy(n); notons

€1 Psp(n) — Pg(n)

la composée de l'inverse de la bijection P§; (n) — Psi(n) décrite ci-dessus

TOME 124 — 1996 — ~° 1



INTEGRALES ORBITALES UNIPOTENTES 9

et de la projection évidente P{; (n) — P (n). Soit X C Psi(n). Il résulte
des considérations ci-dessus que dim¢ Fx = #£(X).

Soient (A, 7n) et (A, n') € PsL(n); supposons £(\, 7)) = £, 7). Je dis
qu’alors Jy » x €t Jy/ v x sont proportionnelles, ot 'on note Jy , et Jy ,y,
les intégrales orbitales unipotentes associées & (A, n) et (A',n’). Notons T
le tore de GL(V) qui stabilise les droites portées par les vecteurs de
base et Tp = T(0). On peut supposer que le sous-groupe d’Iwahori fixé
dans l'introduction est attaché a une alcéve dans I’appartement associé
a4 T'NSL(V). Alors la conjugaison par Ty respecte X et y agit trivialement.
Comme £(A,n) = £(A,n'),ona X = ) et on peut choisir des représentants,
encore notés n et ', dans F'* de sorte que n7m'~! est dans ©*. Construisons
comme au début de la démonstartion des éléments z (resp. z’) attachés
4 (A\,n) (resp. (), n')). Alors x et ' sont conjugués par un élément de Tp.
Il existe donc t € Tp tel que Jy, = cJy , 0 ad(t), ol ¢ est un scalaire
dépendant des choix des mesures. L’assertion en résulte. []

Pour (A, a) € P (n), posons alors :

Tra =D Jam

ou l'on somme sur les (A, n) € Psp(n) tels que £(A,n) = (A, a). Alors les
espaces engendrés par

{JA,THX; (AJI)GX} et {JA,aMg; (Aaa) Ef(X)}

sont égaux. Or Hales [H2, th. 3.2] a prouvé que I’ensemble
{JA,aw ; (A a) € Pép(n)}
est linéairement indépendant. D’ou :
dime Dx (X) = #&£(X).

Cela montre que la question 3.1 admet une réponse positive. Grace aux
descriptions précédentes, cela implique la conjecture 3.2. []

Notons &€ I'ensemble des caractéres non ramifiés de F'’* d’ordre divi-
sant n. Pour tout diviseur d de n, on fixe un élément ¢, de £ d’ordre d et
I’on pose

E%={eq; d|n}.
Soient € € £, A € P(n); notons d(¢) l'ordre de € et supposons que d(¢)
divise g(A). On pose :
g(A)-1
J5 = Z e(w*)ca) as

a=0

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



10 J.-L. WALDSPURGER

ou les ¢, sont des scalaires dépendant des mesures, choisis tels que 1’on
ait équation J§ o ad(g) = e(det g)~1J$ pour tout g € GL(V). On pose :

D = {J5x ; A€ P(n), d(e) | gV},
D = {J5xx; A€ P(n), e € £ d(e) | g(A)}-

LEMME 4.4.

(i) Soit e € €. L’ensemble D¢ est linéairement indépendant.

(ii) Soient e,&’ € €. Supposons d(e) = d(¢'). Alors les espaces engen-
drés par D® et D¢ sont égauz.

(iii) L’ensemble D est linéairement indépendant.

Démonstration. — Pour € = 1, les distributions J /{ 2K s calculent en

termes de transformés de Satake (cf. [W1, lemme III. 1.1]). Elles sont
linéairement indépendantes et sont données par des fonctions C* sur la
partie imaginaire du tore maximal standard du groupe dual PGL(n, C).
Notons que pour tout €, ’espace engendré par D¢ est égal a celui engendré
par les formes linéaires J¢(z) |2 quand z parcourt les éléments semi-
simples de tout voisinage assez petit de lorigine, ol I'on note J¢(z)
Iintégrale orbitale tordue par e attachée & z. Le lemme fondamental
(cf. [W2] en caractéristique 0, généralisé par HENNIART en caractéristique
positive) montre alors que l’espace engendré par D® est égal & celui
engendré par

{Aob*; Ae (DY)}

ol I’on note par des «’» les objets relatifs au groupe
{9 € GL(n/d(e), Fy(e)) ; Nrp,,/r o det(g) =1}

et on b° : XX — X'K est le transfert. La dimension de 'espace engendré
par D¢ est égale & celle de I’espace engendré par (D')’, dont on vient de
voir qu’elle vaut #(D')’. Or #D° = #(D')’. Cela démontre (i).

Comme b° ne dépend que de l'ordre de €, on obtient aussi (ii).

Enfin la description ci-dessus montre que les formes linéaires Jilx“

s’expriment en termes de transformées de Satake comme des fonc-
tions C'*° sur une sous-variété T de la partie imaginaire du tore maximal
de PGL(n,C). Quand ¢ décrit £, ces sous-variétés sont toutes distinctes.
Une combinaison linéaire non triviale de telles distributions est donc non
nulle et cela démontre (iii). []
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Les espaces engendrés par

{JAJ”XK > (Aa 77) € PSL(n)}a
{JA,aWK ; (A @) € P (n)},
{ngxx i A€ P(n), e €&, d(e) | g(A)}

sont égaux. D’apres le lemme, leur dimension est égale &

> #P(n/d).

d|n

C’est aussi le nombre de classes d’équivalence de données (H,Z H, s, &, 0)
comme en 3.3 : & d divisant n et A € P(n/d), A= (A\1,..., As), on associe
le groupe

H= {(91,-.-,gr); pour tout i, )
gi € GL(\;, Fy) et HNFd/F odet(g;) = 1}.

i=1
La construction de données s, est aisée. Elles ne sont pas uniques mais
les différentes données possibles sont équivalentes au sens de 3.3. (mais pas
au sens de [LS, § 1.2]). Chacun de ces groupes posséde une unique classe
stable de sous-tores maximaux elliptiques non ramifiés. La conjecture 3.3
en résulte. []

5. Le cas des groupes classiques non ramifiés

5.1. — On considére deux cas :

e V est un espace de dimension finie sur F' muni d’une forme @
symplectique ou quadratique non dégénérée; on suppose que V possede
un sous-O-réseau autodual; G est la composante neutre du groupe
d’isométries de V.

e F est lextension quadratique non ramifiée de F, V est un espace
de dimension finie sur E muni d’une forme hermitienne @) non dégénérée;
on suppose que V posséde un sous-Og-réseau autodual (ot O est ’anneau
des entiers de F); G est le groupe d’isométries de V.

ProPOSITION. — Supposons p # 2. Sous les hypothéses ci-dessus, les
hypothéses du § 2 sont toutes vérifiées. De plus, on a les égalités

dime F =) #T5N (M) = #T.

i=1
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12 J.-L. WALDSPURGER

5.2. — Démonstration. On note N la dimension de V sur F' dans les
cas symplectique ou quadratique, sur E dans le cas hermitien, n le rang
déployé de @. On utilisera la notation suivante : une partition

A=A, A)
d’un entier k peut aussi s’écrire
A=(c1 X 1lea X 2,...,¢c, X k),

ol ¢; est la multiplicité avec laquelle intervient I’entier ¢ dans la suite
A1y -y Ar).

Introduisons l’ensemble P(V) suivant : c’est ’ensemble des couples
(Av(Ql)); OﬁA= (Cl X 1;'°-7CN XN) € P(N) et

o si V est symplectique, A vérifie : ¢ impair = ¢; pair, et, pour tout
entier 1 pair avec 2 < i < n, Q; est une classe de forme quadratique sur
F non dégénérée de dimension c; ;

o si V est quadratique, A vérifie : ¢ pair = ¢; pair, et, pour tout entier ¢

impair avec 1 < ¢ < N, @; est une classe de forme quadratique sur F'
non dégénérée de dimension ¢;; on impose @ Q; ~, Q, olt par définition
i

Q' ~4 Q" si Q' et Q" ont méme noyau anisotrope;

o si V est hermitienne, pour tout entier ¢ impair, resp. pair, @); est une
classe de forme hermitienne (resp. antihermitienne) sur F non dégénérée
de dimension ¢;; on impose @ Q; ~, @ avec une notation analogue &
ci-dessus. ¢ impair

(Il n’y a pas de donnée Q; dans les cas non indiqués.)

Il est bien connu qu’il y a une application naturelle U — P(V) qui est
une bijection sauf dans le cas ou V est quadratique déployé et IV est pair.
Dans ce cas, I'application est surjective, la fibre au-dessus de (), (Q;)) a
au plus deux éléments et en a deux si et seulement si ¢; = 0 pour tout ¢
impair. Pour faciliter la rédaction, on écrira la suite de la démonstration en
supposant que I’on n’est pas dans le cas : V quadratique déployé et N pair.
On signalera par des remarques ce qu'il faut modifier dans ce cas.

5.3.—Si L est un sous-O-réseau de V (ou un Og-réseau de V), on pose :

L={veV;VleL, Q)€ o (ouog)}

Fixons une uniformisante w de F. Les sommets de I(G) correspondent
aux réseaux L de V tels que

wLcLcCL

et, si V est quadratique, Z/ L n’est pas de dimension 2 sur F, et, si de
plus N = 2n, L/wL n’est pas non plus de dimension 2.
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Introduisons un ensemble I & (N — 2n) éléments, disjoints de Z, posons
J={-n,...,-1}UITU{1,...,n}.

On appellera base standard de V une base {e;; j € J} de v (sur F ou
sur E) telle que

o Qej,ex) =0pourjeJ—TetkeJ—{—j};
e Qe_j,e;) =1 pour j€{1,...,n};

o le réseau L engendré par les vecteurs de base est autodual, i.e.
onal=L.

Par hypothese, il existe des bases standards.

Notons P’(V) ’ensemble des triplets (n’,n”,A), ot n/, n”” sont dans N,
n' +n"” <n, A€ P(n—n' —n") vérifiant

e n' # 1siV est quadratique et n” # 1 si de plus N = 2n.

Soient {e;; i € J} une base standard de V et (n’,n”,A) un élément
de P'(V), A = (A,...,A). On définit les sous-O-modules (ou Og-
modules) de V suivants :

o Lg est engendré par les vecteurs

€—nye-r€nimpn—1,6_pr,...,€_1,€; pour j€I,

€1,.--3€nrry Wen_n/41,...,Wep;

e pour tout ¢ € {1,...,7},
L;"est engendré par €niy A(i—1)+1s- - - > €n'+A (i) €6
L; est engendré par e_n»_p(s),- -+, €_nr—A@i—1)—1
(on rappelle que A(k) = Ay + -+ + Ag).

On associe & notre base et & notre élément de P’(V) le sous-espace
affine distingué C dont les sommets sont les réseaux L de la forme

L=Lo®zLT@® - @®zLt® L7 & D2 L,,

avec 27, ...,z € FX et zj'zi_ € 0% UwO* pour tout ¢ = 1,...,7. Tout
espace affine distingué est obtenu ainsi. La classe de conjugaison du C
ci-dessus ne dépend que de I’élément de P'(V).

REMARQUE. — Si V est quadratique et N = 2n, il y a deux classes
de conjugaison de bases standards et tout triplet (0,0,)) tel que A ne
contienne que des termes pairs donne naissance a deux classes de sous-
espaces affines distingués.
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14 J.-L. WALDSPURGER
Le fixateur de l’espace C' ci-dessus est :

M ={g € G; g(Lo) = Lo et pour tout i € {1,...,7},
9(LF) =L, g(L7) =L }.

2

Les espaces Lo /Lo (resp. Lo/ wzo) (ox Lo est le dual de Lg dans Lo®oF,
ou Ly®gey E) sont munis de formes Q' (resp. Q"), a valeurs dans F, ou F 2
Le groupe M™9 se décrit ainsi :

e si V est symplectique,

M ~ Sp(2n/,F,) x Sp(2n”,F,) x GL(A1,Fy) x -+ x GL(\,F,);

o si V est quadratique,

M™% ~ {(g1,92) € Og' x Ogn ; det(g1) det(gz) = 1}
x GL(\y, q) -0 x GL(Ar, Fy),

ot Og (resp. Og~) est le groupe orthogonal de la forme Q' (resp. Q”);

e si V est hermitien,
M™ ~Ug x Ugr x GL(A1,Fg2) x - -+ x GL(Ar, Fg2)

avec une notation analogue.

Les orbites unipotentes de ces groupes se décrivent comme pour G.
Introduisons 1’ensemble P2™$(n/ n'/;\) suivant : c’est ’ensemble des
quadruplets

(A, (@), ", (Q7)),

N =(c, x1,...,cp, x2n') € P(2n)
N =(c] x1,...,c5n x N") € P(N"),

ol

avec N = N — 2n + 2n”, tels que

o si V est symplectique, ¢, = ¢/ = 0 pour tout ¢ impair; pour tout
entier ¢ pair, @, (resp. @) est une classe de forme quadratique sur F,
anisotrope de dimension ¢, (resp. ¢) (ce qui impose ¢; < 2, ¢/ < 2);

« si V est quadratique, ¢; = ¢ = 0 pour tout ¢ pair; pour tout entier ¢
impair, Q; et @ sont comme ci-dessus; on impose que @), Q; est déployée
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et @, Q7 ~o Q" ; remarquons que les noyaux anisotropes de Q' et Q" sont
uniquement déterminés par l’espace V'; en particulier Q' est déployée;

o si V est hermitien, ¢, <1 et ¢/ <1 pour tout .

Alors les orbites anisotropes de M™4 sont en bijection avec
PaniS(n/, ’Il”,_A).

Notons que ces orbites sont toutes stables par Ng(M).

Notons P”(V) lensemble des données (n/,n” A\ N, (QH), N, (Q))
telles que (n’,n”,)) € P (V) et (\,(Q)),\",(QY)) € Ps(n/ n" \).
Alors U” est en bijection avec P”(V).

REMARQUE. Si V est quadratique et N = 2n, il ne s’agit pas de
bijection. Un élément de P”(V') pour lequel n’ =n” =0 et A ne contient
que des termes pairs donne naissance & deux classes dans U”.

5.4. — Remarquons qu’une forme quadratique R sur un espace sur F
s’écrit sous la forme L
R = Rl @w_lR’ @R”,
ol R! est déployée, R’ et R" sont anisotropes et possedent des réseaux
autoduaux. Les formes R’ et R” définissent des réductions naturelles R’
et R” sur Fy. On associe & R les données

R, R', ¢=dimR, ' =dimR’, c' =dimR'.
Il y a un procédé analogue pour les formes hermitiennes ou anti-
hermitiennes.
Soit alors (A, (Q;)) € P(V), ot A= (c1 X 1,...,en X N). Associons &
chaque Q; des données Q', QY, ci, ¢/, c}. On définit
5(&7 (Ql)) = (nlv n”7 317&,7 (Qi)v .)l”7 (Q'ILI))
par :

o si V est symplectique,

A= ((%c’{) X 1,...,(%c:) xn),

ol ¢f = ¢; ou ¢} selon que 7 est impair ou pair,

/1 v n__ 1 N/
n—§ E ¢;, TL—§ E ’c;

i pair i pair
AN =(chx2,cyx4,...,cy xN),
"
N =(ch x2,¢f x4,...,c5 x N),

/ /! .z kN .
Q; et Q7 sont les formes associées a Q;;
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16 J.-L. WALDSPURGER

o si V est quadratique, A\! est comme ci-dessus, ol cette fois ¢} = ¢;
ou c} selon que i est pair ou impair,

r 1 ./ n__ 1 -
n =3 E ic;, M -—5(2n—N+ E zci),

4 impair i impair
N =(c] x1,c5x3,...,c x N*),
N = (c] x1,¢§ x3,...,c} x N¥)

avec N* = N ou (N — 1) selon que N est impair ou pair; @} et Q} sont
les formes associées a @;;

e si V est hermitien,

A= ((3c) x1,(3¢h) x2,...,(3¢ch) xn),
n' = %Zicg, n' = %(2n—N+Zic§'),
A’=(c’11x1,c'2><2,...,c§va), 1

AN = (] x1,¢5 x2,...,¢x x N);

il n’y a pas de données Q’, Q.

Remarquons que dans le cas quadratique, les hypothéses @ Q; ~4 @

i impair
et @ admet un réseau autodual impliquent que EB .Qg est déployée et
7 1mpailr
que @ QY ~, Q". En particulier n’ et n” sont bien entiers et > 0.

i impair

Une remarque analogue vaut dans le cas hermitien.

On vérifie aisément que £(), (Q;)) appartient & P”(V) et que & ainsi
définie est une bijection de P(V') sur P”(V'). On en déduit une bijection
entre U et U”.

REMARQUE. — Dans le cas V quadratique, N = 2n, les éléments de
P(V) (resp. P"(V)) dont la fibre dans U (resp. U"”) a deux éléments se
correspondent. On peut préciser la bijection sur ces fibres en faisant choix
d’une classe de base standard.

LEMME 5.5. — L’hypothése 2.2 est vérifée et l'application ¢ de 2.3 est
Uinverse de la bijection déduite de €.

La structure des éléments de M nous ramene au cas d’un sous-groupe
d’un groupe linéaire, pour lequel le résultat a déja été vu, et a celui d’un
sous-groupe M attaché & un élément de P’(Vj) de la forme (n’,n”, () pour
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un espace Vp de méme type que V et de dimension inférieure. Traitons ce
cas. Soient donc (n',n”,0) € P'(V), {e;; i € J} une base standard. On
construit un réseau Ly comme ci-dessus et on pose

M ={g€G; g(Lo) = Lo}

Soient (X', (@1),A",(QY)) € P*s(n’ n” () et z un élément de ’orbite
unipotente anisotrope de M ™4 associée. Ecrivons

/ / / / 4 !/ /! "
AN=(c] x1,...,¢hy x2n"), A'=(cf x1,...,cxv x N"),

posons
A=(c1%,...,en X N)

ou ¢; = ¢} + ¢ pour tout ¢ (avec par exemple ¢, = 0 si ¢ > 2n'). Dans les
cas symplectique ou quadratique, chaque forme Q) (resp. Q) se reléve en
une forme sur F' possédant un réseau autodual. On note @; (resp. @;’ )
cette forme. Dans le cas hermitien, on prend pour é; (resp. Q;’ ) Punique
forme de dimension ¢ (resp. c) possédant un réseau autodual. En tout
cas, on pose :

Qi=w Qi+ QY.

Alors (A, (Q;)) est dans P(V). On lui associe une orbite unipotente
de G. On doit prouver :

(i) unpy (2) #0;
(ii) siu® € U vérifie u® # u et u’npy, (z) # 0, alors dimp u® > dimp u.

Pour (i), il suffit d’écrire « sous une forme matricielle simple et de
relever convenablement les coefficients de la matrice.

Démontrons (ii). Soient u® vérifiant les hypotheses de (ii), (A%, (Q9))
Pélément de P(V) associé et y un élément de u® N py; (z). Notons

¢ =Lo/Ly, ¢ =Lo/wLy, p :Lo—¥, p':Lg— ¢
les projections naturelles. Posons
X=2z-1)(z+1)7 Y=2y-1y+1)"
Alors X (resp. Y) est un élément nilpotent de I’algebre de Lie du groupe
d’isométries de £ x£” (resp. V). Ona Y (Lg) C Ly et la réduction naturelle

de Y est égale & X. L’élément X se décompose en X'+X" o X’ (resp. X")
appartient a l’algébre de Lie du groupe d’isométries de ¢’ (resp. £).
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18 J.-L. WALDSPURGER
Soit ¢ un entier > 1. L'espace Ker(Y®) N Lo/ Ker(Y*) NwLg est de

dimension sur F, égale & dimp Ker(Y?) (il faut changer F en E et F,
en Fg: dans le cas hermitien, ici comme dans la suite). Il a pour sous-

espace Ker(Y?) N Lo/ Ker(Y%) NwLg. Do

dimp (Ker(Y?)) = dimg, (Ker(Y") N Lo)/ Ker(Y") N Lo)
+ dimg, (Ker(Y*) N Lo/ Ker(Y*) N wio).

Or p' est injective sur Ker(Y*) N Lo/ Ker(Y*) N Lo, d’image incluse dans
Ker(X"). D’ot1 :

dimg, (Ker(¥*) N Lo/ Ker(Y") N Lo) < dimg, (Ker(X")).
De méme :
dimp, (Ker(Y*) N Lo)/ Ker(Y*) N wlo < dimp, (Ker(X"%)).
Dol :
dimp Kex(¥") < dims, (Kex(X")) + dims, (Kex(X")).
Mais cela implique que A\° > A pour Pordre usuel des partitions. Donc
dimp v® > dimp u.

On n’a Pégalité que si A° = )\, ce que 1'on suppose désormais. Alors

p'(Ker(Yi) N Zo) = Ker(X/i), p”(Ker(Yi) N Lo) = Ker(X"%)

pour tout i.

Supposons par exemple V' symplectique. Pour tout ¢ pair, Q; est le
noyau non dégénéré de la forme quadratique R; définie sur Ker(X") par

Ri(v,w) = Q'(X" "' (v),w)

pour v,w € Ker(X"), ot Q' est la forme symplectique sur ?. On a des
descriptions analogues pour QY et QY. Fixons des éléments 6,1»-“,6'0;
de Ker(Y?) N Ly (resp. 6'1’,---»‘3'021 de Ker(Y?) N L), de sorte que
{p'(€}),...,p' (e} (xesp. {p"(ef),... ,p”(e’c’g,)}) soit une base d’un supplé-

i

mentaire du noyau de R (resp. R}). L’ensemble {e],... ,e'C; el ... ,e’c’;,
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est linéairement indépendant. Ecrivons la matrice Q(Y*~1(v), w) ot v et w
parcourent les éléments de cet ensemble. Elle est de la forme

wlA B
v
ou A,B,B’,C sont entitres et les réductions de A (resp. C) sont les
matrices des formes Q) (resp. Q7). I est facile d’en déduire que la forme
définie par la matrice ci-dessus est équivalente & QZ D’apres la description
ci-dessus de Qz, Q, est donc «représentée» par QO (i.e. équivalente & la
restriction de Q? a un sous-espace d'un espace dans lequel se réalise Q?).
Comme Qi et @? ont méme dimension, elles sont donc équivalentes. Mais

cela prouve que u® = u. Un raisonnement analogue vaut dans les cas
quadratique et hermitien. []

5.6.—Décrivons les tores maximaux non ramifiés de G. Une description
analogue vaut pour les tores ramifiés, mais est techniquement un peu
plus compliquée. Rappelons que pour tout entier £ > 1, on note Fj
l’'unique extension non ramifiée de F' de degré ¢. Si £ divise ¢, on note
Ny jg et Try o la norme et la trace de 'extension Fy ;. Commencons par
construire des tores élémentaires de groupe symplectiques, orthogonaux
ou unitaires, ou ’on abandonne ’hypotheése que les espaces possedent des
réseaux autoduaux.

(1) Cas symplectique.

Type (I). — Soit £ un entier > 1. On munit ’espace F; & F; de la forme
symplectique

Q((w,v"), (w,w")) = Trg/ (v’ — v'w).

Le tore F;* se plonge naturellement dans Sp(Fy & Fy).

Type (II). — Soient £ un entier > 1 et n € Fy, tel que Tryp/,(n) = 0.
Notons ¢ ’élément non trivial du groupe de Galois de Fs/F,. Munissons
I’espace Fyy de la forme symplectique

Q(v, w) = Trag/1 (vo(w)n).

Alors le tore Fy, = {z € Fyy; Noyge(x) = 1} se plonge dans Sp(Fy).
La classe d’isomorphie du couple formé du tore et de la forme @ ne
dépend que de n modulo le groupe Nag/(Fy;). On obtient donc deux
classes d’isomorphie. On dira que la classe est de type (II;) si la valuation
de 7 est paire, de type (II2) si elle est impaire. Dans la suite, on supposera
que cette valuation est 0 dans le cas (II;), 1 dans le cas (IIy).
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(2) Cas quadratique.
Type (I). — Analogue au précédent.

Type (II). — Soient £ un entier > 1 et n € F,;*. Munissons I'espace F,
de la forme quadratique

Qv,w) = szz/l (va(w)n)~

Alors le tore F), se plonge dans SO(F) et on obtient de nouveau
deux classes d’isomorphie du couple formé du tore et de la forme @,
que 'on appellera encore type (II1) et type (IIz). Rappelons qu’une
forme quadratique @) non dégénérée est déterminée par sa dimension, son
discriminant d(Q) € F*/F*? et son invariant de Hasse ¢(Q) € {£1}
(on normalise d(Q) = (—1)[(4m@)/2] det(Q), ot det(Q) est le déterminant
de la matrice de @ dans une base quelconque et [% dim Q] est la partie

entiere de %dim Q. Pour la forme ci-dessus, on calcule aisément d(Q) :

c’est 1’élément non trivial de ©%/0*2; et £(Q) vaut 1 dans le cas (II;)
et —1 dans le cas (II2).

(3) Cas hermitien.

Type (I). — Soient £ un entier > 1 et 7 un élément du groupe de Galois
de Fy/F tel que 7|, soit non trivial (notons que F = E). On munit
I’espace Fyy @ Fyy de la forme hermitienne

Q((’Ua ’Ul), (’wa ’LU,)) = T&‘2€/2 (’UT(’LU’) + U,T_l(w))‘

Le tore F;} se plonge naturellement dans U(Fy, & Fbp).

Type (II). — Soient ¢ un entier impair > 1 et n € F,°. Munissons
I’espace Fyy de la forme hermitienne

Q(v,w) = TI‘2Z/2 (110'(“’)77)-

Le tore Fj, se plonge dans U(Fy) et on obtient encore deux classes
d’isomorphie que I'on appellera type (II;) et type (I1I2). Rappelons qu’une
forme hermitienne @) non dégénérée est déterminée par sa dimension et son
discriminant d(Q) € F*/Ng,r(E*), normalisé comme ci-dessus. Pour la
forme ci-dessus, on calcule d(Q) : c’est 1 dans le cas (II;), I’élément non
trivial de F*/Ng,p(E*) dans le cas (Ily).

Revenons & notre espace V de départ. Notons Pr(V) I'ensemble des
triplets (A%, A, A?) tels que 0 (resp. A, A2) sont des partitions d’entiers £°
(resp. £1,42) tels que :
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o si V est symplectique, £° + £ + ¢2 = n;

e si V est quadratique et N impair, €0 + £! 4 £2 = n et 7(\?) est pair,
ol I'on note r(A) le nombre de termes d’une partition A;

o si V est quadratique et N pair, £0 + €' + £ = L N, 7(A?) est pair et
r(Al) = %N—n mod 2;

o si V est hermitien, 200 +¢' 442 = N, r()\?) est pair et tous les termes
de A et A? sont impairs.

Soit (A%, A1, A%) € Pp(V). On construit un espace V' muni d’une
forme @’ de la fagon suivante. Supposons V symplectique. A tout terme )\?
(resp. A}, A?) de la partition A° (resp. A*, A?), on associe I’espace F’ 20 @ Fo
(resp. Fyy1, Fpy2) muni d’une forme de type (I) (resp. (II), (Il2)).

On note V' la somme de ces espaces et Q' la somme orthogonale des
formes sur chaque espace. Le tore

;[IJ X ~~F/\>§D X F21/\i X -oe X F21/\i1 xFZ}/\?--‘ x FQl*fz

(avec une notation évidente) se plonge dans Sp(V’). Mais V’ muni de @’
est isomorphe & V muni de @. Le choix d’un isomorphisme définit un
plongement du tore précédent dans G. La classe de conjugaison du tore
obtenu ne dépend que de (A%, !, A?). Tout tore maximal non ramifié de G
est ainsi obtenu. Si V est hermitien, la construction est analogue. Si V' est
quadratique, il y a deux modifications :

(a) si N est impair, on rajoute pour construire V' un espace de
dimension 1 muni de l'unique forme quadratique telle que la somme
orthogonale @’ de toutes les formes soit isomorphe & @ ;

(b) le tore obtenu ne dépend que de (A°,A',A?) & conjugaison pres
par O(V). Comme on travaille avec G = SO(V), la classe de conjugaison
peut se dédoubler. Cela se produit quand le normalisateur dans O(V) du
tore est contenu dans SO(V'). On vérife que cela se produit si et seulement
si N =2n, A\ = A2 = 0 et tous les termes de \° sont pairs. Notons
par exemple que le normalisateur d’un tore de type (II) coupe les deux
composantes du groupe orthogonal car le Frobenius de Fy, normalise lee
et est de déterminant —1.

5.7. — Une classification analogue des tores maximaux vaut si le corps
de base est fini. Indiquons seulement la classification des tores elliptiques.
Soient W un espace sur Fy (resp. Fy2) muni d’une forme symplectique ou
quadratique (resp. hermitienne) H la composante neutre de son groupe
d’isométries et H = H(F,). Notons v la dimension de W sur IF, (resp. F).
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Notons Pgl}(W) I’ensemble des partitions A d’un entier £ telles que :

o si W est symplectique, £ = %v;

o si W est quadratique et v impair, £ = %(u —1);

e si W est quadratique et v pair, £ = %I/, r(A) est pair si la forme
quadratique est déployée, impair sinon;

o si W est hermitien, ¢ = v et les termes de A sont impairs.

Alors PHY(W) est en bijection avec les classes de conjugaison de tores
maximaux elliptiques de H.

5.8.—Soient (A\°, A\, \?) € Pp(V) et T C G le tore associé. D’apres 5.6,
a T est associée une décomposition de V. Ecrivons-la dans le cas ou G est
symplectique; c’est :

VzF)\(l)@F)\?@“'@F)\OO@F/\OO
@I @ Do @ Fp2 @@ Faye, .

11 est clair que les seuls réseaux de V stables par T'(®) pour toute extension
F'/F non ramifiée (ott @ est anneau des entiers de F”) sont ceux de la
forme

/ 1 / n
L = 210)\(1) @ z 0}\(1) @ e @ ZTOO)\% @ ZrooAgo

D201 © @ 2201, D2 Opx2 B+ B 2202,

avec z{,...,zfz € F*, ou pour tout entier ¢, on note O, l’anneau
des entiers de Fy. Comme on ne s’intéresse qu’aux réseaux L tels que
L D> L D wL, on doit imposer :

o 212! € @ UwO* pour tout i € {1,...,7%};
e 2zl € 0% pour j = 1,2 et pour tout i € {1,...,77}.

L’ensemble de réseaux obtenu est ’ensemble des sommets du sous-
espace affine distingué de I(G) associé & une base convenable et & I’élément
(n/,n”,\°) de P'(V) (cf. 5.3), ot n’ = £2, n" = 1. Soit M € M le fixateur
de ce sous-espace affine. On a décrit M™9 en 5.3. Il est clair que le tore T4
de M4 est elliptique maximal. Il s’écrit :

T =T xT"xTY x - x T,

ol pour tout i € {1,...,70}, T? est 'unique tore elliptique maximal de
GL(X),F,), T" est le tore elliptique maximal de Sp(2n/,F,) associé a la
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partition A% et 7" est le tore elliptique maximal de Sp(2n”,F,) associé
a la partition de A' (cf. 5.7). Cela démontre les hypotheéses 2.6 et 2.7.
On voit sur les paramétrisations que ’application 1 de 2.8 est bien une
bijection.

Un raisonnement analogue vaut dans le cas quadratique ou hermitien.
Il faut définir n’ et n” ainsi :

e n' =02 n" =/"siV est quadratique et N impair;
o' =£%n" =f'+n— 2N siV est quadratique et N est pair;
en' =202 n"= 20"~ N)+nsiV est hermitien,.

REMARQUE. — Si V est quadratique et N = 2n, les éléments de Pr(V)
donnant naissance & deux classes de tores correspondent aux éléments
de P'(V) donnant naissance & deux classes dans M.

5.9. — Pour achever la preuve de la ProprosiTiON 5.1, il reste a
démontrer que pour tout M € M, on a ’égalité
dim ]_-’u,ams (Mred) Tell(Mred)
C /"G, unif :
Considérons la méme situation qu’en 5.7 : W est un espace sur F,
(resp. Fy2) muni d’une forme symplectique ou quadratique (resp. hermi-

tiennes); H est la composante neutre de son groupe d’isométries et
H = H(F,). On note :

e U(H) T’ensemble des orbites unipotentes de H, U2"$(H) le sous-
ensemble des orbites unipotentes anisotropes;

o FY(H) Despace des fonctions sur H & valeurs complexes, inva-
riantes par conjugaison, & support unipotent, F*2*$(H) le sous-espace
engendré par les fonctions caractéristiques d’orbites unipotentes aniso-
tropes, F .s(H) le sous-espace de F*(H) formé des fonctions uniformes;

o Punit : FU(H) — F¥ .;(H) la projection orthogonale;
. ,éniS(H) = Dunif (]_-u,anis(H))'

unif

LEMME 5.10. — On a Uinclusion F“*MS(H) c Fuanis(H).

unif

Si la forme est hermitienne, toute fonction est uniforme et le lemme
est évident. On suppose désormais la forme symplectique ou quadratique,
on pose v = dimg, (W). Soient u € U™*(H), (A, (Q:)) le parametre de u
(analogue aux parametres décrits en 5.2), A (01 x1,...,¢, xv). Posons

I={ie{l,...,v}; ¢ #0}.
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Remarquons que puisque u est anisotrope, les éléments de I ont tous
méme parité et qu’a tout élément de I correspond une forme Q;. De plus
¢; =1 ou 2 pour tout ¢ € I.

Pour tout ¢ = {e(i); iel} € {+1}!, définissons une fonction f,
sur H, invariante par conjugaison et & support unipotent, par les relations
suivantes. Soient u’ une orbite unipotente de H, ()’ (Q%)) son paramétre;
alors

0 sid #A;
fejw = T (@) sid =\
iel, Qi #Q:

On a l’égalité :

1

ee{x1}

Notons S I’ensemble des caracteres ¢ tels que (), ) appartienne & 'image
de la correspondance de Springer. On déduit de la définition des fonctions
uniformes (cf. [S, prop. 4.15]) que

1
punif(]-u) = 2_#_1'2 fg-

eeS

Soit ¢’ une orbite unipotente de H. Supposons que u’ n’est pas anisotrope.
On veut montrer que Punit(1,) s’annule sur u'. Soit (), (Q})) le parametre
de /. Si ) # ), I'assertion est claire. Supposons A’ = A\. Comme v/ n’est
pas anisotrope, il existe j € I tel que Q; ne soit pas anisotrope; fixons
un tel j. On a nécessairement Q; # Q; et c; = 2. Notons g; 1'élément

de {£1} tel que :
) 1 sii#j,
D=1 sizs
Il résulte du lemme de I'appendice que S est stable par multiplication
par g;. Or pour tout ¢ € S, on a fgj |u = —fe|w- Donc punit (1) s’annule
sur «' comme on le voulait.

5.11. — Pour tout sous-groupe de Lévi L de H, défini sur F, et tel
qu’il existe un sous-groupe parabolique P de H défini sur [F, et de Lévi L,
notons

iH FYL) — FY(H)

Iinduction de Harisch-Chandra. Elle est définie ainsi. Fixons un sous-
groupe parabolique P de H, défini sur IF, et de Lévi L, soit “P son radical
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unipotent. Pour f € F“(L) et h € H, on pose
. 1
it (f)(h) = Pl > f),

sommé sur les triplets (h/,¢,u) € H x L x “P tels que h = h'¢uh’~'.
Cette construction est indépendante du choix de P. Fixons un ensemble
{L4,..., Lg} de représentants des classes de conjugaison de sous-groupes
de Lévi de H vérifiant les conditions ci-dessus.

k
LEMME. — On a Dégalité F*(H) = @ iff [Foanis(L,)].
=1

Démonstration. — Notons V(H) ’ensemble des couples (i,v) ou ¢ est
dans {1,...,k} et v dans U"S(L;). L’ensemble {1,; u € U(H)} est
une base de F*(H). L’ensemble {if,(1,); (i,v) € V(H)} est un systeme
de générateurs de ’espace de droite de 1’énoncé. Il y a une application
naturelle

£:V(H) — U(H)

qui & (4, v) associe la H-orbite engendrée par v. C’est une bijection. Il suffit
donc de montrer que la matrice exprimant les fonctions ifi(lv) dans la
base {1, ; u € U(H)} est triangulaire pour un ordre convenable. A P'aide
des paramétrisations, on montre comme dans la démonstration de 5.5 que
pour (¢,v) € V(H), on a l'égalité

’l‘ﬁ(lv)———clg(im) + Z Cu/lu/
uw' €U (H)

oll ¢ # 0 et, dans la derni¢re somme, n’interviennent que des orbites u’ de
dimension strictement supérieure & celle de £(7, v). Cela acheve la preuve.

COROLLAIRE 5.12. — La dimension de Foit"*(H) est égale au nombre
de classes de conjugaison de tores elliptiques mazximaux de H.

Démonstration. — Posons

Frnd() = 3 il (FU(L))
L#H
ou ’on somme sur tous les Lévi propres de H. Il résulte du LEMME 5.11
que

]_—-u(H) — ]_—u,aniS(H) o f-u,ind(H).
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La projection sur les fonctions uniformes commute & l'induction (cf.
[DL, th. 7]). On déduit alors du LEMME 5.10 que 1’on a :

Fie(H) = Fii ™ () & (Y i (Fae(D)) )

L#H

Mais on sait que ’ensemble des fonctions de Green Q7 associées aux tores
elliptiques maximaux de H forme une base de l'orthogonal de la derniére
somme ci-dessus dans F* ;-(H). D’oti le corollaire.
5.13. — Soit M € M. On veut montrer que
dime s (M) = $78" (M™).

Il résulte de la classification des tores elliptiques maximaux que toute
classe de conjugaison de tels tores dans M™¢ est stable par Ng(M).
Idem pour les orbites unipotentes anisotropes, et le LEMME 5.10 montre
qu’appliquer pu,ir ne nous fait pas sortir de cet ensemble d’orbites. On
peut donc remplacer, dans les définitions de Fe 'yt (M) et TS (M™e9),
la conjugaison par Ng(M) par la conjugaison par M™9. Une remarque
analogue nous permet de remplacer M™ par sa composante neutre.
Compte tenu de la structure des groupes M™d et comme les groupes
linéaires se traitent immédiatement, on est ramené au cas d’un groupe M
tel qu'en 5.9. Le COROLLAIRE 5.12 résout la question. Cela acheve la
preuve de la PRoPOSITION 5.1.

REMARQUE 5.14.—1l est facile de donner une formule explicite pour #7°
A l’aide de la description de 5.6. C’est le coefficient de X* dans la série
formelle S(X), ol :

e si V est symplectique, k = n,

S(x) = [Ja-x97%;

i>1
o si V est quadratique et N impair, k = n,

s(x) = [T -x)=2+ [T - x)7 (- x*)7;

i>1 i>1
e si V est quadratique, N pair et @ non déployée, k = %N ,

s = [T -xH=* - [Ta+x)2a - x*)71];

i>1 i>1
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o si V est quadratique, IV pair et @ déployée, k = %

S(X)=1 [Hu ~xH S+ [Ja+xH - X?i)—l]

i>1 i>1

+ 31 - - x4 [Ja-x*)7

i>1 i>1
e si V est hermitien, k = N,

s(x)=1 [H(l +X9(1- X))+ [+ x%)a - X?i)-l].

i>1 i>1

ProprosiTiON 5.15. — Supposons p # 2. Sous les hypothéses de 5.1, on
a Uégalité :

#T = 0.
(Cf. 3.3 pour la définition de 6.)

Notons qu’une telle égalité n’est pas vraie pour tout groupe : on a vu
qu’elle était fausse pour SL(n).

Démonstration. — Notons d’abord que d’apres 5.6, ’ensemble des
classes de conjugaison stable de tores maximaux elliptiques et non ramifiés
de G est en bijection avec ’ensemble des partitions A d’un entier £ telles
que :

o si V est symplectique ou si V est quadratique et N impair, £ = n;

e si V est quadratique et N pair, ¢ = %N et r(A) = %N —n mod 2;

e si V est hermitien, £ = N et tous les termes de A sont impairs.

Décrivons un ensemble de représentants des classes d’équivalence de
données endoscopiques non ramifiées (H,ZH,s,£) du groupe G. Ces
classes sont uniquement déterminées par le groupe H (= H(F')) que 'on
décrit ci-dessous :

e si V est symplectique,
H = GL(A, F) x -+ x GL(\, F) x SO (2n/, F) x Sp(2n”, F),
ot (A1,-.-,Ar) € P(£), £+ n' +n" = n et ot 'on note SO la forme
déployée du groupe SO et SO~ sa forme quasi-déployée mais non déployée

«non ramifiée»; si n’ = 1, on interdit SO™;
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e si V est quadratique et N impair,
H =GL(A\, F) x -+ x GL(\, F) x SO(2n/ + 1, F) x SO(2n” + 1, F),
ot (A1,...,Ar) € P(£), £+ n'+n" =netn <n”;on note SO I'unique
forme quasi-déployée;

e si V est quadratique et N pair,
H = GL(A;, F) x --- x GL(A,, F) x SO (2, F) x SO (2n”, F),

o (A1,...,Ar) € PW), £+n'+n" = %N, n' <n', & et ¢’ sont des signes
tels que, en un sens évident, e’e” = + si Q est déployée, £’e” = — sinon;

e si V est hermitien,
H = GL(M\, E) x --- x GL(A\, E) x U(n) x U(n"),

ot (A1,...,Ar) € P(£),20+n"+n" =N, n <n”; on note U la forme
quasi-déployée du groupe unitaire relatif & extension E/F.

REMARQUE. — Si V' est quadratique et N = 2n, si de plusn’ =n"" =0
et tous les termes \; sont pairs, le groupe décrit ci-dessus donne naissance
a deux classes de données endoscopiques.

On décrit les classes de conjugaison stable de tores maximaux ellip-
tiques et non ramifiés de ces groupes comme on ’a fait pour le groupe G.
Pour obtenir le nombre 6, il reste & considérer les équivalences possibles.
Il est clair que celle-ci consistent & échanger deux copies de groupes iden-
tiques, par exemple, dans le cas V' quadratique et N impair, échanger les
deux copies SO(2n’ + 1, F) x SO(2n” + 1, F) quand n’ = n". Alors 0 est
le nombre de classes d’équivalence, pour ’équivalence décrite ci-dessous,
de I’ensemble des triplets (A, ', ), ot1 A (resp. X', \") est une partition
d’un entier £ (resp. n’,n'’) tels que

e si V est symplectique, £ + n’ + n” = n; ’équivalence est 1'égalité;

e si V est quadratique et N impair, £ + n’ +n” = n; ’équivalence est
engendrée par la relation

(*) A7) ~ (A X, X) 5

o si V est quadratique déployé et N pair, £+n/+n" = N, r(A)+r()")
est pair; équivalence est engendrée par la relation (*);

e si V est quadratique non déployé et N pair, £+n' +n” = %N , ()
est pair et 7(\") est impair; 'équivalence est 1’égalité;

o si V est hermitien, 2¢+n'+n" = N, tous les termes de \' et \” sont
impairs; 1’équivalence est engendré par la relation (*).
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REMARQUE. — Si V est quadratique et N = 2n, on doit compter deux
fois les triplets (), 0, 0) pour lesquels tous les termes de ) sont pairs.

On veut montrer que
0 = #Pr(V).

A Taide de la description ci-dessus et de 5.6, c’est immédiat dans le cas
symplectique ou quadratique et N = 2n + 2. Dans les autres cas, il suffit
d’utiliser le lemme ci-dessous.

5.16. — Si k' et k" sont des entiers et
N=(c x1,...,c,s x k') € P(K'),
N = (! x 1,...,clh x k") € P(K"),
on note X' U )" la partition de k' + k” définie par
Nu)N = (c1 X1, .. cprprr X (K + k"))

ol pour tout i, ¢; = ¢, + ¢ (et par exemple ¢, = 0 si ¢ > k).
Soient k£ un entier > 1 et A € P(k). Notons 8; le nombre de couples
(), \") de partitions d’entiers k', k" telles que A U )" = X et r()") est
pair. Notons 6, le nombre de classes d’équivalence de couples (A, \")
de partitions d’entiers &/, k" telles que A U X" = )\, ’équivalence étant
engendrée par la relation (), \") ~ (A", X).

LEMME. — On a [’égalité 6, = 0.
On laisse la démontration au lecteur. []

Cela acheve la preuve de la PrRopPoSITION 5.15.

5.17. — La ProPoOSITION 5.15 suggere que, pour les groupes que ’on
considére ici, on peut remplacer X par XX dans la question 3.1, en
définissant Dx (X*%) de fagon évidente. On peut extraire des résultats
de MaGDY AsseMm [MA1] et [MAZ2] la proposition suivante.

ProrosiTION. — Supposons p # 2. Sous les hypotheses de 5.1, soit
X C U. On a légalité dime(Dx(X¥)) = dimg Fx dans chacun des cas
sutvants :

(i) V est symplectique de dimension 4
(ii) V est quadratique de dimension b;

(iil) V est quadratique, N est impair et X est formé d’orbites associés
a la partition (3,1,...,1).
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Appendice : I'image de la correspondance de Springer
Soit N un entier > 1. On considére :
o une partition A = (¢; x 1,...,eny X N) € P(N),
o un ensemble I et
e un élément € = (¢(i))ier € {£1},
soumis & 'une des conditions suivantes :

(I) X est symplectique, i.e. ¢; est pair pour tout i impair et
I={ie{l,...,N}; ipair, ¢; > 1};
(IT) X est orthogonale, i.e. ¢; est pair pour tout ¢ pair et

I={ie{l,...,N}; i impair, ¢; >1}.

A de telles données, Lusztic [L, § 10] associe un symbole. C’est une
paire (ordonnée dans le cas (I), non ordonnée dans le cas (II)) d’ensembles
finis d’entiers (A, B). Le défaut de ce symbole est I’entier

#A—#B  dans le cas (I),
| |#A - #B| dans le cas (II).

On donne ci-dessous une formule pour ce défaut qui nous a échappé
dans la littérature.

A la partition ) est associée une classe unipotente u dans un groupe
Sp(N, k) ou SO(N, k), ou k est un corps algébriquement clos de carac-
téristique # 2 (pour SO(N) et N pair, il peut y avoir deux classes;
négligeons cette difficulté). A € est associé un caracteére, encore noté ¢, du
groupe des composantes du centralisateur d’un élément de u. A (u,€) est
associé un autre couple (u',g’) relatif & un groupe plus petit, avec (u’,€’)
cuspidal. L’entier d détermine entierement ce couple. En particulier, (u, €)
intervient dans la représentation de Springer si et seulement si d = 1 dans
le cas (I) ou dans le cas (II) avec N impair, d = 0 dans le cas (II) avec N
pair.

Posons J = {i € I; ¢; est impair}; écrivons :

J={i1,...,ir}, avec i1 >+ >ip.

Posons :
§=#{je{l,...,r}; j pair et e(i;) = —1}
—#{je{l,...,r}; j impair et £(i;) = —1}.
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LEMME. — On a [’égalité :

1+26 dans le cas (1),
d=1¢|14+26| dansle cas (11) avec N impair,
|26 dans le cas (II) avec N pair.
Démonstration. — Traitons le cas (I). On laisse le cas (II) au lecteur,

la preuve étant analogue. Rappelons la construction du symbole (A, B).
On pose

c si ¢ est pair,
c=c+--+cey, m=

N N|=

c+1) sicest impair.

Soit (21, ...,22m) la suite telle que z; < --- < 29, contenant ¢; fois le
nombre ¢ sii > 1 et (2m — ¢) fois le nombre 0.

Posons t; = z; + ¢ — 1 pour ¢ = 1,...,2m. La suite (¢1,...,tam)
contient m nombres pairs 2y; < --- < 2y, et m nombres impairs
2x1+1< -+ <2z, + 1. On pose :

A, ={0,21+2,22+3,...,2m + m+ 1},
B.={y+1Ly2+2,...,ym+m}.

Notons :
C = (A« UB,) — (A.N B.,).

Appelons intervalle de C un sous-ensemble de C' de la forme
{k,k+1,...,¢}

tel que k —1¢ C,£+1¢ C et k # 0. On vérifie que ’ensemble des
intervalles de C' est en bijection naturelle avec I. Pour ¢ € I, notons C;
I'intervalle associé. On pose :

A:(A*— U CmA*)u( U CmB*),

i€le(i)=—1 i€le(i)=-1
B=(B.- |J anB)u( U cina.).
i€le(i)=—1 i€lie(i)=—1

Dot égalité :

d=#A-#B=1+2 Y [#(CinB.,) - #(CinA.)].

i€le(i)=—1

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



32 J.-L. WALDSPURGER

I1 nous suffit de vérifier
( {#(CiﬂB*)=#(CiﬁA*) sitel—J,
1
#(Ci, N B,) = #(Ci; NA) + (—1)7 sije{l,...,r}

On vérifie ces assertions par récurrence sur N. Soit h le plus grand
entier tel que ¢, # 0. Posons

N'=N-—he, et XN =(c1x1,...,ch-1x (h—1)).

On déduit de )" un ensemble I’, des suites (2), (ti), (z}), (y}) et un
symbole (4!, B.). Explicitons comment ’on dédui‘c (A, By) de (AL, B.).
Premier cas : cp, est pair. Alors m’ = m+

(21, -y 22m) = (24, oy 2oy iy o oy B),
(t1y. - tom) = (], .-ty h +2m/ ... h+2m — 1).
(a) Si h est pair,
W1 Ym) = (W Y sh+m, . Zh+m—1),
(acl,...,:cm)z(x’l,...,x;n,,%h+m’,...,%h+m—1),
A.=A, U{sh+2m +2,..., s h+2m},
B.=B,U{ih+2m +1,... . th+2m -1}
Alors I =I'U{h}, J =J',
Ci=Cj si i<h, Cp={3h+2m'+1,...,3h+2m}.

Les assertions (1) pour ) se déduisent des mémes assertions pour )’ et du
fait que #(Cy N By) = #(Chr N A,).

(b) Si h est impair,
(yl,...,ym)z(yi,...,ym,,%(h+1)+m',...,(h—1)/2+m),
(15 Tm) = (20, 20y %(h—1)+m’,...,%(h—3)+m),

A, =AU {5(
B, =B,U{(

+3)+2m’,..., 3 (h—1)+2m},
+3)+2m,..., 3 (h—1)+2m}.

Alors I = I', C; = C} pour tout i € I et les assertions (1) pour A résultent
immédiatement des mémes assertions pour ).
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Deuziéme cas : cp, est impair. Comme A est symplectique, h est pair.
Distinguons deux sous-cas :

(a) ¢ est pair. Alors m' = %c’ et m=m'+ %(ch +1),

(21, 22m) = (0,21, .., 25, By ., B),

(t1y---ytom) = (0,8) + 1,.. . th + LA+ 2m' +1,... h+2m — 1),
(yl,...,ym)=(0,J:fl+1,...,x;n,+1,%h-l—m’—i—l,.. ,%h-l—m—l),
(xl,...,:rm)z(yi,...,y;n,,%h+m',...,%h+m—1),

A, ={0}u{b+L;be B} U{3h+2m'+2,...,3h+2m},
B,={1}U{a+Lac AL}U{ih+2m' +3,..., sh+2m —1}.
Alors I = I' U {h}, J = J' U {h},

Ci={y+1;v€Ci} sii<h, Ch={%h+2m’+2,. ,%h+2m},

r=r'+1,i;=14;_ysij€{2,...,r}, 41 =h. Pouri <h,ona

#(CiNA.) =#(CiN B,), #(C;NB,) =#(CiNAj)

et #(CrNAL) =#(CrhNBy)+1

De ces relations et des assertions (1) pour )" se déduisent les asser-
tions (1) pour A.

(b) ¢’ est impair. Alors m' = %(c’ +1)etm=m'+ %(ch -1),

(21, -y 22m) = (2, ..oy 2oy By oo R,

(t1, .- ytom) = (ty —1,.. .t —LLh+2m' —1,... h+2m — 1),
(y1, .,ym):(a:’l,...,x;n,,%h+m’,...,%h+m—1),

(@1, 2m) = (Y5 — 1

oY =1, 3h4m =1, Jh+m—1),
A, ={b-1;beB}U{sh+2m/,..., h+2m},
B.={a-1;a€A,,a#0}U{sh+2m'+1,...,5h+2m—1}.
Alors I =I'U{h}, J = J U {h} et
Ci={y—1;v€C}} si i<h, Ch={%h+2m',. .,%h+2m}.
Le calcul se poursuit comme dans le sous-cas (a), ce qui achéve la preuve
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