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THEOREMES DE DIVISION SUR Dy, ET APPLICATIONS
PAR

LAURENT GARNIER (*)

RESUME. — Soient X une courbe lisse sur un corps parfait k de caractéristique
p>0et DD(CO) ® Q le faisceau des opérateurs différentiels infinis de niveau zéro sur un
schéma formel lisse relevant X. On démontre pour de tels opérateurs des théorémes
de division ainsi que des résultats analogues & ceux de Briangon-Maisonobe dans la
théorie complexe.

ABSTRACT. — Let X be a smooth curve defined over a perfect field k of
charasteristic p > 0 and D&O) ® Q be the sheaf of infinite differential operators of
level zero on a smooth formal scheme lifting X. Some theorems for such operators are
proved as some related results which are similar to those of Briancon and Maisonobe
in the complex case.
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Introduction

Cet article s’inscrit dans le cadre de la théorie des D&Q-modules
développée actuellement par P. BERTHELOT, qui a pour objet de construire
une bonne catégorie de coefficients pour les variétés lisses sur un corps &
parfait de caractérisitique p > 0, et qui soit stable par les six opérations de
Grothendieck (cf. [BE2], [BE3]). La théorie est construite sur le modele de
celle des D-modules sur une variété analytique complexe et on se propose
d’illustrer ici cette analogie.

Dans cet article, on se restreint au cas de la dimension un; on désigne
par X une courbe lisse sur k£ et par X un relevement de X en un V-

schéma formel lisse sur un anneau de valuation discrete V relevant k.
Dans ce nouveau contexte, on va montrer comment obtenir sur Dx@ des
résultats analogues & ceux bien connus sur I'anneau Dcy;) des opérateurs
différentiels d’ordre fini sur les germes de séries convergentes [BR-MAIS],
[SABJ, [ROB1]. On prouve notamment des théorémes de division sur @g?()?
qui étendent & X ’énoncé de Mebkhout et Narvaez [M-N, 4.4.2]. Les
preuves proposées ici sont sensiblement plus techniques que celles de la
théorie complexe et seront donc soigneusement détaillées. Pour ’essentiel,
elles se ramenent au cas des opérateurs finis sur Ox, pour lesquels la
plupart des résultats et concepts de la théorie complexe utilisés ici sont
encore valides [GARN, I], et & un argument de complétion.

Dans les paragraphes 1 et 2, aprés avoir fixé les notations et rappelé
les définitions des faisceaux DxQ) , on donne quelques compléments sur la
norme spectrale sur Oy, et on définit la norme spectrale d’un opérateur
de CD( ) . A tout opérateur P € DS é, on associe les entiers N(P) et N(P)
substltut de l'ordre et de la valuation et dont les propriétés permettent
de démontrer dans le paragraphe 3, un théoréeme de division analogue &
celui de Briangon et Maisonobe et un lemme de Hensel analogue & celui
de Robba. Le paragraphe 4 est consacré a I’étude des bases de division et
la derniére partie concerne les @g? ) _modules holonomes dont on montre
qu’ils sont monogenes et vérifient 'inégalité de Bernstein.
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THEOREMES DE DIVISION SUR 5&3 ET APPLICATIONS 549

Cet article est tiré d’une thése de doctorat [GARN] réalisée sous la
direction de P. BERTHELOT ; certaines des preuves présentées ici lui doivent
d’avoir été sensiblement améliorées; qu’il en soit ici vivement remercié. Je
remercie également Z. MEBKHOUT pour m’avoir communiqué les preuves
de ses résultats de division.

1. Notations et compléments sur Oy,

1.1. Notations.
Ce paragraphe décrit les notations utilisés dans cet article.

a) X désigne une courbe lisse connexe sur un corps k parfait de
caractéristique p > 0, et  un point k-rationnel de X.

b) V est un anneau de valuation discréte complet d’inégales carac-
téristiques 0 et p, d’idéal maximal m et de corps résiduel k; on désigne
par 6 une uniformisante de m. La valuation v, de V est supposée norma-
lisée par v,(p) = 1 et on note | - | la valeur absolue correspondante étendue
4 K := FracV (avec |a| = p~*»(®) pour tout a € K).

¢) X est un V-schéma formel localement de type fini et lisse rele-
vant X ; Xg est l'espace analytique rigide associé & X (¢f. [BEL, 0.2.3]).
Si U est un ouvert de X et f € T'(U, Ox®Q) une section non nulle, il existe
un unique 7 € Z tel que f1 :=6"f € I'(U, Ox) \ I'(U,mOx) ; on note alors
Uysy Pouvert de X sur lequel f; est inversible dans Ox.

d) t désigne le relevement sur Oy d’une uniformisante en z; dt est
une base de Q4 et 9 la dérivation associée. On notera 9! := ¥ /k 1.

e) X, est le schéma X xy Spec(V/m"+1).

f) Pour tout faisceau abélien F sur X, on note Eg := E®Q .

On renvoie & [BE1, 0.2.2.1, 1.1.1 et 1.2.1] pour les définitions du
morphisme de spécialisation sp ainsi que des tubes et des voisinages stricts
sur Xg. Pour A < 1, V) désigne I'ouvert

{z € Xx; |t(z)| > A}
de Xk qui est affinoide si X est affine. Pour tout A, on note

DO, == {x e Ak ; [t(z)| < A}

le disque fermé de centre 0, de rayon A ou ¢ est une coordonnée sur 1&}(
De méme D(0, A~ ) désigne le disque ouvert de rayon \.
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550 L. GARNIER

On note O I'anneau I'(D(0,17),04, ), dont on verra dans un article
K
ultérieur qu’il est I’analogue p-adique de ’anneau des séries formelles C{[t]].

Comme X est lisse en z, il existe un ouvert U contenant x et un mor-
phisme étale U — A} qui se releve en U — A}, étale, avec U ouvert de X
contenant z. D’aprés [BE1, 1.3.1], ce morphisme induit des isomorphismes

lz[x = D(0,17) et I(lz[x, Ox,) — 0,
ou par définition :
Jo[oc == sp™* ({z}).
Enfin on note || - || la norme spectrale sur la circonférence de rayon A

(notée Cy) qui est également la norme spectrale sur D(0,\") pour les
fonctions définies sur D(0, AT).

LEmME 1.1.1. — Si X est affine, alors pour A\ > |0], Vouvert V) ne
dépend pas du relévement t d’une coordonnée en x. Plus précisément,
si on note u; : |z[x — D(0,17) l’isomorphisme mentionné plus haut,
déterminé par le choiz de t, et si t et t' sont deuz sections de Oy relevant
des uniformisantes de Ox 5, alors pour A > |0] on a :

uit({y € D(0,17); A< |t(y)| < 1})
=u;'({y € D(0,17); A< |t(w)| < 1}),
w1 (D(0,A1)) = u; (D(0, A)).

Preuve. — Pour un voisinage affine U de x convenable, il existe u dans
I'(U, Ox)* de norme spectrale 1 et ¢ dans I'(U, Ox) tels que :

t' = ut + 0 = u(t + Ou~ ).
On se ramene ainsi & examiner les deux cas : ¢ = ut et t' —¢t € mI'(X, Ox).

o Sit/ = ut, il est clair que |[t'(z)| = |t(z)| pour tout z de Xk car
lullsp = llu™ lsp = 1.

e Sit' —t e mI'(X, Ox) et si |t(z)| > X alors :
[t'(@)| = |(t' —t+t)(z)| = |t(@)|] si A>10. []
. ~(m)
1.2. Rappels sur les faisceaux Dy

On rappelle ici la caractérisation locale de @%) et D;CQ. On renvoie a
[BE3] pour les constructions détaillées. Pour m entier et k fixés, on écrit :

k= q,(cm)pm + r,(cm) avec 0 <r, <p™.
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THEOREMES DE DIVISION SUR D) ET APPLICATIONS 551
On pose alors, a la suite de BERTHELOT :

{k’+k”} _ gy !
(m)

K g™y

= N e

On rappelle que
k—o(k)
vp(k!) = _p—_l
ol

o(k):=> r si k=Y rp', 0<r<p-1.

DiFINITION 1.2.1. — Pour n et m fixés, Berthelot [BE3] définit DY,
le faisceau des opérateurs différentiels d’ordre fini et de niveau m sur X,,.

Ce faisceau admet la description locale suivante : c’est un O x, -module
localement libre ayant pour base une famille d’opérateurs P ) et
possédant une structure de V/m"*!-algeébre déterminée par les relations

8<k,>(m)a<k”>(m) _ <k/ + k// >( )a(k"f'k”)(m)
m

k/
et pour tout f € Ox,, :

kl + kll ’ /
Ok m) £ = Z { b } O em (£19K ) em
Kk =k (m)

Les 8t jouent le role de q,(;”%ak/k! et en particulier dF)m) a
pour image q,(c"‘)!ak /k! dans Dy, ; ils opérent donc bien sur Oy, . Le
faisceau Dg{":t) n’est integre que pour n = m = 0. Quand m varie, on a
des homomorphismes DS?Z) — 'DSZH), d’ou1 par passage a la limite, un
isomorphisme :

~ T (m)
'DXn ~ h_:?DXn .

Enfin, mentionnons que I'(U, ‘Dg?:)) est noethérien pour tout ouvert

affine U et que DE,?:L) est cohérent (cf. [BE 2, 1.2.3] et [BE 3]).
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552 L. GARNIER

DEFINITION 1.2.2. — On pose :
DYV = 1lim DY /m™ 1D ~ lim DY,
X o X X o Xn,
B = K oy DY,

) , ce qui permet de

Pour m' > m, il existe une injection @gcm) s @:(xm
définir

D} := lim DY,

Pour tout ouvert affine U de X, anneau I'(U, @gcm)) est noethérien grace
4 l’analogue pour les anneaux non commutatifs du lemme d’Artin-Rees
[BE3, 3.1]. L’anneau I'(U, D;';C) n’est ni ncethérien ni intégre mais D&Q est
par contre cohérent [BE3].

On dispose des descriptions locales suivantes de ‘552") et ‘DJ& sur un
ouvert affine U de X :

P, B57) = {3 axd®en ; ax € 0x(0), flagllp — 0},

k>0
LU, D) = {3 axd* /!5 ax € Ox(U),
0 3n<l 6> 0, V20, laxlly < en' .

1.3. Compléments sur la norme spectrale de Ox;, ; le corps Kx.

LeEMME 1.3.1. — Soit U = Spf A un ouvert affine de X, défini par une
V-algébre A quotient d’un V{t1,...,t,}. Alors :

A={feAavK; |fls <1}

Preuve.— C’est un lemme bien connu mais par manque d’une référence
disponible, on en rappelle la preuve. Si f appartient & A, alors || f]lres < 1
ol || - ||res désigne la norme quotient sur A provenant de la présentation
de A. Donc || fllsp < 1 d’apreés [BGR, 6.2.3, Prop. 3]. Réciproquement,
si ||fllsp <1, alors f est entier sur A (cf. [TAT, 5.2]). On peut écrire f
sous la forme g/6° avec 6 uniformisante de V et g dans A\mA. On peut
supposer que s > 0 et on va montrer alors que s = 0. En effet, f satisfait
une équation :

P afr T =0, a€A;

>0
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on en déduit que
gn + Zaiaisgn—i =0,
i>0
puis que g™ = 0 par réduction modulo m si s est non nul. Or par hypotheése
A ®vy K est lisse, donc réduit. D’ott ¢ € mA, contrairement a notre
hypothése. Donc s =0et f € A. []

11 résulte de ce lemme que

(AsvK)°/(ASvK) ~A)A~ A@yk
ou ’on note

A={feA; |flp<1}et Ai={feA; |fllsp<1}.

Par hypothese, X est connexe et lisse, donc integre. D’aprés [BGR, 6.2.3
Prop. 5], la norme spectrale sur Spm(Ag) est alors une valuation (c’est-
a~dire ||fgllsp = || fllspllgllsp Pour f,g dans A); cela sera toujours sous-
entendu dans la suite.

ProposITION 1.3.2. — Soit Spm(Ak) un espace affinoide de dimen-
sion 1 tel que Ax soit intégre. Alors toute fonction f non nulle dans A
n’a qu’un nombre fini de zéros sur Spm(Ag).

Preuve.—Comme Ak est integre de dimension 1 et f non nulle, Ax /(f)
est de dimension zéro; comme de plus, Ax est ncethérienne, Ag /(f) est
artinienne et ne posséde donc qu’un nombre fini d’idéaux maximaux. Ce
résultat s’applique en particulier sur toute couronne fermée de ]z[. []

LEMME 1.3.3. — Si Spf A est un ouwvert affine de X, alors pour toute
fonction f # 0 de AQv K, il existe g # 0 dans A, telle que f soit inversible
sur Ug, ou U = Spf(Afgy) et telle que |f(z)| = ||fllsp pour tout x
dans Uk (la norme spectrale est la norme spectrale de Spm(A ®v K)).

Preuve. — D’apres 1.3.1, on a
A={fedevK; |fls <1}

11 existe zo dans Spm(A®vy K) tel que || f|lsp = | f(zo)| (principe du maxi-
mum). Il existe n € N tel que v,(f(zo)™) soit dans v,(K). On peut donc
trouver o dans K avec |jaf™||sp = 1. On choisit alors ¢ = af™ € A
tel que |g(zo)| = 1 et Spf(Ay) # ¢. Alors, |g(z)] = 1si z € Ug on
U := Spf(A(gy}). En effet, on a ||g|lsp =1 et

sp ' (D(9)) = Uk = {z € Spm(A ®v K) ; |g(z)| > 1},

ol sp désigne le morphisme de spécialisation [BE1, 0.2.3 et 1.1.1]. Enfin,
f n’ayant pas de zéro sur Uk, y est donc inversible. []
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554 L. GARNIER

Les résultats qui précedent permettent de définir une norme sur
Panneau local de X au point générique, et plus précisément :

DEFINITION 1.3.4. — On pose :

fo = h_rg F(UK,OxK).

Uaffine
dans X

D’apres 1.3.3, X est un corps, qui correspond au corps des éléments
admissibles de Dwork et Robba [ROB 2, Introduction]. Chaque Uk est
muni d’une norme spectrale. Si f € I'(Ugk, Ox, ), || fllsp est indépendante
de D'ouvert affine U choisi d’aprés 1.3.3. Cela permet de munir Xy d’une
norme, notée || - ||, et appelée norme spectrale sur Kx. Cette norme
coincide avec celle que Fresnel et Van der Put définissent sur leur localisé
formel en z [FR-VdPUT, 1.1].

ExempPLE 1.3.5. —Si X = 1&%7, le complété de K« pour la norme qu’on
vient de définir n’est autre que le corps des éléments de Gauss (noté
traditionnellement E) qu’on définit en analyse ultramétrique comme le
complété de K(t) pour la norme de Gauss; en effet, pour tout élément
de K (t), la norme spectrale sur un ouvert générique de &}( coincide avec
la norme de Gauss.

Le fait de travailler avec le complété de K plutét qu’avec Ko lui méme
semble nécessaire pour obtenir certains résultats d’analye ultramétrique
(par exemple, voir les résultats de RoBBA et Dwork dans [ROBI)),
quoique dans ce méme article ROBBA énonce une conjecture selon laquelle
le passage au complété serait superflu [ROBI, 4.26.2] ; mais dans la mesure
du possible, afin de conserver un contexte géométrique, on gardera ici
notre définition de KXy sans passer au complété.

1.4. Rappels d’analyse ultramétrique.

DerFiNiTION 1.4.1. — Soit

n:Zaitj

JEZL

une série de Laurent a coefficients dans K, et convergeant sur la cir-
conférence de rayon A > 0 de A}#". On définit :

N A) : = Max{j Jag|¥ = sup(jad X}, (N(0,0) = +00)

n(n,A) : =Min{j; |oy|NM = s;p(laz-lx\")}, (n(0,A) = —o0).
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Les valeurs de A pour lesquelles N(n, A) —n(n, A) > 0 sont appelées valeurs
exceptionnelles de 7.

LEMME 1.4.2.— Les fonctions N et n satisfont aux propriétés suivantes :
(1) SiM < )\2, on a:
N(’?’ )‘2) > TL(’I’], )‘2) > N(U, >‘1) > n(’h )\1)
Sur tout intervalle compact de R, il n’y a qu’un nombre fini de valeurs
exceptionnelles. La fonction N est continue a droite et n est continue a
gauche.
(ii) Sin converge sur une couronne
C([Apl) == {z € ARE™; A < |t(=)| < p},
alors N(n,p) —n(n, \) est égal au nombre de zéros de n sur la couronne.

En particulier n est inversible sur la couronne si et seulement si N(n, p) =
n(n,A). On a une notion de polygone de Newton attaché a 7.

(iii) Si p est une autre série de Laurent convergeant sur la circonférence
de rayon A, alors :

N(nu, A) = N(m,A) + N(u, A), - n(np, A) = n(n, A) + 1, A).
Preuve. — Voir [AMI, 4.2.3 et 4.2.6]. []
LEMME 1.4.3. — Soit n € T(C[\, pl, O+, ..) 5 alors :

ALan
(i) Il existe un polyndme unitaire unique r(t) appartenant ¢ K|t], de
degré (N(n,p) — n(n,\)) dont tous les zéros sont situés sur la couronne
C([A, p)), et une série de Laurent u(t) inversible sur la couronne, tels que
n=ur (lemme de Hensel).
(ii) Sin est inversible sur la couronne, alors (voir notations en 1.1) :
A )N (n.p)

VAL A2 € ol T, = ol (5

(iii) 91 A < A1 < A2 < p, alors on a l'inégalité de Schwarz :

(_/\_1)71(777)\2) < (171, < (&)N(ﬂy/\l)'

A2 lI7llx, Az
Preuve.— On renvoie a [AMI, 4.4.9] pour (i) ; (ii) découle de (iii). Soient
i et j des indices tels que [|7]|x, = |a;|A] et [[n]lx, = |a;j|A]; on a:
(ﬂy _ [ail)\i S Iail)\i S Iaj])\{ _ (ﬁ)J

Az |ailo ™ g0y T lag1Ag Ve
Comme par hypothése A; < Az, on choisit parmi les valeurs possibles
de j, j =n(n, \2) et pour i, i = N(n, A1), ce qui fournit I’inégalité la plus
précise.
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556 L. GARNIER

1.5. Comparaison des normes spectrales sur Ky et sur les V,.

On renvoie au paragraphe 1.1 pour les conventions et notations.

Les V) pour A < 1, forment un systéme fondamental de voisinages
stricts de | X \z[x dans X« [BE 1, 1.2.4 (iii)], indépendants du choix de ¢
pour A > |6].

LeEMME 1.5.1. — Soit f € T(Ux N Vg, Oxy ). L’isomorphisme
ug : Jz[ — D(0,17)
donne un sens & N(fj1z[nvs,A) pour X proche de 1~. Alors
N(f):= lim N(fijzinvs,A)

est fini et ne dépend pas du choiz de la coordonnée t.

Preuve. — Comme f n’a qu’un nombre fini de zéros sur Ug N V),
en vertu de 1.3.2, fjjz[nv, est inversible pour A assez proche de 1-—.
D’apreés 1.4.2 (ii), N(fjjz[nvy,A) est constant pour A proche de 17, et
d’aprés 1.1.1, V), ne dépend pas de ¢ pour A > |f|. Par conséquent
lfljo[Ava llx est intrinseque pour A > |6] et la formule 1.4.3 (ii) montre
que N(f) est également intrinséque.

Si fllz(nvs, S'écrit > ez @at?, alors on vérifie que N(f) est le plus
petit indice i tel que |a;| = Sup;s¢(loy]); autrement dit, si Y;c, ot
est défini sur un voisinage strict de ]Gm’k[xb , alors

N(Z; aiti) = n(g a;t?, 1). i

On va maintenant définir un deuxiéme corps, relatif au point fixé z.
DerFiNiTION 1.5.2. — On pose :

Kl , == lim T(UxNVy,0x)

A<1
Uaffine
contenant

S’il n’y a pas d’ambiguité, on notera simplement fK:‘;C.

Pour X = 1&%7, on obtient I’analogue du corps des éléments superad-
missibles de Dwork et Robba [ROB2, 0.2]. Ici il s’agit effectivement d’un
corps : toute section de Ux N V) ne possede qu'un nombre fini de zéros
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THEOREMES DE DIVISION SUR 5% ET APPLICATIONS 557

sur laffinoide Ux NV (¢f. 1.3.2). Quitte & augmenter A et rétrécir U, on
peut supposer que cette section est inversible.

1l y a plusieurs fagons de définir des normes sur iK& » et on va montrer
que ces normes coincident. ’

« Soit donc f dans IK;CJ. On pose :
1Fllse, = Jim oo

ce nombre a bien un sens car & A fixé, ||f||luxnv, ne dépend pas de U
(cf. 1.3.3) et quand A tend vers 17, || fl|luxnv, décroit. On définit bien ainsi
une norme, comme on le voit par le principe du prolongement analytique
[BE1, 0.1.13]. Le complété de JC;C pour cette norme semble inintéressant
car on obtient alors des séries arbitraires en 1/t et on perd de ce fait les
propriétés de surconvergence.

e On peut également regarder | f]x, qui définit bien une norme
sur UC;C@, toujours par le principe du prolongement analytique.

e On peut définir enfin un troisieme nombre en considérant les restric-
tions de f aux couronnes

C(M1]) =={z; A< Jt(z)| < 1}

munies de la norme du Sup. Le nombre limy_,1- || fl[x,1; qui a bien un
sens, munit IK;C , d’une semi-norme. On remarquera que si
el

Melnva = Zaiti7
Z

Jim {1 fllpna = | = Supiez lol.

alors

De méme, en utilisant 1.4.2 (iii), on constate que
— lim
£ Jim || fllpag
est une valuation.
1l existe une fleche naturelle
:K;rx,w — Kx
qui est contractante (pour les normes ||-||;+ et |- [lx,) et injective par le
X,z

principe du prolongement analytique. Si X = 1&%7, cette fleche conserve la
norme car cela est vrai du composé JC;C s — Kx— iKQ puisque, comme on
I'a rappelé en 1.3.5, X5 est le complété de K'(¢) pour la norme spectrale

et K (t) est inclus dans K&,x . Cette derniére propriété est vraie en général :
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ProrosiTioN 1.5.3. — La famille (Vy)x_1- €étant un systeme fonda-
mental de voisinages stricts de | X\z[x dans Xk, on a Uégalité (U étant
un ouvert de X contenant x) :

VFETWUk NVag Ox), T [ fluervs = flsce = Jim |17l

En particulier, l'inclusion IKTXz — Ko conserve la norme; et la semi-
norme limy_,1- || - [|[}x,1] est en fait une norme. De plus || - |4+ est une
~ X,z

valuation et se lit sur Q.

Preuve.
(i) On montre d’abord que limy_,;- || flluxnv, = || flloc,- Pour tout
A<1,ona | fllugavs = || fll%y. Supposons :

Jim | flloienva > Il

Considérons alors ’affinoide :
W={yeUk; |fy) > Jim_ I fllvsenvs }-

Comme WN]U\ z,[ =0, on a W C |z[. Par le principe du maximum,
il existe p < 1 tel que W C [z],. Pour p < XA < 1, si y € Ux NVj,
alors | f(y)| < limy_1- || flluxnvy ; d’0olt une contradiction car la limite est
décroissante. On a donc limy_,1- || flluxnvs = ||fll%x, €t en particulier,
I| - ||3<;C . est une valuation.

(ii) Pour montrer que limy_,;- [|fll;x,1;; = lIfllscx, on peut supposer
que f est inversible sur Ux N V. On a ||fllxn1; < | flluknv, pour tout
A< 1, donc:

dim g S lm S v, = 1l

La méme inégalité est vraie pour f~!. Comme les deux termes de
I'inégalité sont des valuations, on obtient limy_,;- ||f “[—;1[ <|If ||9_<;, d’ou
I'égalité. ||

COROLLAIRE 1.5.4. — Si f appartient ¢ T'(Ux NV, Oxy ), alors || flsp
est dans | K| (rappelons que x est supposé k-rationnel).

Preuve. — Si fi1z1nv, s'éerit Y, ait? alors

”f“sla = ”f”[A,l[ = IaN(f)I

est un élément de |K|. []
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COROLLAIRE 1.5.5. — Si f est dans T'(Ux N Vi, 0xy) et || fllsp = 1,
alors N(f) est la valuation de f modulo m dans Frac(Ox z).

Preuve. — On peut écrire fjjz(ny, sous la forme ), a;tt. Comme
(Ifllsp = 1, d’apres 1.5.3, on a Sup;(Jas|) = 1 = |an(yp| et |a;| < 1 pour
tout ¢ < N(f). On a:

Zaiti =N (aN(f) +1 Z aiti_N(f)_l) + Z aiti.
Z i>N(f) i<N(f)

Comme 3, n () a;t* converge sur Vj,

aN(f) +1 Z aiti_N(f)—l
i>N(f)

se prolonge en une fonction de I'(Ux N V), Oy, ) de norme spectrale 1
d’apres 1.5.3. On peut donc écrire f sous la forme

f=N (aN(f) + tg) +h

avec [|hllsp < 1 et g € I'(Ugy,0x) (cf. 1.3.1). La réduction modulo m
sur Uy donne f = ¢V (@y s + tg) avec an(s) € K*. Donc N(f) est
la valuation de f dans Frac(Ox ;).

2. Norme spectrale sur @;’g)

Afin d’établir des théorémes de division ou de factorisation (lemme de

Hensel) sur ‘]Sgcm), il faut disposer de I’analogue des fonctions N (-, \) pour
les opérateurs différentiels (voir [ROB1]). Comme I'ont remarqué NARVAEZ
et MEBKHOUT [M-N, p. 304], ceci n’est raisonnable que pour m = 0.

2.1. Norme spectrale sur ﬁ;’g) et propriétés.

LEMME 2.1.1. — Soient U un ouvert affine de X et
H = Zakat(k)(’")

k>0
un opérateur non nul dans F(U,Dggg). Pour tout o dans K tel que
Supgso leakllsp =1, aH définit un opérateur de T'(U, QA)ng)) dont la

réduction modulo m est un opérateur de I'(U, Dg}")) dont lordre ne dépend
pas du choiz de a. Si de plus U contient x, alors la valuation de o H mo-
dulo m ne dépend pas non plus de a.
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Preuve. — Notons d’abord que ’ordre et la valuation de la réduction
de aH modulo m sont bien définis [BE4, 2.2]. D’autre part, d’apres 1.5.4,
on a bien |a| = (Sup|lax]|)~! € |K|.

L’ordre de aH modulo m est le plus grand indice k£ pour lequel
lakllsp = || ~*. Il ne dépend donc pas de a. Si on suppose en plus que U
contient x, alors si k est cet indice, la valuation de o modulo m est la
valuation t-adique de aay, qui coincide avec N(ay) d’apres 1.5.4 et qui ne
dépend donc pas de a. []

DEFINITION 2.1.2. — Soit

H = Z akat(k)(m)
k>0
un opérateur dans I'(U, @ggg) On pose :
(i) N(H) :=le plus grand indice 7 vérifiant ||a;||sp = Supy>g l|axllsp-

(i) [ H 155" = Supiso llaxsp.
(iii) Si U contient z, on pose également N(H) := N (aﬁ( H)).

Ces trois quantités ne dépendent pas du choix de la coordonnée t
d’apres 2.2.1, ni du choix de U. La définition est également valable

pour QD;C,Q’ on notera alors || - H;fp. On pourra 6ter I'indice m s’il n’y a
pas d’ambiguité.
ProposiTiON 2.1.3. — La norme spectrale satisfait aux propriétés

suivantes :

(1) 'D(m) et D Q sont des espaces de Banach pour la norme || - H(m).

(ii) Pour tous H,Q € T'(U, ﬂ(m)), on a ||HQ||S(,;,") < [{H||§pm)||Q[[(m),

(iii) La norme spectrale sur ‘Dggg induit sur tout ﬁggg -module cohérent
une norme de Banach. La topologie associée ne dépend pas de la
présentation du CDSZ%? -module.

(iv) Pourm =0, on a:

IHRllsp = [ Hllsp[|Qlsp
N(HQ) = N(H) + N(Q),
N(HQ) = N(H)+ N(Q).
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Preuve.
(i) L’assertion vient de ce que @fxm) est complet.

(ii) Ecrivons Q = 3 50w et H = ¥ ;09w . On obtient :
i>0 §>0

(m)| m),
R
mo= 3 a3 (1) L
4,720 =
m)

u z'qz )"U,' +k—1i u
=S Y anid* o) (m;’gwk )m(“ £ lowen

u>0 k2>0;i<u

=Z{ Z Aoyik—i < >(m) qu-(tl;): }6 U (m) .

u>0 k>0;i<u

On sait que

et que (%) (m) BPpartient a Z,. Enfin q(rzc ;> 1(‘ 2, donc :

0% (b;
Oyt k—i k(')

l < HIE Moillsp < IHIG QNG

IHQISE < H|I™ Q5.

(iii) Si €™ est un @gcm)—module cohérent, il admet une présentation :
B = (B — e 0

et on peut munir €™ d’une norme de Banach en prenant la norme
quotient sur (@&m))s /u((@&m))’) La topologie ainsi définie ne dépend
pas de la présentation, car I'inégalité |PQ||(™ < ||P||™|Q||™ qu’on
vient de démontrer garantit que deux présentations distinctes donnent
des normes équivalentes. D’ou (iii).

(iv) Si m =0, on trouve :

HQ=Y"{ 3 w0 o) (")) o

u>0 k>0;i<u
Pour u = N(H) + N(Q), k=0 et i = N(Q), on trouve le terme

&, 7@ 0F (@) = AN bF(Q)
et

||aN(H)b1V(Q)HSp = “aJV(H)“sprﬁ(Q)Hsp = | Hlsp|Qlsp-
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Pour les autres valeurs de k et i, ou bien i > N(Q) et alors
Hau+k—i8k(bz‘)Hsp = ”H”spHB,C “Sp < [|H|lsplIQllsp,
ou bien i < N(Q) et
lauri—id®®)]],, < 1H s Qllep

dés que k > 0 (car alors u + k —i > N(H)). On trouve donc :

| ¥ e @ (") = 1llQle

k>0,i<u

pour u = N(H) + N(Q).
Par le méme genre d’arguments, on voit que :

“ Z au+k—i3k(bi)(u+,]:—i)

k>0,i<u

sp
< [[HllspllQlsp siw> N(H)+ N(Q),
<|HlspllRQllsp st u< N(H)+ N(Q).

On peut toujours supposer H et @ normalisés par ||H|sp = [|Qllsp = 1;
N(H) et N(Q) sont alors (en notant d et v pour l'ordre et la valuation
d’un opérateur dans Dg?), le faisceau des opérateurs de niveau zéro
sur X, voir [BE3]) égaux & d(H mod m) et d(Q mod m) respectivement
tandis que N(H) et N(Q) sont égaux & v(H mod m) et v(Q mod m)
respectivement, d’apres 1.5.5. Les formules

N(HQ)=N(H)+N(@Q) et N(HQ)=N(H)+N(Q)

découlent des formules correspondantes pour d et v sur Dg?).

REMARQUES 2.1.4.

(i) L’assertion 2.1.3 (ii) est encore vraie sur @;C, mais par contre D;C
n’est pas complet pour la norme ||H Hlp. Il n’y a pas égalité en général;
par exemple, si m = 1 et vp(a) < 1/p, Popérateur O + « est inversible
sur ngC@ et on a :

[@+a) VS = pror@), o+ aff) =1
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(ii) On peut définir une autre norme sur @ggé?, déja utilisée dans
[M-N; 4.42] sur (DI];CQ Notons )\m = p—l/((p—l)pm) et m une solution

de XP~1 = —p. Il n’est pas difficile de vérifier que les inégalités suivantes
sont satisfaites :

(m) o(k)
1 I -
< lgy ! - |7

o o <1 pour m >1 (notations en 1.2).

On pose alors :

(m)

1(m) ! k
“Zaka<k>(m>|| - Sup(llakl]sP qk_"%)
k>0 kU TG
On définit également :
I-1I" par Sup(flaklsplm|7®).
L’inégalité précédente donne immédiatement :
1
ol [0 < -1 < -1 powrm >1 et |- = - ",
Les deux normes || - ||(™ et || - ||'™ sont donc équivalentes. L’intérét
d’introduire || - ||" vient de ce qu’on a pour tout m (y compris sur Do)
x7Q

lEzQY"™ = =™ Q)™

pourvu que @ soit a coefficients constants. Pour le voir, il suffit de
reprendre les calculs effectués au cours de 2.1.3 (ii). Ce calcul montre en
outre, que si on note par N'(H), le plus grand indice pour lequel ||H ||'(™
est atteint, alors, avec la méme hypothése sur @, on a :

N'(HQ) = N'(H) + N'(H).
Ce sont ces propriétés qui permettent dans [M-N] d’obtenir une division

pour les opérateurs de DL a coefficients constants (relativement au choix
d’une coordonnée).

1
K
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~ (0
2.2. Caractérisation de l’inversibilité sur :D:(x()p et simplicité.
ProprosiTION 2.2.1. — Soient U un ouvert affine contenant x et H un
opérateur de I'(U, nggé))

(i) 8im =0, alors il existe un ouvert V de X tel que {z} CV C U
sur lequel H est inversible si et seulement si N(H) = N(H) = 0. S

|H|lsp =1 et N(H) = N(H) =0, alors H est inversible dans T'(V, @g?)).
(i) Si H =3 450 ard®)m est tel que ||ag| > |lax|| pour tout k > 1,
alors H est inversible dans T'(V, ‘5&78) si et seulement st N(H) = 0.

Preuve.
(i) Si H est inversible sur V, alors HH~! = 1 entraine

NH)+NH)=N1)=0 et N(H)+N(H')=N(1)=0,

donc N(H) = N(H) = 0. Réciproquement, si N(H) = N(H) = 0, alors
par définition de N(H), si on écrit H = Y, ax0%, ap n’a aucun zéro
sur |z[. L’ouvert V := Uy,,} contient z, et ag est inversible sur V. Comme
la norme spectrale est une valuation, on a |ax/aollsp < 1 pour k£ > 1.

Alors
=3 Z } ter(v,DQ)

>0 k>0

est bien défini car d’une part || ;50 ak/ap0%|lsp < 1 et d’autre part
(v, @g%) est complet. Si de plus ||H||sp = 1, alors :

laollsp =1 et Q' € T(V,0x).

Du coup, H appartient a I'(V, ‘335?)).

(ii) Sous I'’hypothese de 1’énoncé, il est facile de voir sur les formules
explicites du produit 2.1.3 (ii) que pour tout @ € T'(U, 'f)gg(})), NHQ) =
N(QH) = N(H) + N(Q) et la méme chose pour N. La preuve est
ensuite la méme qu’en (i). On remarquera par contre que la condition de

I’énoncé n’est pas nécessaire pour garantir 'inversibilité comme le montre
I'exemple 2.1.4 (i). []

PropPosITION 2.2.2. — Pour tout ouvert affine U de X, T'(U, D(O)) est
simple.

Preuve. — Soient I un idéal bilatere de F(U,’Eg%), z un point fermé
de U, t un relevement d’une coordonnée locale en . Quitte & faire
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une extension finie de K, on peut supposer que z est k-rationnel. Soit
H e T(U,I) non nul, H = Y, axd*. On considere :

[H,t):= Ht —tH = Y kaxd* .
i>0
Si on définit
[H, 1" = [[H, 1", 1],
on obtient :
[H AT = 5™ k(k—1)--- (k= N(H) + 1) apd*= >
k>N(H)

= (¥ Y ( N(’“H))aka’“—mf’) eT(U, 1)
k>N(H)

On déduit que N([H, t]N(H)) = 0. On suppose donc maintenant
que N = 0. On consideére alors :

(H,0) := HO, — 0,H =y (ak0**! — 8ax0*) = — Y~ d(ax) ¥,

£>0 k>0

[H,0)VUD = ()N Y "oV (a) 0"
k>0

On peut écrire ag|};[ comme une série en ¢ :

ag = Zaitj (ai € K),
i>0

d’ou :

NI (ag) = 37 (N(H)Y) ( N(iH))ai g N(H),

i>N(H)

On a, d’apres 1.5.3

|t a0y | = Sup; Jes| = llaollsp = I|H |lsp

et, pour tout ¢ > N(H)

V() (N(Z}{))ai
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Donc, pour tout A < 1, N(8¥H) (ag), ) = 0, et 3NH)(ay) est inversible
sur D(0,17), de sorte que :

187 (ao)|l,, = IN(H) Lanqay| = [N(H)Y - [|H s
D’autre part pour kK> 1,0n a :
[EAGUES! ” < |NE)!| - llakllsp < [N(H)!| - [|H]lsp-

Finalement, [H, 8] (#) appartient & T'(U, I) et
N(H, V) = N([H,a)NH) =0.

D’apres 2.2.1, la restriction de I a Pouvert V := U N D(OVH)(ay))
est T'(V, ng%) tout entier, et V' contient x. En faisant varier z, on voit
que I = I‘(U,@g%). Donc I'(U, @g%) est simple. []

~(0
3. Division sur D&é

Le point rationnel x étant fixé, on établit un théoreme de divi-
sion du type «Briangon-Maisonobe» [BR-MAIS] et un lemme de Hensel
[ROB1, th. 2.4] sur Dg%. On commence par donner une division eucli-

dienne sur Oxgp-
3.1. Division sur Oxg.

LEMME 3.1.1. — Soient U un ouvert affine de X contenant = et b
non nul dans I'(U, Oxg). On note V' Uouvert Ugyy U {z}. Alors, pour tout
a € I(U, Oxq), il existe une décomposition unique a = vb+r telle que :

(i) v € T(V, Oxg) ;

(ii) 7 est un polynome de degré < N(b) (cf. 1.5.1) a coefficients
dans K ;

(iii) [lallsp = Sup(|I7[lsps |70llsp)-

Preuve.— D’apres [BGR, 5.2.1, th. 2], il existe une division euclidienne
sur K{t}. Posons )\, := p~!/P". Quitte & passer & une extension galoi-
sienne K, de K, on peut supposer qu’il existe o, dans K avec |a,| = Ay.
Si a; et b; sont deux séries dans O(D(0, A\})) alors a; (ant) et by (a,t) sont
dans K{t}. Il existe donc une décomposition

al (ant) = 7n(t)b1 (ant) +7n (t)
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avec 1,(t) € Kp[t] de degré < N(by1(Ant),1) et yu(t) € K,{t}. Comme
Gal(K,|K) agit sur la décomposition et que celle-ci est unique, on voit
qu’en fait r,,(¢) est dans K[t] et v,(t) dans K{t}. De plus :

lar(ant)|,, = llarllx, = Sup{llva(t/cn)llx, [b1llx,, lI7a(t/onllx, },
N(bi(ant), 1) = N(b1(t), An)-

(On rappelle que || - || désigne la norme spectrale sur la circonférence
de rayon A). On choisit maintenant :

a1 :=ajpo,nt), b1 :=bip:)

On obtient donc pour tout n, une décomposition

a = ’Yn(t/an)b + Tn(t/an)

avec 1y, (t/ay) € K|t] et v, (t/ay) € O(D(0,\})). Par unicité d’une telle
division, on en déduit que
a=vb+r

avecy € O et r € Kt] de degré < hT N(b, \y) = N(b). Maintenant, r
n—-+0o0
étant un polyndme, est défini sur Ug. De plus, on a :
Irllp = lim_lirl, < lim_Jlally, = ol (@apres 15.3),

Lm vy, < llallx, /10llx. = llallsp/lbllsp-

lim
n—-+00

Pour X assez proche de 17, b est inversible sur V) N Vk. Donc (a — r)b~!
appartient & I'(Vy N Vi, Ox, ). En utilisant alors le recouvrement admis-
sible (D(0,17) ~]z[,Vx N V,) de Vg, on voit qu'on peut prolonger ~y
sur Vg et on a :

1Vllsp < lla = 7llsp 16~ lsp < llallsp/l1Bllsp-

D’ou Vexistence de la division telle qu’elle était annoncée. Reste & voir
P'unicité. Si a = y1b+ry = v2b+ 79 alors on a :

(m—m2)b=ra—r1 et N((71 —72)b) = N(ra —r1) < N(b).
Sirg—r; #0,alors 3 —y2 #0 et on a
N((m1 —72)b) = N(m1 — 72) + N(b) > N(b) ;

d’ot1 une contradiction. On doit donc avoir v; = 5 et 71 = 7g.
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3.2. Division de Briangon-Maisonobe.

ProposiTiON 3.2.1. — Soient U un ouvert affine de X contenant = et
P e F(U,ﬂ/jg?«)l) non nul. On note b € I'(U,Oxg) le coefficient d’indice
N(P) de P (cf. 2.2.1). Soit V := Uy U {z}. Alors, pour tout H dans
(U, @g%), il existe une décomposition unique :

H=QP+R+S (tesp. H=PQ +R +5')
telle que :
(i) @, R,S sont dans T'(V, 5&%),
(ii) R est d’ordre fini < N(P);
(iii) S est de la forme
Z 10, i € K[t] de degré < N(P).
i>N(P)
On a de plus :
1Hlsp = Max(IQll | Pllsps [ Bllsps 1Slsp)-

En particulier, si H appartient a F(U,@g%) alors R et S sont dans
(v, @g?)). Si en outre ||P||sp = 1, alors on a également Q € T'(U, @g?)).

Preuve. — On procede en trois temps. Commencons par une définition.

DEFINITION 3.2.2. — L’opérateur P de I'(U, @gg) ) est dit N-dominant
si P est d’ordre fini N(P).

(i) On suppose d’abord H d’ordre fini et P N-dominant. On utilise
I’algorithme suivant :

¢« Q=5 =0,Ry=H.

e A létape k, on a une décomposition H = QP+ Ry + Si. Pour passer
de k & k + 1 on procéde comme suit. Si ordre(Ry) > ordre P = N(P) et
si ad™ est le terme d’ordre maximal de Ry, on effectue la division de a
par b (¢f. 3.1.1) : a = vb+ 7, avec r € K|[t] de degré < N(b) = N(P) et
v € T'(V, Oxg). On pose alors :

Qi1 = Qi + 78" NP),
Riy1 = Ry — Van_ﬁ(P)P —rd",
Sk+1 = Sk +rd™.
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o L’algorithme se termine lorsque Ry, est d’ordre < N(P). En effet :

ad™ — 78"_N(P)P —rd"™
=ad" — 78"“N(P) (b@ﬁ(P) + opérateur d’ordre < JV(P)) —ro™.

On en déduit que ordre(Ry+1) < ordre(Ry); I'algorithme s’achéve donc
en un nombre fini d’étapes. On a d’autre part :

70" lsp = lIrllsp < llallsp < | Rellsp,

||78"_N(P)P||sp = [[7llspll Pllsp

< (llallsp/1Bllsp) I Pllsp = llallsp < | Rk llsp
et donc :
[ Re+1llsp < |1 Rkllsp < -+ < [|Rollsp = [|H |lsps

la deuxiéme inégalité venant de ce que ||b]|sp = || P||sp- On en tire :

70" NPl = [[Vllsp < | Rellsp/IIPllsp < I1H llsp/ I Pllsp,
1Qkllsp < 1H llsp /I Pllsp,
“Sk”SP < Max(”Sk—lusm ”Rk”Sp) < ”H“sp pour tout k.

En outre, les relations
Sk+1 = Sk+7‘0" et S() =0

montrent que tous les coefficients non nuls de Sy correspondent & des in-
dices > N(P) et que ces coefficients sont des polynomes de degré < N(P).
De plus Sy est d’ordre fini < ordre(H). Posant enfin

RZIiIIcan’ S=1i1£nSk, Q:lingk,

on obtient une décomposition
H=QP+R+S

dont il reste & voir 'unicité.

Si H = le + Rl + Sl = QQP + R2 +_SQ alors (Ql - Qz)_P =
Ry — R+ S5 — S7. Si @, — Q.Q_# 0, on a N((Ql — QQ)P) > N(P)
Comme on a ordre(Ry — Ry) < N(P), on doit donc avoir :

N((Ql - QQ)P) = N(Sz — Sl) et N((Ql — QZ)P) = N(Sg - Sl)
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Mais on a N(Sz — S1) < N(P) si Sz — 51 # 0 tandis que

N((Q:1 —Q2)P) > N(P).

Il faut donc que S; = Ss, ce qui entraine @; = Q5 et Ri = R,. On a donc
démontré la proposition dans le cas H d’ordre fini, P N-dominant.

(ii) On suppose H € T'(U, @g? )) quelconque et P toujours N-dominant.

Les opérateurs d’ordre fini sont denses dans I'(V, @g? )) pour la norme
spectrale. D’autre part I’application qui & H d’ordre fini associe le triplet
(Q, R, S) construit en (ii) est bien définie (unicité de la division) et conti-

nue pour la norme spectrale. On peut donc la prolonger a I'(V, @g? )) tout
entier. Par passage a la limite, les inégalités sur les normes sont toujours
vérifiées, ainsi que la forme de S.

(iii) Maintenant, H et P € T'(U, ‘ﬁg?)) sont quelconques. On note Py
le tronqué de P a l'ordre N, Py étant donc constitué des termes
d’ordre < N(P). D’apres (ii), il existe (Q1, R1,S1) appartenant &

(0 AN(0)y2
L (V, D) x T(V, DY)
tels que H = Q1 Py + Ry + S1. 1l vient alors :

H=QP+Ri+5 +Qi (P —P),
|R1llsp < [[H |sp,

”Slnsla < “H”SP7

1Q1llsp < [ Hllsp/ [ Pollsp = 1 H llsp/ I Pllsp-

On a donc
|Q1(Po — P)Hsp < M H|lsp

avec A = ||Py — P||sp/||Pllsp < 1 qui ne dépend que de P. On poursuit
avec H; = Q1(Py — P) ala place de H. A ’étape k, on obtient

Hy, =QrP+ Ry + Sk + Hi 1

avec ||Hit1llsp < Al Hllsp < AFTY|H |sp, de sorte que ||Hg||sp tend vers 0
et, comme

IIHkHSP = SUP(”QkHSPIIP“sm ”Rk”Sp’ “Sk”SP)7

Sk, Ry et Q convergent également vers 0. Alors
H= <ZQk)P+ > (Ri + S)
k k
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est la division souhaitée, I'unicité se démontrant comme pour les opé-
rateurs finis.

(iv) Si on suppose en outre que H appartient a I’(U,ﬁg?)), alors
Pinégalité HHHSp > max(||R|lsp, |S|lsp) entraine que [|Rs, < 1 et

[ISllsp < 1, ce qui, en vertu de 1.3.1, équivaut au fait que R et S sont
dans T'(V, @g?)). Enfin, si on a ||P||sp = 1, I'inégalité

[1@Qllsp < [1Hl|sp

montre que Q appartient & I'(V, @g?)) si H est dans I'(U, @g?)).

REMARQUES 3.2.3.

(i) On aurait pu également démontrer la proposition en normali-
sant H et P puis en les réduisant modulo m et en utilisant de facon

répétée la division de Briancon-Maisonobe [BR-MAIS, Lemme 1] encore
valable sur CDg)))( .- On a besoin dans ce cas de 1.5.5. La division 3.1.1 peut
également se démontrer en se ramenant a Ox ..

(ii) Si N(P)=0alors S=0et H=QP + R.

(iii) Dans la preuve, il est essentiel que || - [|sp soit une valuation et que
N(PQ) = N(P) + N(Q). Si les coefficients de H sont seulement définis
sur un Ug NV), on a besoin d’hypetheses supplémentaires pour obtenir
une division (voir [GARN, 1.5]).

_(iv) On a montré au cours de la preuve que si H est d’ordre fini et P
N-dominant, alors S est d’ordre < ordre(H).

Dans I’énoncé suivant, la norme spectrale utilisée est la norme | - ||'(™)

sur 93&"8 définie en 2.1.4 (ii); la fonction N’ est relative & cette norme.
Ce résultat généralise celui de MEBKHOUT et NARVAEZ [M-N].

ProposITION 3.2.4. — Soient U un ouvert affine de X contenant x,
t une coordonnée locale en x et P =", ;0 (avec a; € K) un opérateur

de T'(U, @ggé?) a coefficients dans K. Alors, pour tout H dans T'(U, @&78),
il existe une décomposition unique H = QP + R possédant les mémes

propriétés que la division 3.2.1 en remplagant @g% par @ggg et N par N'.
Un énoncé analogue existe pour DJ&Q.

Preuve. — Elle est quasiment la méme que pour 3.2.1, en utilisant 2.1.4
(ii) & la place de 2.1.3. On reprend les trois étapes de la preuve de 3.2.1.
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(i) Dans ce cas P est | - ||'™-dominant de mondme initial boN'(P)
On reprend ’algorithme de 3.2.1 (i). Ici, on a r = 0 et v = b~ la et les
inégalités de 3.2.1 (i) deviennent alors

”,_Yan—IV'(P)P”'(m) _ “,Yan—ﬁ'(P)”’(m) ”P“/(m)

In—ﬁ’(P)

a T m al|sp|m|™ m
Sp m m

et donc :
[ R [I'™ < R [/ < - < [[Ro|/™) = || H|O™.

La premiére inégalité venant de ce que P est a coefficients constants et de
ce qu’on a par hypothese :

1PIJ"™ = [[blap | ) /AN P
On en tire pour tout k :
llvc‘?"‘N(P)l[’(m) <H|™ /NP, Q™ < | H]|'™ /|| P,

La fin de (i) est alors identique & celle de 3.2.1 (i) en utilisant 2.1.4 (ii).
(Noter que l'unicité se démontre plus aisément ici puisque S est nul.)

(ii) Ce cas se traite a 'identique de 2.1.3 (ii), grace & la complétude
de D{™)
xQ -
(iii) Le raisonnement de 3.2.1 (iii) est encore valable en remarquant
que lopérateur (Py — P) est encore & coefficients constants, de sorte que

1Q1(Po = PYI'™ = |Qull ™| Po — PI'C™ < MJH|'™™  avec A < 1.

La preuve est ainsi complete. ||

3.3. Lemme de Hensel.

On va démontrer maintenant I'analogue du lemme de Hensel de

I’analyse ultramétrique. La méthode utilisée est une généralisation & @g?)
du lemme de Hensel exposé dans [ROB1, th. 2.4].
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Prorosition 3.3.1. — Soient U un ouvert affine de X contenant x
et H e I'(U, ’Dg%) non nul. On note b € T'(U, Oxg) le coefficient d’indice
N(H) de H etV := Uppy U{z}. Alors, il existe une décomposition unique :

H=QP+S (resp. H=P'Q' +95)
telle que :

(i) Q,P,S appartiennent a T'(V, @g&)@);

(ii) P est d’ordre fini N(H), N-dominant, de coefficient initial boN (H) .
(iii) S est de la forme Y. ;0% avec p; € K[t] de degré < N(P).
On a de plus : 2N (H)

(iv) |Qllsp = 1 et il existe un ouvert W tel que {z} C W C U, et tel
que Q soit inversible dans T'(W, Dg?)) ;

(V) [ISllsp < 1 H lsp-

Preuve. — On note Fy le tronqué de H a l'ordre N(H), constitué des
termes d’ordre < N(H). On utilise ’algorithme suivant :

o A létape n,H = Q,P, + R, + S, est la division de H par P,
(cf. 3.2.1).

e On pose P41 := P, + Ry, et on note X := ||H — Pyllsp/||H|sp < 1.

Considérons alors les propriétés :

(an) P, est d’ordre fini N(H), dominant, de coefficient dominant b;

(b) 11 = Qnllsp < A;

(cn) [[Rallsp < A" Hlsp €t 1Sn — Sn—1llsp < A" Hlsp;

(dn) ”Qn - Qn—lusp < )‘n+1‘

On va montrer que (ao), (bo), (co) sont vraies et que (an), (bn), (cn)
entrainent (an+1), (bn+1), (¢nt+1), (dnt1)-

(i) Par définition de Py, (ag) est vraie. D’autre part, on a :
H—Py=(Qo—1)Po+ Ro + So.

Par unicité de la division 3.2.1, il s’agit de la division de (H — Py) par P,
(Ro et Sp ont la forme requise et I'unicité ne requiert pas les inégalités
sur les normes). On obtient donc

”(QO - 1)P0”8p < HH - PO”sp>
d’ou |Qo — 1lsp < A et (bo).
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De méme, on a :
[Rollsp < |1H — Pollsp < AllHllsp €t [[Sollsp < AllH [lsp-
(ii) Supposons (ay), (by), (¢n) vérifiées. Par hypothese, on a
ordre(R,) < ordre(P).

Comme P, 41 = P+ Ry, Pyy1 et P, ont méme coefficient d’indice N(H),
en Poccurence b. De plus ||R,|lsp < ||[H||sp, donc Ppy1 est N-dominant,
d’olt (an+1). De I'égalité

H= QnPn + Rn + Sn = Qn+1(Pn + Rn) + Sn+1 + Rn+la
on déduit la relation

(1 - Qn+1)R’n = (Qn+l - Qn)Pn + Rn+1 + Sn+l — Sp.

Or, ordre(R,11) < N(P,y1) = N(P,) et les coefficients de (S,+1 — Sp)
sont des polynémes de degré < N(P,41) = N(P,), de sorte que I’égalité
ci-dessus est la division de (1 — @p+1)R, par P,. On a donc :

”Qn+1 - QnHSp < “1 - Qn+1HSPHRTL“SP/”Pn”sp
<1 = Quaallsp A" HIH lsp/ [ Prllsp
= /\n+1”1 - Qn+1HSP'

Comme ||1— Qn+1”sp < Max(||1 —Qn”sm |Qn+1 —'Qn”sp) et A <1, 0on
doit avoir

“1 - QTH—IHSP < ”1 - Qn”sp <A puis ”Qn+1 - Qn“sp < )\n+2,

d’ol (bp+1) et (dn+1). On tire encore de la division

”Rn+1”sp < ”1 - Qn+1”sp”Rn”8p < )‘”RnHSp < ’\n+2”H”sp’
”Sn+1 - Sn”sp S )‘n+2”H“SP’

d’ott (ent1)-

(iii) Comme A < 1, la propriété (c,) montre que R, tend vers 0 et
que (Sy,) et une suite de Cauchy ; de méme (d,,) et I’égalité P, 1—F, = R,
montrent que (@) et (P,) sont également de Cauchy. Donc S, P,, @,
convergent dans F(V,f)g?)) vers S, P, respectivement, ce qui donne
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la décomposition H = QP + S. La relation (a,) montre que P a
la forme requise. Les coefficients de S, sont des polyndémes de degré
< N(P,) = N(H) et d’autre part :

”SnHSP < kel[\(/)l,?z)il](”SO”sP’ ”Sk+1 - Sk“sp) < /\“HHSp‘

Donc ||S|sp < [|H|lsp €t S a la forme requise.

(iv) Examinons maintenant 1'unicité. S’il existe deux décompositions
H=Q.P; + 51 = QP + S5, alors, comme

ordre(P;) = ordre(P,) = N(H)

et que P, et P, ont méme coefficient initial, on a ordre(P; — Py) < N(H).
De 'égalité (Q1 — Q2)P1 = Q2(P2 — P1) + S2 — S1, on tire :

N((Q1—Q2))PL > N(P)=N(H) si Q1 —Q2#0,
N(QQ(PQ —Pl)) :N(PQ —Pl) < N(H)

Distinguons deux cas :

(*) 1Q2(P2 — P1)llsp < [|52 — Sillsp-

Alors si (S2 — S;) est non nul, le coefficient d’indice N (S, — S;) dans
Q2(P2—Py) est de norme < ||Q2(P>—P1)||sp, donc de norme < |[S2— S ||sp

car B B
N(Qa2(Py — P1)) < N(H) < N(S2 — S1).

D’ou
N(Q2(P2 — P)+ 82— S1) = N(S2 — S1) < N(H)

alors que
N((Q1—Q2)P1) > N(P1) = N(H).

Il faut donc S; = Sa, d’olt avec notre hypothese, Q2(P> — P;) = 0, puis
P, = P; car Dg% est inteégre. Il vient alors (Q1 — Q2)P1 =0 et Q1 = Qs.

(**) 1Q2(P2 — P1)llsp > [[1S2 = Sillsp-
On a alors
N(QQ(PQ — Pl) + 52 — Sl) = N(Qz(Pz — Pl)) < N(H) si P1 79 P2,
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tandis que

N((Q1—Q2)P) > N(P,) = N(H).
Il faut donc que P, = P, ce qui entraine Q1 = @2, et S1 = Sa.

(v) Il reste & voir l'inversibilité de Q. Comme ||S||sp < [|H]||sp, on a
N(H) = N(QP) et comme N(H) = N(P), on obtient N(Q) = 0. On
a également [|QP|sp = |H||sp et N(QP) = N(H). Donc ||Qllsp = 1 et
N(Q) = 0. 1l existe donc un ouvert W C U, tel que z € W et tel que Q
soit inversible dans T'(W, @g%) (cf. 2.2.1). []

CorOLLAIRE 3.3.2. — Si H € T'(U, @g?)) et N(H) = 0 alors il existe un
voisinage ouvert V de x dans U tel que sur V, H s’écrive H = QP avec
1Qllsp = 1, Q inversible, P N-dominant de coefficient initial le coefficient
d’indice N(H) de H.

4. Base de division d’un idéal

On va maintenant définir une notion de base de division pour un
idéal & gauche (cohérent) J de ‘58?), analogue a la notion classique de
[BR-MAIS, I]. Si 3, a;0" désigne un opérateur d’ordre d & coefficients
dans Ox ,, on peut lui associer le couple (v(aq),d) dont la nullité équivaut
4 'inversibilité de l'opérateur. Ici c’est le couple (N, N) qui caractérise
le défaut d’inversibilité sur 938?6; N joue le role de lordre et N celui
de la valuation; d’ailleurs aprés normalisation N et N sont l’ordre et
la valuation de 'opérateur modulo m (cf. 1.5.5) (par contre N et N ne
vérifient pas 'inégalité triangulaire). Dans la suite J (respectivement Jg)
désigne un idéal & gauche cohérent de @g?) (respectivement @g&))) Un
tel idéal est caractérisé par ses sections globales sur les affines [BE3]. La
notion de base de division est définie sur J.

4.1. Définitions.

DEFINITION 4.1.1. — Si Q € J, est un opérateur défini sur un ouvert
affine contenant x, on lui associe le couple (N(Q), N(Q)), dont on a vu
qu’il ne dépendait pas de Pouvert U (voir 2.1.1 et 2.1.2). L’ezposant de J
en z est alors :

Exp()) := {(N(@Q), N(Q)); Q €.}
On a
Exp(J) = Exp(J) + N?

car N(8%Q) = k+ N(Q) et N(t*Q) = k+ N(Q) pour tout k dans N. Il en
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résulte que Exp(J) est délimité inférieurement par un «escalier » ayant un
nombre fini de coins (voir figure ci-dessous).

N

N(3)

N

N(J)
DEFINITION 4.1.2. — On appelle base de division de 'idéal J en z,

une famille d’opérateurs (P, ..., P.) de J, échelonnée par la fonction N,

c’est-a-dire _ .

N(Py1) = N(P) +1

et telle que ||Pllsp = 1 pour tout i; P est de fonction N minimale
dans J,. et de fonction N minimale parmi les opérateurs de J, ayant méme
fonction N que lui; P, est de fonction N minimale dans J,, et de fonction N
minimale parmi les opérateurs de J, ayant méme fonction N que lui. Plus
généralement P; est de fonction N minimale parmi les opérateurs de J,
ayant méme fonction N. On note :

N@):=N(P), N():=N(P).

Il n’existe pas forcément de telle base. On a une définition analogue

pour un idéal de @g%; dans ce cas il existe toujours des bases de division,

car on peut normaliser les opérateurs de l’escalier pour qu’ils soient de
norme 1.

4.2. Division par la base.

ProrosiTiON 4.2.1 (Division par la base de division). — Soit J un

idéal a gauche cohérent de @g?) (ou @g%) On suppose que I posséde une
base de division (P, ..., P.) relativement au point x. Soit V un ouvert
de X contenant x sur lequel les P; sont définis et tel que sur V\{z}, pour
chaque P;, le coefficient d’indice N(P;) soit inversible. Soient U un ouvert

de X contenant z et H € T'(U, @g? )). 1l existe une décomposition unique

Hzin’Pi'f‘R‘}'S

=1

vérifiant :
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(i) Qr, R, S appartiennent ¢ T'(U NV, @g?)) ;
(ii) Q; appartient ¢ T(U NV, 0x) pour i # r;
(iii) R est d’ordre fini < N(J);

(iv) S est de la forme :

r—1
Sr + Z,uiaN(P") ot p; € V[t] est de degré < N(F;),
=1
avec

Sy = Z w0 o p; € V[t] est de degré < N(J),
i>N(P;)

On a de plus :

“HHSp = SuP(SUPi “Qi”spa “R”spa “Sllsp)'

REMARQUE. — Tous les monomes de R + S sont situés sous ’escalier
de J. La nullité de R + S est donc équivalente a H € J,.

Preuve. — On commence par diviser H par P, :
H=Q,P.+S,+R,.
1 H |lsp = Max(||@rllsp, [|Srllsps | rllsp)

car || P||sp = 1, et R, est d’ordre fini < N(P,). Supposons démontrée une
décomposition :

On a

H= Z Qi + Z 10" + Ry1 + Hiy1
i2k+1 i>N(Piy1)

vérifiant :
o Ry, est d’ordre fini < N(Pyy1);
o [[Risillsp < ||H||sp, les p; étant comme dans ’énoncé;
e Q, eT(UNV,0x) pour i #r et

o [Hrtillsp < Art1llHllsp avee Agyq < 1.

_ Comme ]V_(Pk) = _]V(PkH) —1 et N(Rk4+1) < N(Pgy1), on a
N(Ri+1) < N(Pg). Si N(Rg+1) < N(Py) alors on pose Qr = 0, uz, =0
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et R = Ry. Sinon, on a N(Rgy1) = N(Py) = ordre(Rg41). On divise
alors Ry11 par Py le tronqué de Py & Pordre N(Py) :

Rit1 = mePr + ukdV ) 4 Ry,

avec Ry d’ordre fini < N(P), mx appartenant & T(U NV, Ox), [nkllsp <
|Re+1llsp < | H|lsp et px polynome de degré < N(Py). Il vient :
Riy1 = (miPe + NP 4 Ry) + nk(Py — Py,
[[76(Pr = Po)ll,, = lmellspAee < Nell Hllsp  avee Xy = [(Pk — Pe)]| < 1,

ce qui fournit la décomposition au rang k avec :

o Qr =1k,

o Hy = Hyy1 + k(P — Pk),

o [|Hillsp < Ml Hlsp avee Ap = Max(A), Adgt1) < 1.

Finalement on trouve :

H=ZQ¢P1+Z pi0' + Ry + Hy,

i>N(J)

|Hillp < MH|p avee A=y = Max(|(Px = Py)lls) < 1.

On peut donc faire converger le procédé en recommencant avec H; a la
place de H, pour obtenir une décomposition de la forme voulue. On a
également :

1Qillsp < I H llsp/I1Pillsp = 1 H llsp,  Max(|| Rllsp, |Sllsp) < [1H [lsp-

L’une de ces inégalités doit donc étre une égalité.

Examinons maintenant 'unicité : si
H=Y QPi+R+S=> QPi+R +5,

alors ) (Q; — Q})P, =R — R+ S — 5. Soit 4 le plus grand indice pour
lequel Sup [|Q; — Q||sp est atteint. On a alors :

N((Q: — Q)P) > N(P,) > N(J) > N(R' - R),
vi>i, (1@ - Q)P < I(Qi — Q) PFills.
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Pour j < i, si [[(Q; —Q})Pjllsp = [(Qi — Q}) Pillsp et si Qs — Q5 # 0, alors :
N((Q; — @Q))P;) = N(Pj) < N(P) < N((Q: — Q) Py),
ceci parce que Q; — Q' est dans T'(U, Ox). Par conséquent, si Q; —Q} # 0,

le coefficient d’indice N((Q; — @Q;)F;) de (S’ — S) doit étre de norme
1(Qj — Q)llsp et de fonction N égale a

N((Q; - Q})P) > N(PR),

ce qui n’est pas, puisque c’est un polynéme de degré < N(F;). On doit
donc avoir Q; = Q) et Q; = Q; pour tout j d’apres la définition de i. D’ol
R — R+ 8 — S = 0. Mais, ordre(R’ — R) < N(J) alors que (S’ — S) n’a
pas de terme d’indice < N(J). Donc R = R’ et S = §’, d’ou 'unicité. []

COROLLAIRE 4.2.2. — Soit J un idéal a gauche cohérent de @g?). AlorsJ

L . . , ()
admet une base de division relativement a x, si et seulement si ngC) /3 est
sans m-torsion sur un voisinage de .

Preuve. — Si @g?) /7 est sans m-torsion alors les opérateurs sur I’escalier
de J peuvent étre choisis de norme 1 sinon il y aurait de la m-torsion.
Réciproquement, supposons que J posséde une base de division (P;)
relativement & z. Si 0H appartient & I'(U,J) avec § € m et si H est
dans T(U, DY), alors la décomposition §H = Y, P;Q; + R+ S de la
proposition précédente fournit R + S € T'(U N V,J). Mais le couple
(N(R+ S),N(R + S)) est situé sous I'escalier de J. Donc R+ S = 0.
L’inégalité ||Q;llsp < ||0H ||lsp = |0]|H||sp montre que @Q; est multiple de 6
pour tout i (cf. 1.5.4) et donc H appartient & T'(U NV,J). []

4.3. Suites exactes associées a une base de division.

On démontre dans ce paragraphe des résultats analogues & ceux connus
pour Dy

ProposITION 4.3.1 (Résultat analogue & celui de [BR-MAIS, Prop. 3]).

Soit J un idéal de @g? ) possédant une base de division (P, ..., P,) rela-

tivement a x. Alors, il existe une matrice de relations R € Mr—u(@g? ))
(explicitée au cours de la preuve) qui fournit une présentation de J :

0— (BY) ™ (BP) — 30,
Preuve. — Notons b; le coefficient d’indice N(P;) de P;. Fixons A <1.
D’apres le lemme de Hensel, b;| p(o,a+) 8’écrit comme produit d’un poly-

noéme d’ordre N(b;,A) dont toutes les racines sont dans D(0,\%) par

TOME 123 — 1995 — ~° 4



THEOREMES DE DIVISION SUR ﬁgég ET APPLICATIONS 581

une série inversible sur D(0, A7) (¢f. 1.4.3). On choisit A\ assez proche
de 17 pour que D(0,A") contienne tous les zéros de b;|]z[- Comme de
plus ||b;||sp = 1 = limy_,;- ||b;||» (cf. 1.5.3), on peut écrire :
N(P;)—1
b; = (tN(P") + Z ajtj)ui avec p; inversible sur ]z].
Jj=0

De plus p; se prolonge sur un ouvert affine Ux (x € U) et ||u;illsp = 1, de
sorte qu’on peut supposer que p; est dans I'(U, O%), puis, quitte & modifier
la base de division, que p; = 1. D’autre part, comme les racines de b; sont
dans |z[, il est classique que a; appartient & m [BGR, 3.1.2, Prop. 1].
Comme N(Piy1) = N(P;) + 1, l'opérateur tN(F)=NPit1) P, — 9P est
d’ordre < N(P;y1) modulo m. Dans la division de

tNEN=-NFie)p, ) — 9P,

par la base de division (P;);, modulo m, seuls les opérateurs P, ..., P;
interviennent [BR-MAIS, Lemme 1]. On trouve alors, pour j = 1,...,r—1,
les relations suivantes

J r
(R)) tNED=NEP)p ) 9Py = Zuj’kpk + ZQj,kPk
k=1 k=1

avec pjr € Ox et Q;k € I‘(U,ng?)). On obtient la matrice R des rela-
tions
8+p111+Q1,1 "’QLj ~~~Q1,r
p21 + Q21
. —-tN(Pj—l)—N(Pj)"'Qj—lj
Hin+ Q51 0+ uj5) + Qji5 s Qjr
Bi+1,5 + Qi1

Pr—1,1 +Qr_1,1 pr—15 + Qr_1,j: —tN(Pr—1)=N(Pr) L Q. 4 .

puis le complexe :

0 —s (@gg))r—l R (@:()?))r T -0
(Hl, ...,Hr_l) — (Hl, ...,Hr_l)'fR
(@1, Q) — Y QP €.
J
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Il s’agit de montrer que cette suite est exacte. Comme chacun des
termes est complet pour la topologie m-adique, et @g?)- neethérien, il suffit
de démontrer ’exactitude modulo m™*! pour tout n. C’est vrai pour n = 0

par un argument analogue & celui de [BR-MAIS] en travaillant dans ’Dg?).
11 suffit donc de montrer que la suite des gradués est exacte :

0— (@ mnD(O)/mn—HD(O)) (@ mn,D(O)/mn+1,D(0))

n>0 n>0

— (@ m"f]/m"“f]) — 0.

n>0
Comme chacun des termes de la suite
0— (DY) — (DY) — 10
est sans m-torsion, la suite des gradués est isomorphe a
0— (GrV)® (DY) — (GrV) ® (DY) — (GrV) ® (I/mJ) — 0

qui est exacte. Dot le résultat. []

ProposITION 4.3.2. — Soit J un idéal cohérent de @g?) tel que JADS?)/J
soit sans m-torsion et fizons une base de division (Py, ..., P.) de J relative-
ment ¢ x. Alors J/(Py) est & support en z et I Qv K est engendré par Py
et P, au voisinage de .

Preuve. — Remarquons tout d’abord que J N @g?) = mJ car @g?) /3
est sans m-torsion. On a également J/(P;) sans m-torsion : si  est une

uniformisante de V et si on a une relation Q) = HP; avec Q,H € 9(0)
alors HP; = 0 modulo m. Mais ||P1||sp = 1; donc P, # 0 mod m et

(0)

D(O) étant integre, H appartient & mD,y., . On en déduit que :

(1/(P1)) ®v V/m~ (I V/m)/((P1) ®v V/m).
On sait par l’analogue sur Dgzx de [BR-MAIS, Prop. 5] que
(I®V/m)/((P) ®vV/m)
est & support en z. Soit alors H € T'(U,J) deﬁm sur un ouvert affine U ou
les P; sont définis. Il existe Q € I‘(U{t},ﬂ( ) tel que H — QP soit dans

(U{t},JﬂmD( )) ['(Ugty,mJ). Un argument de complétion permet
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alors de faire converger le procédé et H appartient & (Pp) sur Ugy.

Donc J/(Py) est & support en z. Maintenant J/(Pi, P;) est un @g?)-
module de type fini & support en x d’apres ce qui précede et aussi un
Ox-module de type fini (¢f. 4.2.1). Donc J/(Py, P.) ® Q est de type fini
sur Oxg et son image inverse par spécialisation est un isocristal, donc un
Ox,-module localement libre de rang fini. Par suite, J/(P1, Pr) ® Q est
localement projectif, donc facteur direct d’'un module libre, et & support
enz;J/(P,P,)®Q est donc nul. []

~ (0
5. Quelques propriétés des ’D:(x()}-modules holonomes

~ (0
5.1. Décomposition générique des D&é-modules cohérents.

Nous commencons par rappeler un résultat mentionné dans [ROB2,
Annexe|. On rappelle qu'un anneau A est euclidien s’il est intégre et muni
d’une fonction N : A\ {0} — N telle que :

Va,be A, 3! (q,r) € A, 3 (d,r") € A, tels que :
a=bg+r=qb+7,
NGy < M), NG < NO),
N(b) < N(a) sir=0our’ =0.

ProposiTION 5.1.1. — Soit A un anneau euclidien. Alors, pour tout M
dans M, s(A), il existe U € Gl,.(A), V € Gl;(A) tels que :

¢ /a1 0|0
: sir<s,
0 ar| 0

UMV = o 0
0 T a. sir>s,
\ 0o ... O

et tels que a; divise a; a droite et a gauche pour j > i. Si de plus A est
simple, la suite des a; peut étre choisie de la forme (1,...,1,,0,...,0).
Enfin, il existe un algorithme qui, a partir de M, fournit U et V en un
nombre fini de divisions.

Preuve. — Voir [ROB2, Annexe]. []

On en déduit la proposition suivante :
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ProrosiTiON 5.1.2. — Sozt € un CD(O) -module cohérent. Alors il existe
un opérateur P € T'(U, DxQ) N- dommant défini sur un ouvert affine V

de X et un entier n € N tels que &)y ~ (‘D(O) /P) @ (D(O)) .

Preuve. — Soit
(DFY)" —= (DFY)” — &y — 0

une présentation de € sur un ouvert affine U de X, donnée par M ap-
partenant & MT,S(’ngé) On peut supposer, quitte a réduire suffisam-
ment U, que les divisions (en nombre fini) requises par la proposition
précédente appliquée & M, sont euchdlennes sur un ouvert V convenable
(cf. 3.2.3 (ii)). Comme, de plus, I'(V, DU ) est simple, on déduit de la ro—
position precedente qu’il existe K € Gl, (I‘(V 9&&)) L e GL,(I'(V, ﬁxQ))
et PeI(V, ’DxQ) tels que :

KML = P
0 )

Quitte & diminuer V, on peut, par le lemme de Hensel, supposer P N-
dominant. On obtient le diagramme suivant

~(0)\n M N
(‘Di%) - (Dg)q)g) E\v 0
KT l 2 zl L
~ KML  ~
((D%P) ('DE%) —— Coker(-KML) —— 0,

qui induit un isomorphisme de @i?é—modules entre &y et le conoyau de

la fleche du bas. Mais on a :
0) KML _ ((0)\$ ~(0 ~(0) \n
Coker{ (D)" —" 5 (DY)} = (DYY/P) @ (DY),
avec n égal au nombre de zéros sur la diagonale de K M L.

5.2. Modules holonomes, multiplicités.

Comme on I’a mentionné dans l'introduction, on peut définir sur
D(O , la plupart des notions usuelles sur D¢y}, en particulier les notions
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d’holonomie, de multiplicités, de variété caractéristique et de base de divi-
sion pour les 1deaux de type fini (voir [SAB], [GARN]). Ces mémes notions
existent sur D (v01r [BES5]) ; rappelons bri¢vement comment BERTHELOT
en déduit les notlons analogues pour les D:,?Q-modules cohérents.

On notera :
e Car(F) la variété caractéristique d’un ’Dg?)—module cohérent F,
e & 'image de O dans Gr(Dg?)) et

o mult,(E) la multiplicité de E en la composante irréductible g
de Car(E).

o
Gréce & une présentation de &, on peut trouver un modele entier € de €
(o]

(ox g@v@ ~ &). On note Eors la m-torsion de g; (g/gtom) ®vyV/m est
un 'Dg?)—module cohérent.
On dira que & est holonome si
Caré := Car((é)/gto,s) ® V/m)
est de dimension < dim X ; le&cz) nlultiplicités de € sont celles de
(8/8tors) ® V/m

en les points génériques des composantes irréductibles de Car €. BER-
THELOT [BES5] montre que ces notions ne dépendent pas du choix du

modéle sans m-torsion de €. Les différentes notions sur DY ¥ et D(O)
sont bien stir compatibles :

LeMME 5.2.1. — Soient s : T*X — X la projection canonique et
Spec Ox, x — X le morphisme canonique. Le diagramme cartésien

Spec(Ox ) Xxx T*"X —— T*X

| }

Spec(0x,z;) — X

induit un isomorphisme :
Car(€ ® V/m) x x Spec(0x,;) ~ Car(€, ® V/m).

De la méme facon, si on note s : T — T*X la section nulle du fibré
cotangent, alors les multz’plicz‘tes

mult e 0)(8 ®V/m) et mult;_ 0)(8 ® V/m)
de 8m ® V/ m sont en fait les multiplicités des composantes irréductibles
de Car(8 ® V/m) contenant s(z).
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Soit maintenant J un idéal cohérent de @SCO) tel que € = @gco ) /J soit sans
m-torsion. On a vu qu’alors J possédait une base de division (cf. 4.2.2).
On a la suite exacte :

0— Tor%;(é)w,\?/m) - (1®V/m); — (@g?) ®V/m)l—> (é) ®V/m)m——> 0.
Or Tor%(gf, V/m) =0 car @g?) /3 est supposé sans m-torsion. Donc
£, ®V/m=~DY /(18 V/m),

comme D()({)?z-module. On a alors :

LEMME 5.2.2. — Avec les notations qui précedent, I, et (J®V/m), ont
méme escalier. En particulier N(J) et N(J) (cf. 4.1.2) sont respectivement

les multiplicités en x des composantes (€ = 0) et (t = 0) pour 8 CD(O)/U

Preuve.—Soit (P;); une base de division de J. Par définition || P;||sp = 1.
D’apres 1.5.5, N(P;) et N(P;) sont la valuation et le degré de la réduction
P; de P; modulo m. Donc, I'escalier de J ® V/m en z est situé en dessous
de celui de J en z. Réciproquement, on peut relever dans J une base de
division de (J® V/m)z : si (P;) est une telle base et (P;); un relévement,
alors N(P;) = d(P;) et N(P;,) = v(P;). D’ou Iégalité des escaliers.
Comme les multiplicités de @g? ) /3 en z se calculent par d((J ® V/m),)
et v((J®v/m),) (la preuve se fait comme dans [MAIS, III, 2.1]), elles sont
donc égales respectivement & N (J,) et N(J;). []

LEMME 5.2.3. — Soit E un D( ) _module de type fini dont la variété
caractéristique Car E est contenue dans un point. Alors si car k =p > 0,
E est un k-espace vectoriel de dimension finie multiple de p.

Preuve.— Si Car E est un point, c¢’est forcément le point correspondant

a l'idéal (t,€) car l'idéal définissant Car E est homogene en £. 1l existe

donc v,d € N tels que t¥ et €% annulent Gr E. On en déduit que tv*

annule Fi E pour tout k. Quitte & décaler (FxE)g, on peut supposer que

FyDF,E = FyyoF pour tous k, ¢, de sorte que les générateurs du Ox ,-

module FyF soient des générateurs de E sur ‘Dg)))”. On a donc pour
tout k : i
EFE C Frpq1E = Fy_ 1 DFLE.

Pour k£ = 0, on trouve
¢FyE C Fy_DF,E
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si bien que E est engendré par les {0%;}; ; pour i € [0,d — 1] et (e;); une
famille génératrice du O x ;-module Fy E. Comme d’autre part Fy ' est de
t-torsion, F est un k-espace vectoriel de dimension finie. Mais on a

0 = Tr([t,]) = Tr(— Idg),

ce qui entraine que dimy E est un multiple de p. []

A titre d’exemple, Dg)))( _/(t?,0) est un k-espace vectoriel de dimen-
sion p engendré par 1,t,...,t,_1 et de variété caractéristique réduite a
un point.

PROPOSITION 5.2.4 (inégalité de Bernstein pour les po )-modules).

Un D -module cohérent € est nul en x si et seulement st ses mul-
tzplzcztes en x sont nulles. De plus, € est holonome si et seulement si
dim(Car €) = 1 ou bien & est nul.

o

Preyve. — Soit € un modele entier sans m-torsion de €. Par hypo-
these € ® V/m a ses multiplicités nulles en z. 1l s’agit donc, d’apres le
lemme précédent, d’'un k-espace vectoriel de dimension finie (multiple
de p) sur un voisinage de z. Donc &, qui est séparé complet pour la
topologie m-adique (cf. [BE 3]), est localement en x, un K-espace vectoriel
de dimension finie sur lequel l'opérateur [t,0] = —Ide est de trace
nulle. Donc €, = 0. De plus, un DS 6 module £ est holonome si et

seulement si dim Car(E ®V/m) <1 ('inégalité de Bernstein est fausse
en général, modulo m). Mais si dim(Car(€ ® V/m)) = 0 en z, alors les

multiplicités de € ® V/m en x sont nulles. Donc €, ® V/m est nul et il en
est de méme de €,. []

~ (0
5.3. Les D&é-modules holonomes sont monogénes.
ProrposiTION 5.3.1. — Tout @g&g-module holonome est monogéne.

Preuve.— On a vu que ‘DgCQ est simple (cf. 2.2.2), de longueur & gauche
et & droite infinie. Soit g un D xo-module holonome. Il est extension
de modules simples de multiplicités non nulles (c¢f. 5.2.4). Comme les
multiplicités s’additionnent par suite exacte, il en résulte que Eg est de

longueur finie sur @g&é D’apres le théoréme de Stafford [BJO, Chap. I, § 7],
&g est monogene. (]
REMARQUES 5.3.2.

(i) D’apres un théoreme de descente par Frobenius dit & BERTHELOT
[BE4], tout D&Q—module cohérent & muni d’une structure de Frobenius
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est de la forme
Dl o R O
xXQ DY)

ot £ est un @g%—module cohérent tel que
FD!C(E(O)) D(l) ®’\(0> e©

(F} désignant 'image inverse par un relévement du Frobenius de X); on
dit alors que & est holonome s'il en est de méme de £(©). Par conséquent,
un tel D&Q-module € est monogene.

(ii) Dans la PROPOSITION 5.1.2, € est holonome si et seulement si 7 = 0.
Par conséquent, un D —module holonome & est génériquement de la

forme D%,é /P avec P N -dominant ; sur V, le module € est donc 'image
par spécialisation d’un isocristal convergent de rang N (P) (cf. [BE1, 2.2]).

L’isomorphisme est donné par :
I(U, Diy/P) = T(U, 0xg) M)

H+— (ao,al, oo ,aﬁ(P)_l)

ot Y, a;0" est le reste de la division de H par P.

Si on écrit € sous la forme @g%/? grace & 5.3.1, et si (Py,..., Py) est
une base de division de J, alors on peut prendre P = P; (cf. 4.3.2) de
sorte que le rang de 'isocristal est en fait égal & multe—g)(€).
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