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REMARQUES SUR LE REVETEMENT UNIVERSEL

DES VARIÉTÉS KÂHLÉRIENNES COMPACTES

PAR

Frédéric CAMPANA (*)

RÉSUMÉ. — Si X est une variété kàhlérienne compacte, on étudie certaines
relations entre 71-1 (X), la positivité de^Q^- et les sous-variétés analytiques compactes
génériques du revêtement universel X de X, qui apparaissent dans un trvail de M.
Gromov. On en déduit simplement certains résultats, soit connus (la simple connexité
des surfaces K3 et les variétés rationnellement connexes), soit nouveaux (la finitude
de TI-I (X) si X est simple). Cette étude conduit naturellement à la construction d'une
application méromorphe connexe et propre <j : X —> Y dont les fibres génériques sont
les sous-variétés analytiques compactes connexes maximales^de X. La conjecture de
Shafarevitch équivaut alors au fait que a est holomorphe et Y Stein.

ABSTRACT. — For X a compact Kàhler manifold, we study relationships between
71-1 (X), thé positivity of ^î^ and generic compact subvarieties of thé universal cover X
of X, first considered by M. Gromov. From this we deduce in a simple way results, either
well-known (K2 surfaces and rationnally connected manifoids are simply connected),
or new (71-1 (X) is finite if X is simple). This study leads naturally to thé construction
of a certain proper connected surjective meromorphic map a : X —>• Y, thé generic
fibers of which are thé maximal compact subvarieties of X. Shafarevich's conjecture
means that a is holomorphic with Y Stein.

0. Introduction

La classification des variétés kàhlériennes et projectives compactes
repose essentiellement sur les propriétés de positivité de son fibre cano-
nique Kx- En principe, une variété est d'autant plus spéciale et simple, que
Kx est peu positif. Nous nous proposons d'illustrer ce principe en utilisant
un résultat de M. Gromov qui relie la non-finitude du groupe fondamental
de X et la positivité géométrique de ^î^.

(*) Texte reçu le 24 décembre 1992, révisé le 11 octobre 1993.
F. CAMPANA, Département de Mathématiques, Université Nancy 1, BP 239, F 54506
Vandœuvre-les-Nancy CEDEX.
Classification AMS : 32J27, 32J25, 14E20.
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256 F. CAMPANA

Les remarques qui suivent ont été motivées par le corollaire 3.2 de M.
Gromov (voir [G]) : si X est une variété kàhlérienne compacte telle que
x(^x) 7^ 0 et si le revêtement universel X de X = X/F ne contient pas
de sous-variété complexe compacte de dimension (strictement) positive,
alors X est projective.

La démonstration repose sur le théorème de l'indice 1/2 de M. Atiyah
(voir [A]) et la théorie de Hodge L^ pour produire une p-forme holo-
morphe u L^ sur X.

La démonstration fournit en fait un résultat plus précis que celui
énoncé :

( I I existe un 1 <: p < n et un sous-faisceau cohérent F de î^
(*) \ tel que /î(X,det(F)) = n, où ^(X,.) désigne la dimension de

( Kodaira-Iitaka.

On en déduit au paragraphe 1 une nouvelle démonstration de la simple
connexité des surfaces K3 et au paragraphe 2 la finitude du groupe
fondamental de certaines variétés de dimension algébrique zéro qui jouent
un rôle clé dans la structure des variétés kàhlériennes compactes non-
projectives.

Par ailleurs, ce résultat conduit naturellement à l'étude :
1) des sous-variétés analytiques compactes de X, revêtement universel

deX;

2) géométrique des faisceaux cohérents F c ̂  satisfaisant (*).

Concernant 1), au paragraphe 3, nous démontrons l'existence d'une
F-réduction 7 : X —> Z pour toute variété kàhlérienne compacte et
connexe : Z paramétrise (essentiellement) les sous-variétés complexes com-
pactes et connexes maximales de X. Cette r-réduction est donc analogue
à la réduction de Stein dans la théorie des variétés holomorphiquement
convexes et devrait être l'une des étapes dans la solution de la conjec-
ture de SHAFAVEVITCH [S], qui peut alors être reformulée comme suit :
Z est modification propre d'un espace de Stein normal. Remarquons qu'il
existe des variétés complexes compactes (non Kàhlériennes) qui n'admet-
tent pas de telle r-réduction (voir 3.11.2'). La r-réduction de X fournit
une r-réduction 7 : X —^ Z = Z / T par passage au quotient. C'est un
nouvel invariant biméromorphe de X, ainsi que gd(X) := dim(Z), que
nous appelions la Y-dimension de X. Nous déduisons du paragraphe 3
au paragraphe 5 une nouvelle démonstration de la simple-connexité des
variétés rationnellement connexes, ainsi que certains résultats de M. Nom
et R. GURJAR ([N] et [R]).
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REVÊTEMENT UNIVERSEL DES VARIÉTÉS KÀHLÉRIENNES COMPACTES 257

Concernant 2), au paragraphe 4, nous montrons que si ^(Ox) 7e 0; et
si gd(X) = n <: 3, alors X est de type général, c'est-à-dire que i^(X), sa
dimension de Kodaira, est égale a n. La démonstration utilise l'existence
de modèles minimaux en dimension 3 et n'est donc pas généralisable sous
cette forme en dimension supérieure.

Les résultats de ce travail sont généralisés dans [C5].

Note. — J. KOLLÀR vient de me transmettre son preprint [Kol] qui
traite entre autres choses également des questions abordées ici aux para-
graphes 3, 4. Il obtient en particulier la F-réduction de X, qu'il baptise
morphisme de Shafavevitch^ lorsque X est algébrique. Je voudrais le
remercier de m'avoir signalé une erreur dans une version antérieure.

1. Surfaces K3

DÉFINITION 1.1. — Une surface K3 est une variété complexe compacte
et connexe S de dimension 2 telle que :

Ks^Os et q(S)=hl(S,Os)=0.

THÉORÈME 1.2. — Une surface K3 est simplement connexe.

Remarque 1.3. — Ce résultat est bien connu. Il est habituellement
démontré soit à l'aide de l'existence de métriques Ricci-plates, soit à
l'aide d'un résultat intermédiaire de la théorie des déformations : les
surfaces K3 sont toutes déformation d'une quartique de P3(C). On le
déduit ici directement de [G].

Démonstration. — Nous avons x(0s) == 1 — q -\- pg = 2 ^ 0 si S est
une surface K3. Soit r : S —> S un revêtement de degré d > 1. Alors
Kg ^ 0g. Donc 2d = x(^) = 1-q-}-pg = 2-q ̂ 2 et d = 1.

Il suffit donc d'établir que 7i"i(5') est fini pour conclure.
Or, si 71-1(6') est infini, puisque ")(,(0s) 7^ 0, il résulte de [G, § 3], si S est

kàhlérienne, que pour p = 1 ou 2, il existe un sous-faisceau F de rang r
de Q^ tel que ^(6', det.F) = 2. Or, ceci entraîne p = 1 et contredit le
lemme de CasteInuovo-De Franchis ([B-P-V, VII, prop. 4.2]).

Lorsque S est kàhlérienne, le résultat est donc établi. Il faut procéder
autrement lorsque S n'est pas supposée kàhlérienne ; on a d'ailleurs, plus
généralement :

THÉORÈME 1.4. — Soit S une surface complexe compacte connexe telle
que Kj^ ^ Os pour un entier m > 0. Si x(0s) + 0, alors 71-1 (5) = 1
ou Z2, et S est soit une surface K3, soit une surface d'Enriques.
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258 F. CAMPANA

Démonstration de 1.4

LEMME 1.5. — Si de plus Ks ^ Os, alors x(0s) = 2 - q > 0.

Démonstration. — Sinon, q > 3et /i150^) > 2. On peut donc trouver
deux formes holomorphes u^ et u^ de degré 1 (d-fermées car dimc(6) = 2).
Si u\ A ^2 T^ 0, alors 5' est un tore complexe, sinon Ks serait effectif,
comme on le voit en considérant le diviseur de ramification de l'application
d'Albanese de S. Si 14 A u^ == 0, il existe un morphisme -0: S —> C sur
une courbe de genre g > 2 telle que Ui = ^*(^) (avec i = 1,2) par le
lemme de CasteInuovo-De Franchis. Les fibres de ^ sont elliptiques, et la
formule de Kodaira pour le calcul du fibre canonique montre que K,{S) > 1
([B-P-V, p. 161 et 162]). (Remarquons que cet argument est inutile si
l'on sait déjà que \(0s) > 0, par exemple si g = 0). Contradiction.
Donc q = 0, 1 ou 2 et x(0s) = 2, 1 ou 0. D

LEMME 1.6. — Soit S une surface complexe compacte et connexe, g
une métrique hermitienne sur S, * l'opérateur de Hodge associé à p*(g)
sur 5', le revêtement universel de 6, et opérant sur <f'*(6). Si u est
une (0,2)-/orme harmonique pour A^, alors (*n) est une (2,0)-/orme
harmonique holomorphe sur S.

Démonstration. — On a *(<fp'(^) = f2"^2"9 et 9{w) = 0. Q

COROLLAIRE 1.7. — Si, dans 1.6, on a de plus Ks ^ Os, et si 71-1 (5') est
infini, alors il n'y a pas de (0,2)-/orme harmonique L^ non nulle u sur S.

Démonstration.—En effet (w) est, par trivialisation de Ks, identifiable
à une fonction holomorphe L^ sur 6'; donc w = u = 0, puisque 5' n'est
pas compacte. []

Nous pouvons maintenant achever la démonstration de 1.4.
Supposons que 71-1(6') soit infini, où S est le revêtement universel de S

et F = 71-1(6). Soit /I°'P la F-dimension de l'espace des formes C°° de
type (0,p) harmoniques pour A^ et L^ sur S. Le théorème de l'indice L^
(voir [A]) montre alors que

h^2-h^l+h^o=h^2-ho^ = )c(0s) > 0,

ce qui est impossible, puisque /î°'2 = 0 par 1.7. Donc 71-1(6) est fini, et si 6
est le revêtement universel de 6, x(^s) < 2 montre que Card(7Ti(6)) < 2.
On doit donc avoir q = 0 et S est soit une surface K3, soit une surface
d'Enriques (q = 0, KJ2 ^ O s ^ K s ^ O s ) . D
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2. Dimension algébrique zéro

CONVENTIONS 2.0. — On désigne par X une variété kàhlérienne com-
pacte et connexe; par a(X) sa dimension algébrique; par n = dimc(X)
sa dimension; par q(X) = ^{Ox} son irrégularité. On note p : X —> X
le revêtement universel de X et r : X —>• X un revêtement étale de degré
fini d de X.

DÉFINITION 2.1 (voir [F]). — X est dite simple si n > 2 et si X n'est pas
recouverte par ses sous-ensembles analytiques compacts et irréductibles Y
tels que 0 < dim(y) < n.

EXEMPLES 2.2. — Le tore complexe «général» de dimension n > 2 est
simple ; la surface K3 « générale » S est simple. La déformation « générale »
de XQ = S x S / a, éclatée de S x S le long de la diagonale et divisé par a,
relèvement à 6' x S de l'involution de S x S qui échange les deux facteurs,
est simple (exemple dû à A. FUJIKI et étendu à un nombre quelconque
de facteurs par A. BEAUVILLE). Remarquons que tous ces exemples sont
symplectiques, c'est-à-dire possèdent une 2-forme holomorphe de rang
maximum en chaque point.

Si X est simple, a(X) = 0 et q(X) = 0 ou n; dans ce dernier cas X
est biméromorphe à sa variété d'AIbanese [U, p. 159]. (Ceci provient de ce
qu'un tore complexe T est de dimension algébrique strictement positive
s'il contient un diviseur effectif D, et de ce que a(Z) > 0 si Z C T est
un sous-ensemble analytique compact qui engendre T. On prend alors
Z = Alb(X) ; donc Z = Alb(X) == F, et le diviseur D de ramification de
Alb : X -^ Alb(X) = T est vide.)

La structure des variétés kàhlériennes compactes peut être systémati-
quement réduite à celle des variétés projectives et des variétés simples à
l'aide de fibrations biméromorphes canoniques (voir [Cl, 3] et [F]).

EXEMPLE 2.3. — Si X est de dimension 3, et non-projective, alors on a
l'un des cas suivants (à équivalence biméromorphe près) :

1) a(X) = 2 et X est elliptique;

2) a(X) = 1 et après revêtement fini, X = S x (7, où C est une courbe
et S une surface telle que a{S) = 0, c'est-à-dire soit une surface K3, soit
un tore ;

3) a(X) == 1 et a : X —> (7, la réduction algébrique de X a pour fibre
générique P(A£1), où E est une courbe elliptique et AE Punique fibre non
scindé 0 -^ OE -^ AE -^ OE -^ 0 sur E ;
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4) a(X) = 0 et X est soit un tore, soit revêtue par un tore (q = 2,3),
soit un Pi-fibré sur une surface K3 (q = 0) ;

5) a(X) = q(X) = 0 et X est simple. (Voir 2.10, 2.11 et 2.12 ci-dessous
pour ce dernier cas).

QUESTION 2.4. — Une variété simple est-elle quasi-symplectique ?
(c'est-à-dire : admet-elle une 2-forme holomorphe génériquement de rang
maximum, après éventuel passage à un revêtement ramifié de degré fini).
En particulier, si q(X) = 0 pour tout revêtement ramifié de degré fini X
de X, et si X est simple, n est-il pair?

THÉORÈME 2.5. — Soit X une variété simple telle que \{0x) 7^ 0.
Alors Ti-i (X) est fini de cardinal au plus 2n-l.

Démonstration. —Nous montrons d'abord que q(X) = 0. Mais X étant
simple, si q(X) ̂  0, on a q(X) = n et \{0x) =- 0 d'après le LEMME 2.7
(iii) ci-dessous. Contradiction. \\

LEMME 2.6. — Soit X une variété simple avec q(X) = 0 et \(0x) 7^ 0.
Alors TI-I (X) est fini.

Démonstration.—Supposons 7Ti(X) infini. Alors X n'est pas recouverte
par ses sous-ensembles analytiques compacts de dimension positive, sans
quoi X serait recouverte par les images par p : X —> X des sous-ensembles
compacts de X de dimension intermédiaire entre 1 et (n — 1) (avec
n = dimc(X)), qui recouvrent X. La démonstration de [G, § 3] s'applique
donc et montre que X est projective, puisque \{0x) 7^ 0. Contradiction.
Par conséquent, 7i-i(X) est fini. \\

On déduit de ce qui précède que 7i-i(X) est fini. Alors 2.5 résulte de :

LEMME 2.7. — Si a(X) = 0, on a :
(i) h\X, Ox) < (^) pour tout i > 0 ;

(ii) \x{0x)\<^-1^

(iii) si \{0x) ̂ 0, et sir :X -^ X est un revêtement étale de degré d,
ona^^71"1.

Démonstration. — La partie (i) résulte de h^X.Ox) = /i°(X,f^),
de ce que rg(f^) = (rl) et de ce que pour tout fibre vectoriel V de
rang r sur X, on a h°(X,V) ^ r. Ensuite (ii) est clair, et (iii) provient
de l'égalitéj:\:(a^)| = d\\(0x)\ ^ d combinée avec x(0^)\ ^ <2n-l

puisque a(X) = a(X) =0. []
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QUESTION 2.7. — Si X est simple et si q(X) = 0 pour tout revête-
ment X —^ X, étale en codimension 1, a-t-on \{0x) 7^ O?

Lorsque n = 3, on peut renforcer ce résultat :

THÉORÈME 2.8. — Soit X kàhlérienne compacte connexe avec n = 3 et
a(X) = q(X) = 0. Alors 7Ti(X) est fini et égal à {1}, Z2 ou 2^3 •

Démonstration. — On a h^ÇX) = /^(X) ^ 0, sans quoi X serait
projective, d'après un résultat de Kodaira. (On aurait en effet ̂ (X, M) =
iï"1'1^, M), et le cône de Kàhler contiendrait une classe rationnelle.) Donc

^(0x) = 1 - q + /^° - ̂ 3ÎO > h2-0 > 0,

car h^°(X) < © = 1 puisque a(X) == 0.

Donc X ne peut être F-réduite, (c'est-à-dire que X est recouverte par
une famille de sous-ensembles analytiques compacts de dimension 6 = 1
ou 2. Ce dernier cas est d'ailleurs exclus, puisque a(X) = 0), sans quoi X
serait projective, par [G, 3.2].

Donc, ou bien X est simple, auquel cas 7î-i(X) est fini, ou bien X n'est
pas simple. Alors X est recouverte par une famille de courbes (Cs)sçs^
génériquement irréductibles, et par le point générique de X ne passe
qu'une seule courbe de la famille, sans quoi X serait recouverte par une
famille de diviseurs, contrairement à l'hypothèse : a(X) = 0.

Il existe donc une quasi-fibration (p : X —> 5', où S est une surface
avec a(S) = q(S) = 0; donc S est une surface K3 et TT^ÇS) = 0. Si g(C)
est le genre de la fibre générique de ^, on a g(C) < 1 [U, p. 145]. Si
f : X —> S est un morphisme surjectif sur une surface 5' avec a{S) = 0 et
si g{C) = 1, alors les fibres lisses de / sont deux à deux isomorphes (sinon
l'invariant j fournirait une fonction méromorphe non constante sur 5').
Donc X est biméromorphe à un fibre localement trivial de fibre C et de
base S (voir [C3]). Donc :

• si S est une surface K3y X est biméromorphe à C x S, ce qui contredit
a(^)=0;

• si S est un tore complexe, après changement de base étale fini,
q{X) = 3, et X est un tore [Bl].

(On a donc montré que X est revêtue par un tore si a(X) = 0 et
q(X) = 2.)

Donc : g = 0, C ^ Pi(C) et 71-1 (X) = 0. D
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LEMME 2.9. — Si a(X) = q(X) = 0, si n = 3 et si r : X -> X est un
revêtement étale de degré d, alors d <, 3.

Démonstration. — Si q(X) > 0, on a q(X) = 2 ou 3. Dans les deux
cas, on a : x(Px) = ̂  P^ l'argument précédent. Contradiction, puisque
\{0x) > 0. On a donc :

q(X) = q(X) = 0,
1 ̂  h^ÇX) ̂  h^ÇX) ̂  3,
0 < h^ÇX) < h^ÇX) < 1.

Une liste des six cas possibles établit facilement le résultat. []

REMARQUE 2.10. — Aucun exemple de variété kàhlérienne compacte
connexe simple X de dimension 3 avec q(X) = 0 n'est connu. Remarquons
que nous avons démontré, plus précisément : sous les hypothèses de 2.8, X
est soit simple avec Card(7Ti(X)) < 3, soit biméromorphe à un ̂ -^-fibré de
base S , surface K3 (de dimension algébrique zéro). Donc Card(7Ti(X)) <, 3
dans tout les cas.

QUESTION 2.11. — Existe-t-il un X comme en 2.10? Si un tel X existe,
il ne peut être construit par aucun des procédés usuels. Par exemple :

THÉORÈME 2.12. — Soit XQ Kàhler compacte connexe avec n = 3
et a(X) == q(X) = 0. S'il existe un morphisme propre lisse et connexe
^ : X —>• S avec S connexe^ à fibres Kàhler et SQ^S-^ 6 5' tels que XgQ ^ XQ
et Xs-^ projective^ alors XQ est biméromorphe à un P-i-fibré sur 5', une
surface K3 avec a(S) = 0.

REMARQUE 2.13. — En particulier, XQ n'est pas simple, de sorte que
les X de 2.10 ne peuvent pas être construites par déformation kàhlérienne
d'une variété projective.

Démonstration. — La démonstration de 2.8 montre qu'il suffit de
montrer que XQ est uniréglée. Or, si une variété projective Xs^ satisfait
X(^xs-,) > 0, elle est uniréglée. Puisque x(^Xo) = x(0x^} > 0, nous
savons que X^ est uniréglée (voir [Mi], [Mo]). Les petites déformations
de Xs^ sont donc aussi uniréglées [Ko]. La ^-propreté de Chow(^/S)
montre alors aussi que XQ est uniréglée. Cette S'-propreté résulte de [Li]
ou [G-A], et de l'existence d'une forme hermitienne continue dont la forme
de Kàhler uj est d-fermée sur les fibres de <î>. La conclusion résulte alors
des arguments de 2.8.
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REMARQUE 2.14.—A l'aide des résultats précédents, on peut facilement
montrer que si X est kàhlérienne compacte avec dim(X) == 3, alors 7Ti(X)
est commensurable à TT^X') avec X' projective.

3. r-réduction

NOTATIONS 3.0. — On désignera par X une variété kàhlérienne lisse
compacte et connexe de dimension complexe n, par / : X —> X == X/Y
son revêtement universel, avec F ̂  7Ti(X). (On pourrait dans ce qui suit
supposer seulement X dans la classe C, c'est-à-dire biméromorphe à une
variété kàhlérienne compacte.)

Si A C r est un sous-groupe, nous noterons : /A '- X —^ X^ := X/A
et ^A '- X/^ —> X les revêtements connexes déduits de A, de sorte que
f == g^ o f^ pour tout A.

CONVENTION 3.1. — On désignera par C(Y) ou Chow(y) la variété de
Chow (ou espace des cycles) d'un espace analytique Y, construite dans [B].

Lorsque X est kàhlérienne compacte, les composantes (irréductibles)
de Chow(X) sont compactes (voir [Li], [G-A]).

Si uj est une forme de Kàhler sur X et si
Z = y ^rijZj

ici

est un p-cycle compact de X de dimension pure p, on note

vol(Z) = Vn,vol(Z,), où vol(Z,) = [ cc;^,
i^î J^

l'intégrale convergente (par [Le], voir [G-A]) étant calculée sur le lieu lisse
de la composante Zi de Z.

3.2. Applications méromorphes.
Une application méromorphe ip : X —> Y entre espaces irréductibles

est un sous-ensemble analytique irréductible X de X x Y qui est une
modification propre u : X —^ X de X. On dit que y est propre et connexe
si la projection (p : X —> Y est propre et surjective à fibres connexes.

On dira que </? est une quasi-fibratwn [C3] si elle est propre et connexe,
et si (^(/^^(J)) C Y, où 1 C X est le lieu d'indétermination de

^ : X —> X.

On a défini (dans [C3]) la notion de famille des fibres et de représentant
canonique d'une application méromorphe y : X —^ Y.
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DÉFINITION J3.3. — On dira que X est r-réduite si pour x ç. X,
général dans X, le seul sous-ensemble analytique compact et connexe
contenant x est x lui-même («général» signifie, conformément à la termi-
nologie de [Cl] : dans une intersection dénombrable d'ouverts de Zariski
denses).

EXEMPLE 3.4. — Un tore complexe est F-réduit, ainsi qu'une courbe de
genre g >_ 1. La définition précédente est motivée par [G]. Remarquons que
si X est r-réduite, et si X' est biméromorphe à X, X' est aussi F-réduite.
On dira que Y est F-réduit si une (toute) désingularisation de Y l'est.

THÉORÈME 3.5. — Soit A un sous-groupe de T := 7Ti(X). Il existe une
quasi-fibration propre p^ : X^ \-> Z^, appelée la A-réduction de X, dont
la fibre générale X^^a = P~^~{p^{o)\ à e X^, est le plus grand sous-
ensemble analytique {complexe) compact et connexe de X^ contenant à.
Si A = {1}, on notera p : X —^ Z cette quasi-fibration^ qui sera alors
appelée la r-réduction de X.

Avant de donner la démonstration (en 3.12), voici quelques remarques.

REMARQUE 3.6. — Le résultat précédent et sa démonstration restent
vrais lorsque X est un revêtement quelconque de X. Voici quelques
conséquences de ce résultat.

COROLLAIRE 3.7. — La quasi-fibration p est invariante par le groupe
des automorphismes complexes de X, et donc en particulier F-invariante.

DÉFINITION 3.8. — En passant au quotient par r, on obtient une
application méromorphe propre et connexe p : X —^ Z = Z / F appelée
la r-réduction de X. C'est une quasi-fibration.

REMARQUE 3.9. — p : X —^ Z est un invariant biméromorphe de X.
On peut donc supposer Z lisse et p régulière, quitte à modifier X. (C'est ce
que l'on fera désormais.)

On peut caractériser p : X —^ Z de la façon suivante.

COROLLAIRE 3.10. — Soit ^ : X —> Y une application mérmorphe
surjective avec Y lisse et T-réduit. Alors ^ se factorise par p [c'est-à-
dire : il existe rj : Z —> Y tel que '0 = T] o p).

Démonstration. — Soient a : Y —> Y le revêtement universel de Y
et X := X x Y. C'est un revêtement de X, et on a donc un diagramme
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commutatif :
X ————> X

Z Y

Or Y est F-réduit par hypothèse. Donc, si Xz_est la fibre générique
de p (qui est donc compacte et irréductible), u(Xz) est contenue dans
une fibre de ^. []

REMARQUE 3.11. — II existe des applications méromorphes connexes
(p : X —> Y où X est r-réduit et Y non F-réduit (par exemple : (p
l'application méromorphe associée à un faisceau linéaire sur un tore de
dimension n > 2). De plus, Z n'est pas nécessairement F-réduit en général.
Par exemple, si a : S —^ S est une involution sans point fixe d'une
surface K3, si 7 : C —> C est l'involution de quotient (7/7 ^ Pi
d'une courbe elliptique (7, et si X := S x (7/r, où r est l'involution a x 7 de
S x (7, on vérifie sans peine que la r-réduction de X est TT : X —> (7/7 = Pi.

Démonstration de 3.5.
Le résultat-clé est le suivant.

_ PROPOSITION 3.12. — Soient C > 0 une constante, p un entier et
A C X une partie compacte deX. Il existe alors un compact K = K(A, (7)
de X tel que, pour tout Z e ChoWp(X), les conditions 1) et 2) suivantes
entraînent la condition 3) :

1) Z est connexe et rencontre A ;

2) vol(Z) < C ;

3) Z est contenu dans K.

Démonstration. — Soient g la métrique sur X associée à uj et dg la
distance sur X induite par g == d^g : alors X est complète pour dg
(théorème de Hopf-Rinow). Soit r > 0 tel que pour tout a de X :

(i) exp^ : TaX —^ X induit un difféomorphisme d'un ouvert convexe
deTaX sur 5(a,4r).

(ii) II existe un isomorphisme analytique complexe

^a'.Ua —>B(a^r)
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où Ua est un ouvert de C71, et une constante a > 0 (indépendante de a)
telle que ^(cc;) > a-c^o? où 0:0 est la forme hermitienne canonique sur C^.

Il existe alors une constante universelle C(n,p) telle que, pour tout
p-cycle Z de X, et tout a e Z, on a :

(iii) vol(ZnB(ô,3r)) > a^r^C^p) (c'est le «lemme de Bishop»,
voir [G-A, II, § 1, p. 9, prop. 1]).

Soit alors K '= [x e X dg(À,x) < N}, où N > C/(ar)2P •C(n,p).

Supposons que Z (qui est connexe), ne soit pas contenu dans K. On
peut donc trouver des ai dans Z tels que les £?(o^,r) soient disjointes, et
avec ON ^ K et a\ G A. Mais ceci contredit vol(Z) <_ C à cause de (iii),
et établit donc la proposition. \\

NOTATION 3.13. — Si Z ç ChoWp(X), on définit f^(Z) e ChoWp(X)
comme suit lorsque Z est irréductible et réduit :

A(Z)=m(Z)./(Z),

où m(Z) = Card(r^) si I~ est le stabilisateur de Z dans F. On étend
cette définition par additivité à ChoWp(X).

LEMME 3.14. — On a vol(/^^) = vol(Z) (où vol est calculé dans X à
l'aide de /*ci;).

Démonstration. — m(Z) est aussi le degré de l'application f\z' D

LEMME 3.15. — Si T est une composante irréductible de ChoWp(X),
l'application f^ '. T —> ChoWp(X) est analytique (quitte à la composer
avec la normalisation de T) et d'image fermée.

Démonstration. — L'analyticité résulte, par exemple, de [B, §6]. Sup-
posons maintenant que f^(Zn) -^ Z lorsque n —^ +00, où Zn G T.
A\oïsvo].(Zn) = vo\(f^(Zn)) est une constante. Quitte à remplacer chacun
des Zy^par l'un de ses F-translates, on peut supposer que Zn rencontre
A C X, un compact tel que f(A) = X. Appliquant [Cl], on peut se
ramener au cas ourles Zn sont irréductibles, donc connexes. On déduit
alors de 3.12 que Zn C K pour tout n. On déduit alors de [Li] ou [G-A],
que la famille des Zn est contenue dans un compact de ChoWp(X), et
converge donc, quitte à en prendre une suite extraite. On conclut par la
continuité de f^. \\
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