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SUR LA TRANSFORMATION DE RADON

DE LA SPHÈRE 6^

PAR

AHMED ABOUELAZ ET RADOUAN DAHER (*)

RÉSUMÉ. — Nous introduisons et étudions une transformation de Radon sur la
sphère de dimension d, obtenue par intégration sur des sphères de dimension [d — 1).
Nous établissons notamment des formules d'inversion et de Plancherel pour cette
transformation et des formules d'inversion pour la transformation duale.

ABSTRACT. — We define and study thé Radon transform on thé sphère Sd. This
transform is obtained by intégration on thé (d — l)-dimensional sphère. We specially
establish inversion's theorems and PlancherePs formulas for this transform. Inversion's
theorems for thé dual Radon transform are aiso given.

Introduction

Parmi les nombreux travaux qui étudient des problèmes de géométrie
intégrale sur un espace symétrique (voir par exemple [5], [7], [8], [9],
[13], etc.), le cas d'un espace symétrique de type compact est moins
souvent considéré que le type non compact. Le cas compact a toutefois été
abordé a plusieurs reprises, notamment par S. HELGASON (voir [7], [9]);
T. SHERMAN a, d'autre part, développé une analyse de Fourier sur la
sphère, analogue à celle des groupes de Lie abéliens (voir [12]).

Notre propos est ici de définir et étudier une transformation de Radon
sur la sphère Sd = S0(d + l)/SO(d) de dimension d. Cette transfor-
mation R consiste essentiellement à intégrer une fonction donnée sur
la famille des sphères de dimension (d — 1) passant par un point fixé,
a^ = (0 ,0 ,0 , . . . . —1), de Sd appelé pôle sud. Si l'on applique aux fonc-
tions sur S ' 1 qui sont invariantes par rotation autour de ce point, on obtient

(*) Texte reçu le 23 janvier 1992, révisé le 15 juin 1992.
Ahmed ABOUELAZ et Radouan DAHER, Département de Mathématiques et d'Infor-
matique, Faculté des Sciences Ain Chok, BP 5366 Mâarif, Casablanca, Maroc.
Classification AMS : 22E25, 22E30, 43 A 80, 43 A 85, 58 G 35.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 0037-9484/1993/353/$ 5.00
© Société mathématique de France



354 A. ABOUELAZ ET R. DAHER

une analogie intéressante avec la transformation d'Abel de l'espace hyper-
bolique S0o(^, l)/ SO(ûT) (de dimension d), qui consiste à intégrer sur les
horocycles (de dimension (d — 1)).

Notre transformation R sur la sphère est ainsi — comme celle de
l'espace hyperbolique — liée simplement à la transformation de Fourier
sphérique (paragraphe 2 ci-dessous). Elle peut s'inverser au moyen d'un
opérateur différentiel (si d est impair) ou intégro différentiel (si d est
pair) ; ces théorèmes d'inversion sont établis au paragraphe 3 pour des
fonctions C°° sur la sphère, invariantes par le groupe S0(d), et nulles au
voisinage du pôle sud, qui joue ici — en quelque sorte — le rôle de point
à l'infini.

Nous donnons aussi au paragraphe 3 — dans l'esprit des articles [10]
et [11] de T. KOORNWINDER — quelques résultats (par exemple théorème
d'inversion et estimations de type L23) pour une transformation intégrale
plus générale Rap^ non nécessairement issue d'une structure géométrique;
le cas de la sphère Sd correspondant à a = 1 et /3 = ^ (d — 1).

Une formule de Plancherel est établie au paragraphe 4 pour la transfor-
mation R. Nous obtenons enfin au paragraphe 5 des formules d'inversion
pour la transformation duale R* et pour la transformation R^R.

Nous remercions vivement le Professeur François ROUVIÈRE pour les
conseils et suggestions qu'il a bien voulu nous apporter.

1. Notations et préliminaires

Pour d ^ 2, on note Sd la sphère unité de dimension d dans R^1.
Soient (ei,62, es , . . . . e^+i) la base canonique de M^1 et

7V= (0 ,0 ,0 , . . . ,0 ,1 ) =erf+i
le pôle nord. Le groupe spécial orthogonal G = S0{d + 1) opère transi-
tivement sur Sd ; on désigne par K le sous-groupe de G, stabilisateur du
point N , isomorphe à S0(d) :K={ÇkQ ? ) - ^so^y
La sphère Sd s'écrit comme espace homogène de la manière suivante :

^ = G/K = S0(d + l)/ SOÇd).
Désignons par A le sous-groupe de G formé des matrices

( I d - i 0 0 ^
dt = ( 0 cos t — sin t
\ 0 sint cost ^

où t G M et Id-i est la matrice unité.
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TRANSFORMATION DE RADON SUR LA SPHÈRE Sd 355

Ce groupe A est constitué des rotations dans le plan e^e^-i-i conser-
vant ei, 6 2 , 6 3 , . . . , e^-i. Le groupe G admet la décomposition de Cartan
G = KAK. On note M le centraliseur de A dans K, constitué des matrices
de K de la forme

l u 0 0\
m= 0 1 0 avec u^SO(d-l).

\0 0 l ]

Le groupe K admet aussi la décomposition de Cartan suivante K = MBM,
où B est le sous-groupe de K des matrices de la forme

/ I d - 2 0 0 0\
{ 0 cos 0 — sin 0 0 1 /. _ -^

^0 = ^ • n u n avec ^ e R-u l 0 sin (9 cos (9 0 j
V 0 0 O l /

Ce sont des rotations dans le plan e^-i,^ conservant les vecteurs
61 ,62 ,63 , . . . , 6^-2, 6^+1. Dans [3], le corollaire 1-7, page 10, donne l'expres-
sion de la mesure de Haar normalisée du groupe G. Pour la décomposition
G == KAK, si / est une fonction continue sur G,

(1) / f(g)àg = B(U i)~1 F{ / /(katk^dkdk^Çsm^d^
JG JQ ^JKxK )

où dk désigne la mesure de Haar normalisée du groupe K (c'est-à-dire
f dk = 1) et B{ , ) la fonction bêta d'Euler. De même, la mesure de
Haar normalisée de K s'exprime dans la décomposition K = MBM comme
suit : si h est une fonction continue sur K alors

L

(2) / h(k)dk=B{^(d-l)^)~1

JK
x ( { ( h(mb0mf)dmdmf^(sme)d~2d6,

Jo ^JMXM )

où dm désigne la mesure de Haar normalisée du groupe M. Notons que
lorsque la fonction / est K bi-invariante sur G (respectivement lorsque h
est M bi-invariante sur X), les deux formules ci-dessus deviennent :

(3) 1 f(g)dg = B{^ |)~1 F /(^(sin^-Mt,
JG JQ

(4) / h(k)dk=B^(d-l)^)~1 F h^e^mO)^2 d0.
JK Jo
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356 A. ABOUELAZ ET R. DAHER

Nous savons que les fonctions sphériques de Sd^ notées (pn (avec n € N),
peuvent s'exprimer à l'aide des polynômes de Gegenbauer appelés aussi
polynômes ultrasphériques (cf. [3, p. 11]).

Soit C^{z) le polynôme de Gegenbauer avec n e N et A > — -
Ce polynôme admet plusieurs représentations intégrales. Celle qui s'avère
être la plus intéressante est l'intégrale de Mehier (cf. [2, p. 177])

(5) C^(COST) = 2 ,̂ J)-1^ (sinr)1-^
Ti •

x f cos(n + \)t • (cost — cosT)À-ld^.
JQ

La convergence de cette intégrale aura lieu si et seulement si À > 0, car
(cost — cosT)1"^ est équivalent à (r — t)l~x(smr)l~x au voisinage de r.
Les fonctions sphériques de Sd sont alors données par (voir [3, p. 11])

(6) yn(x)=———C^x-N),
(^^fn

avec A = ^(d — 1), où x ç Sd et on N est le pôle nord de Sd.
Signalons que pour A = - c'est-à-dire d == 2, on retrouve les polynômes

de Legendre (cf. [7, prop. 2-8, p. 404]). Il est à noter aussi qu'on peut
définir les fonctions sphériques ^pn sur le groupe G par

(7) ^n{g) =^n{g'N) où g^G.

2. Transformation de Fourier sphérique sur Sd et approche
géométrique de la transformation de Radon

a) Transformation de Radon sur 6^. — Nous définissons la transfor-
mation de Fourier-Gegenbauer sur la sphère Sd de la manière suivante :

(8) f(n)= f JWnQT1)^
JG

où / est une fonction continue K bi-invariante sur G. Sachant que les
fonctions sphériques (pn sur G s'expriment à l'aide des polynômes de
Gegenbauer et en utilisant la formule d'intégration sur G (égalité (3)),
l'égalité (8) devient :

(9) fW = — — • B ( A + ̂  ^)-1 F f(at)C^cost){smt)A//,^ +\/'^^ ^\2À

V^n JO
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TRANSFORMATION DE RADON SUR LA SPHÈRE Sd 357

En remplaçant C^(cost) par l'intégrale dite de Mehier (égalité (5)), il
vient donc :

9 À \ /•TT . rt
(10) f(n) =—— \ f(at)smtdt\ \ cos(n+A)T•(cosT-cost)À-ldTL7r J o ^ J o )

Par une permutation d'intégrale, il s'ensuit que :

9 À \ rTT , /'TT

(11) f(n) =—— / cos(n+À)T^ / /(a^sin^cosT-cos^^d^dT.
^ JQ ^Jt=T ^

Nous avons ainsi écrit la transformation de Fourier-Gegenbauer comme
composée de la transformée de Fourier cosinus classique (avec décalage
de À) avec une transformation intégrale que nous appellerons transformée
de Radon sur la sphère S 0 ' , notée R. En d'autres termes :

F(12) f(n) = \ cos(n + \)r ' Rf(r) dr,
JQ

avec

(13) Rf(r) = 2-^ / /(a^sint^cosT-cos^^dt,
7r Jt=r

où 0 < T < TT, où n e N et À = - (d — 1).

L'analogue de cette définition pour l'espace hyperbolique réel de dimen-
sion d s'écrit :

/>00

(14) Rf(r)=c / /{a^sht-Çcht-chr)^1^,
Jt=r

où c est une constante positive.
Il est bien connu que cette dernière égalité a une interprétation

géométrique en termes de groupes de Lie. Dans ce qui suit nous donnons
une interprétation analogue dans le cas des sphères.

b) Une approche géométrique de la transformation de Radon sur la
sphère Sd. — On se propose d'étudier l'intégrale

(15) I p ( t ) = [ F(a^^^kaç^^N)dk, t e R,
J K

où F est une fonction continue J^-invariante sur Sd. Donnons tout d'abord
la signification géométrique de cette intégrale.
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358 A. ABOUELAZ ET R. DAHER

Soit x° = (x^...,x°^) e 6^; l'orbite Kx0 est l'intersection de ̂
avec Phyperplan x^i = x^ c'est la sphère (de dimension d - 1) de
diamètre d'extrémités x° et (-^?,.. . , -x°^ x 0 ^ ) .

Prenons x° = a^^^N = (0, 0 , . . . , - cos j^sin j^). L'autre extré-
mité du diamètre est (0, 0 , . . . , cos j^sin ^) = a(,_^/27V. Il en résulte
que les a^)/'2 ka^_^^N forment une sphère (de dimension d - 1) de
diamètre a^N = S (pôle sud) et afN.

Pour illustrer ceci faisons un dessin dans le cas de la sphère S2 (voir
figure 16).

0

^ ? K

a{t-7r)/2N

^TT-t)^ N

dtN^

Û(t+7r)/ 2^G( t-7r)/2^ 1 0 = ̂  ̂

Figure 16

A présent, calculons explicitement l'intégrale J^). La décomposition
de Cartan K = MBM donne

(17) I^t) = B(A, j)"1 r^mô)^2^
Jo

x / ^(û(7r+t)/2 • rn be mfa^_t)/2 • N) dmdm7.
J MxM

En utilisant l'invariance de F par J-C (a fortiori par M) et le fait que M
commute à A, avec m'N = N , il vient donc

(18) Ip{t) =B(\ l)-1 F F(xte)(sm 0)d-2d0^
Jo

avec ^^ = 0(^+^/2 • bea^_^^ ' N.
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TRANSFORMATION DE RADON SUR LA SPHÈRE 5^ 359

Par un calcul de matrices 3 x 3 (ou un calcul direct), on a :

x^e = ^0,0, . . . ,0 ,s in(9cos ^,-sin2 ^ 0 • sin t, 2 sin2 -^-cos2 lt- iV

Donc
x-t,ô = diag(-l, 1,1,...,!, -1,1) • Xt,e ,

où diag(ai, 02 ,03 , . . . , a^+i) est la matrice à (d + 1) lignes et à (d + 1)
colonnes qui vaut ai, û^ 0 ^ 3 , . . . , û^+i sur la diagonale et zéro ailleurs.

On a de même

^+27r,0 = diag(-l, 1,1,...,!, -1,1, l) • Xt^e-

Puisque diag(—l, 1,1,...,!, —1,1) et diag(—l, 1, . . . , 1, —1,1,1) sont des
éléments de K^ on obtient, grâce à la K- invariance de F^

(19) IpÇ-t) = I F ^ ) = lF(t + 27r) pour t e R.

D'autre part, on a Xt^e = baCir • N avec :

!sin a • sin r = sin 0 ' cos -1,

cos a • sin r = sin2 j (9 • sin t,
cos2^r=sm^6•cos^t.

Ceci détermine a et r (modulo 27r), connaissant 0 et t (modulo 27r).
Mais d'après la parité et la 27r-périodicité de I p ( t ) (voir égalité 19),

on peut se limiter à 0 < t < TT

(20) F(xt,e) = F{a^ . 7V) = F(a-, • 7V),

par la JC-invariance (a-i • N = diag(—l, 1, . . . . 1, —1,1) • û^ • N). On peut
donc prendre 0 < r < TT et par suite

(21) cos ^T = sin ^0 ' cos ^t.

Pour t fixé dans [0,7r] et 6 variant de 0 à TT, le r correspondant est alors
dans [0,7r] et plus exactement dans [t,7r].

Avec un tel r vérifiant l'égalité (21), et grâce à l'égalité (20), nous
avons :

(22) l F ( t ) = B ( \ ^ ) ~ 1 I F(a^'N)(sm0)d-2d0.
Jo
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360 A. ABOUELAZ ET R. DAHER

D'autre part

(23) lF(t)=B(\^)~1 /^(^•^(sm^-^sm^.cos^.d^
JQ 2 2

= 2B(A, j)-1 F F^ .A^sin^sin ̂ . '"^dr,
•A 2 cos ̂

(24) J^)=B(A,j)-1 F' F(a^N){sme)d-3-'^àr.
Jt COS2 -^

La dernière égalité est justifiée par l'égalité (21) car

sin ^ (9 = ——2— entraîne cos 10 • d0 = sm 2T dr.
' cos ̂  2 cos \i

D'après la même égalité, on a de même

(25) cos \Q . cos \i = (cos21 - cos2 \ r)1/2,

d'où

(26) sin^ • cos2 \i = 21/2 cos \r • (cost - cosr)1/2.

Il vient donc :

(27) Ip(t) = B{\, ̂ -^-^(cos l,tf(l-2>)

x ( FÇar-N^smT^^os^Tf^^Çcost-cosT^dT.
J t

Nous retrouvons ainsi une expression analogue à un facteur multiplicatif
près et modulo un changement de fonction — à la définition de la
transformée de Radon sur S'1 donnée précédement. Ceci nous suggère de
proposer une approche géométrique de la transformation de Radon.

Etant donnée une fonction /, continue et K bi-invariante sur G,
posons :

(28) ^•a,.AO=(œs^T)3-d/(a^

avec T e M, T différent de TT modulo 27r et k e K. La fonction F est bien
définie : en effet, si ka,r = k ' d r ' , cela entraîne par la K bi-invariance de /
que f(ar) = f (dr ' ) . Or l'égalité kar = k ' d r ' entraîne r = r1. Donc :

F{ka^ . 7V) = (cos ̂ rf-'fÇa^ = (cos ̂ r')3-^,).
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TRANSFORMATION DE RADON SUR LA SPHÈRE Sd 361

La fonction F se prolonge continûment si f(ar) s'annule à l'ordre [d — 3)
en t = TT (ou si d < 3) et par suite ^p(t) est bien convergente ; remarquons
que F est C00 si / est C°° et s'annulle à l'ordre (d— 3) en r = TT. Dès lors,
la transformation de Radon est donnée par

(29) Rf(t) = 2B(^d, D'^cos ̂ t}^lF(t).

Par l'égalité (19), on obtient

(30) Rf(t) = Rf(-t) = Rf(t + 27r).

De plus, Rf s'annule à l'orde (2d — 4) en t = TT + 2k7r et Rf est nulle au
voisinage de ces points s'il en est ainsi pour /(c^).

Rappelons que pour n e N on a

F(31) f(n) = \ cos(n + \)t • Rf(t) dt.
Jo

Lorsque la dimension d = 2A + 1 est impaire, ceci peut s'écrire aussi

(32) f(n - A) = ( cos{nt)Rf(t)dt = (Rf^Çn),
Jo

où le signe A désigne la transformée de Fourier-cosinus.
Terminons ce paragraphe par la démonstration d'une formule de trans-

mutation d'opérateurs. Pour cela on a besoin du théorème de Phragmen-
Lindelôf.

LEMME 2.1. — Si f est une fonction analytique et 0(e7'^) avec r < TT
pour ïiez > 0, si de plus f(n) = 0 pour tout n ç N, alors f est
identiquement nulle. {Voir [14, p. 186].)

THÉORÈME 2.2. — Soit f une fonction de classe C°°(G \\ K), nulle au
voisinage de a^ {(pôle sud}}. Alors :

(33) R{Lf)=(^+\2)Rf,

où L est l'opérateur de Laplace-Beltrami de Sd et \ = -. {d — 1).

Preuve. — Sachant que

(34) (A/F(n) = -n(n + 2À)/(n) = [-(n + À)2 + À2] • /(n),
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362 A. ABOUELAZ ET R. DAHER

il vient :

(35) (Lfr(n) = f [-(n + A)2 + À2] cos(n + \)t. Rf(t)dt.
J Q

En intégrant deux fois par parties, on obtient :

(36) (Lf^(n) = [-(n+A)sin(n+A)^J?/(^-cos(n+À)^(J?n/m1"
L Jo

/l7r A^

+J cos(n+\)t- Ç^+\^Rf(t)dt.

Or Rf est paire, donc (Rf)'(O) = 0. De plus, on a (Rf)(7r) = (Rf)'(Tr) = 0.
Il s'ensuit :

(37) {Lfr(n) = rœs(n+\)t • (d- + X^Rf^dt.
Jo \dt^ /

Par ailleurs

(38) (L/)~(n)= / cos{n^\)t'R(Lf)(t)dt.
Jo

La fonction

h(t)=R(Lf)(t)-^^\2)Rf(t)

est paire, 27r-périodique, C00 et nulle au voisinage de TT. En effet, puisque
le support de Lf est inclus dans le support de /, et que le support de
(d^d^+À2)/ est inclus dans le support de / et que / est nulle au voisinage
de TT (voir l'hypothèse faite sur /), cela entraîne que h est nulle au voisinage
de TT. (Notons que ceci peut être déduit facilement du théorème du support
qui sera démontré dans les prochains paragraphes.)

Posons

B(z) = / cos(2: + \)t ' h(t) dt avec z G C.
Jo

L'application z ^ B(z) est analytique sur C et, pour tout n ç N,
on a B(n) = 0 (voir les formules (37) et (38)). De plus

B(z) = / cos(z-\-\)t-h(t)dt avec r < TT.
Jo
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TRANSFORMATION DE RADON SUR LA SPHÈRE Sd 363

L'égalité ci-dessus est justifiée par le fait que h est nulle au voisinage
de TT. On a |£?(^)| ^ Ce^l avec r < TT et C une constante qui dépend
de À et de h. D'après le LEMME 2.1, on aura B{z) = 0 pour tout z e C;
en particulier B est nulle aux points (n — A) avec n € N, donc

/.7T

/ cosnt'h(t)dt=0
Jo

pour tout n G N et par conséquent h est identiquement nulle, ce qui
démontre le THÉORÈME 2.2.

3. Inversion de la transformation de Radon sur la sphère 8e1

Dans ce qui suit, nous allons reconstituer / à l'aide de sa transformée
de Radon. Précisons d'abord quelques notations :

• Nous notons C(G\\K) (resp. C°°(G\\K) l'ensemble des fonctions
continues bi-invariantes par K (resp. l'ensemble des fonctions C°° sur G,
bi-invariantes par K.)

• Soit C+(A) (res. C^(A)) l'ensemble des fonctions continues sur A et
paires (resp. l'ensemble des fonctions de C+(A) qui sont C°° sur A).

THÉORÈME 3.1. — (d ^ 3 est supposé impair.) Soient f une fonction
de C°°(G II K) et X = | (d - 1). On suppose de plus que f est nulle au
voisinage de a^ {pôle sud). Alors pour tout s G [0,7r], on a :

(39) /('••''^(^â)'^"'
Preuve. — Par la formule (13) on a

/l7r

Rf(s)= \ ^(^(cos-s-cos^"^,
J s

avec ^)(t} = csint • /(ûf) et c = 2^/71-.

• Pour A = 1, il vient Rf(s) = \ (p(t)dt. Par suite
J s

f^)=l(—]-^-}Rf{s).
c\ sm s as /

• Pour A > 1, on a :
1 /«TT

—Rffs)=(\-l) \ ^(^(cos.s-cos^'^-sin^d^
ds J s
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364 A. ABOUELAZ ET R. DAHER

Cela entraîne :

(-smbâ)^ = (A- l)?^---^-2^.

Avec les mêmes techniques de calcul, on obtient :

(——^-)(-2-^-W.)
V sin s ds / v sm s as /

= ( À - 1 ) ( À - 2 ) { ^{coss-cost^dt.
J S

Par itération nous avons, avec no ç N,

( 1 d \ no
-——) RfWsm s as )

= ( ^ _ l ) ( Â - 2 ) — ( A - n o ) [ ^(coss-cos^-^^dt.
J s

Pour no = À — 1, on obtient

(40) (-^â)(A-l)^s)=(A-l)!f^)dï'

ce qui implique

, , 1 TT d / 1 d \ (^ - i )
-^^AT^d.l-si^d.) A/(s)'

d'où

(41) ^^(-snbâ)^-
Au pôle nord, la formule (40) montre que

/^^(-^r^^^.îim(-^Rw•
Et au pôle sud, nous avons :

/(<^^(-^)^/(t)=0.
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TRANSFORMATION DE RADON SUR LA SPHÈRE Sd 365

THÉORÈME 3.2. — (d est supposé pair.) Soit f une fonction de
C(G I I JC), supposée nulle au voisinage du pôle sud. Alors :

(42) /(a.) =——————r (-^"^g sin^dt
2^ (A)^ ̂  (cos s - cost)1/2

où d = 2m, A = \ (d - 1) = m - \ ci

Wm = (A - 1)(A - 2)(À - 3) • • • (À - m + 1).

Preuve. — Notons d'abord que l'analogue de la formule (42) dans le
cas des espaces hyperboliques réels est démontrée dans [4, p. 428].

Soit (p(t) = (2AÀ/7^)/(a^)sint; en remplaçant À par sa valeur (m — ^)
dans la formule (13) on a

(43) Pf(s)= ( (^(cos^-cost)^-1)-1/^.
J s

En dérivant la formule (43), on obtient

(——^—^-}Rf{s) = (À - 1) F ^(t)(coss- cost)^-2)-1/^.\ sm5 as/ J g

Par itération on a

/ 1 d \ (m-!) />7r

--——-T Rf(s)=(\)m ^(cOSS-COSt)-1^^.\ smsds/ Jg

Soit :
1 / 1 d \ (m-1)

A(s)=———(—————Y Rf(s).
Wm v sm^ds/

II s'agit maintenant de résoudre l'équation intégrale

/•TT

(44) A(s) = \ ^(coss-cost)-1^^,
J s

où (p est l'inconnue et 0 < s < t < TT. Faisons un changement de variable
dans l'intégrale (44), posons T = cost. On obtient :

r - 1 (coss -T)-1/2

(45) A(s)==- (^(Arc cos T)v )-— dT.
Jcos s \/ 1 — 1
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En faisant un autre changement de variables (^ = T + 1) dans la
formule (45) et en posant x = 1 + cos s, il vient

(46) A(.) = F F ^ ^ avec F(Q = ^Arccos(g - 1)) ^
•A) (^-O1/2 ^1-($-1)2

L'intégrale de l'égalité (46) est l'intégrale d'Abel qu'on sait inverser
(voir [6, p. 115]). Par conséquent,(47) ^^^-r^rt^i.^-^*^)^
où ^) = ̂ /n7')' ̂ ^ ^ ^)=A(Arccos(^-l)).

Puisque x = 1 + cos s et ^ = 1 + cos <, on aura

in(v'\ 1 /-coss+1 jsâ-fl^'i(48) ^(l-)^=-l—[ -^L^
^'sms r(^Jo (a'-O1/2 s

=-^-^- r^M^w^t
r(J) (A)nz7. (œs s -cos*) 1/2 sm^

= -J- ̂ - r ̂ a^^) sm^d*r(^) (A)^A (coss-œsf)i/2 smtdt^

ce qui donne

1 1 />7r f 1 d \Tn'F}f(+'\

^=7^-9^ -r^^--^8111^(A)^ 2AA y^ (cos s - cos^)1/2

REMARQUES. — Soit (a, /3) e M2 tel que a + /3 -^ 0. Posons

o(a+/3)/ i o\ /.TT

(49) (^,/3/)(^) = ————^——^ y /(a,)(sin^)a(cos5 - cos^)^d^

avec/eC(G||JD.

• Si (3 est un entier supérieur ou égal à un, on a :

/r/^ t ( \ 7r 1 / 1 ^Q '-1/ 1 d \ ^ + i
(50) f(as) = ̂ -^J) ̂  (sin.) (-sin.d;) ^Q^5))-
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La formule (50) est valable pour une fonction de C°°{G\\K) nulle au
voisinage du pôle sud.

• Si f3 est de la forme (m — | ) avec m çz N, on a

(51) fW-.^^-LY-1 /'•'-^^'•"'^""sin.d,
\ sin s ) J s (cos s - cos t)1/2

avec

^^'^'(^^^(at/?)-

Les formules (50) et (51) se démontrent exactement comme les PROPOSI-
TIONS (3.1) et (3.2). Dans le cas où f3 ^ Z, on peut utiliser les techniques
de dérivation fractionnaire pour inverser l'opérateur Ra,/3- En effet,

9(a+/3)/ i /3\ PTT
(R^of)(s) = ————v < p ) \ y(t)smt' {coss-costfdt,

7r Js

avec ip(t) = f(at)(smt)oi~l. En posant x = cost, on obtient :

^•^^(a+Q) f~1

(R^pf)(s)=————v———)- \ (^(Arccos.r)(coss -x^dx.
7r Jcos s

En faisant aussi le changement de variable T = x + 1 dans l'intégrale
ci-dessus, on obtient

o(a+/3)/ i / 3 \ /.coss+1
{Ra,pf){s) = ————v l p } ^(Arccos(T- l))(cos5+ 1 -^^dr.7r 7o

Donc

(52) Ra,/3f 0 Arc cos oî/;

2(a+^)(a+/?)
= ————————r(/^ + 1)0,3+1 * (j) o Arc cos o -0,

7T

où '0 est l'application de [0, 2] dans [—1,1] définie par ^(T) == T — 1. Par
suite :

(53) (j) o Arc cos o '0

= 2(°+^a + /3) rcôTI) (/)-/3-l * ̂ •^0 Arc cos 0 ̂
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c'est-à-dire

7T 1 1 / 1 N^-1

(54) /(a,) = 2(a+^+^) r(/3+l) r(-/3-l) IsmiJ

x^ ^^^sinfd^
Js (coss — cost)^1'1

ou encore

/_ ,/ . - ( /3+l )sm7r(^+l) / 1 ^-i
(55) f{as) = 2(^)(a+/?) (sm.)

r {R^/m .
x / 7 — ^ — — . ^ . ^ s m t d t .Jg (COS 5 — COS t ) ^ 1 2

Pour a = l e t / 3 = A — l , o n obtient une autre formule d'inversion de la
transformation de Radon, à savoir :

w /(^) = ̂ rÀ ^—Rf(t—,^tdt." ^ / 2^ J s (coss — cost)^11

THÉORÈME 3.3. — Soient f e C(G || K) et \ = \ (d - 1) e^ soient r, r7

c?e?/rc éléments distincts de [0,7r] avec r < r ' . Alors

(57) /' |.R/(^)|sin^d^ ^{(cosr + ̂  - (cosr' + 1)^

x / |/(ûs)| sin^d^,
J r

/.TT 2rfA 4- ^^ r f 3 - )
(58) y \(R2X,x-if){s)\smsds ^ ̂  _ ̂ ^ ' \\S\\^y

Preuve. — En remplaçant a (resp. /3) par 1 (resp. par À — 1) dans la
formule (52), on obtient :

9 À \
(59) Rf o Arc cos o ̂  = —— F(A) (f)\ * / o Arc cos o ̂ .

En appliquant l'inégalité de Hôlder à la formule (59), il vient

||^/o Arccoso^ll^^ < ^n^ll^ll^^^ll/ll^^^,
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où 1 = [cosrf + l,cosr+ 1]. Or :

/.cosr+l yA-1

\\<f>\hni,dx) = / -FTYV^
^cosr'+l 1 { A )

= AT^A)^00^ + 1)À ~ (cosr/ + 1)À}-

Par suite, et par le changement de variable T = cosx + 1, l'inégalité
précédente devient :

(*) [ \Rf(x)\smxdx
vr \ ,2 /lr

< ^{(cosr+l ) À - (cosr / +l) À } / |/(a,)| smsds.
J r

Pour r = 0 et r' = TT, on obtient :

/l7r 2^ /l7r

(**) / |^/(rc)|sma;da:<——/ |/(a,)| smsds.
JQ ^ Jo '

Si dans la formule (**), on remplace maintenant /(a^) par /(^(sin^"2,
on obtient :

/l7r 22À /l7r

^ |fl2A,A-i/)(a,)|sin.d. ̂  ̂ ^_^^_ ̂  ̂  lAa^Ksin^-1^.

En appliquant à l'inégalité ci-dessus la formule (3), on aura :

r^2"-^-"8-""" " ̂ s mL'^
COROLLAIRE 3.3. — Soit f e C(G I I K), Alors

s\ipp(t ̂  Rf(t)) C supp(^ ̂  /(ai)).

Preuve. — Supposons que r ^ supp(^ ^ /(a^)). Cela entraîne qu'il
existe r1 assez voisin de r tel que [r,r'] n supp(^ i-̂  /(a^)) = 0. En
appliquant l'inégalité (57) et en tenant compte de

M H supp(^/(a,)) = 0,
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on obtient

F'

/ 1^(
Jr

x)\ smxdx = 0,

donc Rf(r) = 0 (puisque l'application x ̂  Rf(x) est continue).
Comme dans le cas des espaces hyperboliques réels (voir [11, p. 49]), la

famille des opérateurs R^ généralise la transformation de Radon sur la
sphère S , dont on ne connaît l'interprétation en termes de groupes que
pour des valeurs particulières de a et f3.

Pour r (JE {-m, -m - j } avec m ç N, posons :

^^^^r '̂̂ Aw..
La transformation / ^ Wr(f) ainsi définie s'appelle la transformation
de Weyi. Pour plus de renseignements sur cette transformation on ren-
voie à [15, p. 54 et 85], voir aussi [11].

PROPOSITION 3.4. — Soit f une fonction de C(G [ | K), nulle au voisi-
nage du pôle sud. On a

Rf(s) = S'i^i)^082 ̂ ^-v^*)^ H

avec My)=f(a,^^N) ̂ ^i et .e[0,7r].

Preuve. — En effectuant le changement de variable t = 2T dans la
formule (13), on obtient :

^À+l /-7T/2

Rf(s) = ———\ / f(a^) sin 2t • (cos s - cos 2f)A-l dt.
7r J s / l

En posant t = Artg^/, l'égalité ci-dessus devient

Rf{s} = ^-2A F f^^yfeoss-1——^}'-1-^.7r Jts(s/2) s y ' \ + y 2 \ l + y 2 ; i ^ y 2
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Par suite :
9(A+2)\ roc

Rî^=—————— /("aArctg^COSS.O+î/2)-^-^2]"-1

ytg(s/2) ^
( l + y 2 ) À + l

^(A+2)^ /'oo

=—————— / /(a2Aretgt/) [^(l +COSS) + (cOS S - 1)1 A-l

7r ytg(s/2) ydy
( l + y 2 ) A + l

o(2A+l) \ /.œ
/ r / \ r 2 2 1 - 2 1 l-^"!

= ——————— / J (^2 Arc tg y) [y COS" ^ S - Sin- ^ SJ
7r Jt6(s/2) ydy

( l + y 2 ) Â + l

•^ l 2 1 'k^-1 /'0° <•/ \ r 2 2 1 1-^-1=———-———(COS 3 S) / . / ' (û^Arc tgyHy- tg ' J s ]
Ag(./2) ydy

( l + y 2 ) A + l -

Identifions 0,1 • N avec ût. Module cette identification, Rf(s) a pour
expression :

Rf{s) = S^rf?^0082 è8)'"1^-!/2^)^ è5)-
La fonction y \-^ f^ (y) est une fonction paire car :

/(a-2ArctgQ/) • N) = /(a2Arctg y ' N) (voir formule (20)).
La fonction V^A-I^/*) est une fonction paire (voir [15, cor. 6.1, p. 85])
et par conséquent, la PROPOSITION (3.4) montre que : s ̂  Rf(s) est une
fonction paire et 27r-périodique. On retrouve ainsi la parité et la périodicité
de Rf (voir paragraphe 2).

De plus / est nulle au voisinage du pôle sud si et seulement si f^ est
nulle au voisinage de l'infini.

Soit maintenant p la projection stéréographique par rapport à —N (pôle
sud) définie par

p(x) == (1 + Xd+i) (x - Xd^i • N),
avec x = (a;i, x ^ , . . . . a^+i) éléments de 5^.

En posant ûf • N = ( 0 , . . . , 0, sint, cost) = p~l(y) dans l'intégrale (13),
on retrouve pour Rf(s) l'expression de la PROPOSITION 3.4.

Dans ce qui suit, on va établir certaines formules d'inversion de la
transformation de Radon basées sur l'inversion de la transformation de
WeyL
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