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INTEGRALES INVARIANTES ET FORMULES DE

CARACTÈRES POUR UN GROUPE DE LIE

CONNEXE A RADICAL CO-COMPACT

PAR

MICHALIS ANOUSSIS (*)

RÉSUMÉ. — On considère un groupe de Lie G connexe unimodulaire et à radical co-
compact. On note g l'algèbre de Lie du groupe G. Soit £ un élément du dual de l'espace
vectoriel 0. Sous l'hypothèse que l'algèbre de Lie Q(£) est réductive et abélienne dans 9,
on construit une application y \-^ Fg^ de D(G) dans l'espace des fonctions C°° sur
une partie ouverte et dense de G(£). Si le groupe G est compact, Fg^ est — à un
scalaire près — l'intégrale invariante de y? relativement au sous-groupe de Cartan G(£)
de G. En utilisant cette application, on donne une formule pour la trace de l'opérateur
T(.C,G)((p), où T(£,G) est la représentation unitaire du groupe G associée à £.

ABSTRACT. —We consider a connected Lie group with co-compact radical G. Let Q
be thé Lie algebra of G. Let i be in thé dual of 9. Under thé assumption that Q(£) is
commutative and réductive in g, we construct an application y \—>- Fg^ from D(G) to
thé space of C00 functions on an open dense subset of G(£). If G is compact, F^^ is —
up to a scalar — thé invariant intégral of (p relative to thé Cartan subgroup G(£) of G.
Using this, we give a formula for thé trace of thé operator T(£, G?) (y?), where T(^, G) is
thé unitary représentation of G associated to £.

Introduction
Soit G un groupe de Lie connexe, simplement connexe, à radical co-

compact unimodulaire. On note g l'algèbre de Lie du groupe G. On
suppose qu'il existe une forme linéaire £ sur 5, admissible bien polarisable
et telle que Q(£) soit réductive dans Q. Le groupe G(£) est alors abélien et
connexe. D'après [14], on peut associer à £ l'une classe d'équivalence des
représentations unitaires irréductibles du groupe G qu'on notera T(^, G).

(*) Texte reçu le 16 mai 1991.
Michalis ANOUSSIS, Département de Mathématiques, Université d'Aegean, Karlovassi
83200 Samos, Grèce.
Classification AMS : primaire 22E30, secondaire 43E65.
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348 ANOUSSIS (M.)

Nous allons démontrer une formule pour le caractère de T(-^,G). On
construit en 4 une application (p i-̂  F^^ de D{G) dans C°°{G{t)1)^
où G(^y est une partie ouverte et dense de G{£). Cette application possède
les propriétés suivantes :

(i) Si g\ est dans G et si (^i est la fonction sur G définie par
^i(^) = ̂ (9i99i1)^ on a F^ = F^.

(ii) Pour tout ip dans I^(G) il existe une partie compacte Cy de G(T)
telle que F^y, soit nulle en dehors de G^Z(G).

(iii) Si G est compact, G{t) est un tore maximal de G, G(^)' est
l'ensemble des éléments réguliers de G(-f) et F^ est, à un scalaire près,
l'intégrale invariante de (p relativement à G(^), comme elle est définie
en [14].

On dira que F^^ est V intégrale invariante de (p relativement à L
Contrairement à ce qui se passe dans le cas des groupes de Lie semi-
simples, il existe en général des fonctions (p dans D(G) telles que la
fonction F^^ ne soit pas sommable pour la mesure de Haar sur G(£). Soit T
une représentation du groupe G dont la classe d'équivalence est T(^,G).
Soit dg une mesure de Haar sur le groupe G. On note dx la mesure de
Haar sur le groupe G(£) telle que la mesure quotient d g / d x corresponde
à la mesure dbo^ sur l'orbite 0^. On note dz une mesure de Haar sur le
groupe Z(G) et dx la mesure quotient d x / d z . On note X^ le caractère
unitaire du groupe G(£) de différentielle X i-̂  iê(X).

THÉORÈME. — Pour tout (p dans D(G) l'opérateur

T{^= 1 ^(g)T(g)dg
JG

est à trace et on a

TïT(y)= ( ( Fe^(xz)X^xz)dzdx,
JGÇ£)/ZÇG) JZ(G)

les intégrales successives étant convergentes.

Un cas particulier de ce théorème est obtenu par DUFLO dans [5, chap.
IX, prop. 2.4.1].

Nous avons démontré ce théorème dans [4] pour G résoluble. Si G est
compact, le théorème résulte facilement de la formule de caractère de H.
WeyL

La formule du caractère démontrée dans [15] est valable pour tout ^
dans D(U), où U est un voisinage de l'élément neutre du groupe G. Notre
résultat est valable pour tout fonction ^ dans D(G).
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INTÉGRALES INVARIANTES ET FORMULES DE CARACTÈRES 349

D'après [l], [2], [7], toute représentation de G de carré intégrable
modulo Z(G) est associée à une forme linéaire vérifiant les hypothèses
de l'introduction. Le théorème s'applique donc en particulier à de telles
représentations.

Plan
0. Principales notations.
1. Construction de représentations unitaires irréductibles d'un groupe de

Lie connexe à radical co-compact.
2. La structure de l'algèbre de Lie g.
3. Lemmes de réduction.
4. Une intégrale invariante sur le groupe G.
5. La formule du caractère.

0. Principales notations.

0.1. — Si G est un groupe topologique, on note Go la composante
neutre de G.

0.2. — Soit G un groupe de Lie d' algèbre de Lie g. Soit V un sous-
espace vectoriel de g. Si H est un sous-groupe de G, on notera Zn(V)
le centralisateur de V dans H. Si () est une sous-algèbre de Lie de 5, on
notera Z^(V) le centralisateur de V dans (). Le centre de Q sera noté Z(Q).
Soit X une partie de G. On notera Zn(X) le centralisateur de X dans H .
Le centre de G sera noté Z(G).

0.3.—Soient G, Q comme en 0.2. Supposons donnée une représentation
du groupe G dans un espace vectoriel de dimension finie V. On en déduit
une représentation de l'algèbre de Lie Q dans V. Si v est dans V, on
notera G(v) (resp. Q{v)) le stabilisateur (resp. l'annulateur) de v dans G
(resp. dans 0).

0.4.—Soit G un groupe localement compact. On notera Aç la fonction
module sur G. Soient H un sous-groupe fermé de G, dg et dh des mesures
de Haar à gauche sur G et H. On notera /^H,G la fonction sur H définie
par AH,GW = A^(/i)AG(^)~1. Si AH,G = 1, on notera dg/dh la mesure
quotient de dg par dh sur l'espace G / H .

0.5. — Soit Q une algèbre de Lie. Si V et W sont des sous-espaces
vectoriels de 5, on notera [V, W] le sous-espace vectoriel de Q engendré
par les vecteurs [v, w] avec v dans V et w dans W.
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350 ANOUSSIS (M.)

0.6. — Soit V un espace vectoriel de dimension finie. On notera V
son dual. Si W est un sous-espace vectoriel de V et si t est dans V,
on notera £w la restriction de £ à W. Soit B une forme bilinéaire
antisymmétrique sur V". On notera B^^ la restriction de I? à W et W3

l'orthogonal de W pour B.

0.7. — Si Y est un espace vectoriel de dimension finie sur R, on
notera Ve son complexifié et x i—>- x l'involution de Ve définie par la
forme réelle V.

Si A est dans (Ve)' on notera A la forme linéaire sur (Ve) définie par
X(X) = \(X). On dira que A est réelle ( resp. imaginaire pure) si A = À
(resp. A = —A). Si A n'est ni réelle ni imaginaire pure on dira que A
est complexe. Si B est une forme bilinéaire sur Y, on notera par la même
lettre l'extension complexe de B à Ve.

0.8. — Soit G un groupe de Lie connexe d'algèbre de Lie Q. L'algèbre
de Lie Q et ses idéaux sont considérés comme G-modules pour la représen-
tation adjointe. Le dual de l'espace vectoriel Q ou de l'un de ses idéaux est
considéré comme G-module pour la représentation contragrédiente. Si £
est dans 5', on notera Og l'orbite de £ sous l'action de G. L'orbite 0^ porte
une mesure G-invariante. On notera dbo^ cette mesure normalisée comme
en [4, chap. 2, 2.6]. On notera B^ la forme bilinéaire alternée sur Q définie
parB,(x,y)=^([x,y]).

0.9.—Si X est un espace localement compact, on notera Cc(X) l'espace
des fonctions continues et à support compact définies sur X et à valeurs
dans C. Si X est une variété C°°, on notera C°°(X) l'espace des fonctions
indéfiniment différentiables, définies sur X et à valeurs dans C. On notera
D(X) l'espace Cc(X) ̂  C°°(X).

1. Construction de représentations unitaires irréductibles
d'un groupe de Lie connexe à radical co-compact

Soit G un groupe de Lie connexe à radical co-compact. On note g son
algèbre de Lie.

1.1. — Soit £ une forme linéaire sur Q. Soit W une polarisation positive
en £ dans Q°. (Il en existe d'après [8].) D'après [5, chap. 5, lemme 4.3.8],
si X est dans Q(£) le nombre 0(X) = — j ImTrad^c/^ X ne dépend pas
du choix de W. On dira que la forme linéaire £ est admissible s'il existe
un caractère du groupe G(£)o de différentielle X ^ i£(X) -4- 0(X). On
notera Xg ce caractère. D'après [11, rem. 2, p. 154], cette définition est
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INTÉGRALES INVARIANTES ET FORMULES DE CARACTÈRES 351

équivalente à celle de [11]. On dira que £ est bien polarisable si elle admet
une polarisation résoluble qui vérifie la condition de Pukanszky.

1.2. — Soient i une forme linéaire admissible sur Q et r une représenta-
tion unitaire irréductible du groupe G(£) dont la restriction à G(£)o est un
multiple de X^. D'après [15], on peut associer au couple (-^r) une classe
d'équivalence des représentations unitaires irréductibles du groupe G.

Notons n le plus grand idéal niipotent de l'algèbre de Lie 0 et / la
restriction de f. à n. D'après [8], il existe une polarisation positive W en ê
dans 0e, stable par G(£), admissible pour n et telle que W D n0 soit stable
par G(/).

Posons î) = WC\Q et notons DQ le sous-groupe analytique de G d'algèbre
de Lie D. Le groupe D = G(£)DQ est fermé dans G. Le caractère X^
du groupe G(£)o se prolonge en un caractère unitaire du groupe DQ de
différentielle X ̂  i£(X)+0(X) (où 0(X) = - \ ImTrad^c/H.) X pour X
dans D) , qu'on note aussi Xa. La représentation r du groupe G(£) se
prolonge en une représentation du groupe D, notée aussi r , dont la res-
triction à DQ est un multiple de Xi. Sur l'espace des fonctions numériques
sur G qui vérifient ^p(xd) = /\D,G(d)(p(x) pour tout x dans G et pour
tout d dans jD, on fixe une mesure G-invariante notée f^,^(p(x)dx. On
note C°° (-^ r, W, G) l'espace des fonctions C00 sur G à valeurs dans l'es-
pace de T qui vérifient :

(i) ^p(xd) = A^G^d)1/2^^)"1^^) pour tout x dans G et pour tout d
dans D.

(ii) \(X)(p = (-i£(X) + \ Trad(^c/^) X)^ pour tout X dans W et
où A(X) est le champ des vecteurs invariant à gauche déterminé par X.

(in) fG/D\^\2dx<+oo'

On note H(£, r, W, G) le complété de C°°(£, r, W, G) pour la norme

(^i (/ M2^)VG/D /
1/2

et T(^,r,Ty,G) la représentation de G par translations à gauche dans
H(£, T, TV, G). La représentation r(-^, r, VF, G) est une représentation uni-
taire irréductible du groupe G et sa classe d'équivalence ne dépend pas du
choix de W [15, th. 3.3]. Si le groupe G{£) est connexe on a r = Xi. Dans
ce cas, on notera T(^, W, G) la représentation T(£, X^ W, G) et T(£, G) sa
classe d'équivalence.

1.3. — On suppose ici que G est un groupe de Lie compact, connexe,
simplement connexe. Soit £ une forme linéaire sur Q admissible et bien
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352 ANOUSSIS (M.)

polarisable. D'après [11, II.3, Lemme], l'algèbre de Lie Q(£) est une sous-
algèbre de Cartan de Q. Soit A le système des racines associé à (s^)0,0e).
Pour a dans A, on note ̂  le sous-espace radiciel correspondant. Posons

A-1- = {a e A ; (^ a) > 0}, A~ = {a e A ; -a e A+}.

Il est facile de voir que A~^ est un système des racines positives et que
Q{£)° + ^aeA- ^a es^ une polarisation positive en £. Posons

" -èE1 V2 2^
aeA+

D'après [9, 21.14.8 (i) et 21.16.3], il existe un caractère unitaire du groupe
G(£) de différentielle p^y On notera S,p ce caractère. Pour a dans A,
on note ^ le caractère unitaire du groupe G(£) de différentielle o^ ̂ ).
D'après ce qui précède, il existe un caractère unitaire X^ du groupe G(t)
de différentielle ^g(^). La proposition suivante est bien connue [15, §5]
et [17, 4.9.6] :

PROPOSITION 1.3. — Le poids i£ — p est dominant pour A^. La
représentation

T(e,sçir+ E ̂ 'G)
açA-

est la représentation unitaire irréductible de G de plus haut poids i£ — p.
Si x est dans G(£) et si ^a(x) ̂  1 pour tout a dans A, on a

TrT^G)(x)=(^detwXe(w-lx))(^(x)) Y[ (l-^^))"1,
wçW açA+

où W est le groupe de Weyl associé à A.

2. La structure de Palgèbre de Lie Q
Soit Q une algèbre de Lie unimodulaire. On suppose qu'il existe une

forme linéaire i sur Q telle que l'algèbre de Lie Q(£) soit abélienne et
réductive dans Q. On note r le radical de l'algèbre de Lie Q. D'après [16,
cor. 5.2], il existe un facteur de Levi s de Q qui est stable par 0(^). Pour À
dans (fl^)0)', avec A 7^ 0, on note :

(fl^A = [X ç 0e ; [A,X] = À(A)X ; pour tout A dans s^)0}

et P(^(-^)) l'ensemble des A dans (ô^)^7 qui sont différents de 0 et pour
lesquels (^A est non trivial. Si A est dans P(g(^)), A est dans P(^(-^))

TOME 120 — 1992 — N° 3



INTÉGRALES INVARIANTES ET FORMULES DE CARACTÈRES 353

e^ (s^À = (0°)A- II existe donc un sous-espace vectoriel m de Q tel que
l'on ait :

^c- E W)A-
À(EP(flO?))

Notons f) le centralisateur de Q(£) dans Q. On a 5 = ( ) © m. Si À est
dans P(^(^)), on dira que A est un poids pour s(^). La proposition suivante
se démontre comme la Proposition 2.1 de [4] :

PROPOSITION 2.1.
(a) On a f) = () H s + t) D r, m ^ m n ô + m U t .
(b) La forme linéaire i est nulle sur m. Si X est dans P(fl(T)), —À est

dans P(0(T)) et la restriction de Bu a ÇQ^X + (s^-A est non dégénérée.
On a dïmÇQ^x = dim^)-^.

(c) On a KerB^ = {0}, Ker^ = s(Q == Z(()).

On note ^(b)^ l'espace vectoriel des formes linéaires sur ï) qui sont
nulles sur Z{^),

PROPOSITION 2.2.
(a) L'algèbre de Lie f) est unimodulaire.
(b) Soit H un groupe de Lie connexe d'algèbre de Lie (). Alors,

H-^ =^+Z{^.

Démonstration.
(a) Soit G un groupe de Lie connexe d'algèbre de Lie Q. Posons

HI = ZG^WO- L algèbre de Lie du groupe H^ est l'algèbre de Lie (). On
va définir trois fonctions polynomiales sur ï)7 :

• Soit E une base de l'espace vectoriel ï)/ô(^). Pour tout / dans f/, la
forme bilinéaire Bf définit par passage au quotient une forme bilinéaire
alternée sur Ï)/0(^). On notera Q^(f) le pfaffien de cette forme calculé
dans la base E.

• Soit E ' une base de l'espace vectoriel m. La décomposition Q = I) + m
permet de définir un plongement i de f)7 dans g'. Soit / dans Ï)7. On
note Qm(/) le pfaffien de la forme bilinéaire alternée B^r. calculé dans la^\J s
base E ' .

• Pour tout / dans ()', la forme bilinéaire B^ définit par passage au
quotient une forme bilinéaire alternée sur Q / Q ( £ ) = ()/g(^) + m. On notera
Q(f) le pfaffien de cette forme calculé dans la base E U E ' .

Le polynôme Q est H\ -invariant et le polynôme Q^ est semi-invariant
pour H^ de poids A^. D'après l'assertion (c) de la PROPOSITION 2.1.,
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TJi • ̂  est un ouvert de ^ + Z(^. Par conséquent Q est constant sur
^ +^(())-L. Comme z(^) = ^, Q est non nul sur ̂  +^(())-L. Comme pour
tout / dans ^ on a : Q(f) = Qij(f)Qm(f), le polynôme Q^ est constant
et non nul sur ̂  + ^(b)"1. On en déduit que A^ = 1, d'où l'assertion.

(b) L'assertion résulte de (a) et de [2, th. 2.9]. Q

Le Lemme suivant se démontre facilement :

LEMME 2.3. — Soit -p une sous-algèbre de Lie de Q contenant s et telle
que [p,5] c s. Alors p = s C Zp(s). Si de plus [p ,p] c s, l'algèbre de Lie p
est réductive et Z(y) = Z p ( s ) .

PROPOSITION 2.4.
(a) L'algèbre de Lie () H s est réductive dans Q .
(b) On a b Us = 5(^)0 s.
(c) On a Q(£) = ̂ (T) ÏÏ5 C fl(^) H r.
(d) L'algèbre de Lie () n s est une sous-algèbre de Cartan de s.

Démonstration.
(a) Posons -p = fl(^) 4- s. D'après le LEMME 2.3, l'algèbre de Lie p

est réductive et p = Z(p) e s. Posons b = ^(T) + ^(p). L'algèbre de
Lie b est réductive dans p e t b ^ b n ^ e Z(^). Il est clair que l'algèbre
de Lie b H s est réductive dans s. Soit t le centralisateur de b H s dans s.
D'après [10, prop. 1.7.7 (iii)], l'algèbre de Lie C est réductive dans s et
d'après [6, § 6, n° 6, cor. l], l'algèbre de Lie î est réductive dans Q.

D'autre part C = Z,{b Us) = Z^(b) = Z,W)) = f) H 5.
(b) L'algèbre de Lie () H 5 est réductive dans (). Soit V un sous-espace

vectoriel de (), stable par () H s et supplémentaire de Z(()) dans b. On a :

[ f 5 n 5 , b ] = [ ï)ns,z(f))+y] c y.

Soit ̂  un groupe de Lie connexe d'algèbre de Lie f) . D'après l'assertion (b)
de la PROPOSITION 2.2, il existe x dans H tel que la forme linéaire x -^ soit
nulle sur V. Il en résulte que ()HS C ï ) ( x ' ^ ) = x-ï){^). Vu l'assertion (c) de
la PROPOSITION 2.1, l'algèbre de Lie f) H s est contenue dans Q(£). Comme
l'algèbre de Lie Q(£) H s est contenue dans ï) H s, l'assertion s'ensuit.

(c) Résulte de (b) et de l'assertion (a) de la PROPOSITION 2.1.
(d) On a () H s = Z^(f) H s) = Z^ H s). Pour tout X dans Q(£) H s

l'opérateur ad^X est semi-simple. L'assertion s'ensuit. []
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INTÉGRALES INVARIANTES ET FORMULES DE CARACTÈRES 355

PROPOSITION 2.5.

(a ) II existe un facteur de Lem s de l'algèbre de Lie Q stable par Q(£)
et tel que l'on ait g(^r) = s + fl(^).

(b) On a alors s(£s) = Q(£) H s.

Démonstration.
(a) Posons p = s + 0^) H r. D'après [6, § 6, n° 5, th. 4], l'algèbre de

Lie -p est réductive dans g. Il existe donc un sous-espace vectoriel V de r,
stable par p et supplémentaire de Q (£) H t dans t. On 9iV=Vr\^+mr\t.
Soient G, H^ comme dans la démonstration de (a) de la PROPOSITION 2.2.
Il existe x dans ïî\ tel que la restriction de la forme linéaire x ' £^ à V D ï)
soit nulle. On en déduit que (x • £)v = 0. L'algèbre de Lie p est contenue
dans Q { x ' £ v ) . Posons 5i = x~~1 - s . Comme x est dans H\, l'algèbre de Lie si
est stable par Q(£). L'algèbre de Lie ôi + Q(£) est contenue dans g(^r) et

dimg(^) = dimg — dimt + dïmÇQ(ê) n r)
= dimp = dim(.^-l • p).

L'assertion résulte de ce que x~1 • p = si + Q(£).
(b) Résulte de (a). Q

PROPOSITION 2.6.
(a) L'algèbre de Lie t(^) est égale à Q(£) D t.
(b) La forme bilinéaire B^^ e^ non dégénérée.
(c) SW ô iAn facteur de Lem de Q stable par Q(£) et tel que l'on ait

s(^r) = s + fl(^). La forme bilinéaire B|nm e^ non dégénérée.

Démonstration.
(a) résulte de l'assertion (c) de la PROPOSITION 2.4 et de l'assertion (a)

de la PROPOSITION 2.5. Soit s comme en (c). Les assertions (b) et (c)
résultent de l'assertion (c) de la PROPOSITION 2.1 et de ce que les espaces
vectoriels s et r sont orthogonaux pour la forme bilinéaire B^. []

Remarque. — Soit G un groupe de Lie d'algèbre de Lie g. Des résultats
proches aux résultats de ce paragraphe sont obtenus par N. H.ANH [1, 2]
lorsque G(£)/Z(G) est compact et par M. DUFLO [12, chap. III, § 15]
lorsque G est un groupe de Lie algébrique.
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3. Lemmes de réduction
Soit G un groupe de Lie connexe, simplement connexe, à radical

co-compact, unimodulaire. On note Q son algèbre de Lie. On suppose
qu'il existe une forme linéaire admissible et bien polarisable £ sur Q
telle que l'algèbre de Lie Q(£) soit réductive dans Q. Comme i est bien
polarisable, l'algèbre de Lie Q(£) est abélienne. On note r le radical de Q.
On fixe un facteur de Levi s de 5, stable par Q (£) et tel que Q (^) = -s +0 (^).
(Il en existe d'après la PROPOSITION 2.5.) Soit R (resp. 6') le sous-groupe
analytique de G d'algèbre de Lie r (resp. s). Les groupes R et S sont
fermés et simplement connexes et le groupe G est le produit semi-direct
de 5' par R. Le groupe S est compact semi-simple.

3.1.

LEMME 3.1.1. — Les groupes S (es) et R(£r) sont connexes. En outre^
on aG(ê) =S(QR{^).

Démonstration. — II résulte des PROPOSITIONS 2.4 et 2.5 que l'algèbre
de Lie s Ç£s) est une sous-algèbre de Cartan de l'algèbre de Lie s. Identi-
fions s et s1 par la forme de Killing. D'après [11, 11.3, Lemme], £s est semi-
simple et régulier. Comme S(£s) = ^5(^5)5 il résulte de [9, 21.7.14] que le
groupe S(£s) est connexe. L'algèbre de Lie r est unimodulaire et d'après
l'assertion (a) de la PROPOSITION 2.6, l'algèbre de Lie r(^r) est réductive
dans r. Il résulte de [4, prop. 2.3] que le groupe R(-^r) est connexe. D'après
les PROPOSITIONS 2.5 et 2.6 et d'après ce qui précède, le groupe S(£s)R(^v)
est contenu dans G(£). Soit g dans G(£). On a g = xy avec x dans S et y
dans R. Comme S est contenu dans G(^r)? y est dans G(^r) D R = R(£r)-
Par conséquent x est dans S H G(£) C 5^(4) et G(£) = S{QR{^). Q

LEMME 3.1.2. — Soit n le plus grand idéal niipotent de l'algèbre de Lie Q .
Il existe une polarisation positive W en £ dans Q° qui vérifie les conditions
suivantes :

(i) W est admissible pour n et n0 H W est stable par G(£n)-
(ii) W est admissible pour r et Ve H W est stable par G(^r)-
(iii) W H 5e est une polarisation en £& dans s ° .
(iv) W (resp. Wnv0^ WHs0) vérifie la condition de Pukanszky.

Démonstration.—Soit W\ une polarisation positive en £n dans r^ stable
par G(£n)' (II en existe d'après [8, prop. II].) Notons q la restriction de £
à r(^n). Soit W^ une polarisation positive en q dans r^n)0- Soit W^ une
polarisation positive en de, dans s0. (Il en existe d'après [8].)

Posons W = W\ + W^ + W^. Il est clair que W vérifie les conditions (i),
(ii), (iii) du lemme. D'après [15, prop. 2.2], W vérifie la condition (iv). []
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LEMME 3.1.3.

(a) Soit W la polarisation en £ construite dans le Lemme 3.1.2. Pour
tout X dans s on a Trad^c/crcr-iHQ) X = 0.

(b) La forme linéaire ^ est admissible. La forme linéaire £s est
admissible.

(c) II existe un caractère unitaire du groupe G(£) de différentielle
X^i£(X).

Démonstration.
(a) L'application X \—> Trad^c/^c^v^)) X est un homomorphisme de

l'algèbre de Lie s dans C. Comme s est une algèbre de Lie semi-simple,
Trad^c^cn^) X = 0 pour tout X dans s.

(b) Comme le groupe R est simplement connexe, la forme linéaire ^
est admissible. La forme linéaire d étant admissible, il existe un caractère
unitaire du groupe G(£) de différentielle X i-» i£(X) - j ImTrad^c/^) X.
La restriction de ce caractère à S(£s) est un caractère unitaire de S(£s)
de différentielle

X -^ i£s(X) - ^ ImTrad^c/^cnv^) x ~\ ImTrad^c/^cr-w)) X.

L'assertion résulte alors de (a).
(c) Comme le groupe G(£) est le produit direct des groupes S(£s)

et R(£^) et comme R(£r) est simplement connexe, il suffit de montrer qu'il
existe un caractère unitaire du groupe S(£s) de différentielle X \—^ i£s(X).
D'après la démonstration de l'assertion (b) ci-dessus, il existe un caractère
du groupe S(£s) de différentielle X \—^ i£s (X) — j ImTrad^c/^cn^ X.
Reprenons les notations de 1.3. On a j ImTrad^c/^cn^) X = p(X) pour
tout X dans ô(4). D'après [9, 21.14.8 (i) et 21.16.3], il existe un caractère
du groupe S(£s) de différentielle X i—^ p(X). L'assertion s'ensuit. []

3.2. — Dans ce qui suit, on utilise en plus les notations de 1.2. La
polarisation W en £ est celle construite dans le LEMME 3.1.2. Soit s
dans S. On définit un opérateur V{s) dans C°° (£r, W H 1e, R) par
V(s)(p{x) = (p(s~lxs). II est facile de vérifier que V(s) définit bien un
opérateur dans C°°(£r^ W D t^, R) et que cet opérateur conserve la norme
sur C°°(£r,W D 1°,^). L'opérateur V(s) se prolonge par continuité en
un opérateur dans H(^^ W D 1e, R] qu'on note aussi V(s). On défi-
nit une représentation unitaire 'T^^^W H t0,^) du groupe G dans
H^.wnx^R)?^ : ' :

Te(£„Wnvc,R)(sr)=V(s)T(e„W^}vc,R)(r),
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pour s dans S et r dans R. Soit g une forme linéaire admissible et bien
polarisable sur s. Identifions s et s' par la forme de Killing. Diaprés
[11, 11.3, Lemme], q est semi-simple et régulier et d'après [9, 21.7.14],
le groupe S(q) = Zs (q) est connexe. Soit U une polarisation positive en q
dans 5e. On note / la forme linéaire sur Q définie par /r = -^r, fs = q.
Il résulte de l'assertion (a) du LEMME 3.1.3. que / est une forme linéaire
admissible. Soit n le plus grand idéal niipotent de l'algèbre de Lie 5. Il est
facile de vérifier que U-\-Wr\t0 est une polarisation positive en / dans 0e,
stable par G(/), admissible pour n et que n° H (£/ + TV Fl 1e) = r^Dl^ est
stable par G(/n) = G(^n). D'après [15, prop. 2.2], U + W H r0 vérifie la
condition de Pukanszky.

LEMME 3.2.1. — La représentation du groupe G dans

HÇq.U.S)^!!^^^^^)

définie par sr ̂  T(q, U, S) (s) 0 T^r, W H 1e, R)(sr), pour s dans S et r
dans R, est équivalente à la représentation T(f, U + W D 1e , G).

Démonstration. — Soient ̂  e C°°(q, U, S) et ̂  ê C°°(£^ W n 1°, R).
La fonction B(^i (g) ^2) sur G définie par

B((^i 0 ̂ 2){sr) == ^i(s)^2(^5~1),

pour 5 dans S et r dans -R, est dans G00^, £7 + W H 1e, G). En multi-
pliant l'opérateur B par un scalaire positif non nul, on peut suppb-
ser que d est une isométrie de C°°(q,U,S) (g) C°°{^,W H 1e, R) dans
C°°(f^U + W H t°,G). L'opérateur 5 se prolonge en une isométrie
de H(q, U, S) (g) H(i^ W H 1°, J?) dans H(f, U+Wnt^ G) et il est facile de
voir qu'il entrelace les deux représentations du Lemme. Comme celles-ci
sont irréductibles, elles sont équivalentes. []

COROLLAIRE 3.2.2. — La représentation du groupe G dansH(£s^ W D
s0, S) ̂ )H(^,Wn 1°, R) définie par sr ̂  T(4, WUs^ S)(s)^Te(£„Wn
tc,R)(sr), pour s dans S et r dans R, est équivalente à la représentation
r(^,TV,G).

Soit p la forme linéaire sur s qui est égale à — lîTrad^c/^n^yX
sur 5 (is) et qui est nulle sur l'orthogonal de s (£s) dans s pour la forme
de Killing sur 5. La forme linéaire p est admissible et bien polarisable.
L'algèbre de Lie TVUs0 est une polarisation positive en p dans s°. D'après
la PROPOSITION 1.3, la représentation T(p, W H 5e, S) est la représentation
triviale du groupe S. Soit e la forme sur Q définie par e^ = ̂ , es = p. La
forme linéaire e est admissible et bien polarisable et le groupe G{e) == G{ê)
est connexe. Le corollaire suivant résulte du LEMME 3.2.1 :
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