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DIMENSION D'ENSEMBLES PLANS DÉFINIS PAR
DES PROPRIÉTÉS DES DÉVELOPPEMENTS

DES COORDONNÉES

PAR

FATHI BEN NASR (*)

RÉSUMÉ. — Soit 7-1 et 7-2 deux nombres entiers > 2. Pour chaque point ( x , y )
du plan, on développe x suivant la base r\ et y suivant la base 7-2. On considère les
ensembles des points (rr, y) dont les fréquences d'apparition des couples consécutifs de
"chiffres" sont données. On donne un encadrement de leur dimension.

ABSTRACT. — Let ri and 7-2 be two integers > 2. Ford each point ( x , y ) of thé
plane, we expand x in base 7-1 and y in base 7-2. We consider thé sets of points (a-, y ) for
which frequencys of consécutive pairs of "digits" are given. We given lower and upper
bounds of their dimension.

1. Introduction
Considérons une famille £ de parties du carré [0,1] x [0,1] telle que tout

point x de ce carré appartienne à des éléments de <?, non vides et dont le
diamètre soit arbitrairement petit (nous prenons comme distance de deux
points le maximum des valeurs absolues des différences des coordonnées).
Si E est une partie du carré [0,1] x [0,1], notons diam£J son diamètre.
Si, de plus, d et e sont deux nombres strictement positifs, posons

Hd,e(E,£) = mi^^diam.R^ : E C [JRj, Rj e £ et diamJ^ < cl;
3

Hd{E,£)=\imHd,e(E,£) et dîme E = mî{d ; H d ( E , £ ) = 0 } '

Lorsque £ est constituée de tous les carrés, on obtient la dimension de
Hausdorff que nous noterons dim. Dans [9] on donne des conditions sur £
assurant l'identité dim^ == dim. Cependant plusieurs situations amènent

(*) Texte reçu le 13 avril 1989, révisé le 16 janvier 1990.
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56 F. BEN NASR

à considérer des familles ne donnant pas lieu à cette identité; c'est le
cas de [2, 6, 10]. Nous nous plaçons ici dans de telles situations. En effet
nous étudions la dimension de Hausdorff de certaines parties du carré
[0,1] x [0,1] dont les recouvrements naturels se font au moyen de rectangles
qui s'aplatissent à mesure que leur diamètre tend vers zéro. Il se pose donc
le problème de passer d'un recouvrement économique par des rectangles à
un recouvrement économique par des carrés et vice-versa. Les ensembles
que nous étudions sont définis par des propriétés des développements dans
des bases différentes des coordonnées de leurs points. Dans certains cas
nous savons déterminer la dimension de Hausdorff de ces ensembles, dans
d'autres nous en obtenons seulement un encadrement, généralisant ainsi
des résultats d'EoGLESTON [4] et améliorant [1]. D'autres généralisations
du résultat d'EoGLESTON ont été considérées dans [8]. Cette étude est à
rapprocher de celles des ensembles self-affines ([6] et [7]).

2. Position du problème et résultats

Si F est un ensemble fini, on note F* l'ensemble des mots construits
avec F comme alphabet. La longueur d'un élément j de F* est notée |j'|,
le mot de longueur nulle est noté cj. Muni de la concaténation, F* est
un monoïde : si j et k appartiennent à F*, on note jk le mot obtenu en
mettant les mots j et k bout à bout. On identifie (F x G)* à une partie
de F* x G*.

Pour tout entier r supérieur ou égal à 2, on pose Nr = { 0 , 1 , . . . , r — 1}.
A chaque élément j de N^ on associe l'intervalle

IrU)=[ E ^r-^ E ^r-'+r~IJI[•
K/c<|j| Kk<\j\

Soient ri et r^ deux entiers tels que 2 < ri < r^. Si j = (.y1,.?2)
appartient à (N^ x A^)*, on note R(j) ou ^(j1,^2) le rectangle produit
des intervalles Ir^U1) et ^(j2)-

Pour tout entier n, on désigne par q(n) la partie entière

n(Logr2/Logri) : n(Logr2/Logri) < q(n) < n(Logr2/Logri) + 1.

Si j appartient à (Nr, x A^)* et k à ^aJI)-IJI, on pose Q(j,k) =
^ri (j1^) x ^(j2)- C'est ce qu'on appellera dans la suite un "presque
carré". Il est facile de vérifier que la famille des presque carrés <?i permet
le calcul de la dimension de Hausdorff (voir, par exemple [8]).

Pour tout x de R(cj) = [0,1[ x [0,1[, notons Xn (resp. yn) le n-ième
chiffre du développement de l'abscisse de x (resp. l'ordonnée de x) dans
la base ri (resp. r^).
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CALCUL DE DIMENSION DE HAUSDORFF 57

Dans [1] nous avons étudié la dimension de l'ensemble des x tels que
pour chaque a et /3 l'ensemble {i > 1 ; (^j,^) == (o;,/?)} ait une densité
donnée. Nous avons obtenu le résultat suivant.

THÉORÈME 1. — Pour tout x de R(uj) désignons par Na^x^n) le
nombre rentiers i inférieurs à n tels que (a^,^) = (o;,/?) et considérons
l7 ensemble

E = { x ; lim —Naû(x,n)=ma/3 pour tout (a,f3)\.
l n—^oo n )

La dimension de Hausdorff de E est

-T———Ym^Logm^ + (-——— - .———) y^SgLogSg,
gr2 o^ ^Log^ Logri/2^

où Sa désigne la somme des éléments de la a-ième ligne de la matrice
des (m^).

Nous nous intéressons ici aux ensembles définis par la fréquence des
couples de chiffres consécutifs. Pour tout x de R(i^)^ notons N0/3, a ' , ( 3 ' (^5 ̂ )
le nombre d'entiers i inférieurs à n tels que l'on ait (a^,^) == (a, /?) et
(^+1,^+1) = (a',/?'). Considérons l'ensemble suivant

A = \x', lim - N a 0 , a ' 0 ' ( x , n ) = m^^'^
L n—^oo 72, ^

pour tous (ûî,/^) et (o/, /^)^

où M == ( m a / 3 , a ' / 3 ' ) est une matrice donnée, indexée par (N^ x A^^)2 et
vérifiant les deux conditions suivantes :

• les coefficients m^c^7 sont strictement positifs et de somme 1 ;
. l'égalité ^/^ ma^,a'0' = Y.a'(31 moil^^ a lieu quels que soient a

et f3.

Le théorème suivant, sous une hypothèse additionnelle sur la ma-
trice M, donne une formule explicite de la dimension de A.

THÉORÈME 2.
Posons Pa(3 = ^a'01 mOL^,al^, P a / 3 , a ' / 3 ' = r U a ^ ^ a ' 0 ' / Pa0 et ba =

^gPa(3' Si pour tout couple (a, a') la somme ̂ ^ Pa(3,a'(3', notée Raa',
est indépendante de f3 alors la dimension de Hausdorff de A est

D = -_———— ^ Pa0Pa(3,a'^ LogP^c^
gr2 a ( 3 , a ' 0 '

+ fï———— - ,————) Y^baRaa'^OgRaa'-\ Log 7-2 log r\ / 2—^
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58 F. BEN NASR

Cette hypothèse supplémentaire est vérifiée dans le cas où ma/3,a'f3' est
de la forme u^^Uo'^i.

Démonstration. — Considérons l'arbre A formé par les suites finies
d'éléments de N^ xN^. Soit AU9A sa compactification naturelle. Il existe
une probabilité unique sur 9A, soit /A, telle que la suite des coordonnées
de ÔA soit une chaîne de Markov, de loi initiale Pa(3 et de matrice de
transition ( P a ( 3 , a ' / 3 ' ) ' Si ̂  désigne l'application naturelle de ÔA dans [0, l]2

alors la mesure image de ji par -0, notée /A, est une probabilité sur la tribu
de Borel de R{uj) portée par A. De plus pour tout j

^RU))=PnP^...P^^
car les cloisons sont de mesures nulles.

Pour tout x de 2?(cj), désignons par Rn(x) (resp. Qn(x)) le rectan-
gle (resp. le "presque carré") d'ordre n contenant x, c'est-à-dire celui
des {RW^ÇN^XN^ (resp. {Q(j, k)}^ç^ xA^^eA^^) - ri) qui
contient x. Compte-tenu de l'hypothèse additive

fz{Qn(x)) = fl[Rn(x)) n C^ n<t<q(n}' xl=a et x'+l=a'}
card{î ; n<î<q{n), Xi=a et Xi-\-\=a

"aa'
Q.,Ct'

on déduit que

-Log^i(Qn{x)) = -Logfi(Rn(x)) +
n' TI/

+ ̂  — card^ i ; n < i < q(n), xi = a et a^+i = a > Log R^a' •

Considérons maintenant un élément x de A. On a d'une part

Jirr^ ̂  Logfl{Rn(x)) = ^ Pa0Paf3,a'(3' LogP^,a'0'

a/3,a'0'
n^oo n

et d'autre part

lim — card<{ z ; 1 < i < n, xi = a et ^+1 = a1 \ = baRaa'
n-^oo n i J

d'où il résulte

Ar! v Log^Qrz^)) ^\AC \x ; lim _ — — - — — = D \ •l Tz-^oo Logdiam(y^(;r) J<. Tz-^oo Logdiamy^(a;J
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CALCUL DE DIMENSION DE HAUSDORFF 59

On peut alors appliquer le théorème de Billingsley ([3, p. 144]) et utiliser le
fait que <?i permet le calcul de la dimension de Hausdorff pour conclure. Q

Intéressons-nous maintenant au cas général où la condition supplé-
mentaire imposée à la matrice dans l'énoncé du THÉORÈME 2 n'est plus
nécessairement satisfaite. Nous obtenons un encadrement de dim A, qui
améliore celui donné dans [1].

THÉORÈME 3.
En posant Taa' = Z^ ' ^ a { 3 , a ' ( 3 1 , S ' ( 3 / 3 ' = Saa' rRa(3,a'(31 et Cft =

Sa ̂ D^ on a ^es inégalités

dim A > DI = - _———— ^ Pa0Pa(3,a'f3' Log Pa(3,a'0'
o^rl a ( 3 , a ' j 3 '

+ (.———— - .————)^SW Log(5^//^);\Logri Logr2^^

dim A <, D^ = - _——— ^ PaftPaft^'o' Log P a ^ ^ a ' o '

+ (——— - ,-1—) Y, T^, Log(T^/b^).\Logr2 Log r i / 2-^

Avant de démontrer ce théorème établissons d'abord un lemme.
LEMME. — Pour tous j e F* et (A;, k') G F x F, désignons par Nkk'(j)

le nombre d'apparitions du mot kk' dans j . Donnons-nous une matrice
u = (ukk>) indexée par F x F, à coefficients strictement positifs et de
somme 1.

Posons fk = ̂ i,,/ Ukk' e^ fkk' = ̂ kk' I fk e^ considérons l'ensemble

Gn,e = \J ^ P71 ; - N k k ' (j) - Ukk' < £ pour tout (k, k1) \ •I n -'

Alors pour tout 7 > -(1/LogcardF) S^ fkfkk' ^ogfkk', il existe un
entier ^(7) et un réel 5(7) > 0 tels que pour n > ̂ (7) et e < ̂ (7) on ait
cardG^, < (cardF)^.

Preuve. — Posons r == card F et définissons une probabilité Vn sur Fn

ainsi :
^n(j) = fn fnj2 • ' ' fjn-u. si 3 =- Jij2 • • • Jn-

Considérons un élément j de Gn,e et soit p un réel strictement positif
inférieur à tous les fk et les fkk1- On a

f N k k f U ) _ f ^ k k ' U ^ - ^ k k ' - 6 ) f^kk'-8}
î k k ' ~ J k k ' J k k '
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60 F. BEN NASR

Compte-tenu de l'inégalité N k k ' ( j ) - n{ukk' - e} < lue, on a

f N k k ' U ) \ ^ne fn(uf,k'-£)
J k k 1 ^ P J k k 1

et par suite ^œ^^nAi"^-
k k '

On en déduit que

Gard G,,, < p-1?-2^2 ̂ f,^'^
k k '

d'où l'on tire

LogcardC?n,e . 1 / o 2 r , V^/ \ T r ^
(1) n^Logr ^•^Logri2^ Logp+ S^ - £) Log/^)

_ Logp
n^ Log r

Regardons le second membre de (1). D'une part, son premier terme
converge vers -(l/7Logr) ̂ ^/ fkfkk' î^ogfkk' < 1 lorsque e tend vers 0.
D'autre part, son deuxième terme converge vers 0 lorsque n tend vers oo.
Ce qui achève la démonstration du LEMME.

Démonstration du THÉORÈME 3. — Établissons d'abord l'inégalité
dimA < D-2. Considérons l'ensemble

1 = {i; n <i < ç(n), xi = a et ^+1 = a'},

pour tous entiers m et p, la propriété P

card 1 — Taa' <: ~ pour tous a, a' et n > m-q(n) -n aa \ ~ p

et posons
Amp= [x^A-, P}.

On a A = \J{A^p ; m > mo et p > po} avec mo et po deux entiers
quelconques. Nous allons montrer que pour tout d > D^ il existe deux
entiers mo et po tels que dimA^p < d pour tout m > mo et j? > po. Ceci
prouvera bien que dim A < D'^.
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CALCUL DE DIMENSION DE HAUSDORFF 61

Posons A = -(l/Logn)E^,/^P^Pa^^LogP^,/^ et soit
a > L/2. Sachant que

Logrs / Logr2\ 1 ^
Logr^2 - l1 - Log^) LogrT ̂  rcm/ ̂ (^/M = A,

Q^Q:7

il existe deux réels 7 et ^ tels que l'on ait

7 > 4i———) E^^ê^/M,
a,a'

S^WI-Î^^A.-Log ri \ Log 7-1 /

Considérons A^p (m > mo et j? > po). On a

A C [ r ' lim ^g/^^n^)) ,1^mp^^, nm _—————_ . . = A }•l n-^oo Logdiam^(a;) J

II en résulte que dim^ Amp < A, où ^ désigne l'ensemble de tous les
rectangles R(j). Soit R(j) un rectangle d'ordre n rencontrant A^p tel que
diamfi(j) < £. Quitte à prendre e plus petit, on peut supposer que

(2) n>m et q^d+^l-q^}>t
n \ n ) ~ '

On a

(3) A^nJ?0)cU{Ç(j ,Â; ) ; kçN^--}.

Pour mo et po suffisamment grands, le lemme permet d'améliorer (3). En
effet, on peut extraire de (3) un recouvrement économique :

A^nao)c|j{ço,Â;); k ç i c }

où /C est une partie de ^(n)-n de cardinal inférieur à ^((?(n)-n). Les
"presque carrés" de cette famille ont des diamètres inférieurs à e. En
vertu de (2), on a

^(diamQO-.Â;)^ < r^diam^))'.
kçK:

II s'ensuit que
^(A^,fi)<r^(A^,^),

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



62 F. BEN NASR

ce qui donne Hd(Amp,£i) = 0, donc dimAmp < d.
Considérons maintenant l'ensemble

1 = [î ; n<i < q{n), y, = f3 et ^4-1 = /3^,

et la propriété Q

- card F — 8 / 3 / 3 ' < - pour tous /3, / 3 ' ei n > m.
q(n) — n \ p

Posons
A^={xçA'^ Q}

et montrons que pour tout d < D^ il existe deux entiers m ei p tels que
dimA^p > d. Ceci prouvera l'inégalité dimA > D\. Soit 0 < d < D^. En
vertu de l'égalité
dimA^p > d. Ceci prouvera l'inégalité dimA > D\. Soit 0 < d < D^. En

' Tûrroli+û

Dl = x - (1 - È )̂ Lo^ S ̂ ' Log(^/^)
1

^W

on peut associer à d deux réels 70!^ tels que

'-E-ro z—'
W

-^ ̂  ̂ / Log(^//C^),
0 2 /?/?/

7> -

^ < A et ^+7(1 - (Logr2)/(Logri)) > d.
Pour tous entiers mo et po on a l'égalité A = U{^mp ; m > ^o et

P ^ Pô}- Choisissons A de cette famille de mesure non nulle et tel que
l'on ait

(4) t + 7fl - ç v / ) > d pour tout n>m.
\ n /

Fixons £ < r^ et considérons un "presque carré" d'ordre n rencontrant
A^p tel que diamQO',A;) <_ e. On a

A^p n QU. k) c U{I?alÂ:^•^) ; i e TV^)-71}.

Pour mo et j9o suffisamment grands, le lemme donne

A'^ n ço,fc) c UW1^^) ; ^ € £}
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CALCUL DE DIMENSION DE HAUSDORFF 63

où C désigne une partie de ^(n)-n de cardinal inférieur à ^((7(n)-n).
Notons aussi que les diamètres de ces rectangles sont inférieurs à e.
Il résulte de (4) que

^(diamfiO1^))' ^ (diamÇ^Â;))'
£çC

donc
^,e(A^p,<?2) < Hd,e(A^p,£^).

Ce qui entraîne l'inégalité dim A' > d. []

Remarques.
1. L'ensemble des matrices (ma(3,a'(31) vérifiant D^ = D^ contient

une variété de dimension r\ — 1. En effet pour toute famille finie
{^a}a==o,i,...,n-i de réels strictement positifs telle que ^^ \a == y^1?
la matrice dont les termes ' m a / 3 , a ' / 3 ' = ^a^a' satisfait l'égalité annoncé
ci-dessus.

2. Les THÉORÈMES 2 et 3 restent valables si les coefficients de la ma-
trice M sont positifs ou nuls. Seulement des hypothèses supplémentaires,
sur les termes m^a7/?'? s'imposent pour la construction de la mesure [L.

3. Compte tenu de l'hypothèse faite au THÉORÈME 2, la dimension
CL(^) de Ledrappier de la mesure /A [5] coïncide avec celle de Hausdorff
de A. En effet, si N(n, 6) désigne le nombre minimum de "presque carrés"
d'ordre n rencontrant un ensemble de mesure 11 > 1 — ^, on a

^ ( \ T T LogN(n,ë)CLW = lim hm s u p — _ v ' •<?->o n-^oo nLogrs
^>0

D'après L. YOUNG [11], CL(/^) majore toujours dim A. Il reste donc à
prouver l'autre inégalité.

Considérons l'ensemble

J=:^ ; n < i < ç(n), Xi = a et a^+i = a >

et la' propriété 72.

cardJ — b^R^a' <: ~ pour tous a,û'\fî^fî1 et n > m., . v^i^xvAA "•a-^aû; _-\q(n}-n \ p

Pour tous entiers m et p posons

Emp = \x ' , -Naft.a'^Çx.n) -m^^y < - et %}.^ Tv p j
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64 F. BEN NASR

et considérons
7 > - ^ Pa(3,a'01 Log P a ( 3 , a ' ( 3 ' ,

o/3,o//?'

A > - ̂  baRaa' Log ̂ o7

0:0;'

et ^ > 0. Pour m et p suffisamment grands, le lemme donne

N(n,ë) < e^e^^-^,

Il en résulte que

CLW < ————— + (————— - ^——^X
Log 7-2 v Log ri Log 7-2 /

ce qui prouve que c^) < dimA.
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