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DIMENSION D’ENSEMBLES PLANS DEFINIS PAR
DES PROPRIETES DES DEVELOPPEMENTS
DES COORDONNEES

PAR
FaTtHi BEN NASR (*)

RESUME. — Soit r; et rp deux nombres entiers > 2. Pour chaque point (z,y)
du plan, on développe z suivant la base r; et y suivant la base r2. On considére les
ensembles des points (z,y) dont les fréquences d’apparition des couples consécutifs de
“chiffres” sont données. On donne un encadrement de leur dimension.

ABSTRACT. — Let r; and 72 be two integers > 2. Ford each point (z,y) of the
plane, we expand r in base r1 and y in base ro. We consider the sets of points (z,y) for
which frequencys of consecutive pairs of “digits” are given. We given lower and upper
bounds of their dimension.

1. Introduction

Considérons une famille £ de parties du carré [0, 1] x [0, 1] telle que tout
point z de ce carré appartienne & des éléments de &£, non vides et dont le
diameétre soit arbitrairement petit (nous prenons comme distance de deux
points le maximum des valeurs absolues des différences des coordonnées).
Si E est une partie du carré [0,1] x [0, 1], notons diam E son diameétre.
Si, de plus, d et € sont deux nombres strictement positifs, posons

Hy.(E,€) = inf{Z(diam R;)*:EC|JRy, R; €€ et diamR,; < 5};
J
Hy(E,€) = lim Hyo(F,€) et dime E=inf{d; Hq(E,&) =0}
e—

Lorsque £ est constituée de tous les carrés, on obtient la dimension de
Hausdorff que nous noterons dim. Dans [9] on donne des conditions sur £
assurant 1’identité dimg = dim. Cependant plusieurs situations amenent
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56 F. BEN NASR

& considérer des familles ne donnant pas lieu & cette identité; c’est le
cas de [2, 6, 10]. Nous nous plagons ici dans de telles situations. En effet
nous étudions la dimension de Hausdorff de certaines parties du carré
[0,1] %[0, 1] dont les recouvrements naturels se font au moyen de rectangles
qui s’aplatissent & mesure que leur diametre tend vers zéro. Il se pose donc
le probléme de passer d’un recouvrement économique par des rectangles a
un recouvrement économique par des carrés et vice-versa. Les ensembles
que nous étudions sont définis par des propriétés des développements dans
des bases différentes des coordonnées de leurs points. Dans certains cas
nous savons déterminer la dimension de Hausdorff de ces ensembles, dans
d’autres nous en obtenons seulement un encadrement, généralisant ainsi
des résultats ’EGGLESTON [4] et améliorant [1]. D’autres généralisations
du résultat d’EGGLESTON ont été considérées dans [8]. Cette étude est a
rapprocher de celles des ensembles self-affines ([6] et [7]).

2. Position du probléme et résultats

Si F est un ensemble fini, on note F* I’ensemble des mots construits
avec F' comme alphabet. La longueur d’un élément j de F* est notée |j|,
le mot de longueur nulle est noté w. Muni de la concaténation, F* est
un monoide : si j et k appartiennent & F'*, on note jk le mot obtenu en
mettant les mots j et k bout & bout. On identifie (F' x G)* & une partie
de F* x G*.

Pour tout entier r supérieur ou égal & 2, on pose N, = {0,1,...,7r—1}.
A chaque élément j de N, on associe I'intervalle

I'r(j) = [ Z jkT_k, Z jkT_k +,,-—|j|[.

1<k<lj] 1<k<]5]

Soient r; et ro deux entiers tels que 2 < 7, < 7. Si j = (5%,5%)
appartient & (N,, x N,,)*, on note R(j) ou R(j!,5?) le rectangle produit
des intervalles I,., (1) et I, (5%).

Pour tout entier n, on désigne par g(n) la partie entiere

n(Logre/Logry) : n(Logry/ Logri) < ¢(n) < n(Logre/Logry) + 1.

Si j appartient & (N,, x N,,)* et k & N2UID=1 on pose Q, k) =
I, (j'k) x I,,(5%). C’est ce qu'on appellera dans la suite un “presque
carré”. 1l est facile de vérifier que la famille des presque carrés £; permet
le calcul de la dimension de Hausdorff (voir, par exemple [8]).

Pour tout z de R(w) = [0,1[ x [0,1], notons z, (resp. y,) le n-iéme
chiffre du développement de ’abscisse de = (resp. ’ordonnée de z) dans
la base r; (resp. r3).

ToME 118 — 1990 — ~° 1



CALCUL DE DIMENSION DE HAUSDORFF 57

Dans [1] nous avons étudié la dimension de 1’ensemble des z tels que
pour chaque o et 3 ’ensemble {¢ > 1; (z;,y;) = (,8)} ait une densité
donnée. Nous avons obtenu le résultat suivant.

THEOREME 1. — Pour tout z de R(w) désignons par Nys(z,n) le
nombre d’entiers i inférieurs a n tels que (x;,¥;) = (o, B) et considérons
Pensemble

E= {a:; lim 1 «3(Z,m) = meyp pour tout (a,ﬂ)}.

n—oo N

La dimension de Hausdorff de E est

1 1 1
_ L _
Log sy ; M LOg Mag + (Log ro  Logm ) ; Sa Log S,

ou S, désigne la somme des éléments de la a-iéme ligne de la matrice
des (mqg).

Nous nous intéressons ici aux ensembles définis par la fréquence des
couples de chiffres consécutifs. Pour tout = de R(w), notons Nog o g (2, 1)
le nombre d’entiers i inférieurs & n tels que l'on ait (z;,y;) = (o, B) et
(zit1,¥i+1) = (¢, 8'). Considérons I’ensemble suivant

1
A= {5'3 ; lim = Nogaip (2,1) = Magap
pour tous (a,f) et (a',ﬂ/)}

olt M = (map o) €st une matrice donnée, indexée par (N,, x N,,)? et
vérifiant les deux conditions suivantes :

o les coeflicients mqg,43 sont strictement positifs et de somme 1;

o Pégalité 3° .5 Mapa’p = Doy Ma'p,ap @ lieu quels que soient o

et 3.

Le théoréme suivant, sous une hypothése additionnelle sur la ma-
trice M, donne une formule explicite de la dimension de A.

THEOREME 2.

Posons Pag = 305 Mapapsy Papoarsr = Mapap[FPap €t ba =
25 Pap. Si pour tout couple (o, a’) la somme > g Paparp, notée Roo,
est indépendante de B8 alors la dimension de Hausdorff de A est

1

D=-— apfl aB, 0’3 Pa o' B!
Tog7s Zﬂpﬁpﬂaﬁ Log Pap,a'p

1
- (LOg T2 B IOg 7”1) Z b Raa’ LOg Raa’
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58 F. BEN NASR

Cette hypothese supplémentaire est vérifiée dans le cas ou Mg o' €St
de la forme uqguar g .

Démonstration. — Considérons ’arbre A formé par les suites finies
d’éléments de NV,, X N,,. Soit AUOA sa compactification naturelle. Il existe
une probabilité unique sur 0.4, soit fi, telle que la suite des coordonnées
de 0A soit une chaine de Markov, de loi initiale P,3 et de matrice de
transition (Pag,q' g ). Si ¢ désigne application naturelle de 8.4 dans [0, 1)2
alors la mesure image de fi par ¥, notée u, est une probabilité sur la tribu
de Borel de R(w) portée par A. De plus pour tout j

/‘(R(])) = Pj!le,jz e Pj'n—lxjn

car les cloisons sont de mesures nulles.
Pour tout z de R(w), désignons par R,(z) (resp. @,(z)) le rectan-
gle (resp. le “presque carré”) d’ordre n contenant z, c’est-a-dire celui

des {R(j)}jE(N,.l XNy, )" (resp. {Q(J"k)}je(N,.1 XNy )" k€N, g(n) — n) qui
contient . Compte-tenu de ’hypothese additive

#(Qu(@) = p(Ra (@) ] R s meme st zinmed

a,a’

on déduit que

%Logu(Qn(az)) = %Logu(Rn(x)) +

+ Z l card{i; n<i<qn), r;,=a et x4 = o/} Log Ryo -
n

a,a’
Considérons maintenant un élément z de A. On a d’une part
.1
nhn;o - Log (R, (z)) = Z PosPag o LOE Pog o g
af,' B

et d’autre part

o1 ) .
lim —card{z; 1<i<n, z;=a et x;41 = o/} = by Rau
n—oo N

d’ou il résulte

C oy Logu(@n(z)
AC{x, Al Logdiam Q,(z) D}'
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CALCUL DE DIMENSION DE HAUSDORFF 59

On peut alors appliquer le théoreme de Billingsley ([3, p. 144]) et utiliser le
fait que & permet le calcul de la dimension de Hausdorff pour conclure. []

Intéressons-nous maintenant au cas général ou la condition supplé-
mentaire imposée & la matrice dans 1’énoncé du THEOREME 2 n’est plus
nécessairement satisfaite. Nous obtenons un encadrement de dim A, qui
améliore celui donné dans [1].

THEOREME 3.

En posant Toaor = D g5 Mafa'p’s S8 = Dqa Mapa's €t cg =
Yo Pap, on a les inégalités

dimA > D; = —LO; - ag;g/ PagPap.ars L0g Pap.ar g

* (Lo; r Log ,«2) Z Sppr Log(Sppr [cs);
dimA < D, = —LO; - agﬁ/ PosPag.ars Lg Pag.ag

* (Lo; 7. Log 1"1) Z Toor Log(Taar /ba)-

Avant de démontrer ce théoréme établissons d’abord un lemme.

LEMME. — Pour tous j € F* et (k,k') € F x F, désignons par Ny (J)
le nombre d’apparitions du mot kk' dans j. Donnons-nous une matrice
u = (ugg ) indexée par F x F, 4 coefficients strictement positifs et de
somme 1.

Posons fr, =Y . ukk €t frir = urpr [ fr et considérons l’ensemble

1
Gre = {i € F"; |- Nuw () —wnwr| <& pour tout (k. k') }-

Alors pour tout v > —(1/Logcard F') Y ", .. fi frk Log fexr, il existe un
entier n(y) et un réel €(y) > 0 tels que pour n > n(y) et € < e(7y) on ait
card G, . < (card F)™.
Preuve. — Posons r = card F et définissons une probabilité v, sur F'"
ainsi :
vn(J) = Fiifinge o finoagn ST =J1027n
Considérons un élément j de G, . et soit p un réel strictement positif
inférieur & tous les fi et les frx. On a
Niwr () _ Nkk’(j)-n(ukk’_s)fn(ukk'—e)
kk' = Jrr (3 :
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60 F. BEN NASR
Compte-tenu de 'inégalité Nyx/(5) — n(ugk —€) < 2ne, on a

Ny (9) 2 ! —
kk’ﬁk Z p nEflzllglukk €)

et par suite

vn(d) 2 po T [ At
kk’

On en déduit que

Card Gn,a < p—lp—2nsr2 ka—kcl(ukk/—s)
kk'

d’ou on tire

Logcard G, ¢ 1 2
1 =z < - 2er® Li r—e)L ,
(1) o Togr S 7Logr( er ng‘i‘;(ukk €) ngkk>
_ Logp
ny Logr

Regardons le second membre de (1). D’une part, son premier terme
converge vers —(1/yLog7) 3~ 1+ fi fer Log frrr < 1lorsque € tend vers 0.
D’autre part, son deuxiéme terme converge vers 0 lorsque n tend vers oc.
Ce qui acheve la démonstration du LEMME.

Démonstration du THEOREME 3. — Etablissons d’abord I'inégalité
dim A < D,. Considérons 1’ensemble

I={i;n<i<q(n), zi=aetzi =a'},

pour tous entiers m et p, la propriété P

1
————card] — Tpy
n

1
i < - pour tous a,a’ et n > m-
q(n) — p

et posons

App={z€A; P}

Ona A= U{Anp; m > mg et p > po} avec mg et py deux entiers
quelconques. Nous allons montrer que pour tout d > D il existe deux
entiers mg et po tels que dim A,,, < d pour tout m > mg et p > pg. Ceci
prouvera bien que dim A < D,.
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CALCUL DE DIMENSION DE HAUSDORFF 61

Posons A = —(1/Log71) 3,545 PapPosap L0g Paparp et soit
d > D,. Sachant que

LogrgD2 B (1 B Logr2)

Logr: Logm Z Toor Log(Taa' /ba) =

Logm =

il existe deux réels v et t tels que 'on ait

1> (o )ZTM Log(Taw /ba),

Logrs Logrs
Logr d+ (1 - Logr;

)>t>/\.

Considérons A, (m > mg et p > po). On a

o Logu(Ra@)
AmpC{x, nh—>n;o Logdiam R, (z) /\}

Il en résulte que dimg, A,p < A, ol & désigne l'ensemble de tous les
rectangles R(j). Soit R(j) un rectangle d’ordre n rencontrant A,,, tel que
diam R(j) < e. Quitte & prendre ¢ plus petit, on peut supposer que

(2) n>m et ¥d+7( q(”))>t
On a
3) Amp N R() € | J{QU, k)5 k € Nam=n}.

Pour my et py suffisamment grands, le lemme permet d’améliorer (3). En
effet, on peut extraire de (3) un recouvrement économique :

Amp NR() | J{QU, k)5 ke K}

Nq(n) n vy(g(n)— n) Les

ou K est une partie de de cardinal inférieur & r/
“presque carrés” de cette famille ont des diametres mferleurs ae En

vertu de (2), on a

Z (diam Q(j, k))d < rf(diam R(j))t.
ke
1l s’ensuit que
Hd,s(Ampagl) < T?Ht,e(Ampyéb)y
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62 F. BEN NASR

ce qui donne Hy(Anmp, &) =0, donc dim A,,p, < d.
Considérons maintenant I’ensemble

I={i; n <14 < q(n), yi=ﬂetyz‘+1=ﬂ'},

et la propriété Q

1
card F — Sgg/‘ < 5 pour tous 3,3 et n > m.

| 1
q(n) —n
Posons

= {z €A; Q}

et montrons que pour tout d < D; il existe deux entiers m et p tels que
dim A’mp > d. Ceci prouvera l'inégalité dim A > D;. Soit 0 < d < D;. En
vertu de ’égalité

Di=a-(1- ) o

> Spp Log(Sss /Cp)

L
0872

on peut associer a d deux réels v et ¢ tels que

Z Spp Log(Spa /Cp),

Log T &

t<Aett+y(1l— (Logry)/(Logry)) > d.

Pour tous entiers mg et po on a I'égalité A = (J{A4},,; m > mg et
p > po}. Choisissons A7, de cette famille de mesure non nulle et tel que
l’on ait

(4) t+7<1—¥)2d pour tout n > m.

Fixons € < r; ™ et considérons un “presque carré” d’ordre n rencontrant
) . :
A7, tel que diam Q(j,k) <e. On a

N QLK) C | J{R(j K, 5%0); € € NEW ™}

Pour mg et py suffisamment grands, le lemme donne

Ay N QUL K) C|{RG K, 520) 5 L€ L}

ToME 118 — 1990 — n~° 1



CALCUL DE DIMENSION DE HAUSDORFF 63

ol £ désigne une partie de N2X™™" de cardinal inférieur & 739",
Notons aussi que les diametres de ces rectangles sont inférieurs & e.
11 résulte de (4) que

3~ (diam R(5%k, j20))" < (diam Q(j, k))d
el

donc
Ht,E(A’mp,Sz) < Hy. (A, &)

mp?

Ce qui entraine I'inégalité dim A7, > d. []

Remarques.

1. L’ensemble des matrices (mqag,arg') vérifiant Dy = D, contient
une variété de dimension r, — 1. En effet pour toute famille finie
{Aa}a=0,1,.,m—1 de réels strictement positifs telle que 3", Ao = 757,
la matrice dont les termes mqag.o'g = AqAn satisfait 1’égalité annoncé
ci-dessus.

2. Les THEOREMES 2 et 3 restent valables si les coeflicients de la ma-
trice M sont positifs ou nuls. Seulement des hypotheses supplémentaires,
sur les termes mqg,4'8, S'imposent pour la construction de la mesure p.

3. Compte tenu de I’hypothese faite au THEOREME 2, la dimension
cr(p) de Ledrappier de la mesure u [5] coincide avec celle de Hausdorff
de A. En effet, si N(n,§) désigne le nombre minimum de “presque carrés”
d’ordre n rencontrant un ensemble de mesure 4 > 1 — 6§, 0n a

Cr(p) = lim lim sup Log N(n, ),
6—0 n—oo n LOg T2
§>0
D’aprés L. Youna [11], ¢ (p) majore toujours dim A. Il reste donc &
prouver l’autre inégalité.

Considérons ’ensemble
I= {i; n<i<qn),z;=aet x4 =a’}
et la propriété R

card I — by Ry

1
< = pour tous a,a’, 3,8 et n > m.
p

1
yq(n)——n

Pour tous entiers m et p posons
. 1 1
Epp = {$3 ‘ﬁNaB,a’ﬁ’(fﬂvn) - maﬂd'ﬁ’\ < ;) et R}
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64 F. BEN NASR

et considérons
7> Z Pop,arp Log Pogargr,
aB,a’ B’

A> = boRaq Log Raw

ao’

et 6 >> 0. Pour m et p suffisamment grands, le lemme donne
N(n,é) < eMrela(n)—n)x

Il en résulte que

vy 1 1
< -
crln) < Log s + (Log r1  Logrsy ))‘

ce qui prouve que cg(p) < dim A.
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