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CONSTRUCTION ANALYTIQUE RIGIDE DE
VARIÉTÉS ABÉLIENNES

PAR

MARIUS VAN DER PUT et MARC REVERSAT (*)

RÉSUMÉ. — Soient R un anneau de valuation (non nécessairement discrète), K son
corps des fractions, 0 — > T — ^ G — > A — > 0 une extension d'un .R-schéma abélien A par
une tore T sur R déployé et A C G (S)R K un sous-groupe libre de rang le rang de T.
Si A est un réseau de G <^p K (cf. (1.6)), alors (G 0j? K ) / A est canoniquement muni
d'une structure de groupe analytique propre sur K. La partie principale de ce travail
consiste à donner des conditions nécessaires et suffisantes pour que (G' 0^ K ) / A soit
une variété abélienne.

ABSTRACT. — Let R be a complète valuation ring (may be not discrète) and K its
field of fraction. Let 0—>T—>G—>-A—>Obea,n extension of an abelian JR-scheme A
by a split .R-torus and let A C G^)R K be a free subgroup of rand = rk(T). If A
satisfies some other natural conditions (we say that A is a lattice in G <S>R K), then
(G (S)R K ) / A is canonically a proper rigid analytic group over K. Thé main part of
this work is to give necessary and sufficient condition for (GÇ^R K ) / A to be an abelian
variety.

Introduction
Soit A un réseau de C9, alors le tore analytique C9 /A est une variété

abélienne si et seulement si il existe une forme hermitienne H : C9 x C9 —>•
C définie positive telle que (imff)(A x A) soit inclus dans Z (c/. [Ml,
p. 35]).

Cette construction de variétés abéliennes se généralise à la situation où
le corps de base K est complet pour une valeur absolue non archimédienne.
Plusieurs résultats ont été obtenus, selon au moins deux points de vue :

(1) Soit A un réseau multiplicatif du tore algébrique T = ( K ^ ) 9 . Le
tore analytique rigide T/A est une variété abélienne si et seulement si il

(*) Texte reçu le 19 septembre 1988, révisé le 12 mai 1989.
M. VAN DER PUT, Mathematick Instituut, Rijksuniversiteit, Postbus 800, 9700
Av. Groningen, Pays-Bas.
M. REVERSAT, Univ. Paul Sabatier, Mathématiques, Bât. 1R2, 118 route de Narbonne,
31062 Toulouse Cedex, France.
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416 M. VAN DER PUT ET M. REVERSAT

existe un homomorphisme (^ : A —>• X(T\ où X(T) désigne le groupe des
caractères de T, tel que la forme H : A x A —> X*, ff(Ai, Â2) = ^(Ai)(Â2),
soit symétrique et que la forme (Ai ,À2) ^ A x A —> —log |Jf(Ai,À2)| ^ IR
soit définie positive (c/. [Gl] et [F-vdPl, p. 198]).

(2) Soit R un anneau nœthérien, intègre, complet pour la topologie
J-adique, où 1 -^ (0) est un idéal de R. Soient K le corps des fractions
de -R, T un tore algébrique déployé sur R de rang g et A C T(K) un
sous-groupe libre de rang g. On suppose qu'il existe un homomorphisme
y : A —^ X(T) (X(T) désigne le groupe des caractères de T) tel que la
forme H : A x A —^ K * , H(\^,\^) = </?(Ai)(A2), soit symétrique et que
ff(A,A) ç 1 pour tout A e A. Dans [M2], D. MUMFORD a construit un
schéma en groupes surR, qu'on notera (abusivement) "T/A", tel que sa
fibre générique ("T/A") <^R K soit une variété abélienne.

La construction (2) peut se résumer (en simplifiant) de la manière
suivante. On construit à partir du tore algébrique T sur R un schéma
formel C sur R muni d'une action discrète de A. Le schéma formel C/A
est algébrisable et donne le schéma en groupe "F/A". Lorsque R est un
anneau de valuation discrète complet, le lien entre (1) et (2) est le suivant :
l'espace analytique rigide C ^)R K sur K, associé au schéma formel C est
en fait l'espace analytique rigide T^ obtenu par analytification du tore
algébrique T (g)j? K sur K et l'espace analytique (C/A) ^)R K s'identifie à
T^/A, le quotient dans la catégorie des espaces analytiques de T^ par le
sous-groupe discret A. On voit que le point de vue (1) est plus restrictif
que (2), puisqu'on se limite au cas où jR est un anneau de valuation et que
l'on ne construit que la fibre générique ("F/A") ^>p K. Cependant (1) a
l'avantage d'être élémentaire, à condition d'admettre quelques propriétés
des espaces analytiques, et sa démonstration est proche du cas complexe ;
en particulier la construction de l'espace analytique T^/A est évidente
et il n'y a pas à faire le choix d'un schéma formel C.

La construction suivante généralise (2).
(3) Soient fi et K vérifiant les hypothèses de (2). Soit A un schéma

abélien sur R et G une extension de A par un tore déployé T sur R. On
a donc une suite exacte de schémas en groupes sur R

0 — > T — > G — > A—>0.

Soit A C G(K) un sous-groupe libre de rang le rang de T. C.-L. CHAI
([C, chapitre 2]) et G. FALTINGS ([F]) ont donné un ensemble de conditions
portant sur A et G" permettant de construire un schéma en groupes "G/A"
sur -R, tel que sa fibre générique "(G/A") 0j? K soit une variété abélienne
sur K.
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VARIÉTÉS ABÉLIENNES 417

Le but de notre article est de donner la construction (3), lorsque le
corps K est value complet non-archimédien, en termes d'espaces analy-
tiques rigides, c'est-à-dire à la manière de (1). Nous avons voulu simpli-
fier les conditions sur A et G, donner des démonstrations élémentaires,
proches de celles de [Ml, p. 35], [Gl], et [F-vdPl, p. 198]. Signalons que
des énoncés et des idées allant dans le sens de ce travail se trouvent depuis
longtemps dans [R].

On peut décrire nos résultats principaux de la manière suivante. Soient
R un anneau de valuation (non nécessairement discrète) complet, K son
corps des fractions, A un schéma abélien sur R, G une extension de A
par un tore algébrique T sur R (on a donc une suite exacte 0 —> T —>•
G-^A-^ 0), X(T) le groupe de caractères de F, r : X(T) -> Pic°(A)(jR)
Phomomorphisme de groupes associé à G et A un sous-groupe de G(K).
On a A(K) = A(Jî), d'où (la dernière flèche provient de — log | • |).

i : G(K)
G(K) ^ T(K)
~G{R) T(R)

-^-> ?^m(x(r),jr/jr) —^om(x(r),R).
On dit que le sous-groupe A de G(K) est un réseau si i est injectif sur A
et si t(A) est un réseau de Hom{X(T),H). Si A est un réseau de G{K),
(G<8)nK)/A est canoniquement muni d'une structure de groupe analytique
propre sur K {cf. (1.6.3)). Le THÉORÈME (2.1) affirme que (G 0j? K ) / A
est une variété abélienne si et seulement si il existe (p et D possédant les
propriétés suivantes :

(i) (p : A —> X(T) est un homomorphisme de groupe tel que la forme
sur A x A, ( A i , À 2 ) = ^(^iX^^))? soit symétrique définie et positive;

(h) D est un diviseur ample sur A tel que pour tout À ç A on ait
T(^(A))=[7r(A)*D-^]ePic°(A);

(iii) pour tout À G A soit h(\) la fonction rationnelle sur G qui est
déterminée à une constante multiplicative près par les deux conditions
suivantes :

• le diviseur de /i(A) est A*7r*-D — TT*D ;
. h(\)(tg) = (p(\)(t) • h(\){g) pour tout t e T et g e G;

alors, pour tout A i , À 2 ç A et tout g ç. G

h(\i)(\29) ' [h(\i)(g)}~1 = h(^){\,g) • [hW(g)]-1.

Il apparaît clairement à la suite de notre énoncé que la variété abélienne
(G 0jî K ) / A ne dépend pas des choix de (p et D ainsi que du choix des
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418 M. VAN DER PUT ET M. REVERSAT

nombreux isomorphismes de faisceaux inversibles figurant dans [C] et [F]
puisque nous les avons supprimés.

On peut formuler d'autres versions des assertions (i), (ii) et (iii), par
exemple : ( G ^ p K ) / A est une variété abélienne si et seulement si il existe
un diviseur D sur A tel que :

(iv) D est ample et 7r(A) H Support(D) = 0;
(v) pour tout A ç A il existe une fonction h(\) rationnelle sur G, de

diviseur \~^^D - TT*D, telle que /i(A)(l) = 1 ;
(vi) la forme H : A x A -> JC*, iî(Ai,As) = h(\^(\^) est bilinéaire et

symétrique. Composée avec — log | • |, elle donne une forme définie positive.
Les outils analytiques utilisés dans la démonstration de notre théorème

principal (THÉORÈME (2.1)) figurent essentiellement dans les paragra-
phes (1.4) — quelques résultats sur le groupe de Picard d'un espace
analytique — et (1.7) — une décomposition de l'espace H°(G,O^D)
suivant le groupe des caractères X(T) de T. Notre méthode nous permet
également d'obtenir diverses autres propriétés de G/A ou de A (para-
graphe 3), ou encore de donner une démonstration d'un résultat, inverse
du problème précédent, énoncé par M. RAYNAUD ([R, théorème 2]) se-
lon lequel si (G' Ç^R K)A est une variété abélienne et si A ^)R K est un
groupe analytique propre (une variété abéloïde) avec bonne réduction,
alors A ®p K est une variété abélienne (THÉORÈME (3.5)).

Dans la suite de cet article, les lettres A, G, T changent de sens,
elles désignent les objets précédents définis sur K. Pour les notions
fondamentales de géométrie analytique rigide, nous renvoyons à [B-G-R],
[G-vdP] et [F-vdPl].

1. Analyse rigide sur une extension
d'une variété abélienne par un tore

(1.1) Notations. — Soient K un corps quelconque, A/K une variété
abélienne, Pic0 (A) = Pic°(A)(JC) le groupe des classes d'isomorphismes
de faisceaux inversibles C sur A tels que :

(i) C est défini sur K ;
(ii) a*£ ^ C pour tout point a de A.

Soient T / K un tore algébrique déployé, X{T) son groupe de caractères
et r : X(T) -^ Pic0 (A) un homomorphisme de groupes.

A l'homomorphisme r on associe une extension de A par T. C'est une
suite exacte de groupes algébriques commutatifs :

0 — ^ r — ^ G — ^ A - ^ O .
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VARIÉTÉS ABÉLIENNES 419

On sait que l'ensemble des classes d'isomorphismes des extensions G de
A par T définies sur K, est isomorphe à Hom{X(T),P[c°{A)). Dans le
numéro suivant on rappelle la construction de G à partir de l'homomor-
phisme T.

(1.2) Construction de l'extension G (Rappels). — Pour tout
x ç. X(T), on choisit un faisceau inversible Ox sur A tel que :

(i) r(x) est la classe d'isomorphisme de Ox ;
(ii) O O = O A ;

(iii) Or 0oA Oy = Ox+y pour tout x,y ç X(T).
Alors ©a;ç^'n Ox 6st une algèbre quasi-cohérente et commutative

sur A. On définit la variété G par G = Spec(©0^) (cf. [H, p. 128,
ex. 5-17]). Soit TT : G —> A le morphisme canonique. La fibre ^^({IA})
de l'élément neutre IA de A est égale à Spec(® (9^(1^)), où l'on a écrit
O^(l^) = Oa;,i^/m0a;,i^, m étant l'idéal maximal de OA,IA- Dans la
fibre ^^({IA}) on choisit un point, noté IG. Ce point correspond à un
homomorphisme de .RT-algèbres 1^ : Q)Ox(^A) ̂  K.

On écrit e^ G Oa;(lA) pour l'élément unique tel que l^Çe^) = 1.
Alors ©O^(IA) = ©x^6^ s'identifie à l'algèbre affine 0{T) de F et
en particulier e^ s'identifie au caractère x ç. X(T).

Soit TUA la multiplication de A. Il faut maintenant construire une
multiplication m : G x G —> G telle que :

(i) le diagramme suivant soit commutatif

m
GxG ———> G

mA
A x A ———> A ;

(ii) IG est l'élément neutre de G;
(iii) la restriction de m à la fibre ^"^({IA}) est la loi de groupe de T.
De plus, il faut montrer que m est complètement déterminé par (i), (ii)

et (iii).
On observe que le produit fibre G XA (A x A) est égal à Spec(Q) m\0x)

etqueG fxG festégalàSpec((©^pîO^)(g)(©^p^O^)) oùpi,p2 AxA -> A
sont les deux projections.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



420 M. VAN DER PUT ET M. REVERSAT

Le morphisme m est alors donné par un morphisme d'algèbres quasi-
cohérentes sur A x A,

m* : @m\0^ -^ Q(PÎO. ̂ pW.
x x,y

Comme la classe de 0^ appartient à Pic0 (A) on sait ([Ml, p. 74]) qu'il
existe un isomorphisme

w, \m\0^ -^p^O^^p^Ox.

L'isomorphisme u^ est unique à une constante (de K * ) près. On
normalise Ux par

U,(\A X IA) : Oc(lA) —— O.(IA) ^ O.(IA)

envoie e^ sur e^ ^ e^.
On définit maintenant m* = Qu^. Une vérification simple montre que

m est une loi de groupe et que (i), (ii), (iii) sont vrais. De plus on voit
aisément que m est déterminé par (i), (ii), (iii).

(1.3) Les variétés analytiques A et G. — Désormais on suppose que
le corps K est complet pour une valuation non-archimédienne. On suppose
de plus que la valuation de K est discrète ou que K est algébriquement
clos (une condition plus faible, à savoir que la valuation de K soit discrète
ou que K soit stable (cf. [G-vdP, p. 98]) serait suffisante).

On écrit K° et K pour l'anneau de valuation de K et le corps des restes
de K. On désigne maintenant par A,G,T les espaces analytiques sur K
et on écrit OA^OGI ^c pour les faisceaux structuraux analytiques. Les
faisceaux algébriques seront notés par 0^, 0^, etc.

Remarquons que le théorème GAGA affirme que des objets analyti-
ques de A (diviseurs, faisceaux cohérents, morphismes,... ) correspondent
biunivoquement avec des objets algébriques de A ([Ko]).

Pour toute la suite on fait l'hypothèse suivante sur A :

(1.3.1) Hypothèse. — II existe une réduction analytique r : A —^ A telle
que A soit non-singulière.

(1.3.2) Remarque. — Par définition ([G-vdP, p. 116]) cela veut dire
qu'il existe un recouvrement pur affinoïde admissible {Ui} de A, tel que
A, le recollement des réductions canoniques Ui des Ui, soit non-singulier.

Supposons que la valuation de K soit discrète et que le modèle minimal
de Néron A/K° de A soit projectif. Soit Af le schéma formel sur K°
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VARIÉTÉS ABÉLIENNES 421

obtenu en complétant A le long de sa fibre spéciale A 0 K. Alors la fibre
spéciale Af 0 K de Af est égale à A 0 K et la fibre générique Af ^ K
s'identifie à l'espace analytique A. Dans ce cas Af 0 K est une réduction
analytique de A et l'hypothèse (1.3.1) est satisfaite.

On peut montrer (la démonstration est assez technique) que l'hypothèse
sur A implique l'existence d'un schéma abélien A/K° avec A 0 K = A.
Par conséquent, dans le cas d'une valuation discrète, notre hypothèse est
équivalente à : le modèle minimal de Néron de A est projectif.

(1.3.3) Notations. — Un ouvert formel de A est un sous-ensemble
affinoïde de A de la forme r"1^) où V C A est un ouvert affine. Un
recouvrement formel de A est un recouvrement admissible de A par des
ouverts formels.

Pour une algèbre affinoïde réduite B sur K on écrit B° = {f ç B ;
11/H < 1} et B = B° 0 K où I I • I I désigne la norme spectrale de B ' , B*,
f?°* et B* désignent des éléments inversibles de B, B° et B. On utilisera
les mêmes notations pour les faisceaux, par exemple 0^, 0\^ 0^*,...

(1.4) Quelques résultats sur le groupe de Picard. — On écrit
Pic(X) pour le groupe des classes d'isomorphismes des faisceaux inversi-
bles (analytiques si X est un espace analytique ou bien algébriques si X
est une variété algébrique). Pour un anneau B, Pic(B) est le groupe des
classes d'isomorphismes des 5-modules projectifs de rang 1. Remarquons
que si X est un espace affinoïde, on a Pic(X) == Pic((9(X)) où 0(X) est
l'algèbre des fonctions holomorphes sur X ([F-vdPl], p. 124).

PROPOSITION. — Soit Z/K un espace affinoïde, connexe, réduit, tel
que sa réduction canonique r : Z —^ Z soit non-singulière. Soit T/K un
tore algébrique analytifié. Alors

( 1.4.1) Pic(Z) ^ Pic(Z) ;
( 1.4.2) Pic(Zxr)^Pic(Z).

Démonstration de (1.4.1). — Soit B = 0(Z) et alors B =-0{Z). On a
deux flèches naturelles,

Pic(B°) ——————> Pic(B) = Pic(Z)

Pic(5) = Pic(Z)
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422 M. VAN DER PUT ET M. REVERSAT

définies par M -> M 0 B et M —^ M (g) B. Dans [H-vdP], on montre
que les deux flèches sont des isomorphismes. Des démonstrations moins
élémentaires se trouvent dans [B-L, F-vdP2].

Démonstration de (1.4.2). — Soit X(T) le groupe des caractères de T.
Alors chaque fonction f ç 0(Z x T ) s'écrit de façon unique comme

f=Ef^x

où f^ e 0(Z) pour x e X(T) et tel que, pour tout t e F,
lim^. ||/a;|||.r(^)| = 0. Les éléments inversibles sont de la forme g • x avec
g G 0(Zy et x ç X{T).

Pour l'espace affinoïde Z x {t ç K ; 0 < jRi < |^| < R^} on a
des résultats comparables : les fonctions holomorphes sont de la forme
Enez/n^ avec în € 0(Z) pour tout n ç Z et limU/JI^ = 0 pour
tout -R, R^ < R < J?2- Les fonctions holomorphes inversibles ont la forme
^ r ( l + / i ) o ù ^ ç O ( Z ) * , 7 i ç Z e t / i ( E O ( Z x { ^ ç ^ ; 0 < J î i < |^| <%})
satisfaisant ||/i|| < 1. Pour l'espace affinoïde Z x {t ç K ; \t\ < R}, les
fonctions inversibles sont de la forme g(l -}-th) où g ç. 0(Z)* et \\th\\ < 1.
La démonstration de ces propriétés se ramène aisément au cas connu où Z
est un seul point.

Remarquons que, lorsque Z est un polydisque, (1.4.2) peut se déduire
de [Gr] (en particulier proposition 2, paragraphe v-3), voir aussi [G2] et
[vdPl]. Nous montrons (1.4.2) par récurrence sur /i, le rang de T.

Soit C un faisceau inversible sur Z x T où T = K * , donc h = 1. On
pose F0 = {t e K^ ; \t\ = 1}. Alors

Pic(Z x F0) ^ Pic(Z x F0) = Pic(Z x Gi^) ^ Pic(Z) = Pic(Z).

On peut donc supposer que C\Z x T° est trivial, il faut en déduire que
C, est trivial.

Sur Z x K on définit un faisceau inversible C' par :

C'\Zx {tçK^t\<l}=0;

C'\Z x [t e K', \t\ > 1} = C\Z x {te X; |^| > 1}.

Pour tout Rç\K"\ei R>1, on peut appliquer (1.4.1) a £' Z x {t ç K;
\t\ <, R}. Cela montre que C'\Z x {t ç K', \t\ < R} est libre pour tout R.

Afin de montrer que C' est libre on prend une suite 1 < fii < R^ < - • •
d'éléments de \K*\ avec une limite infinie. Posons Dn = {t ç K ; \t\ <,
Rn}- La restriction de £,' à Z x Dn est engendrée par un élément e^.

Alors e^+i = ztnC^ pour certains éléments Un e 0(Z x DnY ' Si on
trouve une suite d'éléments Vn ^ 0{Z x DnY telle que Un = Vn^n
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VARIÉTÉS ABÉLIENNES 423

pour tout n, les éléments Vn^n se recolleront en une section globale de C
engendrant C ' .

Chaque Un Ç 0(Z x DnY se décompose sous la forme Un = ûn(l -\-tbn}
où an ç 0{ZY et bn ç 0{Z x Dn) avec \\tbn\\ < 1.

On pose maintenant

^=(IIa^ - l)(Ii( l+^))
2=1 k=n

et on constate facilement que le produit infini converge sur Z xDn. Alors
Un = ^n^i^n pour tout n > 1 montre que £7 est trivial.

Cela implique que C\Z x {t ç. K*',\t\ > 1} est trivial. De la même
façon on voit que C\Z x {t ç. K"\ \i\ < 1} est trivial. La surjectivité de
l'application a de

O* (Z x {t (E JT ; |^| < 1}) x O* (Z x {t ç K ' ; |^| > 1})

dans O* (Z x [t ç K" ; |^| = 1}), donnée par (a, 6) ̂  ab, montrera que C
est trivial.

Pour montrer que a est surjective on décompose tout élément / de
0*(Z x {t ç K^ ; |^| = ! } ) : / = ar(l + h) où a ç 0*(Z), n (E Z,
/i = Ea^r est un élément de 0(Z x {t ç K^ ; |^| = 1} vérifiant
| | / i | |=max(|K| |)=|7r|<l.

La partie at71 se trouve dans l'image de a. On écrit

(1 + h) = (l + ̂  a^) (l + ̂  a^^) (1 + /ii).
m^O m<0

Les deux premiers termes se trouvent dans

0*(Z x {t e J^* ; |^| < 1}) et 0*(Z x {^ e 7^* ; |^| > 1}).

Le dernier terme satisfait ||/ii|| < |7r|2. On applique le même procédé à
(1 + Ai) , donc

(1 + /il) = (l + ̂  a^) (l + ̂  a^^) (1 + /i2)
m>0 m<0

avec ||/i2 I I < |7r|3. On continue avec (1 +^2)5 etc. Par passage à la limite
on trouve que (1 -h/i) est dans l'image de a. Cela achève la démonstration
pour h = 1.
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424 M. VAN DER PUT ET M. REVERSAT

Supposons maintenant que h > 1. On pose T = T/,_i x K\ Comme
Z x {t ç. K* ; \t\ = 1} est un affinoïde connexe avec une réduction
non-singulière, on peut supposer d'après l'hypothèse de récurrence que
la restriction de C à Z x T^-i x {t e K" ; \t\ = 1} est triviale.

Il faut de nouveau montrer que cela implique que C est trivial. On
définit C' sur Z x T^-i x K par le recollement de C sur Z x T^-i x {t ç
K\ \i\> 1} et 0 sur Z x T^-i x {t ç K ; \t\ < 1}. L'hypothèse de
récurrence montre que C est trivial sur chaque Z x T^-i x {t e K ; \t\ <
R} avec R e \K"\.

Comme dans le cas h = 1 on montre que C' est trivial. Il s'ensuit que
C est trivial sur Z x T^-i x {t ç K* ; \t\ < 1} et sur Z x T^-i x {t e
^*; |^|>1}.

En remarquant que
o*(zxï \_ ix{^ j r ; \t\=i})

= o * ( z x { ^ e ^ * ; |^ |=i}).x(r)
on en conclut, comme dans le cas h = 1, que C est trivial sur Z x T. Ceci
achève la démonstration de (1.4.2).

(1.5) Faisceaux inversibles sur A et G. — Pour formuler des
conséquences de (1.4) nous avons besoin de quelques notations.

D'abord F0 = {t ç T ; \x(t)\ = 1 pour tout x e X(T)} est
un sous-groupe affinoïde de T. Pour un groupe analytique H on écrit
Pic°(7:f) = {[£] ePic(H) ; [/i*£] = [C] pour tout h ç H}.

DES COROLLAIRES DE (1.4).
(1.5.1) Chaque faisceau inversible C sur A se trivialise sur un recou-
vrement formel {r"1^} de A. De plus le 1-cocycle correspondant à C
peut-être choisi à coefficients dans 0°^ . En d'autres termes Pic(A) =
H1(A^O^=H1(Â^^).
(1.5.2) Le morphisme analytique TT : G —> A se trivialise sur un recouvre-
ment formel {r~lVi} de A. Plus précisément, il existe des isomorphismes
6, : Tr-^^Vi ̂  (r-1^) x T tels que :

(i) les diagrammes suivants sont commutatifs

TT-IT.-!^ ————, (r-3^) x T
6i

PTl

r-^;
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(h) 0i commute avec l'action de T ;

(iii) Oj00^1 : (r-^Vij) x T -^ (r^Vij) x T est de la forme (z,t) -^
[z^fij(z)t) où fij : r^Vij —> T° est un morphisme analytique;

(iv) 6iC\.G} = (IA, lr) si i est tel que IA e r^Vi.
(1.5.3) Chaque faisceau inversible sur G se trivialise sur un recouvrement
{^^r^Vi} où {r~lVi} est un recouvrement formel de A. En d'autres
termes :

Plc(G)=Hl{À^^OG).

(1.5.4) II existe une suite exacte

0 —^ JT —^ 0(G)* -^ X(T) —> Pic(A) ̂  Pic(G) -^ 0.

(1.5.4)/ Remarque : Si x ç. kerr, on notera encore x l'élément de 0(GY
antécédant de x qui restreint à T redonne x. On a alors x{g\g^) ==
^(91)^(92) pour tout ^1,^2 dans G.

(1.5.5) II existe une suite exacte

0 —> K" —> 0{GY —> X(T) -^ Pic°(A) ^-> Pic°(G) -^ 0.

Démonstrations.

(1.5.1). — Soit {r^Wj} un recouvrement formel de A. On applique
(1.4.1) à chaque C\r~^Wj et on obtient ainsi un recouvrement formel
{r^Vi} plus fin, tel que chaque £|r~1^ soit trivial. Le 1-cocycle {^}
de C par rapport à {r"1^} peut s'écrire ^j = ^ij^ij ou {^ij} est un

1-cocycle à coefficients dans K * et où ̂  G O^^'1^) ̂ om tout i ^ '
Comme le 1-cocycle {A^} est trivial on trouve un 1-cocycle {7^} pour

C à coefficients dans r^0°^.

(1.5.2). — II existe un recouvrement de A par des ouverts de Zariski
trivialisant le morphisme de groupes algébriques TT : G —^ A et ayant
les propriétés (i) et (ii) de l'énoncé. Soit {Uz} un recouvrement affinoïde
admissible de A, plus fin que ce recouvrement de Zariski. Alors on
a des isomorphismes analytiques Hi : Tr""1^) ^ Ui x T tels que
Hi(z) = {7r(z),hi{z)) et hi(tz) = t • hi(z) pour tout t ç T et z (E Tr^Uz.
En plus HjOH^1 s'écrit explicitement comme (u^t) —> (^, fzj(u) • t) où
fij : ̂ zj ^ ̂  sont ^es fonctions holomorphes et où {fij} est un 1-cocycle.
Pour x ç. X(T), le 1-cocycle {x o f^} décrit le faisceau Ox.
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Soit r^V un ouvert formel de A tel que chaque Oy\r~^V soit trivial.
La restriction de {/^} à r^V est donc triviale et peut s'écrire f^ = a^aj
où les fonctions ai : Uz H r^V -^ T sont holomorphes.

Soit K, : TT-^ H r^V) ^ {U, H r^V) x T donné par K,{z) =
(7r(z),ai(7rz) • hi(z)). Les isomorphismes ̂  se recollent en un isomor-
phisme K : ^(r^V) ^ (r-^V) x T ayant la propriété K(z) =
(7r(z),k(z)) et k(zt) = t • k(z) pour t ç T. On applique (1.5.1) à 0,
où x parcourt une base de X(T). Cela donne un recouvrement formel
de A avec les propriétés (i), (ii) et (iii). On peut normaliser tel que (iv)
soit vrai.

(1.5.3). — Soit C un faisceau inversible sur G. On prend d'abord un
recouvrement formel {r^Wj} de A satisfaisant à (1.5.2). On applique
(1.4.2) et (1.4.1) à chaque JC\7^~lr~lWj et on obtient un recouvrement
formel plus fin {r"1^} tel que chaque C^^r^Vi soit trivial.

(1.5.4). — Sur A on a une suite exacte de faisceaux 0 —>• r^0\ —^
T^^OQ —^ X(T) —^ 0 où X(T) est le faisceau constant sur A de fibre
X(T). D'après (1.5.1) et (1.5.3) on trouve une suite exacte

0 —^ JT -^ G\G) -^ X(T) -^

Pic(A) ̂  Pic(G) — 0 = H^A^XÇT)).

On vérifie sans difficultés que l'application X(T) —»• Pic(A) n'est autre
que X(T) -^ Pic°(A) C Pic(A).

(1.5.5). — II suffit de remarquer que TT* : Pic°(A) -^ Pic°(G') est
également surjectif.

(1.5.6) Remarque. — La suite (1.5.4) est l'analogue analytique de la
suite algébrique

0 —^ JT -^ O^G)^ -^ X(T) -^ Pic(A)^ —^ Pic(G)alg -^ 0

(c/. [C, p. 76]). Comme A est une variété projective Pic (A) = Pk^A^)
et (1.5.4) s'identifie terme par terme avec la suite du cas algébrique.

(1.6) C;0 et les réseaux de G.

(1.6.1) Définition de G°. — On reprend la notation F0 = {t ç
T ; \x(t)\ = 1 pour tout x e X(T)}. Soit {r"1^} un recouvrement formel
de A avec les propriétés de (1.5.2). Alors G° :== UA"^71"1^) x To) esi

un ouvert analytique quasi-compact de G. Une vérification triviale montre
que G° est un sous-groupe de G et que (?0 ne dépend pas des choix de
{r-^J et {0,}.
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(1.6.2). — Soient G(K), G°(K), T(K), T^{K) les points de G, G°, F,
r° à valeurs dans K. D'après la définition de G0 on a un isomorphisme
de groupes

T(K)/T°(K) —^ G(K)/G°(K).

Considérons l'homomorphisme de groupes

i : G(K) —^ G(K)/G(K)° -^ T(K)/T°(K) -^
7ïom(X(T),K^K^) =Hom(X(T),\K^) —^ Hom(X(T),R)

où la dernière flèche provient de "— log | |".
Un sous-groupe A de G(K) est appelle un réseau si i : A —>

7{om(X(T)^R) est injectif et si ^(A) est un réseau de l'espace vectoriel
ïée\Hom(X,(T),R).

(1.6.3) PROPOSITION. — Pour tout réseau A de G(K), le quotient G/A
a une structure de groupe analytique propre sur K, telle que q : G —> G/A
soit un isomorphisme local.

Démonstration. — Elle est très voisine de celles de [F-vdPl, p. 19] et
[G, paragraphe 1-3].

Soit Xi , . . . ,Xh une base de X(T) et e > 0 avec 0e e \K*\, tel que le
réseau £(A) rencontre {a ç Hom(X(T), H) ; \a(xz)\ < e pour i = 1,. . . , h}
en {0}. Soit {r"1^}^ un recouvrement formel de A ayant les propriétés
de (1.5.2). Avec les notations de (1.5.2) on définit

G8 = (J^-1^-1^) x {tç T; e-6 < \x,{t)\ < 0e pour tout j}).
i

Alors G8 est un ouvert quasi-compact de G. Soit 6 vérifiant e8 ç. \K*\
et 0 < 6 < £, alors G6 est intérieur à G8. La restriction de l'application
ensembliste q : G —> G / A à 0e est injective. En plus il existe un nombre
fini d'éléments t i , . . . ,^ e T tel que G / A = \Ji<ï(tiG6). La structure
analytique de G / A est donnée par un recollement évident des {tzG8}.
G / A est propre parce que G / A = {^^{tiG6) et q(tiG6) est intérieur à
qÇtiG6). Ce qui reste de l'énoncé est facile à vérifier.

(1.6.4) COROLLAIRE (Comparer avec [0-vdP]). — L'anneau des endo-
morphismes analytiques de G / A est égal à

{a(EEnd(G Î); a(A) ÇA} .

Démonstration. — G est simplement connexe, au sens analytique rigide
([vdP2]). Le morphisme q : G —> G / A est alors le revêtement analytique
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universel. En particulier chaque endomorphisme /? de G / A se relève
(de façon unique) en a ç End(G) avec a(A) Ç A. L'autre inclusion est
une conséquence directe de la propriété universelle habituelle de G/A.

(1.6.5) COROLLAIRE. — II existe une suite exacte

0 — kerr —— 7^m(A,jr) —— Pic°(G/A) -^ Pic°(G) — 0

où l'application kerr -> T-iom(A,K*) est ainsi définie : si x e kerr,
on a Ox = /OA où f est une fonction méromorphe sur A ; pour A ç. A
soit C\ e K* tel que f(\) = C\f, alors \ \-^ C\ est l'image de x dans
Hom(A,K^.

Démonstration. — La surjectivité de ç* ; soit [£] e Pic0 (G). Il faut
construire une A-linéarisation de £, c'est-à-dire une famille d'isomor-
phismes a(\) : A*£ ^ C avec a{\^) = a(Ai) o A^û^As)) pour tout
A i , Â 2 e A. Comme C ̂  ̂ M pour un M € Pic°(A) (c/. (1.5.5)), il suffit
de construire une A-linéarisation de M. On remarque que M^ définit
une extension B de A^s par le groupe multiplicatif Gi :

0 —> Gi —> B -^ A^ —> 0

correspondant à a : X(Gi) = Z -^ Pic°(A^) avec a(l) = [M^].
Soit h : A —> B(K) un homomorphisme de groupes avec p o h =
TT : A —> A^. Alors h donne une A-linéarisation de M^. En effet
la multiplication par /i(A) sur B = Spec^^ç^.M^)71) donne des
isomorphismes ©J-M^ -^ ©^^(Â)^^^)71 et en particulier un
isomorphisme f3(\) : ^(A)*^^ ^ A^^ë. De /i(AiÂ2) = h{\^h(\^ on
conclut /5(AiA2) = /3(\i) o7r(Ai)*(/3(A2)) pour tout A i , Â 2 C A. D'où, avec
GAGA, une A-linéarisation de M.

Le noyau de q* : soit [C] ç. kerç*. Alors ç*£ est engendré par une
section globale e. L'action naturelle de A sur ç*£ s'écrit A(e) = Z\(g) - e
où A i-> Z\(g) est un 1-cocycle pour le groupe A à valeurs dans 0(G)*.
On voit que £ est trivial si et seulement si le 1-cocycle A i-̂  Z\{g) est
trivial. Donc il existe / e OG(GY tel que, pour tout A e A et g ç G
Z\{9) = /(^-lôr)//(ô0; il résulte de (1.5.5) que Z\ est invariant sous F,
donc constant.

Exactitude en 7ïom(A, ç*) : soit a e Hom(A, g*) tel que son image dans
Pic0 (G/A) soit [OG/A], alors il existe / e OG^GY tel que /(A.) = o-(A)/
pour tout A e A. Soit x e kerr tel que f(tg) = x(t)f(g) pour tout t ç F
et g ç. G. Clairement a est l'image de x par kerr —> T-iom(A,K*).
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(1.6.6) Remarque (sur (1.6.5)). — La démonstration de la surjectivité
de ç* peut se faire sans utiliser la structure algébrique de A, en définissant
de manière analytique l'extension de A par K* associée à M. {cf. PROPO-
SITION (3.1)).

(1.7) Décomposition de H°(G, O^p).

Notations. — Soit D un diviseur de A et soit TT*Z) l'image inverse
de D. Le faisceau inversible analytique sur G correspondant à TT^D sera
noté O^Q. Pour tout x ç. X(T) on pose :

H°(G, O^D)x = {f e H\G, O^D) ; f(tg) = x(t)f(g)
pour tout t ç. T et tout g ç G ̂ .

PROPOSITION.
(1.7.1) On a î'isomorphisme H°(G,O^D)x ^ H°(A,OD ^ 0^) et

dïmKH°(G,O^D)x<oo;
(1.7.2) H°(G,0^*D)x possède une norme canonique;

(1.7.3) H°(G,O^D) = (S^H°(G,O^D)x où © désigne l'ensemble des
sommes infinies ̂ a^ tel que, pour tout t ç. Tlima; ||aa;||, \x(t)\ = 0.

Démonstration. — Un recouvrement formel {r"1!^} de A trivialise
TT : G —> A et le diviseur D. En particulier il existe une fonction méromor-
phe ci sur r"1^ de diviseur —D\r~^Vj. La norme de l'algèbre affinoïde
OÇr^Vi) est multiplicative parce que OÇr^Vi) = 0^(Vi) n'a pas de
diviseurs de zéro. La norme de OÇr^Vi) induit alors une valuation sur le
corps des fractions de O^r^Vi). On normalise e^ par \\ei\\ = 1. Alors on a

H^Tr-^-^O^D) ̂ O^r-^oi.

L'isomorphisme r-équivariant 6i : Tr"1/'"1^ ̂  (7*~1^) x T implique une
décomposition canonique :

O^r-^^O^r-1^}^
x

OÙ

(i) O^-^V^ = {f e ^(Tr-^-1^)/; f(tg) = x(t)f(g) pour
tout t ç T et tout g e G} ;

(h) la norme sur O^^r^Vi)^ est la norme spectrale sur G° H
Tr-^-^^ar-^xr0);
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(iii) © aie sens de (1.7.3).
Comme e^ est T-invariant on obtient une décomposition

H^Tr-^-^O^D) = 3 = H^^r-^O^D).

où H^^r-^O^D^x = O^-^V^e, ̂  H^T-^OD ^ 0.) est
muni de la norme H/a^H = ||/a;||.

Remarquons que dim^ H°(A, OD ^ Ox) < oo parce que A/K est
propre. On déduit la proposition du fait que H°(G, O^o) est le noyau de

d-.Ç^H^^r-^O^^-^Ç^H^^r-^O^D)
i i<j

et que d respecte l'action de T.
La norme sur H°(G, 0^o)x ne dépend pas des choix de {r"1^} et

de {ej. En effet, soit r^V un ouvert formel de A tel que Tr^r^V ^
(r^V) xT. Alors Tr-^-^nG0 ^ (r^V) x T0 est un affinoïde tel que la
norme spectrale soit multiplicative. Alors ||/||, pour / e ^(G^O^D)^
est égal à la norme, de la restriction / ; 7^~lr~lV H G°.

(1.7.4) Remarque. — La proposition reste valable si on remplace OD
par un faisceau cohérent analytique M sur A. Dans ce cas, plus général,
il faut faire un choix convenable des normes sur ^(G.Tr*^)^.

(1.8) Diviseurs T-invariants sur G. — Pour l'énoncé du théorème
principal nous avons besoin du

LEMME. — Soit F un diviseur de G, invariant par l'action de T, et
soit h une fonction méromorphe avec (h) = F. Alors :

(1) II existe un caractère x ç: X(T) tel que h(tg) = x(t)h(g) pour
t (E T.

(2) Soit /ii une autre fonction méromorphe avec (/ii) = F. Alors
h\ = c ' y • h où c e K*, y ç: kerr C X(T) vu comme fonction inversible
sur G. En plus h^(tg) = y(t)x(t)h^_(g) pour t çT.

Démonstration. — La fonction méromorphe (t,g) —> h{tg)h(g)~1 est
inversible sur T x G. D'après (1.5.4), appliqué à F x G, h(tg)h(g)~1 ==
cx(t)y(g) avec c e K\ x ç X(T\ y (E kerr (c/. (1.5.4/). En faisant
t = 1, il vient c = 1 et y = 0. Cela montre (1). Finalement (2) est une
conséquence immédiate de (1.5.4).

(1.9) Remarque. — Tous les résultats de ce paragraphe 1, (sauf 1.5.2)
sont vrais si A n'a plus de structure algébrique, mais est un groupe
analytique propre possédant une réduction analytique non singulière
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(c/. (1.6.6)). L'assertion (1.5.2) est vrai sans que A ait une structure
algébrique, mais sous l'hypothèse que l'extension de groupes analytiques
0 - ^ T - ^ G - ^ A - ^ O soit localement triviale (cf. (3.1)).

2. La variété analytique G/A
On utilise les notations du paragraphe 1 et l'hypothèse (1.3.1). Le

résultat principal de notre travail est le suivant.
(2.1) THÉORÈME. — On suppose que A possède une réduction analy-

tique r : A —> À non singulière. Soit A un réseau de G(K). Alors G/A est
une variété abéîienne si et seulement si il existe un diviseur ample D sur
A et un homomorphisme ̂  : A —> X(T) tel que :

(i) le diagramme suivant est commutatif

A c G(K) ———> A(K)

V ^D

X(T) ——T-——> Pic0 (A)

où ^D est la polarisation associée à D ;
(ii) la forme bilinéaire

A x A — R, (Ai .As) — ( A i , A 2 ) = £(\i)W\2))

est symétrique et définie positive ;

(iii) pour tout \ ç. A, soit h(X) la fonction méromorphe sur G,
déterminée à une constante près (cf. (1.8)) par :

(fa(A)) = X^^D - 7r*D et h(\)(tg) = ̂ (\)(t)h(X)(g),

alors, pour tout Ai, As appartenant à A

h{\,)(^g) . [h(\,)(g)]~1 = h(^)(\,g) . [h(^)(g)]~1.

(2.2) Démonstration de "=>". — On suppose que G / A est une variété
abéîienne. Soit E un diviseur ample sur G/A. D'après (1.5.4), il existe un
diviseur D sur A avec q*E ~ T T * D . Soit 0 une fonction méromorphe sur
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G avec (G) =q"E-^D. Posons, pour A ç A, h(\)(g) = Q(g) ' Q(\g)~1.
Alors (A-(A)) = X^TT^D — TT^D. Comme X^TT^D — TT^D est invariant par
F, il existe d'après (1.8) un caractère y?(A) ç X(T) tel que h{\)(tg) =
^(\){t)hW(g).

L'égalité triviale h(\t\^)(g) = h(\]_)(\^g)'h(\'2)(g) montre que l'appli-
cation ip : A —>• X(T) est un homomorphisme et en même temps l'égalité
(iii). En plus on a ^D^W) = br(A-1)^ - D} et Tr^A-1)^ - D) =
(A(A)). Donc $^(7r(À)) = r(y?(A)) et on a vérifié (i). Pour t e F le divi-
seur de g -^ Q(tg)Q(g)~1 est fq^E - q^E = ç*(ç(^)*E - E). On a donc
un diagramme commutatif

Te G ———q-———> G / A

'[ r
7^om(A,X*) ————> Pic°(G/A)

où S est donné par S(t)(X) == (p(\)(t~1). Le noyau de ^E ° q est un
groupe de type fini. Si ^ n'est pas injectif le noyau de S est un sous
groupe algébrique de T de dimension positive. Donc ip est injectif.

Montrons maintenant la propriété (h). Pour cela il faut trouver le lien
entre les fonctions {h{\)} et la forme bilinéaire ( , ). Soit c : A —> G°{K)
un homomorphisme de groupes tel que A • c(A)~1 ç. T(K) pour tout
A ç A. Posons Q(\) = -log ||/i(A)||, où || || est la norme de (1.7.2). Une
combinaison des formules :

h(Xi\2)(g)=h(\^(\2g)'h(^)(g)^
h(\i){\29) = ̂ (Ai)(A2c(A2)-1) • ft(Ai)(c(A2)^

. (A2,Ai)=-log|^(Ai)(A2c(A2)-1)!,
||/i(Ai)||=||^(Ai)(c(A2)^||,

(parce que c(Â2) € G°(K)) donne

(A2,Ai)=Ç(AiA2)-Ç(Ai) -Ç(A2).

Donc ( , } est symétrique. De plus Ç(A) = (1/2)(A, A)+L(A), où L : A -^ R
est linéaire. Considérons la décomposition 0 == ̂  Qx de (1.7). La formule
h(\){g)'Q(\g) = Q(g) implique alors h(\)(g) -Qx{>g) = Qx+<p(\){g) pour
tout x e X(T) et A e A.
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Fixons XQ ç X(T) avec Q^ ^ 0. Alors on a :

Q.o+^A)^) = ^(A)(^) •:ro(Ac(A)-1) • e,Jc(A)(7),

-Log||e„+^)||=Ç(A)-log|rco(Àc(A)- l)|-log|[e,J[.

II s'ensuit que -log ||0^^)|| = j (A ,A) +a(A) 4-6, où a : A -> R est
linéaire et où 6 ç R. La propriété (1.7.3) implique (A, À) > 0 pour A ^ 0,
donc (p est injectif et cela montre (ii).

Il nous reste à montrer que D est ample. On peut faire une démons-
tration rapide en utilisant que A et Pic0 (A) sont des variétés abéliennes.

Considérons le diagramme commutatif

G/A <S>E :̂ oPic0 (G/A)

<S>^E=^^-D
G ——————> pic0Pic" (G)

A ï^OPic" (A).

TT^D est surjectif parce que ̂  et ç* sont surjectifs (cf. (1.6.5)). Le noyau
de TT* est un groupe de type fini d'après (1.5.5). Alors le conoyau de $^
est un groupe de type fini. Comme $p est un morphisme de variétés
abéliennes il s'ensuit que ̂  est surjectif. Cela implique que D est ample.

(2.3) Le plongement projectif associé à 3D. — Dans ce para-
graphe, nous montrons l'existence d'un plongement analytique 0 : A —>
P(H°(A,03D)) utilisant seulement la structure analytique de A. Il y a
deux raisons pour cela. D'abord la démonstration servira de modèle pour
la réciproque du théorème (2.1) (cf. paragraphe (2.4)), ensuite elle conduit
à un résultat plus fort (cf. (3.5)). Rappelons que les idées utilisées ici sont
essentiellement dues à A. WEIL (voir par exemple [W]).

Rappelons (cf. (1.9)) que les résultats du paragraphe 1 sont valables
sans que A soit algébrisable en faisant l'hypothèse que Uextention de
groupes analytiques 0 - ^ T - ^ G ^ A - ^ O e s t localement triviale
(cf. (3.1)), hypothèse que nous faisons dans ce paragraphe.
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Pour commencer on suppose que E est très ample et que E et D sont
symétriques (i.e. si i : A —> A est défini par i(a) = a~1, on a i*E ^ E et
i^D ^ D). D'abord un lemme :

(2.3.1) LEMME. — II existe une fonction méromorphe f(a,b,z) sur
A x A x A telle que pour tout a, & € A fixés le diviseur de /(a, b, z) soit
aD+bD+a^b^D-W.

Démonstration. — Soit M un diviseur sur un groupe analytique com-
mutatif H . On écrit Vs(M) pour le diviseur

m^M - m^M - m^M - m^M + m[M + m^M + m^M

sur H x H x H où pour I C {1,2,3}, mj : H x H x H -^ H est le
morphisme mj^i,^^) = ILez^-

Soit / une fonction méromorphe sur H , alors V3(/) désigne la fonction
méromorphe sur H x H x H,

(/ o mi23)(/ o rn^)'1^ o ̂ is)"1^ ° m^-^f o m^(f o m^).

G/A est une variété abélienne, d'après GAGA le diviseur E est algébrique
et le corollaire 2 p. 58 de [Ml] affirme que V^E) est le diviseur d'une
fonction rationnelle (et donc méromorphe) /i sur (G/A)3.

La fonction méromorphe /2 = ^(Q)"1/! sur G3 a pour diviseur
V3(7r*P). Pour ti, ^2, ^3 e î\ la fonction î^hgi^g'z^g^î^.g^.g-s)-1

est inversible sur G3, invariante par A3, donc égale à une constante
c(t,^t^eK\

Parce que f^l.l.g^) ç. 0(G)* il existe un caractère x ç kerr C X(T)
avec c(l,l,t3) = xÇts). La symétrie implique c(^i,^2^3) = xÇt^k).

Alors h{gi,g2,g3) = x^g^g^f^gi^ï^ï) est invariante par F3.
On écrit ^4 pour la fonction méromorphe sur A3 déduite de /3. Le diviseur
de /4 est V3(D) et f(a,b,z) = UÇa.b.z)^^-1^)-1/^-1^^)-1

possède les propriétés du lemme.

(2.3.2) COROLLAIRE. — O^D est engendré par H0 {A, O^o)'
Démonstration. — Pour P e A on prend a,b ç A tels que P ^

aD U bD U a-1^"1^. Alors f{a,b,z) e 7:fo(A,03D) ne s'annule pas en
P comme section de O^D'

(2.3.3) COROLLAIRE. — O^D induit un morphisme analytique

^ : A — — P ^ OÙ Pd=P(IÎO(A,03D)).

Démonstration. — Soit ^o, . . .^d une base de H°(A,03D), alors
0(P) = (tAo(P) : ̂ i(P) ^ • • • '' ^d(P)) ^ ^ d ' Sur un recouvrement affinoïde
admissible de A on vérifie que (j) est un morphisme d'espaces analytiques.
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(2.3.4) LEMME. — (j) est injectif.
Démonstration. — Soient z^ et z^ dans A tels que <^i) = ̂ (^2), alors

îz(^i) = u(z^) pour tout ÎA ç H°(A,03D) puisque 1 ç ̂ (A,^).
Soient Xi, X^ X^ ç X(T) avec Xi + J^ + X^ = 0 et soient

a, ç H°(G,O^D)x^ a, ̂  0. Alors, si / est donné par (2.3.1),

^) = û/l(^^ l^)û /2(^2-l^)û/3(^1^2ôr)/(7^(^l),7^(^2),7^(^))

appartient à ̂ °(A, C^o) pour tout g\,g^ dans G. Nous avons supposé que
D est symétrique, donc H°(G,^OD)x^O implique H°(G,^OD)-X 7^0.
Pour ai ^ 0, ai e H°(G,^OD)x^ on peut trouver ^2, X^ et ^2 7^ O,
as / 0 avec Xi + ̂ 2 + X^ = 0 et a, ç ff°(G', O^.D)^ .

Prenons Zi, 2̂ € G avec 7r(Zi) == ^i, ^(^2) = ̂ . Alors a(Zi) = 0(^2)
implique que le diviseur de la fonction g —> a^(g~1 Z^)a^(g~1 Z^)~1,
méromorphe sur A, est égal à z^D-z^D, où i est l'application inverse
de A. Pour QI = 1 on a ^*^ = z^D. Posons ^ = Z^Z^. Alors
^ ^ (^i(^) • a(g)~1 est une fonction inversible sur A, donc égale à une
constante c(ai) ç ^f*. Si a,/3 sont dans ^(G.OTT^)^, on constate que
c(a + /?) = c(a) = c(/3), alors c(a) ne dépend que de Xi et nous écrivons
alors c(Xi) au lieu de c(a). Revenons à la fonction u précédente, on voit
que c(Xi)c(X2)c(X3) = 1 si Xi + X^ + ^3 = 0. Donc X -> c(X) est
un homomorphisme de groupes X(T) -^ K " . Un changement de 6 en
<^ avec t ç T convenablement choisi nous donne a(6g) = a(g) pour
tout a ç H°(G,O^D)x et tout x. L'égalité reste valable pour tout
a ç H°(G, O^o) et est donc valable pour 0 et tout A(A), À ç A. Comme
H°(G/A, OE) est un sous-espace de O-^^G, C^), il vient 6 ç A parce
que E est très ample. Finalement, h(\){g) = h(\)(ëg) pour tout g ç G
implique (A, 6) = 0 pour tout A ç A, donc 6 = 1 et 0 est injectif.

(2.3.5) LEMME. — Pour tout point P de A l'application des espaces
tangents TA,P —^ Tpd^çp), induite par ( / ) , est injective.

Démonstration. — Soit P ç A et soit e : OA,P -> K une dérivation.
Après une translation de D, on peut supposer que P ^ support de D.
Alors OA,P s'identifie à O^D.P et il faut montrer que e{u) = 0 pour tout
u ç H°(A, Ow) implique e = 0.

Soit Q un point de G avec 7r(Ç) = P et soit e1 : OG,Q -^ K une
dérivation telle que

e = OA,P ̂  OG,Q -^ K.

Comme dans la démonstration de (2.3.4) on prend

^) = Q /l(^^ l^)û /2(^2~ l^)û3(^1^2^)/(7^(^),7^(^2),7^(^)).
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Remarquons que g i-» e'(k(ag)) est une fonction méromorphe en a, si k
est une fonction méromorphe.

Posons ki(a) •= e^a^a'^^a^a"1^)"1 pour i = 1,2,3. Puisque u et
9 -^ f W9i)^(92)^(9)) sont dans ^(A.C^),

fcl(^l) +^2(^2) +^3(^-1^2-l) = 0 P0111' tout ^1^2.

Cela implique que chaque ki est nul.
Donc e'(v) = 0 pour tout v ç H°(G^O^*D)x et aussi pour tout

v ç H°(G, 07r*£))- Comme dans (2.3.4) on en conclut que e' est nul sur
les éléments de H°(G/A,OE)' On a OG,Q ^ OG/A^Ç) donc e' = 0 parce
que -E est très ample. Cela montre e = 0 et le lemme est montré.

(2.3.6) Fin de la démonstration de (2.3). — On peut recopier [F-vdPl,
p. 201] pour montrer que (j) : A —^ Pd donne un isomorphisme analytique
entre A et la variété projective (f>(A) C Pd.

L'image X de ( / ) est un sous espace analytique de P^^]). Le théorème
GAGA affirme que X est algébrique. D'après (2.3.4) et (2.3.5), (j) : A -^ X
est bijective et localement un isomorphisme dans le sens faible. D'après
un résultat de GRAUERT-GERRITZEN [G-G], cela implique que (f) est un
isomorphisme d'espaces analytiques.

Encore par GAGA, (f> est aussi un isomorphisme de variétés algébriques.
(2.4) Démonstration de it <=". — Maintenant (^,D et les propriétés

(i), (ii), (iii) sont données. On définit a (Ai ,Â2) ^ K * par la formule
h(Xi\2)(9) == û(Ai ,A2)^(Ai)(A2^)/ i (A2)(^) et on constate

a ( A i , A 2 ) = a(A2,Ai ) ,
a ( A i A 2 , A 3 ) a ( A i , A 2 ) = a (Ai ,A2A3)a (A2 ,A3) .

Donc a(- • •) est un 2-cocycle symétrique, à valeurs dans K * . Le groupe A
étant libre, il existe une fonction b : A —^ K * avec &(AlA2)&(Al) - l &(A2) - l

== a (Ai ,A2) pour tout A i , Â 2 e A. On remplace /i(A) par ^A)^/^) et
alors

h(\i\2)(9) = h(\z)(\29) • h(\2){9) pour A i , A 2 ç A.

D'après (2.2), -log ||/i(A)|| = j (A,A)4-L(A) , où L : A -^ R est linéaire. La
condition (ii) et (1.7.3) impliquent 0 := ̂ ^ /i(A) G H°(G,O^D)' Le
diviseur TT*D + (0) est invariant par A, parce que h(\){g)Q{\g) = Q{g)
pour tout A G A. Désignons par E le diviseur de G/A tel que q*E =
(e)+7r*^.

On peut supposer que D = 2-Di, avec D\ très ample et [—l]*-Di = D\ ;
on va montrer que 3E donne un plongement analytique (j) : G / A —> P4 =
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P(H°(G/A,03E))' Le raisonnement (2.3.6) montrera alors que G / A est
une variété projective. Le théorème GAGA affirmera que les morphismes
analytiques m : G / A x G / A —^ G / A (multiplication) et i : G / A —^ G / A
(inverse) sont des morphismes algébriques. Donc G / A sera une variété
abélienne.

Pour montrer que OSE donne un plongement analytique (f) : G / A —> Pd

on procède comme dans (2.3) :
(2.4.1) LEMME. — II existe une fonction méromorphe /(a, b,z) sur

(G/A)3 telle que, pour tout a, b ç G/A fixés, le diviseur de /(a, 6, z) est
égal à aE + bE + a^b-^E - 3E.

Démonstration. — Les notations sont celles de la démonstration de
(2.3.1). Il suffit de montrer que Vs(E) est trivial. Le lemme du cube pour
D\ et A montre qu'il existe une fonction méromorphe k sur A3 telle que
Vs(D-i) = (k). Soient 6\ et E\ définis à partir de D\ comme le sont
juste avant 6 et E à partir de D. On a donc ç*£'i = 7r*J9i 4- (^i), d'où
^Vs^i) = (f) où f = ( k o 7 r 3 ) x Vs^i) (cf. (2.3.1)). Il suffit de
prouver que /2 est invariant sous A3. Soit H le groupe d'automorphismes
de G3 engendré par le groupe symétrique 83, [—1] et A3. Pour h ç. H ,
on constate que la restriction de (/ o h) x /-1, qui appartient à OÇG3)*,
est constante sur T3. D'après (1.5.4) on a donc : (/ o h) x f~1 ç. K * .
La structure du groupe H implique que l'image de l'homomorphisme
h —> (f o h) x f~1 ç. K* est {±1} (en effet, l'image des commutateurs est
triviale et H rendu abélien est isomorphe à Z/2Z). Donc f2 est invariant
sous A3 et, si E = 2Ei, VsÇE) est trivial.

On en déduit, comme en (2.3.1)

(2.4.2) COROLLAIRE. — OSE est engendré par H° (G/A, 0^)'

(2.4.3) COROLLAIRE. — OSE induit un morphisme analytique

c^'.G/A—P^ où P^P^CÏ/A.C^)).

(2.4.4) LEMME. — (f) est injectif.
Démonstration. — Soient ^1,2:2 € G / A avec 0(^i) = ^(^2)5 alors

u(z^)u(z2)~1 = 1 pour tout u e ff^G/A,^). Pour a ç H^G/A.OE^
a / 0, et a, b ç G / A la fonction a(a~lz)Q(b~lz)a(abz)f(a,b,z)
appartient à H°(G/A, 0^)-

Comme dans (2.3.4), on obtient 6^ = z\z^1 ç. G / A satisfaisant
S^E = E et a(ëiz) = a(z) pour tout a ç H°(G/A,OE)' Soit 6 ç G
avec q(6) = 61. Le diviseur de Q(g)Q(g6)~1 est -TT^D 4- ë^^D. Alors
Q(g)Q(g6)~1 appartient à ïIQ(G^O^D)y pour un certain y ç. X(T),
puisque son diviseur est invariant sous T.
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L'égalité W\)(g) = S^e^OQ^)-1/^)^) implique h(\o)(g) =
Q(g)Q(gS)~1 pour certain Ao ^ A.

On remplace 6 par ë\^1 et on trouve :

Q(g6) = Q(g) et h(\)(gS) = h(\){g) pour tout A ç A.

Pour tout y ç X(T) et fy ç H°(G,O^D)y l'élément

a=(l/Q(g))^hW(g)fy(\g)
AçA

appartient à H°(G/A,OE)' Les égalités a(ëg) = a(g) et Q(ëg) = Q(g)
impliquent fy(ëg) = fy(g).

Cette égalité avec y == 0 implique 6 ç. T parce que D est très ample.
Pour y e X(T) l'égalité implique y(6) == 1. Donc 6 = 1, z\ = z^ et (f) est
injectif.

(2.4.5) LEMME. — Pour tout point P de G/A l'application des espaces
tangents TG/A,P ~^ ÎP^^P)? induite par (f), est injective.

Démonstration. — On peut supposer que P ^ support de E et alors
OG/A,P s'identifie O^E.P' Soit (p : OG/A,P "̂  -^ une dérivation. Il faut
montrer que e{u) = 0 pour tout u G lit0 (G/A, 03^;) implique e = 0.

Soit Ç un point de G avec ç(Q) = P et désignons par e' la dérivation

OG,Ç ̂  OG/A,P -^ ^•
On choisit u de la forme IA = Q(a~lz)a(b~lz)a(abz)f(a,b,z) où /

est défini en (2.4.1) et où a e H°(G/A^OE) est de la forme a =
EhW(g)fy(\g) avec /, ç ̂ °(0.̂ ),.

Comme dans (2.3.5) on en conclut e'(fy) = 0 pour tout fy ç
H°(O^D)y.

L'application ©^ç^(r) H°(O^^D)y —^ OG^QI^-Q est surjective parce
que .D est très ample. Cela entraîne e' = 0. Donc e == 0 et le lemme est
montré.

3. Variations sur le même thème

(3.1) Variétés abéloïdes. — Nous reprenons la notion de variété
abéloïde de M. RAYNAUD [R].

Une variété abéloïde A/K est un groupe analytique commutatif,
connexe, propre sur K.

Le groupe Pic0 (A) est défini comme dans (1.5). Les auteurs ne savent
pas donner à Pic0 (A) une structure de variété abéloïde lorsque A n'est
pas une variété abélienne et possède une bonne réduction.
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Soit T / K un tore algébrique déployé. Une extension d'une variété
abéloïde.A par le tore T est un groupe analytique G/K muni d'un
morphisme de groupes analytiques TT : G —^ A tel que

(i) kerTT ^T;
(ii) localement, pour la topologie de Grothendieck sur A, TT est un

produit de A par T.
La condition (ii) veut dire qu'il existe un recouvrement affinoïde

admissible {Ai} de A et des isomorphismes analytiques 61 : TT^A^) ^
Ai x T tels que

(a) est commutatif

(b) 6i est r-équivariant.
(3.2) PROPOSITION. — Soit A/K une variété abéloïde et soient T/K

un tore algébrique déployé, X(T) son groupe des caractères. Alors l'ensem-
ble des classes d'isomorphismes des extensions de A par T est isomorphe
àHom(X(T),Pïc°(A)).

Démonstration. — Soit une extension TT : G —^ A, donnée. L'isomor-
phisme Oi : TT'^A^) -^ Ai x T est de la forme 0z(z) = (7r(z), fi{z)) où
f^tz) = tfi(z) pour tout t e T. Si i / j, 0 y o 671 s'écrit

e^e-,~1 • A ^ Ti ' ^13 x 1 A,, x T

(z^t)—— {z^tf^z))

où {fij} est un 1-cocycle. Pour tout x ç. X(T), {x o f^} est un 1-cocycle
à valeurs dans Grn et définit un faisceau inversible sur A. On trouve ainsi
un homomorphisme r : X(T) —> Pic(A).

Soit x (E X (F), x i- 0, et soit T ' = ker(.r : T -^ K " ) . Le groupe
analytique G' = G / T ' est une extension de A par K* = Grn' Soient a ç A
et b e G' avec image a. Alors la multiplication par b sur G" induit un
isomorphisme a*0x ^ Ox où Ox est le faisceau inversible sur A avec
[OJ = r{x). Donc T est un homomorphisme de X(T) dans Pic0 (A).
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D'autre part, soit r : X(T) —^ Pic°(A) un homomorphisme donné.
On se donne un recouvrement admissible {Ai} de A trivialisant tous
les r(x) = [Ox\ pour x G X(T). Il existe des fonctions holomorphes
fij : Aij —> T telles que {x o f^}^ décrit r(x) pour tout x ç X(T).

On recolle maintenant les espaces analytiques Ai x T suivant les
isomorphismes A^ x T —^ A^ x F, (z,t) —^ (z,tfij{z)). Cela définit
TT : G —^ A. La structure de groupe analytique sur G (compatible avec les
autres données) se déduit de :

m*C^ ^P^Ox ^p^Ox où m , j ? i , p 2 : A x A — > A

sont la multiplication et les deux projections, (c/. (1.2)). Le lemme suivant
achève donc la démonstration de (3.2).

(3.3) LEMME. — Soit C e Pic°(A), alors le faisceau inversible m*£ )̂
P\C~1 0 p^C~1 sur A x A est trivial.

Démonstration. — Le théorème des morphismes propres de R. KIEHL
([K, théorème 3.3]) appliqué à M = m*£ 0 p[C~~1 0 P^~1 et p\ :
A x A —^ A montre que Af := (pi)^M est un faisceau analytique cohérent ;
le théorème des fonctions formelles ([K, théorème 3.7]) et le fait que
A^|{a} x A soit trivial pour tout a ç. A, montre que AT est en fait un
faisceau inversible. De plus p^Af ^ M. On a les mêmes propriétés avec p^.
On peut montrer facilement qu'étant donné un ouvert admissible affinoïde
U de A on a ?îA/'(A x U) ^ AT{A) 0j< OA^U), d'où l'on déduit, puisque
(j^)*.^ est inversible :

(p2).M^(p^Af^OA.

Par conséquent M ̂ p^Pï)*^ est trivial.
(3.4) Remarque. — Soit A une variété abéloïde possédant une réduction

analytique r : A —> A avec A non singulière. Soit G une extension de A par
un tore déployé (analytifié) T / K . Tous les résultats du paragraphe 1 sont
encore valables pour G, on peut définir en particulier G° et la notion de
réseau A, donner à G/A une structure canonique de variété abéloïde. La
démonstration de (2.3) s'applique alors à G/A, on en déduit le théorème
suivant, d'abord énoncé par M. RAYNAUD ([R, p. 176]).

(3.5) THÉORÈME. — Soit A une variété abéloïde sur K possédant une
réduction analytique r : A —> A avec A non singulière. Soit A un réseau
dans une extension G de A par un tore déployé T/K. Supposons que G/A
soit une variété abélienne, alors A est également une variété abélienne.
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(3.6) Le dual de G/A.

PROPOSITION. — Soient G^ une extension d'une variété abélienne
A^/K avec bonne réduction par une tore T^/K et A un réseau
de G. Alors Pïc°(G/A) est une variété abéîoïde. Si G/A est une variété
abélienne, Pic°{G/A) est î'anaîytifié de Pic0 ((G / A)^).

Rappelons que G, A , . . . désignent les analytifiés des variétés algébri-
ques G^18, A^,... Le Pic°(-) d'un espace analytique est défini en (1.5).

Démonstration. — Soit C un faisceau inversible sur A avec [£] G
Pic^A^). On sait (cf. (1.6.5)) que £ possède une A-linéarisation a, c'est-
à-dire une famille d'isomorphismes a(X) : 7r(A)*£ ^ C avec a(\i\^) =
a(Ai) o 7^(Al)*û /(A2) pour tout A i , Â 2 € A.

On définit une relation d'équivalence sur des couples (£, a) par :
(£i,Qi) ~ (^û^) s'il existe un isomorphisme / : C\ --> C^ tel que
les diagrammes suivants sont commutatifs (A ç A) :

^Wf
^(A)*£i ———— 7r(A)*£2

ai(A) Û2(A)

£1 £2

Soit H l'ensemble des classes d'isomorphisme des couples (£,a). On
voit aisément que H est un groupe commutatifet qu'on a une suite exacte
de groupes

0 —^ TA —^ H -^ Pic^A^) -^ 0

où TA est le tore algébrique ayant A pour groupe de caractères. On montre
que, en tant que groupe, H s'identifie à l'extension de la variété abélienne
Pic°(A) par TA, donnée par l'homomorphisme A ^ A ^ Pic^A^).
On a écrit (A^Y = Pic^A^s) pour la variété duale de A.

Soit [(A^)] ^ H. Alors TT*£ sur G possède la A-linéarisation 7r*a et
induit ainsi un élément de Pic°(C?/A) noté (Tr^/^û^/A. Cela définit un
homomorphisme a : H —> Pic0 (G/A), qui est surjectif, car il résulte de
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(1.5.4) et (1.6.5) le diagramme commutatif

TA ——^ Uom{\,K^

n
H —°-— Pic0 (G/A) ———— Pic0 (G)

Le sous-groupe A de G induit une action de A sur les Ox, notée û^. On
vérifie que pour tout x ^0^ ^ OG et que cet isomorphisme est compatible
avec les actions de A, donc (7r*Oa;,Q;a;)/A ^ OG/A- On a donc une suite
nulle X(T) -^ H -^ Pic0 (G/A). L'homomorphisme X(T) -^ H est injectif
parce que A est un sous-groupe de G, son image (toujours notée X(T)) est
un réseau de H puisque A est un réseau de G. Montrons que ker a C X(T).
Soit [(£,a)] e kero-, alors (£,a) ~ (O^co^;) pour un certain x ç X(T)
et un certain homomorphisme c : A —> K * . Le faisceau TT*£ est engendré
par une section A-invariante, dont il existe y e kerr C X(T) {cf. (1.6.5))
avec c(A) = y(\) pour tout À e A. Donc (£,a) ~ (Ox-^-y, OL^y). On a
donc prouvé l'exactitude de la suite

0 -^ X(T) -^ H -^ Pic°(G/A) —^ 0

X(T) étant un réseau de Jf, il en résulte une structure de variété abéloïde
sur Pic0 (G/A).

Supposons maintenant que G/A soit une variété abélienne. Il faut
comparer les structures analytiques de H / X ( T ) et de Panalytifié de
Pic^G/A)^). Pour cela il est nécessaire de construire un faisceau
inversible U sur (G/A) x H tel que pour tout h = [(£,a)] x H, la
fibre Uh sur G/A soit isomorphe à (7r*£,Q;)/A. Cette construction est
pénible et trop longue pour être donnée ici. La propriété universelle du
faisceau de Poincaré s'étend à la catégorie des espaces analytiques ([B-L,
proposition 1.1]). Il en résulte que H —> Pic^G/A)^) est un morphisme
d'espaces analytique, localement un isomorphisme. La division par X(T}
donne Pisomorphisme d'espaces analytiques H / X ( T ) -^ Pic^G/A)^).

(3.7) Une formule pour la dimension de H°(G/A, OnE\ — On
se met dans la situation du THÉORÈME (2.1) avec D^ et les propriétés
(i), (ii) et (iii). Soit E le diviseur de G/A défini par q"E ~ ̂ D {cf. (2.4)).
Alors, pour tout entier n > 0 :

dlmHO(G/^OnE)=n^mG^ . (#X(r)/(^(A)) • dim^°(A,Op).
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En effet, QnHO(G/A,OnE) est le sous espace des / ç H°(G,0^^)
ayant la propriété

hW(grf(>9) = f{9\
Soit Y un ensemble de représentants de X(r)/ny?(A), alors un tel /

EE^x^w^
yCYXçA

où fy e H°(G,O^D)y P0^ tout ^ ^ y- Ensuite ^°(C?,0^^ ^
^(A,^ 0 0 ^ ) ^ ff°(A,(%) parce que OD est ample. Cela montre
la formule.

(3.8) Remarque. — Le THÉORÈME (2.1) et presque tout le paragraphe 1
ne sont plus valables si la variété abélienne A n'a pas bonne réduction.
La définition même d'un réseau de G pose un problème dans ce cas là.
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