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REMARQUES SUR UN THÉORÈME DE
G. HALÀSZ ET A. SÀRKÔZY

PAR

MICHEL BALAZARD (*)

RÉSUMÉ. — E désigne un ensemble de nombres premiers et ÎÎ£;(n) le nombre de
facteurs premiers de n appartenant à E, chacun étant compté avec sa multiplicité. On
donne un encadrement uniforme du nombre des entiers n < x vérifiant f2£;(n) = fc,
étendant un résultat de G. HALÀSZ et A. SÀRKÔZY.

ABSTRACT. — E stands for a set of prime numbers, and î^(n) for thé number
of prime factors of n lying in E, each counted according to its multiplicity. We give
uniform lower and upper bounds for thé number ofintegers n < x such that îî^(n) = k,
thus extending a resuit of G. HALÀSZ and A. SÀRKÔZY.

1. Introduction et énoncé des résultats
L'un des buts de la théorie probabiliste des nombres est de dégager,

pour des fonctions définies de manière purement arithmétique, des lois
de répartition simples. Ainsi, il est bien connu que le nombre de facteurs
premiers d'un entier aléatoire suit approximativement une loi de Poisson.
Plus précisément, posons :

Çl(n) = V^ ;/, n entier > 1.
p-\\n

Ainsi, n(n) est le nombre de facteurs premiers de l'entier n, comptés
avec leurs multiplicités. Soit P^ la probabilité uniforme sur l'ensemble des
entiers positifs et < x. Nous avons :
(1) P^{n)=k)

_ 1 / k \ (loglog.z:)^"1 / / 1__\\
"logï UoglogJ (k-l)\ V + 'UoglogJJ

(*) Texte reçu le 23 juin 1988, révisé le 26 juin 1989
M. BALAZARD, Univ. de Limoges, Département de Mathématiques, 123 av. Albert
Thomas, 87060 Limoges Cedex, France.
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390 M.BALAZARD

uniformément pour x > 3 et 1 < fc < (2 - e) log log :r (0 < e < 1), avec

^r^nHn-p-
C'est un résultat dû à L. G. SATHE (c/. [19]). Lorsque l'entier n décrit

l'intervalle [l,:z-], fî(n) prend toute valeur entière entre 0 et log ;r/log 2.
La fréquence d'apparition des grandes valeurs de îî(n) a été estimée par
J.-L. NICOLAS (c/. [12]) :

(2) P, (Q(n) = k) = C^ log ̂  + 0, (2-^ log^ (^) )

uniformément pour x > 3 et (2 + e) log log x < k < log x / log 2 (0 < e),
avec

^-^n^+^y) ^ b=b( . )e ]o , i [ .

Il faut noter la différence de comportement entre (1) et (2) : dans (2),
la loi est essentiellement géométrique de raison -

Le souci de généraliser ces résultats à une classe importante de fonctions
additives a conduit différents auteurs à considérer la fonction

^EW= ^ ^
p^^pçE

où E est un ensemble quelconque de nombres premiers. Dans ce qui suit,
nous noterons j?i < p^ < • • • la suite des éléments de E, et E(x) =
iLp^x.pçE^/P)' ^e théorème suivant, dû à G. HALÂSZ et A. SÂRKÔZY
(c/. [7] et [18]) compare la loi locale de f^(n), pour 1 < n < x, avec la loi
de Poisson de paramètre E(x) (rappelons que E(x) = log log a; + 0(1) si
E est l'ensemble de tous les nombres premiers).

THÉORÈME A. — Soit 6 e ]0,1[. On a :

(3) p^n)=k)<<^-EWE{^

pour tout E, tout x > 1 et tout entier naturel k tels que Â;+l < (2-ë)E(x) ;

(4) P,(^(n)-^^)»^-^)^——
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THÉORÈME DE G. HALÂSZ ET A. SÂRKÔZY 391

pour tout E, tout x > 1 et tout entier k tels que 1 < k < (2 - ë)E(x),
E(x) > c(S), où c(6) est une constante positive ne dépendant que de 6.

Nous ferons quatre remarques concernant ce théorème.
1) L'énoncé (4) n'est pas exactement celui donné par A. SÂRKÔZY

dans [18] (il suppose k > SE(x)) mais il est facile de voir que sa
démonstration donne bien (4).

2) Le décalage d'exposant qu'on observe entre (3) et (4) est inévitable
comme le montrent (1) et, par exemple, [3]. Il est dû au fait qu'on ne peut
pas prévoir l'ordre de grandeur de Px(!ÎE{n) = 0) en ne connaissant que
E(x\ indépendamment de la distribution des nombres premiers p ç. E,
p< x : c'est le problème du petit crible (c/. [5] et [9]).

3) Un aspect important du THÉORÈME A est son effectivité. Les
constantes impliquées par les notations de Vinogradov «<ç et »^ ne
dépendent que de 6 : en particulier l'entier naturel k et l'ensemble E
peuvent dépendre de x. C'est pourquoi ce théorème et ses variantes sont
des outils précieux de la théorie analytique des nombres, notamment dans
l'étude fine des diviseurs (cf. l'ouvrage récent [8]).

4) Deux formules asymptotiques précisant (3) et (4) ont été établies
par G. HALÂSZ. La première, effective quand k ~ E(x), est l'objet de
l'article [6]. La seconde est citée à la fin du chapitre 21 de [4] et fournit un
équivalent de P^E(n} = k) si 6E(x) < k < (2 - 6)E(x) et E(x) -^ +00
(cf. également [1]).

En ce qui concerne la fréquence d'apparition des grandes valeurs
de Q.E(n) (quand 1 < n < x, fl,E(n) prend toute valeur entière entre
0 et logrc/log^i) on dispose du résultat suivant, dû à K. K. NORTON
(cf. [14, III]).

THÉORÈME B. — Pour tout E, tout x > 1 et tout entier naturel k,
on a :

(5) P^E(n) > k) «^ p^^l-}-E(x)exp((p, - l)E(rc));

pour tout E, tout x > 1 et tout entier naturel k tels que 0 < k <
log.r/logj?i, on a :

(6) P.(^(^)>A;)>^.

K. K. NORTON a, d'autre part, annoncé (cf. [14, IV]).

THÉORÈME C. — Soit x >3, (log.r)"1 < e < 1, et supposons que

^)>-2(pi+2)log£+ci(p2),
p,E(x) - {piE^)}172 < k < (1 -e)(\ogx)(\ogp,)-1.
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392 M. BALAZARD

Alors

(7) C2fe0^1 exp{(pi - l)^)}^ <
Px(^E(n) > k) ̂  C3(p2)pr'exp{(pi - l)E(x)}

où chaque Ci(p^) est positive et ne dépend que de p^.

Le THÉORÈME C précise dans une certaine mesure le THÉORÈME B en
montrant que pour les valeurs de k > p^EÇx), la loi Pa;(îî^(n) > À;) est
essentiellement géométrique de raison 1/pi. On retrouve ainsi dans le cas
général la dichotomie observée dans le cas où E est l'ensemble de tous les
nombres premiers.

On voit donc que notre connaissance du comportement local de ^IE
est imparfaite et c'est dans ce contexte que Jean-Louis NICOLAS nous
en a proposé l'étude. Afin d'énoncer le résultat de nos recherches, nous
définissons une certaine classe de lois de probabilité :

Définition. — On appelle loi Poisson-géométrique de paramètre A > 0
et de raison r ç. ]0,1[, le produit de convolution p * g de la loi de Poisson
de paramètre A (pk = e'^A^/Â;!, k ç. N) et de la loi géométrique de
raison r (^ = (1 — r)?^, k e N). On a :

(^*^=(l-r)e-V^(^)

où Sk(X) = 1 + X + • • • -h Xk / k \ désigne la ÂMème somme partielle de la
série de expX.

L'ordre de grandeur des quantités Sk(X) est bien connu (cf. [15]). On
a en particulier

vk
S^X) x — si k < aX, a fixé dans [0,1[

Ki •

Sk(X) x ex si k > (SX, f3 fixé dans ]1, +00 [.

On a donc :
^k ^

(?* 9)k >< (1 — ^"^Tf si fc < a-, a fixé dans [0,1[/ci y

^ (1 - r^1/7'-1^ si k > ̂ A , f3 fixé dans ]1, +oo[.r

La loi Poisson-géométrique a donc un double comportement : pour
k <, aA/r, elle ressemble à une loi de Poisson et pour k > /3\/r
elle ressemble à une loi géométrique, la transition ayant lieu dans la
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THÉORÈME DE G. HALÂSZ ET A. SÂRKÔZY 393

zone k ~ A/r. Notre résultat principal est que la loi locale de fl,E est
approximativement Poisson-géométrique.

Soit x > 1, E un ensemble de nombres premiers et k un entier naturel.
Nous noterons

Ei=E\{pi}, E,{u)= ^ ^
p<-u, pçEi p

X . ' ( k \y=^ t=mln(pl'^))•
Nous avons le :

THÉORÈME. — II existe des constantes absolues positives Ci (avec
4 < i < 9) telles que

(8) Px(fÎE{n) =k)< c^exp^t - E^y))Sh(piE,(y))

pour tout x > 1, tout E et tout entier naturel k ;

(9) P,(^(n)=fc) >CGp^kexp(-C7tïog(l+t)-E,{y))Sk-l(plE^y))

pour tout x > \, tout E et tout entier k > 1 tels que

(10) ^ lQ/)>C8t log( l+t ) -hC9.

En majorant dans (8) le polynôme Sk par la série exponentielle et t
par p\, on obtient le

COROLLAIRE 1. — II existe des constantes absolues positives CIQ et en
telles que

(11) Px[^E[n) = k) < CloPi^exp^npi + (pi - l)E^(y))

pour tout x > 1, tout E et tout entier naturel k.
A partir de (11), on déduit par sommation une amélioration notable

de (5) :

(12) P^n^n) > k) ^ cio(l -p^^p^exp^npi + (pi - W(y)).

On peut aussi améliorer le THÉORÈME C :
COROLLAIRE 2. — Soit x > 3, (logrc)"1 < e < 1, et supposons que

E(x) > - loge + ci2pi logpi,

p,E(x) - [p^E[x)Y12 <k< (1 -^)logrr/logpi.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



394 M. BALAZARD

Alors

(13) c^p^ exp{-c^p^ log^i + (pi - l)^)}^1-1

< P,(^(n) > ^) < c^^exp^iij?! + (pi - 1)^)),

où chaque ci est une constante positive absolue.
Nous ferons sept remarques concernant notre théorème.

1) Nos raisonnements s'appuient sur la complète additivité de la fonc-
tion fÎ£;(n) et ne peuvent pas être utilisés pour l'étude de ^(n) =
Sp|n p ç E ^ - ' ^n salt en ^alt (lue ^ans ^e cas ou ^ est l'ensemble de
tous les nombres premiers, les comportements asymptotiques des quan-
tités Pa;(îî(n) == k) et Px(uj{n) = k) sont notablement différents pour
k > 21oglogrc; le lecteur intéressé pourra consulter [10] et [16].

2) Le fait que la loi de répartition de f^(n) pour 1 < n < x
est approximativement Poisson-géométrique admet une interprétation
probabiliste simple. Si nous écrivons !ÎE == ^pi 4- ^Ei où Vp^ désigne
la valuation pi-adique, il est facile de voir que la loi de Vp^ est presque
géométrique de raison 1/pi et l'ordre de grandeur de Px(fÏEiW = k) est,
d'après le THÉORÈME A, celui d'une loi de Poisson de paramètre E\{x)^
pour les valeurs "normales" de fc. Obtenir comme approximation de la
loi de ^ÏE la convolution de ces lois géométrique et de Poisson traduit
l'indépendance approchée des variables aléatoires v?^ (n) et f^ (n) pour
1 < n < x. Bien entendu, la même analyse permet d'isoler dans la loi
de f^Ei une composante géométrique prépondérante de raison 1/P2? mais
celle-ci s'avère négligeable par rapport à la loi de Vp^.

3) Notre théorème a l'intérêt de décrire le comportement de la
quantité Pa;(n^;(n) = k) pour toute valeur de k. Néanmoins, dans la
zone couverte par le THÉORÈME A, ce dernier est d'énoncé plus simple et
donne dans certains cas un meilleur encadrement que le nôtre.

4) II serait intéressant de savoir si les quantités c^t et —C7Hog(l -(-1)
qui apparaissent dans (8) et (9) sont ou non optimales. Concernant ces
questions nous démontrerons seulement :

/ . , . on ne peut pas remplacer la quantité c^t de (8) par une
1 ; quantité « F, où r = 9/40 + 1/812 - £, e > 0 quelconque.

5) Toutes les constantes absolues apparaissant dans nos énoncés sont
effectivement calculables. Ainsi, en "suivant les constantes" dans le para-
graphe 4 à l'aide des majorations explicites de ROSSER et SCHOENFELD
(cf. [20]) on peut obtenir cio = 200 et en = 6.
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THÉORÈME DE G. HALÂSZ ET A. SÂRKÔZY 395

6) Dans le cas où E est l'ensemble de tous les nombres premiers,
l'auteur, H. DELANGE et J.-L. NICOLAS ont précisé notre théorème de la
façon suivante (cf. [2] et [1]) : on a uniformément pour y = x2~k —> +00;

(15) P.(n(n) = k) - /(^(log^-^-^loglog^)

où t = min(2, k/ log log y) et

^-^r^-y^-îr'-
le produit portant sur les nombres premiers impairs.

Historiquement, le premier résultat dans cette direction est dû à HARDY
et RAMANUJAN (cf. [17, p. 271]) : on a uniformément pour x > 3,

( 1 n\ —k / 1 0 \
(16) P.(W=k)<Co ^-) (log^-^.-i^aoglogrr+Gi)),

où Co et C\ sont des constantes positives absolues.

7) On peut se demander si une formule asymptotique valable pour
tout À; existe pour Pa;(îî^(n) = k). Les méthodes développées par G.
HALÂSZ (cf. [6]) permettent peut-être d'aborder ce problème.

Le paragraphe 2 expose la structure de la démonstration du théorème.
La paragraphe 3 donne quelques lemmes utiles dans la suite, le théorème
étant démontré aux paragraphes 4, 5 et 6. Enfin, le COROLLAIRE 2 et
l'assertion (14) sont l'objet des paragraphes 7 et 8.

Nous tenons à remercier J.-L. NICOLAS et G. TENENBAUM pour leurs
conseils et encouragements, sans lesquels les résultats qui précèdent eus-
sent été moins précis et les démonstrations qui suivent plus compliquées.
G. HALÂSZ et K.K. NORTON nous ont également fait d'utiles remarques
sur une première version de cet article.

2. Structure de la démonstration
L'idée de départ, comme dans [12], est due à G. HALÂSZ. Ecrivons

n = p^n\ où ( n ' ^ p i ) = 1. On a alors :

(n<,x et ^E(n) = k} <==̂  (a < k, ^(n') = k - a et p^n' < x}

^ (^(n') < k et n'ĵ ^ < y\

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



396 M.BALAZARD

où y = xp^. Ainsi,

E i = E^'
n<x, ÎÎ£;(n)=fc ^(n)<î/, ÎÎ£;(n)<A;

où l'étoile indique une sommation ne portant que sur les entiers premiers
à j?i, et où '0(n) == np~^ E ' / ; '0 est une fonction complètement multipli-
cative, tendant vers l'infini avec n, (r^pi) = 1.

Nous commencerons par démontrer le COROLLAIRE 1, en supprimant
la condition ^^(n) ^ k de la dernière somme :

(17) C(y)= ^Kcioe^î/exp^i-l^iQ/)), y ^ 1.
-^(n)<î/

Pour démontrer la majoration (8) du théorème, il nous suffira donc,
d'après le LEMME 6, d'obtenir :

ç

(18) W)= ^ 1 « e^-^)y (P1E1W} ,
t\

^(n)<y
^E{n}=i

uniformément pour y > 1, 0 < i < p^E^{y), où t = t/E-^Çy).
Pour démontrer la minoration (9) du théorème, le LEMME 6 nous

montre encore qu'il suffit d'avoir :

'-i
(19) C(y^) + C(y^ - 1) » ̂ ^^(^^-^(^^^^l^^

uniformément pour y > 1, 1 < i < piEi(i/), E-^(y) > cst\og{l + t) + cg,
où^=^/£;i( î / ) .

Pour (19), nous utilisons une autre idée de G. HALÂSZ (c/. [7]), qui a
remarqué qu'on peut beaucoup plus facilement minorer

Px (^E(n) = k) + P^ (^(n) - k - l)

que Pa;(n^(n) == k). Nous évitons ainsi le recours à l'argument élémentaire
très astucieux de [18].

Pour démontrer (17), (18) et (19) nous utiliserons la méthode élémen-
taire, essentiellement due à Tchebycheff, qui consiste à estimer successive-
ment les sommes ^* l/^(n), ^* log'0(n) et ^* 1 correspondantes (pour
une application de cette méthode à un autre problème, cf. [13]). Pour les
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THÉORÈME DE G. HALÂSZ ET A. SÀRKÔZY 397

majorations, nous adopterons la forme très simple contenue dans l'exercice
00 de [8].

Dans les trois cas, l'étape cruciale est l'estimation de la somme
^* \l^(n). Pour (17), elle se fait par comparaison avec un produit eulé-
rien fini et, pour (18) et (19), par comparaison avec un développement
multinomial et par la méthode de Rankin. Observons qu'à l'étape corres-
pondante de [7], G. HALÂSZ utilisait une méthode analytique, alors que
les démonstrations qui suivent sont entièrement élémentaires. Notons en-
fin que (18) est obtenue en deux temps, une inégalité moins bonne étant
démontrée d'abord, puis réutilisée pour donner (18). La quantité c^t de
(8) et (18) remplace avantageusement la quantité cj?iloglog(l +pi) qui
apparaît dans une première version de notre article (cf. [1]). G. TENEN-
BAUM nous a indiqué la méthode élémentaire du paragraphe 5, qui permet
de supprimer le facteur loglog(l +pi) et d'obtenir finalement c^t.

3. Résultats auxiliaires

LEMME 1. — On a uniformément :

II (l - ̂ )~1 < exp{0(pi) +j^iQ/)}.
p<y,pçEi p

Démonstration. — On peut supposer y > p2? et il s'agit de démontrer
que

^ 'p(p~)<<plî où^t)=ioë^Lt-t='EJ'
p<,y, p^Ei ' k>2

Or on a :

E ^SXf)
p<y, pçEi - p>p2

=f^^)^w
'p'Mi-L),,

logp2 Jp^ t \ i l

pi [ p l l p 2 'f ^du
= -—— / ^ (u)—

logj?2 70 u

=J)L-^(-J^-)«p,.
logp2 ^2-Pi7
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398 M. BALAZARD

On a utilisé ici l'intégration par parties, l'inégalité 7r(t) « t/\ogt et
l'égalité ^{u} = u/1 — u.

LEMME 2. — On a uniformément pour y > 1 et f3 > 0 :

(20) E,(p^y) - E,(y) ̂  log(l + /?) + 0(1)
(21) E,(y1^) - E,(y) $ log(l + /3) + 0(1).

Démonstration. — Si l'on pose ^/* = max^,^); on a :

E^y)-E,(y)< ^ i

r<p<p?r

< log ̂ l?^ + 0(1) < log(l + fï) + 0(1) ;

E,(y^)-E,(y)< ^ 1
r^p^r)1^

loe.ff^/*)1^)
< log log(^) + 0(1) = log(l + /î) + °^-

LEMME 3. — On a uniformément pour y > 1 ;

(22) ^ log(pl/)+ ^ log((^)l/)«p^.
< p l >P^^V^P^E (p/piy<y, p^Ei

De plus, on a :

(23) ^ logp + ^ log p- > ̂ y pour ]/ > pf
p<y.piE p<piy,peEi pl

Démonstration. — Pour (22), nous majorons chaque terme des deux
sommes par \ogy et nous démontrons que :

E ^S>(»)«âp^y.pîE v>\ 6"

où D^(y) = Ep<p^i/-,pe£i L Les sommes E^<y,p^£;l et D^(y) étant
respectivement de l'ordre de y/\ogy et de p\yj\ogy, il nous suffit de
montrer que :

E E ' «4̂0g?/
^>2 p2<p<piy1^
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THÉORÈME DE G. HALÀSZ ET A. SÂRKÔZY 399

En effet, la somme sur p est nulle dès que v > (log2/)/(log(p2/Pi)) et elle
est de toutes façons < p\ ̂ /y. La somme double considérée est donc :

^iog^/pî)^10^
^^r^X c a r p 2 > J ? i + l .log(î/)

Pour (23), nous avons :

E ^p+ E ^E10^)
p<y,ptE P<Piy,p€Ei '1 p<y 1 L

= ̂ logp-logpi^l
p<y p<y

3 v> -y-2\ogp^-
4- "^-log^/
1 .

> ^y pour y > p ^ .

LEMME 4. — Ponr y > 1 e ^ ( 7 = l + 1/log^/, on a

^^=£;iQ/)+0(l).
pe^i

Démonstration. — Ce résultat est classique. On a :

E^-'-^) ̂ -^E^+E^
pe-Bi p<î/ p>?/

0- />+ocf+OO

'y
« i + ,— / r0 dt « i^ogy J y

si î/ > 2, ce que l'on peut supposer.

LEMME 5. — On a uniformément pour 0 < v < pi + 0,9 :

]^{l-v2p-2)~l«eo^.
pçEi

Démonstration. — II suffit de vérifier que :
/•+00r00 ( i \y, ^(r^^r^^'-^P2
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400 M.BALAZARD

En intégrant par parties, le premier membre est :

. /•+00 dt2 r°° dt
<<v 4 (ft-v^ogt

V p2 - V
« ,———— 10g -————

logp2 P2-V

« 1;.

LEMME 6. — Pour x réel > 0 et k entier > 0, on a :

(24) Sk(x) » e^ si k > x - ̂ /x - 1,
_ ^

(25) 5fc(a0 « Vk —. si fc < a:.
K •

Démonstration. — (24) est très classique. Pour (25) on remarque que
Sk(x) <ex « V k x k / k \ s l x - ^ / x <:k < x, d'après la formule de Stirling;
et Sk(x) = ̂ /fc!+^-1/^ - !)!+• • • < (x^k^l/Çl-k/x)) « Vkx^k^.
si k < x—^/x. Pour des estimations beaucoup plus précises, le lecteur peut
consulter [15].

4. Démonstration de (17)
Pour y > 1, posons :

^^ E*^ et w= E*10^)'
^{n}<y ' v / ^{n}<y

En utilisant la formule de Mertens, le LEMME 1 et le LEMME 2, nous avons :

A(»i n Hr1 n (i-^r
p<y,p^E p<piy,p^Ei

« log(2i/)exp{0(pi) +pi£'i(pii/) - E^(y)}
« log(2i/)exp{0(pi) + (pi - l)^i (y)}.

On écrit maintenant :

B(y)= ^*logV>(n)= ^* logW)
^(n)<y ^(^P'')<2/

(m,p)=l

< E { E M?-) + E ^((^D}-
^(m)<2/ p"<2//^(m) (p/Pl)l/<^//^(^)

p^E pe-Bi
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D'après le LEMME 3, cette dernière quantité est :

« pÏyA(y)
« 2/log(2î/)exp{o(pi) + (pi - l)^i (y)]-

Enfin,

\og(2y)C(y) = B(y) + ^ * log 2—
^W<y ' v /

< B(y) + 2yA(y)

« y\og(2y)exp[o(pi) + (j?i - l)^i(2/)} d'où (17).

5. Démontration de (18)

Nous posons naturellement :

A(^)= Y,'—— et B(y^)= ^* log^(n).
^W<y ' v / ^W<y

ÇtE{n)=i ^ÎE(n)=£

Désignons par a (resp. b) un entier générique qui vérifie la condition
f^(a) = 0 (resp. p \ b =^ p ç. E\}. Pour majorer A{y, £) nous allons utiliser
la décomposition n = ab et la méthode de Rankin :

A(»,')=»; E ^Ec'fns:^
a&<p^,îî(6)=^ îî(b)=^ a<y

où cr > 0, en utilisant le fait que b > p{. Dans la suite, nous choisissons
a = l/\ogy (on a y > p^ car E-^(y) > 0). On a :

E;h n (i-^iog.e-^)
a<?/ P<y,P^E

De plus, ^"^^r}^0''''
car

EI(,)< y. ^logf^+odx^10^.^p- '^p17 ^^
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On peut donc écrire :

(26) A{y^)«\ogy^[eo^-E^ ^ ——.
W=ê

Le lemme suivant sera également utilisé au paragraphe 6.

LEMME 7. — Pour q > 0, on pose f(a) = ̂ ^^ fc"1"^ où b désigne
un entier générique qui vérifie la condition p [ b =^ p ç E^. Si l'on a
0<i< (pi +0,4)Ei (y) eta=l/logy, alors

^«^.»^-
Démonstration. — On décompose chaque 6 sous la forme b = rs2 avec

/^(r)2 = 1 d'où

E l ^ Y^ V^ /^)2 v^ 1
^l+<r 2-̂  2L^ yl+cr Z^ ^2+2^ '

Çî{b)=£ j+2h=£ o;(r)=j Q(s)=/i

D'une part

E ^)2 < l^v" 1 y
y,l+(7 - .j \,Z^ pl+^/ '

a/(r)=j pÇ-E\

ce qui par le LEMME 4 est

^(Ei^+CKl)^

^,omgi(^

D'autre part, pour tout v > 1,

i<,,-^^y; 4<.-^'^
L^ s2 ~ ^ s2

Q(s)=h

^îK1-?)
vGE^ -p€Ei
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Si on choisit v = (t + ^)2 , le produit ci-dessus est « e°^ d'après le
LEMME 5. Par conséquent :

^««"'"E ̂ (.̂ r
Sî(b)=t j+2h=( • ' • "

« çOwW^f i V
^ ^{E^t+^/

«e0^,

ce qui démontre le LEMME 7. On a donc bien :

A(y,£) « logy.e0^-^^1^.

Nous majorons maintenant B(y, t) :

(27) B(y,£) = ^ log^)
-^(mp1')^^, (m,p)=l
ÎÎ£;(m)+^Q£;(p)=^

^ E E- E -<y)
^-1 ^(m)<2/ p<pi{y/^(m))1^

^E{'rn)=i—y pC^i

+ E* E w^-
^{m)<y p^^y/^im)

Çl.E{m}=i p^E

En observant que

s ./O^-të))^)
P<Pi(2//^(m))1/1- Jl r v 7 r v /

pÇEi

^ ^v« —7—^^(m)
nous obtenons :

i
B(y^) « yA(y^) + ̂ p,yA(y,£ - ̂

y=l

«y^gy.e0^-^^1^

+E^og^leo(t)-£l(')(pl^^
v=\ ^ v>•

«ylogye^-^StÇpMy))
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car, pour v = 1,... ,^,
(pMy)Y- (p,E,(y)Y-^1

pl (i-y)\ ~ (^-^+1)!
On en déduit, d'après le LEMME 6 ;

B(y,i) « y(logy)eoW-E^Vl(JoïEj^

puis, comme au paragraphe 4,

C(y^) « ye^-^Vî^^^

Pour supprimer le facteur superflu V^, on réutilise (27) sous la forme :
c

B(y,C)«y(A(y^)+p,A(y,£-l))+ pi ̂  v ^^-—\llv.
^=2 ^{m)<y v )

ÇÎE{rn)=£-i^

D'après l'inégalité de Hôlder, la somme intérieure est

«{yA^-^^W-^-1^

«yçOffl-^l^)^1-51^^"" (logy)1/1^-!)^^

La somme en f est donc :

<< ^0(t)-E,(,) ̂ ^((.-l)/(2.))^gy)l/.(Pl^y))^

^=2 v v)'

«^0«)-^(^5/2^^(Pl^)t2

^ z^.

«.log,.^)-^^^^"2

car
^5/2 =^5/2^ ̂ 5/2^^/2^^

Finalement, on a bien :

(̂,,,) « ,log, . e^-^^^j^ +^ (pl ;̂"1 }

«,log,.e0(t)-^^(^,(^,

^^^«^M-^^^^1^^.
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6. Démonstration de (19)
Afin de démontrer (19), nous allons énoncer cinq nouveaux lemmes.

Dans ce paragraphe, nous reprenons la notation f(a) = S^(&)=^ ̂ -1-(T

pour a > 0, où b désigne un entier générique tel que p | b =^ p ç. E\. Les
di sont des constantes positives absolues.

LEMME 8. — Si Ei(y) > oo et a = l/\ogy, on a :

/<—-^ »" '=^-
Démonstration. — On a :

f(a) > - . ( V^ ^-1-(7) ce qui, d'après le LEMME 4, est :
PCEi

>j,(^iQ/)+0(l)) '

> e"0^ lw si E^(y) > ao, d'après le LEMME 4.

LEMME 9. — JZ existe une constante absolue K > 0 telle que, si
0 < i < (pi + 0,3)E^y) et E^y) > a2Hog(l + t) + 03. a^5

(28) /M -^/(<T-^) » e-^iog(i^)^)!,

où (T = 2^ + l)/logî/, ^ = ^(^ + l)/log2/ et t = £ / E ^ y ) .
Démonstration. — Posons y^ = ^1/2^+1)^ ^ ^ ^1/^(^+1) ^ y^

t\ = ilE\{y\) et ^2 = i/E-i(y^). En supposant que K et y > 1, nous
avons :

y i < y 2 < y d'où Ei (î/i ) < Ei (2/2) < E^ (y) et ti >. ̂  > ^.

D'autre part, le LEMME 2 nous donne :

Ei(yi) > E,(y) - \og(t + 1) - log(2^) - 05,
Ei(y2) <E^)+aQ.

Par conséquent, si

(29) E,(y) > ïog(t + 1) + log(2^) + 05 + oo,
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le LEMME 8 nous donne

(30) f^^e-^^f^.

Si maintenant

(31) Ei (y) > 2(log(î+ 1) +log(2K) +05)

nous aurons, en utilisant l'inégalité 1—u ^ exp(—ulog4) pour 0 <. u <_ i :

(32) Ei (yi^ > exp(-Hog4(log(t+ 1) +log(2JQ +a,))E,(yY,

et si, en outre,

(33) Ei (y) > 20t(\og(t + 1) + log(2^) + 05)

alors a
t2 <tl = _ , .£'1(2/1 )
<______{______
- (Ei (y) - log(^ + 1) - log(2^) - 05)

i ( Mt+l)+log(2K)+as\
-E^y Ei (y) )
< (+0,1.

Supposons maintenant (29), (31) et (33) simultanément vérifiées. Nous
pouvons réécrire (30) sous la forme

(34) /(^^exp^a^)^^.

De plus, si 0 <, i < (pi +0,3)Ei(y), on a 0 ^ i < (pi +0,4)Ei(i/2). Donc,
d'après le LEMME 7,

(35) y-'fÇa - a') < as exç[-K(t + 1) + ag^) E^-

^ aïo exp{-K(t + 1) + a^t) E1WL-

Choisissons K tel que K >_ ai + an et aïoe"^ ^07 /2 ; (34) et (35)
prouvent que

f(a) - y-^'fia - a1) > Ja7exp(-oif)^^.
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Compte tenu de (32), nous obtenons :

fW - V^'f^ - ̂ ') » exp(-ai2Hog(l + t) - a^t) E^-

^ -a4t\oK(i+t)Ei {vY _
i\

Pour terminer, on observe que si 02 et 03 sont assez grands, la condition

Ei(y) >a2Hog( l+^ )+a3

entraîne (29), (31) et (33).
LEMME 10. — On a :

^ ^»exp(-a^log(l+^))El^
b<Vyp,~8

fl{b)=£

pourvu que E^(y) > ai5Hog(l + t) + a^ et 0 < i < p^E^y), où
t = i / E , ( y ) .

Démonstration. — D'après (20) et (21), on a :

E^y^W^E^-a^.

Si, en supposant E'i^1/2?^8) > 0, nous posons ^3 = y1^2?^8 ainsi que
^3 = ê/ ^1(^/3), nous aurons

'^Xt^^^2^)^0'3

si

20
(36) E^(y)> —017^+2017.

ô

Par conséquent, en choisissant 015 et a^ç assez grands, les inégalités

Ei(y) > ai5Hog(l + t) + aie et 0 < £ < piE^y)

entraînent (36) et les inégalités

EiÇys) > a^ log(l + ^3) + 03 et 0 < i < (j?i + 0,3)Ei(i/3).
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Nous aurons alors, d'après le LEMME 9,

fW - V^'f^ - ̂ /) » exp(-a4^3 log(l + ^3)) E^3^

» exp(-ai8Hog(l +^)E1M-

où cr = 2(7/ = 2J<T(^3 + l)/logi/3, quitte à augmenter 015 et aie.
Pour conclure, il suffit de voir que

E \>î^-y^f^-^
b^ys, Q(6)=^

En effet, si 6 < 1/3 on a :

1 >\)~a-^alVJI~a

et si & > 1/3, on a
^>b~a-^alVJI-a.

LEMME 11. — En désignant par a un entier générique tel que
Q^(a) =0, on a uniformément pour y > 1 :

^l»}og(2y)e-El^.
^ CL

a<2/

Démonstration. — Ce résultat est classique. Désignons par u un entier
générique tel que :

p | u =^ p ç. E.

Tout entier n < y s'écrit de manière unique n = au. Donc :

log(2i/) « ̂  1
n

n<y

<E1I:1
- L^ a 2-^ u

a<2/ u<y

^;n(- )^-yp^E '
p<y

a<^ pç^

«E-^P^))-, "'a<?/
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LEMME 12. — On a uniformément pour 0 < t < p^E^y) et
Ei(y) >ai5^og(l+^)+ai6 , o ù t = t / E ^ ( y ) :

(37) E ^ >>exp(-a,4^og(l+^)-^(,))(pl^^log
^(m)<^-8 ' v / "•
Q£;(m)=^

Démonstration. — Employons de nouveau la décomposition m = ab :

E l _ i ^ 1
. :0(m) ~ pl ^ ab

^{m)<yp^8 ab^p^y
ÇiE(m)=£ Q(&)=^

> p{ Y 1 y- 1
- ^ 2^ a ^ b

a<Vy b<^yp^
Q(b)=£

» p^(log^e-El^exp(-al4^og(l+^))El^,

d'après les LEMMES 11, 2 et 10.
Nous pouvons maintenant démontrer (19). Pour y > 1, nous avons :

(38) (log^)CW) > E* { E log^+ E 10^}
Pi^{n)<y p\n p\n

^ÏE(n)=(, p^E pCEi

E* E 10^ E* E 10^
^{m}<y î^yWm) tp(m)<y p<piy/ip{m) ^1

ÇÎE(m)=£ PÎË ÇiE(m)=ê-l p^Ei

De même :

(39) (\ogy)C(y^-l) > ^* ^ log^
^(m)<y P<yl^{m)

flE(m)=ê-l p^E

+ E- E '°̂ .
^(m)<y P<piy/^(m)

flE{m)=i-2 pçEi

En ajoutant (38) et (39) et en ne gardant que les termes correspondant
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aux m tels que ^(m) = t — 1, on obtient :

logy{C(y,t)+C(y,i-l)}

> E* E ^P+ E ^
^(m)<y l P<y/^(m) P<Piy/^{m) >

^£;(m)=^-l p^£; peJSi

> 1 y-* _JL_- 2 ..-.-s v'(m)^(m)<yp^
Q^(m)=^-l

^-1
» g-ai4^1og(l+f)-£;i(j/) i (^l^lfa))y ^ y ^_ i ) !

d'après les LEMMES 3 et 12, d'où le résultat.

7. Démonstration du COROLLAIRE 2

La majoration de Pa;(^£;(n) > A;) contenue dans (13) étant une
conséquence évidente de (12), il nous suffit de démontrer la minoration

(40) P^E(n) = k) » pr^exp(-ci4j)i logpi + (pi - 1)E(^))^1-1

sous les hypothèses

x > 3, (loga:)"1 < e < 1,
E(x) > -log£+Ci2JPllogpi,

p,E(x) - {piEÇx)}^2 < k ^ (1 - s)10^.
logpi

En posant y = xp^, on a donc y > Xe. Par conséquent, d'après (21), on a

E^y)>E^)
>Ei( : r )+log£+0(l)
> ci2j?ilogj?i +0(1)
> C8Hog(l+^) +C9

si ci2 est assez grand, où t = mm(p^,k/Ei(y)).
D'autre part, la fonction u ̂  u - ̂ fu est croissante pour u>\. Donc,

quitte à augmenter ci2,

p,E(x) - [p,E(x)Y^ > p,E,(y) - {p^y)}^2.
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D'après (9) et (24) on a donc :

Px(^E(n) >k)> P^E{n) = k)

» p^ exp(-C7pi log(l +pi) + (pi - l)Ei (y))
» p^ exp(-ci4j?i logpi + (pi - l)^))^1-1,

ce qui démontre (40).

8. Démonstration de (14)

Pour démontrer (14) nous allons minorer xP^(ÇlE{n) = k) dans un
cas particulier. Soient y et z deux nombres premiers consécutifs et assez
grands, E l'ensemble des nombres premiers > y (donc pi = y , p^ = z) et
x = zy^ - 1, k étant déterminé plus tard. On a E^Çx/p^) = 0. Soient 7
et c des constantes absolues vérifiant :

y»/ll

0 < 7 < 1 , c > 0 et 7r(u + v) - 7r(u) > —— + 1
logî;

pour tout v > n7, u assez grand.
Tout entier n = ci • • • ̂  est compté dans xP^fÏEW = k) si c i , . . . , q^

sont des nombres premiers vérifiant :

V < qi < ry, ry < q^ < r ^ y , . . . , r^y <, q^ < r k y ,

r étant un réel > 1 tel que :

^(fe+l)/2 ^ ^^

On a r = ̂ 2/^+1)^ ̂ ç r-l> 2\ogz/k(k-^-1). Définissons k comme le
plus grand entier tel que 21ogz/Â;(Â; + 1) > y~1^. On a donc pour tout
^ = 0 , . . . , Â ; - 1

{W-^r -!)>!, puis ^+^-r^>(r^)7 .

On en déduit :

xP^ (n^(n) = k) > (7r(ry) - 7r(y) - l) .. • (^y) - Tr^y) - l)
^ ^ Q/(r - l))(ry(r - 1)). • • (^-^(r - 1))

logQ/(r - 1)) log(n/(r - 1)) • • • logÇr^y^ - 1))
/ c(r - l)^-1)/2 ^

~ Uog(2/(7 > - l ) )+(Â;- l ) logrJ
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Quand y tend vers l'infini, on a z ~ y , 2(\ogz)/k2 ~ y^~1 donc
r - 1 ~ logr ~ ^/7-1 et (A; - 1) logr = o(l). Il en résulte que

c(r - l)^^"1)/2 q/7

logQ/(r- l ) ) -h(A;- l ) logr ^ 7logi/'

Comme d'autre part, x ~ ̂ +1, si 0 < c' < 0/7 et 0 < A < 1, on a pour y
assez grand

^.(^(^^^^A——f^)".v v / 7 i/^1 viog^/
Si 0 < 7' < 7, pour y assez grand cela est > x | y k y ' f ' k = x p ' [ k y ^ ' k .

Comme E^(y) = 0 et comme 7'Â;log2/ ~ 7/\/22/l-^2(logî/)3/2, cela
démontre (14) avec r = 1 - 7/2. La valeur de r donnée dans (14) provient
d'un résultat de C. J. Mozzocm (c/. [11]) affirmant qu'on peut prendre
7 = 11/20 - 1/406 + £, où e est > 0 quelconque.
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