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UNE MAJORATION DE LA FONCTION DE HILBERT
ET SES CONSÉQUENCES

POUR I/INTERPOLATION ALGÉBRIQUE

PAR

MARC CHARDIN (*)

RÉSUMÉ. — Nous donnons ici une majoration de la fonction de Hilbert d'un
idéal homogène géométriquement réduit, en fonction des degrés et dimensions des
composantes de la variété algébrique associée ; cette majoration étant valable en tous
degrés il nous est alors possible d'obtenir des résultats d'interpolation ainsi que de
former une suite régulière de polynômes de l'idéal en contrôlant leurs degrés.

ABSTRACT. — A new upper bound for thé Hilbert function of a homogeneous,
geometrically reduced, idéal is given, depending oniy on thé dimensions and degrees
of thé components of thé associeted variety; this bound, valid in ail degrees, allows us
to give interpolation results and aiso to construct a regular séquence of polynomials
belonging to thé idéal with controlled degrees.
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306 M. CHARDIN

Introduction
Si 1 est un idéal homogène de k[Xo^... ,X^], on définit la fonction de

Hilbert de J par

Hi^)=dïmk(k[X^..^Xn]/I)^

On montre classiquement (voir [H], Ch. I, theorem 7.5 par exemple) que
Hi{i/) est une fonction polynomiale de v pour v "assez grand", dont
les coefficients se calculent simplement à partir des genres des sections
linéaires générales de la variété définie par J. On a en particulier îli{y} =
(i/^/jD^degJ -+- • • • pour v "assez grand" où les points désignent des
termes de degré inférieur en v et où D et deg 1 désignent respectivement
la dimension et le degré de l'idéal I .

Nous donnons ici une majoration de HI dans le cas où l'idéal 1 est
équidimensionnel et géométriquement réduit (i.e. les idéaux premiers
associés à 1 sont de même dimension et k[Xo^..., Xn]/I est une ^-algèbre
séparable), en abrégé E.G.R. . Un exemple important est celui d'un idéal
premier avec k parfait ([BA], Ch.V, § 15, n° 4, théorème 2).

Ce résultat découle d'une simplification de la méthode employée par
Yu. V. NESTERENKO dans [Ne] ; il améliore assez sensiblement — et
généralise — le résultat obtenu par celui-ci dans cette direction.

Enonçons le résultat central :
THÉORÈME. — Soient k un corps et R = k[Xo,..., Xn].
Soient 1 un idéal homogène E.G.R. de R, de dimension D > 0 et Hi

la fonction de Hilbert de I . On a alors :

Hi^)< (^^degJ V I . Ç N .

Ce résultat permet notament de construire des suites régulières de
polynômes de fc [Xo, . . . , Xn] avec des éléments de l'idéal 1 ; citons les deux
corollaires suivants que nous démontrerons plus loin :

(1) Sous les hypothèses du théorème, il existe une suite régulière
PI, . . . ,P^_^ de polynômes de J avec degPr < [{(D + r)\ / D\) àeg I}1 ̂ r .

(2) Dans le cas où 1 est premier G.R. de codimension deux, il existe
PI et ?2 dans 1 sans facteur commun avec deg Pi deg Pa < n(n — 1) deg I .

Terminons cette introduction en énonçant une conjecture à propos de
laquelle nous donnerons un résultat partiel à la fin de cet article :

Conjecture. — Si ^P est un idéal premier G.R. homogène de codimen-
sion r de fc[Xo,. . . ,Xn] et s un entier inférieur ou égal à r, il existe un
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MAJORATION DE LA FONCTION DE HILBERT 307

idéal premier homogène Q, contenu dans ^P, dont la codimension est s et
qui vérifie :

[degû^^Cn^egV}1^

où Cn est une constante ne dépendant que de n.

1. Démonstration du théorème

a) Réductions.
Notons

A = Q) A, = k[x^... ,Xn} = k[X^... ,X,]/J.
v=Q

On remarque tout d'abord que la fonction de Hilbert est invariante
par extension des scalaires. En effet : dim^ Ay = dim^(A 0^ ~k)y où k est
une clôture algébrique de k. D'autre part l'idéal étendu Ie est également
equidimensionnel ([Z-S 2], Ch. VII, §11, theorem 36, corollary 1). La
fc-algèbre A 0^ k est par hypothèse réduite.

Ces deux résultats font qu'il nous suffit de faire la démonstration dans
le cas d'un corps algébriquement clos.

La réduction suivante consiste à se ramener au cas d'un idéal premier,
pour cela il suffit de considérer l'injection canonique k[Xo,.. .,Xn}/I c-^
©[^i k[Xo,..., Xn\IVi, où ^Pi H • • • H ̂ r est la décomposition primaire
réduite de I . Les ̂  sont, d'après nos hypothèses, premiers et de même
dimension.

Nous sommes ainsi ramenés au cas d'un idéal premier.

b) Le cas d'un idéal premier, avec corps de base algébriquement clos.
Nous noterons ̂  l'idéal premier et :

00

A = Q) A^ = k[xo,..., Xn} = k[Xo,.... Xn]/V-
1^=0

Puisque k est algébriquement clos, donc parfait, le corps des fractions
de A est séparablement engendré sur k ([Z-S l], Ch. II, § 13, theorem 31).
Le Lemme de Normalisation de E. NŒTHER ([Z-S l], Ch. V, §4, theo-
rem 8) nous permet alors de supposer (modulo un changement linéaire de
coordonnées) que :

(1) X Q , . . . , X D sont algébriquement indépendants sur fc ;
(2) rcjD+i, • • • ,^n sont séparables sur k{xo,... ,XD) et vérifient une

relation de dépendance intégrale de la forme /7m + aiZ771"1 -h • • • + dm = 0
où les ai sont des polynômes homogènes de degré i de k[xQ,... ,^p].
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308 M. CHARDIN

Fixons quelques notations :
X° = k (xo , . . . ,xo) est identifié à k(Xo,... ,^o);
A° = Â;[.TO, . . . , XD\ est identifié à k[Xo,..., X^] ;
JjT= k(XQ,...,Xn);

K est une clôture normale de K.

Si P est un polynôme homogène de k[Xo,..., Xn] on pose :

^P = A^/7<" ?0, . . . , Xn)) € Â;(XO, . . . , XD).

Si on note o- i , . . . ,cr<$ les différents plongements de K dans K, 6 est égal
au degré de ^P (voir [M], Ch. 6, theorem 6.25, ou la remarque 1 à la fin
de la démonstration) et

6

^p=]^a,{P(xo^..,Xn))
2=1

6

= JJ P{XQ, . . . , XD, (Ti(xD-^l), . . . , CTi(Xn)).

t=l

Les o-i(xj) sont entiers sur k[Xo^... ̂ XD\ donc ^p appartient à
k[Xo,..., X^]. Si v est le degré de P, ^p est homogène de degré v6.

Note. — D'un point de vue géométrique les a i ( xQ , . . . ,Xn) sont les
deg^P points au dessus du point générique ( r co , . . . ,^.0) et ^p est une
équation de la projection sur P0 de la variété définie par l'idéal (^P).

Notons A == A°[aj(xi)}^D^^^^j=ï,...,ë} ; A est entier sur A°, de corps
des fractions K .

On considère les opérateurs de "dérivation divisée" Z^ (voir l'appen-
dice pour leur définition et leurs propriétés), d'après la PROPOSITION 1 de
l'appendice ils s'étendent de manière unique à K car K est séparable et
finie sur K° ; nous noterons de la même manière ces opérateurs étendus.

Si PI ç. A°[Z] est le polynôme minimal de xi (i == D +1 , . . . , n) ; posons

8 ^P^-n^M^))^0-
s=l

D'après la remarque 2 de l'appendice [(9Pi/9Z)(as(xi))]^ DA(as(x^))
appartient à A. Donc A ' I D A ( c^5 (a l ^ ) ) est dans A, et ainsi l'anneau A[A~1],
où A = A£)+I • • • A^, est stable sous l'action des opérateurs Z^.
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MAJORATION DE LA FONCTION DE HILBERT 309

Choisissons un point y = (1, î / i , . . . , yo) dans k0^ tel que le polynôme
A soit non nul en y . Puisque A[A~1] est entier sur A^A^] l'homomor-
phisme :

ro :A°[A- 1 ]—k
P ̂  P{y)

se prolonge en un homomorphisme r de A[A~1] dans k ([BAC], Ch. V,
§ 2, n° 1, corollaire 4). Nous allons montrer que l'application linéaire $ :

,^®^-> [^°î•'d•tl']
P^(...,T.DA•(<T,.P(.ro,...,t,)),...),al,i|,|,,|^

est injective. Supposons en effet que ^(P) = 0, et calculons :

6

D^p{y) = ^ [I[TO DAi^ (^o,. • • , ̂ n))].
AI+- - -+A^,=A î=l

Choisissons A vérifiant |A| < vb^ la relation ^^ [ A ^ ] < y6 entraîne
l'existence d'un z dans [1,^] tel que |A^| < v donc la nullité de l'un des
termes du produit correspondant à ( A i , . . . ,A<ç) . D'où la nullité de toutes
les dérivées partielles d'ordre inférieur ou égal à y6 de ^p(l, Xi , . . . , X^)
au point y et enfin celle de ^p car l'on a vu que deg^p = vè.

Remarque 1. — D'après le théorème de l'élément primitif, il existe une
forme linéaire L (à coefficients dans k) telle que u = L(XD-\-I^ • • • 5^71)
engendre le corps K\ u est de degré [K : K°] c'est à dire 6. Soit
Pu ç. A°[U] le polynôme minimal de u\ l'injection canonique A°[U]/Pu =
k [ x Q , . . . , XD-) u] (—^ k [ x Q , . . . , Xn] implique la minoration :

^ + D + 1\ (v + D + 1 - 6\
H^>( J9+1 ) - [ D ^ l ) '

qui est valable en général sous l'hypothèse que le corps de base k est
parfait (et que l'idéal ̂  est premier).

Le terme dominant en v de (^£^1) - F^î^) étant (S/Dl)^ on
peut vérifier ainsi, en comparant avec la majoration obtenue, que 6 est
égal au degré de ^P.
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310 M. CHARDIN

2. Quelques conséquences

Remarquons que l'hypothèse d'équidimensionnalité n'est pas indispen-
sable pour obtenir une majoration, on tire en effet du théorème central le
résultat suivant :

COROLLAIRE 1. — Soit 1 un idéal homogène G.R. de R. Ecrivons 1
sous la forme 7i H • • • H Is avec Ir E.G.R. de dimension Dr > 0 pour
r = 1,... ,5 . Alors :

^M^Ef'n^)^7-
^i ̂  ur ^ ^

Démonstration. — L'injection canonique

s

k [ X ^ . . . ^ X n ] / I -——. @k[X^...^Xn}IIr
r=0

nous ramène au cas E.G.R.

a) Interpolation.

COROLLAIRE 2. — Soit 1 un idéal homogène G.R. de k [Xo , . . . ,Xn\.
Ecrivons 1 sous la forme Ji H • • • r\Is avec Ir E.G.R. de dimension Dr > 0
pour r = 1 , . . . , s. Soient également des réels positifs £ 1 , . . . , £s tels que :
£]~1 + • • • - ( - e's1 = 1. Il existe alors un polynôme P dans 1 avec :

A u^ n7l! A ^l^n-D^\degP<max{[^y£,degJ,j }.

Démonstration. — Pour qu'il existe un polynôme de degré v dans 1
il faut et il suffit que Hi{v) soit inférieur à (^n). Il nous suffit donc de
trouver un entier v tel que :

(v+n\ fi^+DA fy^Ds\
[ n )>'•( D, )+•••+'•( p.

où l'on a posé Cr == degip. On a les implications :

•^
w(^1)^>^)

^(v+
(v + n\ (v + DA

==> [ ] > W [ .
\ n ) \ Di }

(v + D, + 1) • • • (v + n) > £id(Di + 1) • • • (n)
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MAJORATION DE LA FONCTION DE HILBERT 311

Donc v > ((n!/Z^!)^)1/^-^) _ i pour tout i = l,...,s entraîne
l'inégalité désirée.

Exemple 1. — Si I est E.G.R. , il existe P dans I avec :

, - , \n\ , _ji/(n-^)
degP< [^,degJJ

b) Approche des variétés par des variétés intersection complète.

Pour ne pas alourdir les calculs et les énoncés nous ne traiterons ici que
du cas d'un idéal E.G.R. . Ces résultats se basent sur le lemme d'évitement
suivant :

LEMME D'ÉVITEMENT. — Soit I un idéal E.G.R. homogène de di-
mension D > 0 de k[Xo,...,Xn] et û un idéal premier homogène de
dimension A > D de k[Xo,..., Xn}. On suppose que k est parfait ou que
^=n-l. Il existe alors un polynôme P, appartenant à I mais pas à û,
avec :

degP<max{f (A+l) !degJ1 l / (A-D+l) KA + 1)! degJ H/(A-P).
L L D' j L D\ degQJ !

Démonstration. — On pose R = k[Xo,... ,Xn}. Soit (f) : R —> R / I
et ^ : R —> R/Q. les surjections canoniques, on cherche P dans
(ker^ - (ker^. Il suffit donc de résoudre l'inégalité : HQ^) > Hi{v).
D'après la Remarque 1 on a :

1) pour v < degû, H^) > (^1) ;

2) pour v > degÛ,

^(^f1^^1)-^^1"^Qv ' - \ A + l ) \ A + l )
^+A+l\r / degÛ^ / degÛ xi

^ A+l )[' {i t.+lJ'-Vi.+A+JJ
,^+A+n degû r . degû ^
- Y A + l ^ + A + l [ ' V 1 / + A + 1 Y 1

/ degÛ ^1
V v + ^ + l ) J '

Donc ^^)>^^^degÛ.
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312 M. CHARDIN

On sépare la preuve en deux cas :

1) ((^+l)\/D\)degI <(degQ)^-D+l.
On cherche ^inférieur à degQ tel que (^A^"1) > (^) degJ. Cette

inéquation a, comme on l'a déjà vu, une solution avec :

R A + I ) ! i1^-^1)
v< \ ^ degJ <degÛ

ce qui permet de conclure dans ce cas.

2) ((/\+l)\/D\)degI>(degÛ)^-D+l.

Ici l'on cherche v plus grand que deg Û vérifiant (A+l)~1 (^A) deg Û >
(^) deg J, c'est-à-dire :

(.^)...(.^i)>^_lW
D\ degû

On peut trouver un tel v inférieur à ((A+l^/I^XdegJ^degQ)1/^-1^ ;
cette valeur est plus grande que degÛ dans ce cas, d'où la conclusion.

COROLLAIRE 3. — Si ^P est un idéal premier G.R. homogène de
codimension deux de k [ X Q ^ . . . ,Xn], il existe deux polynômes Pi et P^
dans ^ft, sans facteur commun, avec :

deg Pi deg ?2 < n{n - 1) deg V.

Démonstration. — On prend Pi irréductible de degré minimal appar-
tenant à ^P. Le degré de Pi est majoré par ^/n{n — l^deg^P (exemple 1)
et d'après le lemme, il existe PS dans ^P — (Pi) avec

degP2 < max{[n(n- ^deg^]172, n(n - 1)^^}

d'où la conclusion.

Exemple 2. — Si A; est un corps et C une courbe irréductible géométri-
quement réduite de P]| {i.e. définie par un idéal premier G.R. homogène de
Â;[XO, . . . , X^}) ; il existe une courbe C' contenant C, intersection complète
et de degré majoré par six fois le degré de C.

De cela on déduit facilement que le genre arithmétique de C vérifie :

Pa(C)<(()^+3d(k-4)+l
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MAJORATION DE LA FONCTION DE HILBERT 313

où d désigne le degré de C et k le degré minimal d'une surface contenant C.

COROLLAIRE 4. — Si 1 un idéal homogène E.G.R. de dimension D de
k [ X Q , . . . , Xn}, il existe une suite régulière Pi,..., Pn-D de polynômes
homogènes de 1 avec :

r(D+rV ^ l l r

degP,<P--^degj] .

Démonstration. — On a, pour tout idéal ̂  de dimension A, la mino-
ration H^s, {v) > (^A) ; car il existe A+l éléments homogènes de degré 1,
algébriquement indépendants dans fc[Xo, . . . ^ X n } / V i '

En utilisant la même méthode que dans le lemme précédent, on montre
qu'il existe P dans 1 — Vi avec

A» -|1/(A-D)
degP< [^degj]-~' 1 . T

On procède par récurrence sur la longueur de la suite régulière ; on a
vu comment l'on pouvait choisir Pn-D au COROLLAIRE 2.

Supposons donc construits Pn-D, - ' ' ?-Pr+i- D'après le théorème de
MACAULEY, les idéaux premiers associés à l'idéal (Pn-D^ ' • • ?-Pr+i) soni

tous de même dimension D + r. Pour chacun de ces idéaux ̂  on peut
trouver un polynôme Qz appartenant à 1 mais pas à ^^ de degré majoré
par [((D ^-r^/D^deg/]1^1^7""1^ ; une combinaison linéaire générale de
ces polynômes répond aux conditions imposées.

c) Retour à l'interpolation.

Le lemme d'évitement nous permet également d'étendre les résultats
d'interpolation dans le cas d'un idéal premier G.R. C'est l'objet du
corollaire suivant.

COROLLAIRE 5. — Soient s ç. {1,2} et ̂  un idéal premier G.R. de
codimension r > s dans k[Xo,... ,Xn}- II existe alors un idéal premier Û,
homogène de codimension s, contenu dans ̂  et tel que :

deg Û < c(n, r, s) [deg ^P]
s/r

où c(?z,r,<s) est une constante ne dépendant que de n, r et s. On peut
prendre : c(n,r, 1) = [n\/(n - r)\}1^ et c(n,r,2) = [n\/(n - r)!]2/".

Démonstration. — Soient 6 le degré de ̂  et c = [n^Ti-r)!]177'. D'après
le COROLLAIRE 2, il existe Pi dans ^P, irréductible de degré di majoré par
cë1^ ; ce qui résoud le cas s = 1.
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Si s est plus grand que 1 le lemme cTévitement nous fournit P^ dans
y- (Pi) tel que :

degPa < maxL^c77"-1 [^i]17^"^} •

L'égalité l/(r - 1) + (l/r)[l - l/(r - 1)] = 2/r nous donne l'inégalité
^1^2 < c 2 6 ' 2 ^ r , ce qui résoud le cas s = 2 en prenant pour Û un des
idéaux premiers associés à (Pi,P2) contenus dans ^P, le théorème de
Macaulay entraînant que les idéaux premiers associés à (Pi, P^) sont tous
de codimension deux.

Appendice : Extension des "dérivations divisées".

(En collaboration avec J.-F. BURNOL.)

Nous démontrons ici des résultats qui semblent "bien connus" — dans
le cas des polynômes à une variable ces opérateurs sont déjà étudiés dans
[T] — mais pour lesquels nous n'avons pu trouver de référence adéquate.

Notations. — Par souci de lisibilité nous utiliserons les notations
condensées usuelles pour traiter des polynômes à plusieurs variables, par
exemple l'anneau k[X^,..., XD\ pourra se noter k[X}.

D'autre part, si A = ( A i , . . . , AI)) et 0 = (^ I , . . . ^D) sont deux
éléments de N^, 0 < A signifie que Oi est inférieur ou égal à \i pour
tout i entre 1 et D ; et |A| = Ai + • • • + A^>.

Introduisons les opérateurs de "dérivation" suivants (voir [BA], Ch. IV,
§1, n° 4) : si P appartient à k[X^ . . . ,J^], P(X) = ̂  aiX1 ;

^w^EO^-o'œ-a:)-
On a ainsi les formules :

P{X + T) = ̂  DAP(X)TA,
A

^(PI . . . PJ = ^ D^P, • . . D^P,.
A I + - - - + A ^ = A

La première formule montre qu'un polynôme de degré au plus d est nul si
toutes ses "dérivées divisées" d'ordre inférieur ou égal à d sont nulles en
un point.
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MAJORATION DE LA FONCTION DE HILBERT 315

On va étendre ces dérivations et ces formules à K° = A;(Xi , . . . ,X^),
puis aux extensions algébriques finies de K° à l'aide du lemme suivant :

LEMME 1. — Soit A un anneau (commutatif unitaire) intègre et
P CL B = A[Xi,... ,Xo][Z] un polynôme tel que P^ == ÔP/ÔZ soit non
nul. Il existe alors une unique série formelle U(T) ç. S~lB[[Tl,... ,TD}}
telle que :

P(X + r, z + U(T)) = P(X, z)
où S est la partie multiplicative engendrée par P^.

Démonstration. — Si G e ̂ "^[[r]] on pose

<S>G(X, Z, T) = P(X + F, Z + G(T)) - P(X, Z).

On va montrer par récurrence l'existence d'un polynôme Un de S~1B[T}
tel que :

(1)n ordr^i/, > n + 1 ;
(2), UQ = 0 et Un(T) = Un-i(T) + E^n^^ avec AT e S^B

pour n > 1.

Si G e ^"^[[r]] on a pour ^c la formule :

<S>G(X,Z,T)= ^ D^PÇX.Z^G171,
A=(e,m)>0

ce qui montre que Uo = 0 vérifie (l)o-

Supposons maintenant construit Un-i vérifiant (l)n-i et cherchons Un
de la forme imposée par (Ï)n e^ vérifiant (l)n. On a :

^ = E DAP Te f^-i^)+ E A^TT)
A=(e,m)>0 v |Y|=n /

=^^_,+^0-A1)P^ AT^+PI^)

|Y|=n

= ^ Br^+Pz ^ AT^+^W
|Y|=n |Y|=n

où -Ri et % sont des séries d'ordre supérieur ou égal à n+1 et B^ ç S~1B
par hypothèse de récurrence. Il suffit donc de prendre AT = —B^/PZ dans
S^B.
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Pour démontrer l'unicité l'on remarque tout d'abord qu'une telle série
doit avoir un terme constant nul, et ensuite que le calcul fait ci'dessus
montre que l'égalité jusqu'à l'ordre n implique l'égalité à l'ordre n + 1.

Remarque 2. — Si U(T) = ̂  a^ on a [ÔP/ÔZ^OA ç A[X, Z].

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat annoncé.
PROPOSITION 1. — Les opérateurs D^ s'étendent de manière unique à

K° = Â:(XI, ... ,Xp), ainsi qu'aux extensions finies séparables K de K ° ,
en des opérateurs vérifiant :

(a) D°(F) = F pour tout F (E K,
(b) Pour tout couple (F, G) d'éléments de K :

DA{F+G)=DAF+DAG et DA(FG) = ^ D@FD'ÏG.
O+T=A

Démonstration. — L'unicité est claire, les formules :

DA{1/Q)=-(1/Q) ^ D^QD^^IQ)
o<e <A

et D\z)=——^( ^ D@{a,)Drl(z)-•Dr^(z)\
z i ^e+Ti+.-.+Y^A /

Y^A,j=l,..,î

qui découlent, grâce aux règles de dérivation, des identités D^QÇl/Q) = 0
et DAP{z) = 0 (où P(z) = ̂ i^i^) montrent en effet que si Q (E k[X]
(respectivement si P est le polynôme minimal de z e K) la "dérivée"
D^Çl/Q) (respectivement D^Çz)) doit s'exprimer de cette manière à l'aide
des "dérivées" d'ordre inférieur.

On commence par étendre D^ à K° : si z G K° s'écrit sous la forme
z = P(X)/Q(X) avec Q(X) / 0, du LEMME 1 l'on déduit l'existence d'une
unique série formelle U{T) dont les dénominateurs sont des puissances de
Q et telle que :

_ P(X+T) _ P(X)
u [ l ) ~ Q(X+T) Q(X)'

Si U(T) = ̂ ^ AA^A, on pose ^(P/Ç) = AA pour A > 0 . De par la
définition de !7, il est clair que la valeur de D^(z) ne dépend pas de la
représentation choisie pour z, correspond à la définition précédente si z
est dans k[X] et vérifie les propriétés imposées qui proviennent des règles
de multiplication des séries formelles.
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Passons maintenant au cas des extensions algébriques finies séparables.
Le théorème de l'élément primitif permet de se limiter au cas des exten-
sions monogènes; soit donc une extension K = K°[z]. Soit P ç Â;[X][Z] un
multiple non nul du polynôme minimal de z. D'après le LEMME 1, il existe
une unique série formelle U(T) == ^^a^T^ appartenant à ^"^[X]^]
où S = {[P'z^^ > 0} et telle q^ ••

P(X + r, z + U(T)) = P(X, z).
De ce que l'on vient de voir en étendant les opérateurs D^ à X°, on
déduit que si F appartient à ^°[Z], il existe une unique série formelle
Up(T) dans S~1KQ[Z} telle que :

UF(T) = F{X + T, Z + U(T)) = ̂  A^F^.
A

On a les propriétés suivantes : pour F et G dans J^°[Z] ;
(1) A^(F+C;)=A^(F)+A^G);
(2) A^FG) = Ee+ï=A Ag(F)AÇ(G) ;
(3) A ^ ( F ) = D A F s ï F ç K ° ;
(3) (4) A^(P) = P et A^(P) = 0 pour A > 0.

De (2) et (4) on déduit :
(5) A^(FP) çPS^K^Z}.

Les propriétés (1) et (5) montrent qu'il existe une application A^ de
K ° [ Z ] / ( P ( Z ) ) dans 5'-1^0[^]/5'-1P rendant commutatif le diagramme

K^[Z} ——^—— S^K^Z}

à A1' ^ ^
K^[z\ ——^ K ° [ Z ] / { P ) ——. ^-^[Z]/^-1? ——— K°[z}

où les flèches verticales désignent les surjections canoniques, (f) l'isomor-
phisme évident et enfin ^ l'identification provenant de ce que P^ est
inversible dans K ° [ Z ] / ( P ) .

On définit alors Z^ par Z^ = ^ o A^ o (/). Les propriétés (1) à (3)
montrent que Z^ vérifie bien les conditions imposées.
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Note. — J. KOLLÂR nous a indiqué récemment une autre démons-
tration, plus géométrique, d'une majoration du même ordre. Il utilise la
suite exacte longue de cohomologie, déduite de la suite exacte courte de
faisceaux, correspondant à une section hyperplane générique, pour se ra-
mener au cas de dimension un, le résultat se déduit alors du théorème de
Riemann-Roch.

Je le remercie beaucoup de m'avoir signalé cette autre démonstration.
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