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ALGEBRES DE GROUPE DU GROUPE ADDITIF

PAR

HENRI GAUDIER (*)

RÉSUMÉ. — Soit k un corps parfait de caractéristique positive, soient a le groupe
additif et W l'anneau des vecteurs de Witt. Nous calculons l'algèbre de groupe et la
V^-algèbre de groupe de a au sens des fc-schémas affines. Le résultat obtenu est ensuite
étendu au cas sans caractéristique : nous obtenons alors une algèbre de puissances
fractionnaires divisées sur l'anneau des gros vecteurs de Witt.

ABSTRACT. — Let k be a perfect field of positive characteristic, let a be thé additive
group and let W be thé Witt vector ring. We compute thé group algebra and thé group
IV-algebra of a in thé sensé of affine schemes. Thé calculation is next extended to thé
caracteristic-free case. We so obtain a W-algebra with fractional divided powers, where
W dénote thé ring of thé big Witt vectors.

Soit k un corps parfait de caractéristique p non nulle, W le schéma
en anneaux des gros vecteurs de Witt, et W le schéma en anneaux des
p-vecteurs de Witt. On sait ([G2]) que le fondeur oubli qui à un k-schéma
en anneaux A associe son monoïde multiplicatif A^ admet un adjoint
à gauche qui à un k-monoïde X associe son algèbre de monoïde LX.
De plus la catégorie des représentations de X dans un groupe unipotent
commutatif est équivalente à la catégorie des LX-modules.

Le but de cet article est de déterminer explicitement l'algèbre de
groupe La du groupe additif a. On obtiendra ainsi une équivalence
entre représentations de a et La-modules. On détermine également la
structure de l'anneau Wa = La 0 W (où le produit tensoriel est pris au
sens des schémas en anneaux [Gl]), ce qui donne une équivalence entre
représentations IV-linéaires de a et Wa-modules. L'anneau Wa obtenu
peut être considéré comme l'algèbre des puissances divisées en une variable
sur W avec des puissances fractionnaires à dénominateurs les puissances
de p.

(*) Texte reçu le 10 décembre 1987 , révisé le 15 mars 1988.
Henri GAUDIER, Université Louis Pasteur, IRMA, 7 rue René Descartes, 67084 Stras-
bourg Cedex, France.
Adresse actuelle : Département de mathématiques, Université de Valenciennes et du
Hainaut-Cambrésis, Le Mont Houy, 59326 Valenciennes Cedex, France.
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234 H. GAUDIER

Dans la première partie de l'article on définit les coefficients *-binô-
miaux : ce sont des éléments de W(Z) qui ont un comportement analogue
à celui des coefficients binômiaux et qui interviennent comme constantes
de la multiplication dans La et Wa. Dans les parties 2 et 3, on détermine
les multiplications respectives de La et Wa. Dans la quatrième partie on
construit, hors caractéristique, un anneau Wa qui étend l'anneau Wa et
qui peut être considéré comme la W-algèbre des puissances divisées en
une variable avec des puissances fractionnaires quelconques.

Notations. — Soit k l'anneau de base, qu'on commencera par sup-
poser quelconque. On considère le triangle commutatif de k-foncteurs en
anneaux ([D.G. p. 639], [H p. 121]) :

où West l'anneau des gros vecteurs de Witt, A est le A-anneau universel,
Ok est le fondeur identité, e est Pisomorphisme d'anneaux défini par :

e(x^...^n^..)=]^(l-x,TÎ)
-i

où w est donné par :

Wn(a:i , . . . ,a^,. . .) = ̂  dx7^,
d\n

et où 9n(S) est le coefficient de r^-1 dans la série ——°—. On sait que w
dT

et 9 sont des isomorphismes si k est une Q-algèbre, par conséquent W(R)
est isomorphe à -fi^ pour toute Q-algèbre R.

On notera Vi (resp. Fi) les morphismes de décalage (resp. de Frobenius)
de W ou A, et a le morphisme de Teichmuller Ok —^ W défini par
a(x) = ( r c . O , . . . , 0 , . . . ) , on sait que a(xy) = a(x)a(y). Enfin si i et j
sont des entiers on notera ((î,j)) le coefficient binômial ( î4^).
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ALGÈBRES DE GROUPE DU GROUPE ADDITIF 235

1. Coefficients *-binômiaux et p-binômiaux

1 1 Définition - Soient i etj deux entiers naturels, on appelle
cofficienf^^^^^^ 1'-^ élément de W(Q) tel qu;on a. pour
toutn : w.(*((^))) = ((m,nj)). Si ; est un entier non nul on posera

également *((îj;0) = '((î.j))/^
Dans la première partie de ce travail nous allons étudier ces coefficients

.bÏomLu'x et, en particulier, montrer qu'ils sont à composantes entières.

1.2. PROPOSITION. - Soit k € N*, on a les identités suivantes :

(a) d(msW(Q[X,y])

d.2.1) ^(x+y^E E V^W)MX^)V
;>1 i+j=lk

(î,J,0=l

(b) dansWX,Y}) _^

(1.2.2) (i^x+yw^n n (i--^^))-^"^'-
7,>1 z+j=lk
i>i (î,j,0=1

où ̂  *((î J;0)r 50^ les composantes de *((îj;0) •
Puisque ron est en caractéristique 0, il suffit de transformer1^^^^

membres par w. Or si on désigne par D le membre de droite de (1.2.1),

on a :
Wn(D) = E ̂ nV^((i,j)^(X^}),

içN* î,j

=EEW»/i(*((^J))(T(x^yJ))'
puisque WnVi est égal à !w^, si ; divise n, et est nul sinon,

=^^Wn/^i^,J))^n/l(^XlY^,

l\n i j

^EEw'^70^"1^7''
l\n i,J

=E E ?dJ))xd^yd''
ld=n z+j=îfe

(î,J,0=l

-E E ((M))^^
d|n di-\-dj=nk

{di,dj,n}==d

= (^ +y)" fc= w.^x+y)^.
BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



236 H. GAUDIER

Ce qui démontre la relation (1.2.1). La relation (1.2.2) n'en est que la
traduction par Fisomorphisme e.

1.3. COROLLAIRE. — Si l divise i + j et si l, i et j sont premiers
entre eux, le coefficient *((î,j>';/)) appartient à W(Z), et la relation (1.2.1)
(resp. (1.2.2)) est vraie dans W(Z[X,V]) {resp. A(Z[X,F])).

Il est facile de voir que pour tout entier n on a une décomposition

i - (x + v^T= n n ̂  ~ ̂ ^n (mod Tn+l).
i=l J

où les Mij sont des monômes de degré total ki. Si l'on impose de plus
que les monômes aient des degrés en X et F distincts, alors une telle
décomposition est unique dans Q comme dans Z. Passant à la limite
sur n, on constate alors que cette décomposition est donnée par la formule
(1.2.2), et que les coefficients de cette dernière sont donc dans Z.

1.4. Coefficients *-multinômiaux. — II est clair que la définition
(1.1) peut s'étendre aux coefficients multinômiaux : si z ' i , . . . ,^ sont
des entiers et l un entier non nul, alors le coefficient *-multinômial
* ( ( ? i , . . . , ih ; l]) est défini par :

w^(*( (2 ' i , . . . , ^ ; / ) ) ) = /-1 ((m'i,. . . ,m/J).

Comme pour les coefficients binômiaux on a les formules :

(1.4.1) ^Xi+.-.+X,)^ ^ ^(*((zi, . . . ,z,;0)^(^1 . . .^)),
îi+...+^==^
(îi,...,^,0=i

dansW(Q[Xi,. . . ,^]),et

(1.4.2) ( l - (Xi+. . .+X^r)~ 1

= II H ^-^{^l^.^^^l))rXr,^l...X^hTrl)~l.
r>l î i+---+^=/fc
1>1 (îi,...,^,0=l

dansA(Q[Xi,...,X,J).
Et par le même raisonnement on conclut que les coefficients ^multi-

nômiaux sont à composantes entières si ( î ' i , . . . ,^ , / ) = 1 et si / divise
^h i2^a=l L^'

On appellera enfin *-factorielle, et on désignera par */i! le coefficient
*-multinômial dans lequel i\ = = . . . = = ̂  = l = 1.
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ALGÈBRES DE GROUPE DU GROUPE ADDITIF 237

1.5. PROPOSITION. — Les coefficients ^-multinômiaux vérifient les
relations suivantes :

(1.5.1) r ((zi , . . .^ ;o)=*((zi , . . .^)) ,
(1.5.2) F^*((z i , . . . ,^; 0) = * ( ( Â ; z i , . . . , ki^ 0),

n ^ *^ • î\\ 1 *(^i + - - - + Z / Q !
(L5-3) ((^ • • • ' ̂  0) = y —n——^7-'i ( - 1 . ... if^.

*^JH
(1-5-4) F.rA!)=,p^,

\ 't •/

où Fk est le morphisme de Frobenius.

La relation (1.5.1) découle immédiatement de la définition. Pour la
relation (1.5.2) on a :

Wm oFfe (* ( (Z i , . . . , î / ^ ) ) ) = W^/,(*(( î ' i , . . . ,^ ; / )))

= l~1 ((mki^,...,mkih)) = Wm( *((^i , . . . , kih; 0)).

Pour la relation (1.5.3), puisque :

/*.n (m^)}

wm(z! )=^- î

on a :

^*(zi -h • • • +^)!^ _ (mzi + • • • +ym/J! m î^ ... m !̂
^^Y *î i ! . . .*^! y - m ! ^ l + • • • + ^ / ' x (mzi)!...(m^)!

^^^(^(î i , . . . ,^))) .

La relation (1.5.4) se déduit des précédentes.

1.6. COROLLAIRE. — Pour tout n ç 7V* on a :

*n!=f[*^-1-1)) '
î=l

et " n \ est divisible par n\.
La première relation est une conséquence immédiate de (1.5.3). Et

puisque *((z - 1,1)) = z*(( î — 1, l;z)) on a :

n

*n!=n!n*( (z -U;z ) ) .
î==l

On remarquera que la première composante de *n \/n ! est égale à 1.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



238 H. GAUDIER

1.7. Coefficients jy-binômiaux et p-multinômiaux. — Soit main-
tenant p un nombre premier, W l'anneau des j9-vecteurs de Witt et
V (resp. -F) le décalage (resp. le Frobenius) dans W. Le morphisme
TT : W -> W tel que :

7 r ( w i , . . . , W ^ , . . . ) = ( w i , W p , . . . , W p n , . . . ) ,

est un homomorphisme d'anneaux. Il transforme donc la formule (1.2.1)
en :

7^oa(X+Y)k=Y.f7^oV^{^(^^^))a(X^Y^).

Posant alors r = TV o a on obtient, puisque TT o Vi •==- V 8 o TT si / = p8 et est
nul sinon,

r(X+Y)k=^VS(7^[^(^.J^S))]r(XÎY^),

où la somme ̂ + est étendue à tous les indices z, j et s tels que i+j = psk
et s = 0 ou (i,j,p) = 1. On en déduit alors :

COROLLAIRE. — Appelons coefficients p-binômiaux les p-vecteurs de
Witt p{(^,j',s)) = ^^((^JîP5))], et soî^ ^ un entîer premier à p. Dans
TV(Z[X,y]); on a la relation :

(1.7.1) r(x + y)^ = ̂ // y5 [^((z^-; s)) T(A-r^) ],

où la somme ̂  est étendue à tous les indices i, j et s tels que i + j = psk
et {ij,p) = 1.

Si l'on définit les p-factorielles par pi\ = 7r(*î!) , on vérifie sans
difficulté que les résultats de (1.5) et (1.6) restent valables quand on
remplace les coefficients *-binômiaux par les coefficients j?-binômiaux et les
*-factorielles par les j?-factorielles. Si s = 0 on écrira également p((^,j)) au
l ieude^((z , j ;0)) .

2. L'anneau de groupe du groupe additif

2.1. PROPOSITION. — II existe sur le groupe A une unique opération
bilinéaire notée * telle que :

f 2 i n 1 . 1 ^^-XT)(1-YT)v / 1 - XT 1 - YT 1 - (A + Y)T

Cette opération est associative.
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ALGÈBRES DE GROUPE DU GROUPE ADDITIF 239

En effet le morphisme p : 0^ x 0^ —^ A défini par :

( l-aT)(l -bT)p(a,b) =
1 - (a + b)T

vaut 1 si a ou 6 est nul; il se prolonge donc de façon unique en une
opération bilinéaire sur A ([D. G. p. 631]).

En utilisant la formule (1.2.2) on obtient alors :

(^ T——*-r—F1 - XT 1 - YT

=n n rr
r>0 zj>0

(î,J,î+j)=l

IzJ^+j^rX^Y^T^J)

2.2. — Soit maintenant P l'anneau local de Z en l'idéal pî. Supposons
que k est une P-algèbre.

Le groupe A admet alors une décomposition A = W^ ([D.G. p. 641])
telle que l'image de (1 - XT)-1 est ^^^ rÇX^e, ([G2]), où Np désigne
l'ensemble des entiers premiers àp, et (e^) la base (topologique) canonique
de WNP. L'opération * de A se transporte en une opération notée
également ^r.

PROPOSITION. — Soient i et j deux entiers dans Np, et w et w'
dans W. Dans WNP on a :

(2.2.1) we^w'e^ ^ (^ ' V 8 [W^; ̂ (w^w7)]) e,,
k^N,,

où la somme ̂ / est étendue aux entiers s, t etu tels que ipt + jpu = kp8

et mî(s,t,u) = 0.

Dans la décomposition A = W^', la relation (2.1.1) s'écrit :

(^T(^)e^(^r(y^)=
• ^Ny jeNp

^ T(X+y)^ - ̂  r(X^ - ̂  r(Y^.
kWp îçNy jçN,,

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



240 H. GAUDIER

En utilisant (1.7.1), cette relation devient :

(E^^O^E^^)-
^^p j'eN,,

E( E ^['^^•^^(A-M^)])^
kçNp i'+j'^kp9

(^^^P)=1 —— __
- ̂  r(X^ - ̂  T(r^.

zeNy jçNp

On vérifie facilement que les termes à retrancher sont ceux qui corres-
pondent à i ' ou / nul. Compte tenu de l'unicité de l'opération * montrée
en (2.1), il suffit de vérifier que, si l'on utilise la formule (2.2.1) pour cal-
culer [EzeN,, r ( x ^ ) e ^ ) ^ (EjçN,, T(Y3)e3\ on obtient le même résultat
que ci-dessus. Cette vérification est simple.

2.3. — Supposons maintenant que k est un corps de caractéristique p.
On sait que le groupe unipotent libre engendré par la droite affine est
Zp x A ([G2]), avec l'immersion canonique x ^ ( l , l /( l - xT)). Par
conséquent il existe sur Zp x A une unique structure d'anneau qui en fait
l'anneau de groupe du groupe additif, c'est à dire que l'on a :

Q'T^T)^1^)^1'!-^^)-

L'élément unité est eo = (1,1), et en décomposant (l,l/(l - xT)) en
eo + (0,1/(1 - xT)), on obtient :

(o -^—} * (o 1 } - (o ^-•^(i-y'm
< , ' 1 - x T ) ^ {^ 1 - y T ) - [°- l-(x+y)T ) •

On a donc démontré :

COROLLAIRE. — L'algèbre de groupe du groupe additif est le groupe
La = Zp x n^çN^w mum de ^ multiplication définie par la formule
(2.2.1) et par

(2^-1) neo ^ n'eo = nn'GQ et neo ^we, = nwe,.
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ALGÈBRES DE GROUPE DU GROUPE ADDITIF 241

2.4. Remarques.

1) Dans la PROPOSITION (2.2) les conditions sur s, t et u entraînent
que deux d'entre eux sont nuls. La formule (2.2.1) peut donc s'écrire :

(2.4.1) we^w'e, = ̂  Wj)) Ft(w)wf e^^
t>0

• +EP^^))WF'(w/)6^n +^[p(^^4ww/]e^^-^
u>0

où s est la valuation p-adique de î + j.
Ï ) Désignons par Cij^(w,w') le coefficient de e^ dans we, ^ w ' e j . En

utilisant (1.5.1), on obtient :

(2.4.2) ^(^^(w.w')) ^^(^^•^^F^w)^^), si kp8 = ̂ pt + jpu

Cîj^(w,w') == 0 sinon.

3. La TV-algèbre du groupe additif

On suppose toujours que k est un corps de caractéristique p. Si M
est un groupe affine commutatif, on sait qu'il est équivalent de se donner
une opération du groupe additif sur M ou de se donner une structure
de La-module ([G2]). Si maintenant M est un TV-module affine, il est
équivalent de se donner une opération TV-linéaire du groupe additif ou
de se donner une structure de La-module compatible avec la structure de
TV-module et donc d'après ([Gl]) une structure de TV0 La-module. Le but
de cette partie est de donner une expression simple de cette TV-algèbre.

3.1. LEMME. — Le morphisme de groupe TV0La —>- TV^/^ défini
par

(3.1.1) w 0 (neo + ̂  w,e,)
iCNy

^-.nw/o+ ^ F^-WF^Çw^^f,
j'eN[i/pj*

est un isomorphisme. On note (fj) la hase canonique de TV^1/^ si
j e N[l/p]*, v ( j ) désigne sa valuation p-adique, et si n ç î on pose
n+ = sup(n, 0) et TZ_ = sup(-n, 0).

En effet on a un isomorphisme TV (g) TV —^ TVZ par conséquent
W® TV^ -^ TV^^. Et la bijection Z x Np -^ N[l/p]* définie par
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242 H. GAUDIER

(n,z) ^ ip71 donne un isomorphisme W'0 W^' -^ W^^^ dont on
vérifie aisément qu'il est donné par (3.1.1).

3.2. THÉORÈME. — Soit Wa = W^1/^ la W-aîgèbre de groupe
du groupe additif. Si i et j sont dans N[l/j?], posons [i] = Vp(i)-,
[ij] = sup([z], [j]) et 6(iJ) = [ij] - [i + j}. Alors la multiplication dans
Wa est donnée par :

(3.2.1) xf^yf,=

y^} [^(z^^^^^^^z^^^FM-N^)^^-^^^

En raison de l'unicité de l'algèbre de groupe et du lemme (3.1), on
sait qu'il existe une unique multiplication sur Wa telle que le morphisme
composé

W —> W0 La —> Wa
W 1——> W ^) 1 1——> W/Q

soit un morphisme d'anneau et que le morphisme composé

a —> W^La —> Wa
X ^ 1^0+E.eN,^) ——— E^l/p]^^

transforme l'addition de a en la multiplication de Wa. Il suffit donc de
vérifier que la multiplication donnée par (3.2.1) vérifie ces deux propriétés.
Pour la première c'est évident. Pour la seconde on doit vérifier que :

E r(.+y)^f,=( ^ r^W ^ ry^ f\
kw[^/p] ^ z e N [ i / p } / S'eNti/p] /

On doit donc avoir pour tout k :

r^x+y)^ =

^ ^^^^(z^^^^î^^^^FM-N^^^^
z+j=k J

Calculons alors la composante fantôme ^^ :

(x+y)^'" = ̂  ^^V^1^^^^],^^;^,,^))^''-31^-31]
i+}=k J

= E ^-s^} ['iip^JP^D rx^ry^]
i+j=k '

6{i,j)<m

= ^ ((Z^+M^^+M))^''^^^^^.

z-\-j=k
6Çi,j)<m
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ALGÈBRES DE GROUPE DU GROUPE ADDITIF 243

II suffit alors de voir que l'on a simplement la formule du binôme pour
achever la démonstration.

3.3. Remarque. — II résulte du théorème que l'on a quelques soient i
et j dans N [ l / p ] :

(3.3.1) F^(x)f^F^(y)f,=

V6^ [izp^, j^M ; 6^ j)))] F^ (xy) f^.

3.4. COROLLAIRE. — La sous-algèbre ©,ç^ Wfz de Wa est isomorphe
à l'algèbre des puissances divisées en une variable sur W.

En effet si i et j sont entiers, on a en utilisant (3.2.1) et (1.5.3) :

(p^^^)^p3}f,)=P^J))P^^J\f^^=p{^+J)\f^.

Par conséquent si l'on pose X = l./i, on obtient pi\f^ = X^1. La sous-
algèbre ©,ç^ est donc analogue à l'algèbre des puissances divisées. Mais
les factorielles et les coefficients binômiaux ont été remplacés par les
p-factorielles et les coefficients p-binômiaux. Mais on a remarqué (1.6)
que la première composante de *n!/n! est égale à 1, il en est de même
pour Pn \/n ! qui est donc inversible, puisque l'on est en caractéristique p.

4. Algèbre des puissances fractionnaires divisées

Dans ce paragraphe k est un anneau commutatif quelconque. La
construction de Wa peut s'étendre à l'anneau W des gros vecteurs de
Witt.

Soit Q+ l'ensemble des rationnels positifs ou nuls. Si i et j sont dans
Q+, on note d(i) le dénominateur de z, d(ij) le p.p.c.m. de d(i) et d(j),
et 6(i,j) le quotient d ( i , j ) / d ( i + j).

4.1. THÉORÈME. — Soit Wa le groupe [IQ .̂ W et (/,) sa base
canonique :

1) la multiplication

(4.1.1) xf^yf,=

^(^•)[*((^^')^'^^');^^')))^(z,,)/^

fait de Wa un anneau commutatif;
2) le morphisme

x i—> ̂  aÇx^)^
zeQ+

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



244 H. GAUDIER

est un homomorphisme du groupe additif a dans le groupe multiplicatif
de Wa.

La vérification est facile.

4.2 Remarques.
1) Comme dans le cas des p- vecteurs de Witt (cf. 3.3) la formule

(4.1.1) entraîne :

Fd(z)(x)fz^F^(y)fj =V6^[^{id(iJ)Jd(ij)-,S(iJ)))]Fd^)(xy)f^.

2) II en résulte immédiatement que si i et j sont entiers on a :

x^\fz^y^\f,=xy-(z+j)\f^.

Ce qui montre que le sous-anneau (D^ç^ Wfi de Wa est analogue à
l'algèbre des puissances divisées. De façon plus précise, on peut vérifier
que l'idéal engendré par les (/^^N* muni des applications 7^ définies
par :

^n{xfi)=F^n\|n\)xnfn„

est un idéal à puissances divisées au sens de [B].

4.3. — On peut également interpréter Wa tout entier en termes de
puissances fractionnaires divisées. Soient i et j ç Q+, posons

*(( '̂)) = —-.V^((id^j)Jd(iJ))).

Alors *((î,^)) est dans W(Q), et il est facile de voir que la formule (1.5.2)
reste valable. Supposons alors que k soit de caractéristique 0 et soit Wa
le W-module W^, de base f^ muni de la multiplication :

xf^yf^ ='((iJ))xyf^.

PROPOSITION. — Wa est une W-pseudo-algèbre (i.e. une algèbre sans
unité) et le morphisme :

Wa —> Wa

xh ̂  d^)^^

est un homomorphisme injectif d^algèbres.
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La vérification est aisée. On trouvera dans [G3] d'autres résultats
concernant les algèbres Wa, Wa et les coefficients *-binômiaux.
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