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INTERSECTION DE SOUS-VARIÉTÉS LAGRANGIENNES,
FONCTIONNELLES D'ACTION

ET INDICE DES SYSTÈMES HAMILTONIENS
PAR

CLAUDE VITERBO(*)

RÉSUMÉ. - Étant données deux sous-variétés lagrangiennes L^, L^ d'une variété symplec-
tique (-Vf. œ). a et b deux points d'intersection transverses de L, 0 L^. on définit — module
des hypothèses naturelles - un entier m {a, b} et un réel /(û, b). On démontre que si L^ est
obtenue à partir de L( par une isotopic hamiltonienne <p^ w(û, b} et /(û, b) s'identifient à
la différence des indices de Morse et des valeurs critiques de diverses fonctionnelles classiques,
dont les points critiques correspondent à L, 0 L^.

Enfin on relie ce qui précède à une théorie des points conjugués pour un flot hamiltonien.

ABSTR.ACT. — Givcn two ïagrangian submanifoids Lp L^ of a symplectic manifold (M, (ù),
and û. h iwo transverse intersection points of L^C\L^ we define - provided some natural
hypoihcsis arc salisfied-an inicgcr m{a, b} and a rcal numbcr l(a, b). We then show that
if L, is obtained from L, by a hamiltoman isolopy (py m(û, b) and /(û, b} can be identified
with thé différence of thé Morse index and cnlical values of somc known functionals whose
cntical points corrsspond lo L, 0 L^.

Fmally we relate this lo a theory of conjugale points for hamiltonian flows.

Dans cet article, on définit sous certaines conditions un entier m et un
réel I, associes à une paire de points d'intersection de deux sous-variétés
lagrangiennes. Ces nombres sont construits naturellement à partir des
classes de Masiov et de Liouville: c'est l'objet du paragraphe 1.

Au paragraphe 2. on établit « l'invariance par réduction » de ces
nombres, ce qui nous permet, au paragraphe 3. de les calculer aisément
lorsque l'une des variétés est la section nulle du cotangent. et l'autre est
donnée par une fonction génératrice {cf. prop. 5).
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362 C. VITERBO

Au paragraphe 4, on montre qu'en un sens que l'on précisera, les
fonctionnelles d'action et celles d'action duale sont des fonctions génératri-
ces, ce qui nous permet de montrer que toutes les théories d'indice pour
les systèmes hamiltoniens construites jusqu'à présent (cf. [A-Z], [C-Z],
[E l], [V], coïncident au signe et à une constante près. En fait notre nombre
w, généralise la différence des indices des orbites périodiques considérées.

Au paragraphe 5, on montre aussi comment cet indice peut se calculer
à l'aide des points conjugués (on renvoie à [M], [D], [E2], [Br] pour ce
genre de résultat dans des cas particuliers).

Je remercie I. Ekeland, F. Laudenbach, J. C. Sikorav, A. Weinstein
pour m'avoir chacun pour des raisons différentes incité à écrire cet article.

Une grande partie de celui-ci a été écrit durant un séjour de 5 mois à
l'Institut Mittag-Leffler. Je désire remercier Monsieur le Professeur Lars
Hôrmander pour son hospitalité.

Je remercie enfin un rapporteur anonyme pour ses nombreuses
remarques et corrections.
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NOTATIONS. — On note A^IQ l'ensemble des sous-espaces lagrangiens
de V transverses à W.

On note [x] la partie entière du réel x.

1 . Définition des nombres / et m associés à une paire de points d'intersec-
tion de deux sous-variétés lagrangiennes

Soit (M, û>) une variété symplectiquc, Lp L^ deux sous-variétés lagran-
giennes s'intcrsectant transversalement en a et b. Soit y, (resp. y^) un arc

trace sur Li (rcsp. L^) joignant a et b. et /: D2 -* M une application de
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INTERSECTIONS LAGRANGIENNES 363

bord y=YiY2" 1 . D1 étant contractile j*(TM) est un fibre symplectique
trivial, dont toutes les trivialisations sont homotopes, on peut alors identi-
fier/"(TM) à D2 x(R2". û)o) où (ùo=^Jc.A^;(1).

Pour des raisons typographiques, on notera Ay(tQ par \(W\ V),
Supposant les arcs Yi et -^ paramétrés par (0, l], considérons un arc

^[(Ul^A^rM^telquc

(i) î,(r)6A(T^L,;T^M)

fÎ2(0)=T,^o)^=r,L,

l^œ-^d^i^L,.
(ii)

Un tel arc existe et est unique à homotopie près, car on peut l'identifier à
une section d'un fibre de base [0, l], fixée en 0 et 1, de fibre A(R"; R2").
A(Rn; R2") étant contractile (c/ [G-S], p. 118, prop. 2.3) on conclut.

Posant Ti(r)=Ty^Li, T=Ti.Î2'1 est un lacet de A{f*(TM)). Comme
^(TM^D^R^œo)

A^TAO^xAOO, si neH^A^), Z)

désigne la classe de Masiov, il existera une classe ^eHl(\(f*(TM)\ Z)
induisant p sur chaque fibre.

Remarque. — H est l'un des deux générateurs de H1 (A(n); Z)s;Z défini
comme suit :

D'après Arnold ( [A], p. 347) ^ est Poincaré dualc de

îi={Tç^(n)\Tl^nH^{0}]

où R" désigne le lagrangien R'x {0}c:R211; S1 étant orientée de la façon
suivante :

Si T€ A (n) est transverse à { 0 } x R", T est le graphe au-dessus de
R" x { 0 } de dQ où Q est une forme quadratique, non dégénérée si et
seulement si T O R n = { 0 } . £1 est traversée dans le sens positif si l'indice
de Q diminue. Même si Z1 n'est pas une variété, son lieu singulier est
de codimension 2, l'application y-»Y.£ 1 qui à y associe son nombre

( l ) On suppose a priori l'existence de y? f^f. Cela sera toujours vrai en particulier si
L,. L, sont connexes, M simplement connexe.
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364 C. VITERBO

d'intersection algébrique avec S1 représente un élément de Hom
(HI (A(n) : Z)=H1 (A(n); Z) : en effet tout lacet s'approxime par un lacet
transverse à Z1, et deux telles approximations sont homotopes parmi les
lacets transverses.

On dit alors par abus de langage que \i est Poincaré duale à Z1.
Notons qu^à cause de la transitivité de Faction du groupe symplectique

sur A(n) et de la connexité de ce groupe, on peut dans la définition des
E1 remplacer R" par n'importe quel lagrangien To. \i est aussi duale de
Poincaré de

^(^{TeAtrOlmTo^O}}.

On pose alors :

DÉFINITION 1. — m (û, b, f) = < H, T >.
Cest l'obstruction à trouver une section de Aj*(TM) prolongeant T^ et

Î2-

Remarque. — Suivant les cas, au lieu de m (û, b, f) on notera
m(û, fc,/, Li, L^) ou m (a, fc, Lp L^) si/est sous-entendu, ou w(Lp L^)
si û, fc./sont sous-entendus.

Examinons maintenant comment w (a, fc, y) dépend du choix de /. (Seul
le corollaire 1 est utile pour la suite, on pourra l'admettre sans démonstra-
tion.)

Soient donc/et/ ' de bords respectifs Y i Y ^ 1 et YiYî" 1 » construisons
comme indiqué par les figures 1 et 2 l'application ^=/—/':
S1 x [0,1]-^ M.

Vu que H 2 ( S l x [0, l], Z)=0, g*(TM) est un fibre trivial, il existe n(^)
dans /^(A^CTM); Z) induisant la classe de Masiov sur les fibres. On a
alors clairement

(i) m(û,b,/)-w(û,fc,n==<^(/-nT>-<^(/-n,T/>.
Notons que ^(/—/') n'est pas unique, mais définie à l'addition d'une

classe 7r*a près (aeH1 (S1 x(0,1]; Z). Vu que îi(i) et Tt(T') sont homolo-
gues,

<^a, T>-<î t*a, 0=<a, îi(î)>-<a, n(i')>=0

et le terme de droite de ( 1 ) est indépendant du choix de a.
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INTERSECTIONS LAGRANGIENNES 365

Or T.T /~ l^(TlTi~ l)(Î2Î2~ l)~ l (où 2= désigne l'homologie des che-
mins).

Posons

^(O^^L,

W-T,^L,

alors les lacets Tz'^1 et T2T2~ 1 ont pour image en chaque point des
sous-espaces lagrangiens transverses, ils sont donc homotopes : comme on
le déduit aisément de [W] (p. 8 et 9), on peut en fait supposer

^r1^)^^'1^)
où J est une structure presque complexe sur TM\ exp(uJ 71/2)^^2 ~ 1 est

alors l'homotopie cherchée. On a donc :

PROPOSITION 1. — Avec les notations qui précèdent,

m(û, fc,y)~m(û, fc,/)=<iï(/-A (TiTi-1)^"1)'1 >

(on considère ici ( ^ i ^ ' 1 ) ^ ! ^ ' 1 ) ^ 1 comme chemin dans g*(TM)).
Cette formule se simplifie essentiellement dans deux cas :
si 2ci(M)==0 (où G, (M) désigne la première classe de Chern de TM

muni d'une structure presque complexe compatible avec û)) on démontre
dans l'appendice qu'il existe ^ ç H 1 (A(TAf), Z) induisant la classe de
Masiov sur chaque fibre. Notons ^(L^eH^Li, Z) l'image réciproque de
H par l'application de Gauss de Li (de même pour ^(L^)). On voit alors
que l'on peut prendre

H ( /-/) =^ H et il est clair que

<^(^),(TlTr l)(T2Î2" l) ' l>=<^i(^ l )<YlYl ' l>-<^(L2),72Ï2' l>•

On a donc :

COROLLAIRE 1. — Si 2 Ci (Af)=0 on a

m(û. fc.y)-w(û, fc.n=<il(L,). Y,Yi-1 >-<i;(L,), ̂ vr1).

Remarque. - Si M =7^ on a 2Ct(7"L)=0. En effet
r(7^L)=TC*(T^(7^L)) où n : T*L^L est la projection canonique, et
7^(7^ L) la restriction a L de T(T* L). Comme T^CT1 L)s=TL®C
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366 C. VTTERBO

(c/[W], p. 9) on a 2c, (T^(r»L))=2ci (TL®C)=0 (cf. [M-S], p^l74)
d'où 2c^(T*L)=0. Le corollaire 1 s'applique donc dans ce cas, u(Li)
étant la classe « Poincaré duale » de {x€Li/kerAc(x)^0} orientée conve-
nablement (de même pour ^(L^)) :

En effet S1 == {(x, L,) e A (FM) | L, H ker dn (x) ̂  { 0 }} rencontre la fibre
en x suivant ^(kerd^x)). Le « duàl de Poincaré » de £1 qui par abus
de langage désigne la classe HêH^ACTM); Z)==Hom (H(A(TM); Z); Z)
définie par

<H,Y>=y.î1

induit manifestement n sur les fibres.
L'image réciproque de £1 par l'application de Gauss de L^ s'identifie à

S'1 == { x e Lj ker dn (x) ̂  { 0}} d'où l'assertion.
Enfin, si 8f= ôf on démontre dans l'appendice :

COROLLAIRE 2. — Si ô/== ôf on a

m (û, fc. j ) - m (û, b. /') = 2 < c, (M), /-/- >.

Si 2c i (Af)=0 ou si îii(M)=0, l'ensemble des w(û, fc,y)~w(a, fc./')
est un sous-groupe de Z : dans le premier cas, cela découle du corollaire 1,
dans le second de ce que w(û, bj)—w(û, b, f) décrit l'ensemble des
<Pte). ^ i>-<Hte) , T 2 > où^ : S1 x [0,1]^ M est telle que

g(Slx{0})c:L,g(Sl)x{\})c=L^

T^, T^ sont les pull back par g \s1 x { o ) et 8 \s1 x { i ) des applications de Gauss
de LI et L^. Étant données deux telles applications g, g\ la simple connc-
xité de M permet de construire g ' ^ g ^ g ' comme à la figure 3, et on
vérifie que

<H(^'), ̂ --O^^te)» ^1-^2>-<H^). T l - Î 2>

d'où la structure de groupe.
On suppose pour la définition suivante que l'une de ces deux hypothèses

est satisfaite, et on note F (m) le sous-groupe de Z ainsi obtenu.

DÉFINITION 2. — m (a, b) est la valeur des projections des m (û, fc, j) dans
Z/Hm).

TOME 115 - 1987 - N° 4



INTERSECTIONS LAGRANGIENNES 367

La définition et les propriétés du nombre l sont bien plus simples; on
pose :

DÉFINITION 3. — ; (û, fc, f) = y» œ
JD2

et il est immédiat que :

PROPOSITION 2. — / (û. bj) - / (û, fc, /') = < û), /-// > ou

def F
<œ./-/'>= (/-/TCÙ

Js^io, i]

Si la forme œ est exacte, posons œ=d^ on a :

COROLLAIRE 1. — /(û, fc, /)-/(û, b, /')= f 5l- f X.
^Wr1 ^T2T2~1

Ici les l(a, b,f)-l(a, b,f') forment un sous-groupe de R, noté r(/), et
on pose :

DÉFINITION 4. — ;(a, b) est la valeur commune des /(û, fc, f) dans R/r(0.

2. Comportement de m (û, b) par réduction

Soit (V, ©) un espace vectoriel symplectique, Wz>W1 un s.e.v. co-iso-
trope non lagrangien, alors W/W1 est un e.v. symplectique, et on a une
application p : \w(Y)^ ^(W|WL) qui à T^\(W) transverse à W (Le.
T^\W±^{0}) associe sa projection sur W/W1, que Fon notera T/W1

(cf. [W], p. 11). Par ailleurs, on a une inclusion i'.\^(V}^ \(V}. Si
ViçH1 (A(»0; Z), ^efl1 (A(^/l^1); Z) sont les classes de Masiov, on veut
prouver i*^=p*yi\

Considérons pour cela un cycle Poincaré dual de n, soit

^(^{TeA^lTnTo^O}} (cf. [A], p. 347).

Choisissons To tel que W^^TQ^W, ce qui est toujours possible (car
W1 est un s. e. v. totalement isotrope qui peut toujours se compléter en
un s.e.v. totalement isotrope maximal, c'est-à-dire lagrangien; cf. (AT],
p. 120, th. 3.10).

Rappelons que comme H1 ( . ; Z)=Hom(//i( . ; Z); Z), la classe de
Masiov correspond à Félément y-^y.l^To) de Hom(^, (A(n ) ; Z); Z)

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



368 C. VÏTERBO

qui associe à y son nombre d'intersection algébrique avec S1 (To) convena-
blement orientée {cf. § 1).

Si on démontre que F1 (£1 (To))=^~1 (S1 (To)) (où To=To/W1);
comme i et p sont des submersions, on aura :

i(Y).S l(To)=Y.^ l(î l(To))=7.p- l(Z l(To))=p(Y).S l(To).

Comme ^(Y^S^To) et p(y).£1 (To) définissent respectivement
< i* H, y > et </?* H\ y >, on aura i* [i=p* \^.

Il reste à vérifier l'égalité F1 (Z1 (To))==/?~1 (î1 (To)). Or

r^î^To^TeA^lTn^^OjetTnTo^O}}

/^(ZTO^TeA^lTnM^O}

etaTn^w^nTo^o}}.
Soit alors Te/?'1 (Z1 (To)), on a

((TU HOw^ntTo/^^Tn ̂ n ToV^^ïn ̂ n To
car Tn^={0}.

Comme T^W, Tn^nTo=Tnïo d'où ((Tn^/^n
(To/^1) ̂  { 0 } équivaut à TU To ̂  {0}, c'est-à-dire T€ i ~ 1 (S1 (To)), d'où
l'égalité annoncée.

Rappelons maintenant que si Q est une sous-variété co-isotrope de
(Af, (ù), la distribution (TQ)1 est intégrable et définit donc un feuilletage
de Q noté Q^ (cf. [W], p. 11). Si L est une sous-variété lagrangienne de
(Af, co) ayant une intersection propre (i.e. clean intersection au sens de
Bott, cf. [W], p. 12) avec g, alors Lç=Ln6/(?1 est une sous-variété
lagrangienne de Mç=0/Ç1, pourvu que MQ soit une variété. On suppose
dans la suite que Q n'est pas lagrangienne, d'où dim Mç^l.

Revenons à L, et L^ du paragraphe 1, on suppose Li transverse à Q,
et L; contenue dans Q. Li ç et L^ ç auront comme points d'intersection
trans verse les projections de a et b sur MQ. Alors,

PROPOSITION 3. — Si MQ est une variété, et si f: D2 -» M a son image
dans Q

w(û, fc,/ç, L, ç, L^ ç)=w(û, fc,/, Lp L^)
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INTERSECTIONS LAGRANGIENNES 369

oùfç est la composée de f et de la projection sur Mç.
Démonstration. - Vu que T^( r )=7^ ^L^

?2 (r) est transverse à 7^ ̂  L^

que LI est transverse à g, L^ incluse dans @, on voit que -^ (r) et ^(r)
sont dans j* A (TÇ; TM); donc T aussi.

Si i désigne l'inclusion dej*A(TQ; TM) dans/ltA(TM) et p la projec-
tion de f^A(TQ: TM) dans ^A(rMç), ï et ^ induisent z et p sur les
fibres, et on voit aisément que i * [ i = p * ^ . T étant dans^A^TÔ; TM), on
peut l'identifier à 7(z). Alors

w(û, fc./.Li, L2)=<n, T>=<U,T(T)>
-<^W^>=<p*W)^>

=<^ /^(î)>=w(û,fc,/ç, L^ç,^^)

d'où la proposition.
On laisse en exercice la :

PROPOSITION 4. — / (û, fc, /, L^ L^)=/ (û, fc, /ç, Li.ç, L^.ç).

3. Applications du paragraphe 2 au calcul de f et m dans Af=7^L avec
LI donnée par une fonction génératrice, et L; section nulle de T* L

Rappelons brièvement la notion de fonction génératrice. Soit £ -^ L un
fibre vectoriel (ou une submersion quelconque) q la projection de T* L
sur L, on a alors un plongement a: q* (£) — T* E défini par

a(e, ;, ^)==((?, ^^(6»))

ou
ïr(<?)=<, ^e7^L d'où (<?, /, ^}eq*(E).

Notons n7 : q* (E) — T* L la projection naturelle, on a alors notant 5l
toutes les formes de Liouville, a*X==7i'*^, d'où si co=</?i, a*(ù=H'*û),
ï^(£) est donc une sous-variété de T^ E co-isotropc et sa variété réduite
est T*L. Maintenant si S: £-^ R est une fonction différentiable telle que
dS(E)cT*E soit transverse à a(ç*(£)), la réduction de JS(£) par
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370 C. VITERBO

a(q*(£)) est une sous-variété lagrangienne immergée de T*L, on dit
que c'est la sous-variété donnée par la fonction génératrice 5 (cf. [W],
p. 25, 26).

Rappelons que dans ce cas yi(L^)=[i(L^)=0 : il est clair que
^i(^S(£))=0, et l'invariance de la classe de Masiov par réduction, démon-
trée au paragraphe 2 permet d'en déduire n(Li )=0 (le cas de L^ est
trivial). Par suite, en utilisant la remarque suivant le corollaire 1 de la
proposition 1, m (û, fc, f) ne dépend pas de /, et m (a, b) est défini dans Z.
De même / (û, b) est un élément de R. On a alors :

PROPOSITION 5. — Si LI est donnée par la fonction génératrice 5, L^ est
la section nulle de T* L, et si L^ et L^ sont transverses

m (û, b) = - indice d2 S (b) -h indice d2 S (a}
/(û, b)=S(b)-S(a)

pourvu que d2 S (a) et d2 S (b) soient non dégénérées.
Démonstration. - D'après les propositions 3 et 4 du paragraphe 2, il

suffit de démontrer la proposition dans le cas où Li=rfS(L) pour une
fonction 5:L-* R( 2 ) .

Avec les notations du paragraphe 2, choisissons pour 73 un arc injectif
reliant a et b dans L, et 71 le relevé de 72 sur dS(L). Soit U un voisinage
de 72 ^ans ^ on P^1 supposer que U est difféomorphe à un ouvert de
R", et comme tout se passe dans T" 17 <= T* R", on s'est ramené au cas où
L = R". Dans ce cas, A ( T{T* R")) s'identifie canoniquement à T* R" x A (n).
Si To € A (n) désigne IR" c T^ R11 considéré comme la section nulle, p. sera
Poincaré duale de T* R" x S1 (To). Calculons donc le nombre d'intersection
de î et T* R" x Z1 (To). Comme T^(,)L s'identifie à To, ^ est transverse à
TO donc ne rencontre pas S1 (To). Pour Ti (t)= T.̂  ^Li on a

Tnu^inTo^{0} o ^4(7i(0)
cq

non inversible. Il s'agit donc de compter les points où d2 S dégénère et
d'après [A], on compte positivement lorsque l'indice de d2 S diminue, le
résultat est alors clair.

(2 ) Notons que l'on peut toujours déformer/pour que son image soit dans aç*(£).
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INTERSECTIONS LAGRANGIENNES 371

L'assertion concernant /(û, b) résulte de ce que la forme de Liouville a
pour image réciproque dS sur Li et 0 sur L^ Ceci termine la démonstra-
tion.

4. La fonctionnelle d'action directe et la fonctionnelle d'action duale vues
comme fonctions génératrices

(û) Le cas « direct »
Soit H(r, g, p) un hamiltonien dépendant du temps sur T*L, (py son

flot, L ,=(p, (L) , L^=L. Si ye^={y=(ç ,^) : [0 , \]^7^L\y est C1 et
p (0)=0} on pose

S ( y ) = f \ p q - H ( l . q , p ) ] d L
Jo

On a une fibration n ' . ^ - ^ L donnée par î t (y)=^( l ) . Démontrons qu'au
moins formellement (car y est de dimension infinie), S est fonction généra-
trice de Lp Or on a (toujours formellement)

dï (y) (ôp, ôq) = | [p Ôç -h ÔM - à H 0, ç, p) (Sç, 5/0] A
Jo

^8^+ [\q6p^p^ôH^(mî,p\dt
Jo L ôq Bp ]

d'où

(2) ri5(y)(§p, 5ç)=^(l)6^(l)+ fTf^-^^ô^-^+^^sjA.
Jo L\ cp ) \ ëq ) J

Cherchons les 7 pour lesquels d Ï ( y ) s'annule sur kerdu. Or
Ôy e T, .̂  H ker rin se traduit par

ôp (0) = 0 car ôy est tangent à ̂
ô^ ( l )=0 car ôy est dans le noyau de dn.

On veut que d5(y) s'annule pour tous les ôy vérifiant les deux conditions
précédentes, et il est facile de voir grâce à la formule (2) que cela entraîne

cH ZHq { t ) ^ ^ ( f , ç./?), / » ( r )= -— (f, <?,/?), V f 6(0, 1]
cp ëq
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c'est-à-dire (<?(r), p (f))=(p, (q (0), 0). D'autre part 85/8(q(\)) =p(\)
toujours en utilisant la formule (2) et donc S est fonction génératrice de
Fimmersion

{Y6^|Y(r)=(p,(<?(0),0)}-r»L
Y-Y(l)=<PiO?(0),0)

i. e. S est « fonction génératrice » de <pi (L).
En dehors du fait que ce qui précède est purement formel, on ne peut

appliquer la proposition 5 du paragraphe 3, car l'indice et le coïncide de
d2 S sont infinis. Par contre, si S désigne la réduction à la dimension finie
de S définie dans [L-S] (suivant une idée de M. CHAPERON, cf. [C]) on a :

PROPOSITION 6. — Soient a et b deux points d'intersection transverses de
(pi (L)HL, notant

Y. (o = <pr (<prl (û)). Y, (o = <p, (<pr ' (b))
m (û, b) = - indice d2 S (^) 4- indice d2 S (y,)

/(û,fc)=S(y,)~S(y,)

Démonstration. - Elle résulte immédiatement de la proposition 5 si on
démontre que S est une fonction génératrice de q>i (L). Pour simplifier,
on se contentera de définir S et de démontrer la proposition 6 dans le cas
où M = T" R". Le lecteur intéressé pourra se reporter à [L-SJ et [S] pour la
définition générale de S, et vérifier que notre démonstration est encore
valable dans ce cas.

Supposons donc M = T* IR", et définissons S comme dans [C]; soit

Ê^^tO.ll-^R-lY^^^cp^n^fYf^1)),

Vref1^-11. - ! - [ ,Vi€{ l , . . . , N};etY(0)€r}
L N N[_ )

on pose

y(t}-(q(t).p(t)), (<?;, / ^ ) = Y ( -\n.
et

(^,p.)=lim^^--y(f).
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E est donc l'ensemble des chemins ayant des discontinuités aux points i/N,
et qui sont trajectoires de <p, en dehors de ces points.

On a une fibration re: £ ̂  R" donnée par n(y} =^ pourvu que N soit
assez grand (cf. [C\). On pose alors

f*ilff

s (̂ 'ZF-'i1 <P^ 9t -qr > +£;.» hî-//(t. <?. /»)]A
J(f-l)/W

on vérifie que

(̂Y)=I:,̂ 1 W. ̂ -^ >+<^. Sç—ô^- >

+£N=l<A^S<^.->-<A+-l,54.+.l>

-Z^i" < SA'. ̂  -q.~ > -Sr-'i1 <A+ -A-, 5 -̂ > + < -̂, ô̂ - >.

Toujours d'après [Q les ((gr, /';)..... (^-,, ̂ .,), ̂ ) forment un
système local de coordonnées sur £, S est donc génératrice de l'immersion

f - ÔS 8S )
} y e E —— =——=0, Vie {!,..., N- l}^r*R"
(. W ^> J

/ - ÔS \ï-(î"•^)
or ôS/ôpf =ôS/ôqf~ =0 est équivalent à q^ ==ç,-, ̂  =^-, c'est-à-dire que
la trajectoire brisée y est une vraie trajectoire, i.e. y(0==q\(^ 0). Comme

8S
^—=PN» (^PN)=Y(l)=<Pi(go» 0)

et S est bien génératrice de (pp Notons que d'après [Q, ̂  correspond à
un point critique non dégénéré de 5 si et seulement si a est un point
d'intersection transverse de L 0 <pi (L).

De la proposition 6, on déduit immédiatement :

COROLLAIRE. — indice d1 S (a) - indice d2 S (b) et S (û) - S (h) ne dépen-
dent que de <pp et non de la famille q>,.

Remarque. - Supposons L = R", et considérons l'analogue de la réduc-
tion à la dimension finie définie dans [C-Z]. Pour y=(ç, p) dans l'espace
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IV1-2 ([0, l], R2H)r\{y\p(0)=0} posonsy=u+i?où
yN InkJt ^F

u-Lk^-fie ^"N

p — V ^litkJt^ ç. Fv ' ' L \ k \ > H e v k E r N '

Rappelons que y(0==( <?(!)— j <?, | p ); alors pour N assez grand (en

supposant H" borné) on peut définir une application (ç(l), u) -»• y (<?(!), u)
par la condition •/ € u + F^ et

y-./VH^YO^^)1^

(c/:[C-Z])ssiY==M+r(^(l),^).
On peut alors poser S(^(l), u)=S(Y) et on vérifie que Z est une

fonction génératrice de <p^ (L). On en déduit :

PROPOSITION 6\ — Pour L=R", la proposition 6 reste vraie si on rem-
place S par ï.

COROLLAIRE. — Soitj(y^) F indice de y^ défini dans [C-Z]. On a alors

w(û, b)==j(Yb)-;(Y,).

Démonstration. — Elle résulte de ce que d'après [C-Z]

ind d2 S (û) == - dim £^ —j (y^)

et de même pour (b).
(b) Le cas « dual ». — Soit maintenant M = T* R", œ étant la forme

canonique, H (r, q, p) un hamiltonien tel que flT' (t, ç, p) soit bornée
(comme d'habitude W (r, <y, ^) désigne la différentielle seconde de H par
rapport aux variables (ç, p)). Soit alors K un réel positif, tel que
H " ( t , q, p)^-Kl soit définie positive, c'est-à-dire

H(t, ̂ ^(I^MPI2)^^ q. P)

sera convexe. On définit alors classiquement la duale de Fenchel de H^
par

^SO» ̂  .^^P^pï^. ^)+(J'< PÏ-W^O, ̂  p)
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dont la propriété essentielle est que les applications

(^)-V^(r,^)

(.v,v)^V//î(r , jc ,r)

sont inverses l'un de l'autre.

Posons alors pour ye^

5^(7)= fT^P-^ ^M^l2)^;^ - p ^ K q , q ^ K p ) ~ ] d t
Jo L ^ J

§^ est la fonctionnelle d'action duale, définie — dans un cadre légèrement
différent — dans [Cl] et [C-E] dans le cas où H est convexe, et dans
[B-L-M-R] pour H quelconque. S^ est C1. et on vérifie aisément que

(3) d5î(y)6y=p(\)&q(\)

+ |p?—^î(^ -P-^-^ q^Kp)}(-6p^-K6q)dt

- fYp-^-H;(f, -p^rKq, q^-Kp)\(6q+K6p)dt
Jo \ ^y )

comme l'application

{(ô^ô^eC^O, l], ^>r)/S<7(l)=Sp(0)=0}-CO([0, l], T^R")

(ô<?, S/?)-^(-ôp+À:Sç, &q^K6p)

est surjective si KT2ï i^Z( 3 ) , on en déduit que 5^ est la «fonction
génératrice» de Fimmersion dans T^R", 7 -^y ( l ) , de Fensemble des Y

(3) Ce que l'on suppose dans la suite.
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vérifiant

g
q——HÏ(t,-p+Kq, q-^Kp)=0

ôx

p—^HÎ^ ^p^Kq,q+Kp)=Q
cy

qui en utilisant la propriété de H^ citée plus haut équivaut à

8
—HK(t,q,p)=-p+Kq
3q

—H^q,p)=q-^Kp
ôp

ou encore
. 8 H .q=—(t,q.p)

ôp
SH .

^=-—(^ q.P)ôq
soit

(q(t),P(t))-^(q(0).0)

c'est-à-dire que S^ est « fonction génératrice » de (p^R^). Si les résultats
des paragraphes 1, 2, 3 étaient convenablement étendus à la dimension
infinie on aurait démontré :

PROPOSITION 7 . — w ( û , b)=-indice d2 Ï^ ^-\-indice ̂ Ï^^)

/(û,fc)=Sî(7,)-S;(y,)

avec les hypothèses et les notations de la proposition 6.

Démonstration. — Restant dans l'esprit de ce qui précède, indiquons
une réduction à la dimension finie qui soit aussi une fonction génératrice
de (pi(L), et dont l'indice de Morse en un point critique coïncide avec
celui de 5^. La réduction que l'on va décrire est à quelques détails prés
celle de [El] dans le cas convexe et de [V] dans le cas général.

Soit £-» L la fibration utilisée pour définir S {cf. la proposition 6), si
Y^^ ^)€£, posons

u^(q^Kp,p-Kq}
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alors u est L2 et C° par morceaux, donc y défini par

q(t)=q(l)- \e-KJl(q+Kp)(5)ds
Ji

P(t)= | e~K/•(p-Kq)(s)ds
Jo

(où J est l'opérateur linéaire défini par J(q, p)=(-p, q)) est continu (car
dans_H ) et C1 par morceaux. Posons alors Sî(y)=§î(y), et notons que
y - y est un difféomorphisme de £ sur son image, qui préserve les fibra-
tionsy-^(l) ety-*q(l).

Dans la suite, afin de simplifier les écritures, on supposera K=0, pour
revenir au cas général, le lecteur n'aura qu'à substituer e~^'(q+Kp) à q
et e ^'(p-Kq) à p. Alors on a. utilisant (3)

Wy)ôy=dSî(y)6y

=/Kl)59(l)+rfç-^(t, -p,q)\6pdt

+^[p-!yfï^t'-^^•

Orsw[(i-l)/N,i/N[

(P,9)=(q,p)
et

g=^fl»(t, -p,q)

P=^(t,-p,q)

car {q(t),p(t)) est sur [(f-l)/N. i/N[ une trajectoire du îlot hamiltonicn
de H. Par ailleurs, sur ce même intervalle q-q et p-p sont constantes,
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d'où

^(Y)ôv=p(l)ô^-(l)+^l(^(^)-^(^)§(A^

-r..(̂ H^M
où

(A^, A^.) = (q^ - qt, p A" -Pf-1 )

ici comme dans la démonstration de la proposition 6, on a posé :

(Qi~ < Pi~ ) = Y ( - )' 0?.". ̂  ) = l™, ̂  (,,/v) - y (r)\ A / / .

(si X ^ O (A^,, A/?,)=^J/N(^-,/?,-)-(^-l,^-l)) et on déduit de [E],
p. 39, lemme 9 (si K ^ 0 de [V], p. 7, proposition 2) que

((A^,A/^). ...,(A^,A/^), <?(!))

forment un système de coordonnées de £, d'où l'on tire immédiatement
que Sî est fonction génératrice de (pi (R^).

Il reste à démontrer que si y est un point critique de 5^, l'indice de
d2 Sî (y) égale celui de d2 §î (y). L'immersion y -* y nous permet de dire
que nécessairement indice ^^(y) ^ indice d 2 S Ï ( y ) , l'inégalité inverse se
démontre comme dans [El], p. 42, lemme 11, en approximant les vecteurs
du sous-espace négatif de d2 S^ (y) par des vecteurs tangents à l'image de
l'immersion y -^ y. Ceci termine la démonstration de la proposition 7.

5. Lien avec les points conjugués

Pour simplifier l'exposé, on supposera ici que M=(IR2", û)o). On indi-
quera à la fin de ce paragraphe comment les résultats obtenus s'étendent
au cas général.

Si Y ( r ) = = ( < / ( r ) , p { t ) } est une orbite du flot hamiltonien <p, de H (r, q, p)
telle que/? (0)=/?(1)=0, on pose (r/. [M], [E2]).

DEFINITION 5. — ( 1 ) On dit que 5y(r)=(ô^(r), ô/?(r)) est un champ de
Jacobi le long de y si on a ô/?(0»==0et ôy(0=rf(p,(y(0))6y(0).
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(2) Les instants 0 et t seront dits conjugués le long de y si l'espace
vectoriel / (t) des champs de Jacobi le long de y tels que 5/?(t)==0 n'est
pas réduit à 0.

Sur / (t) la forme quadratique

ÔY-.-^^Y^SmSYtO)

a une signature notée a(t) et une nullité v(t).
Remarques. — (1) La signature est définie comme le coindice moins

l'indice.
(2) On pose par convention a (0)= indice Jf"(0, Y(O)) sur

^(0)^rx{0}.
On a alors :

PROPOSITION 8. —Supposons v(r)=0, Vte[0, l], t conjugué àO. Alors,
posant ï(Y)=$^g[o n^O» on a P0^ Ta et Vb comme dans la proposition 6
m (a, b)=i(Yj-î(Yb).

La proposition et sa démonstration s'inspirent de [E2], th. 6, p. 9.
Démonstration. — Elle utilise la proposition 7. On va en fait démontrer

que HYKntK/Tt^ind^SÎ^Y). Posons

z (t) = (x (r), y (t)) et H- (t, y (0) = ̂  (r).

On a alors

d2^(Y)(^,2)=x(l).^(l)+f l(Jz-K2,2)^

Jo

-J. ( ( A ( s ) ^ K ) ~ Ï J 2 - K 2 , J z - K 2 ) d s .
0

On utilisera le :

LEMME. — Soir Q1 une famille C1 de formes quadratiques sur un Hilbert,
telle que Q1 soit non dégénérée pour t ^ 0 et que Q1 ==[/,+€, où [7, est
définie positive, d'inverse continue, et C, compacte.

Alors si ë/8t Ç* |,«o restreinte à ker Q° est de signature a et de nullité v,
on a

CT—V ^ indice Q~1 —indice Q * A ^ a-hv.
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La démonstration est laissée au lecteur.
Soit alors toe]0, 1[ et soit zekerQ10 où 2==(x, y) et

^(z, 2)=tx(l)^(l)+ |(Ji-Kt2, rz)ds
Jo

+ |1 ( ( A ( s t ) ^ K ) ~ l J z - K t z , J z - K t z ) d s .
Jo

( Remarque. —

er(2,z)=tl;(r)w(r)+ ( (Ju-Xu, u)ds^ [ ((^(sHKr^ù-Ku, Ju-Xu)ds
Jo Jo

où on a posé u(s)^(v(s\ w(s))^z(s/t). )

Soit alors to tel que

f Jz-KroZ=0Jz-/Cro^=0
^(1)=^(0)=0- ' 1 i « \ /r\v k̂

n'ait que la solution triviale (ceci équivaut à supposer tç ̂  N n/K) on voit
alors aisément que 2 € ker Q10 si et seulement si z vérifie

f^HstoHKr1^-^^^
l ^(1)^(0)=0

c'est-à-dire

(ii)
z=toJA(sto)z
^(1)=^(0)=0.

Inversement si tç n'est pas un point conjugué à 0, (ii) n'a que la solution
triviale, et z ç ker Q10 si et seulement si z est solution de (i).

Quitte à perturber K, on peut toujours supposer que les points conjugués
à 0 ne sont pas de la forme k n/K (dans le cas général on aurait
kcre'o^i)®^)).

Calculons ^rÇ'(r, z) dans le cas (i) : z(s)=e~^ îoâ2o où ZQ=(XQ, 0),
y(\}ssQ équivaut bien à Kt^^hn soit t^hnIK et l'espace des solutions
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est de dimension n. Comme

S , f i
^(2,2)1^=- K t ( z , z ) d sSt

on en déduit que la contribution du cas (i) à indrf2^; est n[K/n] (n pour
chaque valeur de fo, et il y a [K/n] valeurs possibles).

Calculons maintenant S / ô t Q ' Ç z , z) |̂  dans le cas (ii). On a, en dérivant
l'expression de Qt

( ( J z - 2 K t z , z ) d s
Jo

-^(r, r ) = v ( l ) . x ( l ) + ( ( J z ^ I K t z , z)ds
cl Jo

+ f ( ( ^ ^ ^ ^ ^ ' ^ ( J ^ K t z ^ J z ^ K t z ^ d sJo \\ct ) )

+ 2 ( ( ( A ( s t ) ^ K ) - l J z ^ K t z , K z ) d s .
Jo

Or,

g
^(A(st)+K)-l^^(A(st)+K)-lsA/(st)(A(st)^K)^

d'où

J ((^^^^^'^^^-^^ J z - K t z \ d s

= ^ ^ A { 5 t ) ^ K ) - l s A ' ^ s t } ( A ^ s t } ^ K ) - l ^ J z - K t z ) . J z - K t z ) d s
Jo

=( (5(/l'(5r)rz.rr)^
Jo

en utilisant (ii).

En dérivant (ii) on obtient

r=Jr2 A ' { s t ) z ^ J t A ( s i ) z

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQl'F DE FRANCE



382 C. VITERBO

et en remplaçant dans l'expression précédente on obtient

- s ( A / ( s t ) t z , t z ) d s = 5(Jz-M(sr)z, z)ds
Jo Jo

= | s(Jz, z)ds+ s(z; A(st)z)ds
Jo Jo

f1
mais îA(st)z= — J z il reste donc 5(Jz, z)ds.

Jo

D'où

r1 r1 f1
c-Qt(z,2)=\ ( J z - 2 K t z , z)ds-^-2Kt \ { z ^ d s - } - ^ s ( J z , z ) d s
et Jo Jo Jo

= ( [(Jz,z)-h5(Jz,z)]ds
Jo

=5(Jz ,z) ]o=-(A(f)z( l ) ,z ( l ) ) .

Bien sûr, dans (ii) si on pose 6y(s)=z(slt) on a que ôy6^(r), et alors

- ( / l ( r )z ( l ) , z ( l ) ) égale -(H"(r, y(0)ôy(0, ôy(0)

donc la contribution est a (r).
Il reste à calculer l'indice de Q1 pour t proche de 0. On a, en ordonnant

(y (z, z) suivant les puissances de t :

Q^z.z}- \ ((/KsO+^r^Jz)^
Jo

/ r1 \
^(x( î )v( l )+ ((/-^(/K^KKr^Jz, z

\ Jo ^

4-r2 ( (K2(/î(sr)+^)~ l-K)z, z)ds.
Jo

Sur l'espace des constantes, Q1 se réduit à

G-i \
r2 -K^Ks/X^^D+K)'^, z j

o 1
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qui pour t voisin de 0 est non dégénérée, et a l'indice de
-KA(0)(A(0)^K}~1 i.e. celui de -A(0)= -^(0, y(0)). On en déduit
que l'espace des constantes a un supplémentaire orthogonal pour Q1.

Pour t petit, Q1 est définie positive sur ce supplémentaire, parce que sur

un tel espace ((A(st)^-K)~1 Jf, J z ) d s est définie positive, les autres
Jo

termes intervenant dans Q1 sont petits avec t.
Pour r petit Q' a donc pour indice a(0). Ceci termine la démonstration.

Remarque. — On pourra comparer la proposition 8 aux résultats de
[M] et [D], CT(O) s'identifiant au « terme de concavité ».

Pour étendre la proposition 8 au cas général de deux sous-variétés
lagrangiennes Li et L^ dans (M, co) telles que L, =(p, (L^) - où (p, est un
flot hamiltonien — il faut tout d'abord étendre la distribution lagrangienne
tangente à L^ sur M tout entier (ou au moins sur un ouvert U assez grand
pour contenir (p,y^ où y 3 est comme au paragraphe 1). Notons ^ cette
distribution, si ÔY(0)e7^o^2 et SY(5)=rf(p,(Y(0))ôy(0) (où
( p i ( y ( 0 ) ) = - y ( l ) 6 L i HL^) on dira que ôy est un champ de Jacobi le long
de 7. L'instant tç sera dit conjugué à 0 si 6y(tç)ç^. Ici on ne peut définir
de façon intrinsèque (^'(t, Y(O)ÔY(O, ôy(f)) mais sa signature l'est.

La proposition 8 dans le cas général s'énonce comme suit :

PROPOSITION 8'. — Soit jy une distribution lagrangienne tangente à L, et
Transverse à L^ a et h deux points de L, 0 L^. Alors posant î (y )=Za(r )
(où a ( t ) est la signature de ( H " (t, y(t))6y(t\ ôy(0) dans une carte locale,
sa nullité étant supposée égale à zéro} on a w(û, b}^i(y^)—i(y^.

La démonstration est laissée au lecteur, en utilisant que :
1 : i(y) ne dépend du choix de ^ qu'à homotopie prés.
2 : on peut donc se restreindre à T* R" où on a déjà démontré la

proposition 8, avec pour ^ la distribution horizontale.

6. Remarques finales

Un certain nombre de situations classiques se traitent de la même façon.
1. En particulier en présence d'un groupe de symétrie L( et L^ ne

seront pas transverses. Mais si L, cl L^ s'intersecteni proprement (clean
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intersection) on peut se limiter aux directions normales à Li 0 L^, et on
obtient les mêmes résultats.

2. Lorsqu'on considère les solutions périodiques d'un système hamilto-
nien sur (M, ©) on peut considérer (^, tî) =(M, œ) x (M, -©) avec le flot
hamiltonien (Id, <p,) = <p^ Si A est la diagonale de M x M, c'est une sous
variété lagrangienne de (M, Q) et <pi (A) 0 A s'identifie aux solutions
périodiques de notre système hamiltonien; ceci nous ramène au cas traité.

Cependant si (M, (ù) ==T'(t R" on peut identifier (M, fï) et T* A, d'où des
fonctionnelles S et S ,̂ comme au paragraphe 4. Par ailleurs on définit
usuellement sur l'espace des courbes fermées de R2 "

A ( z ) = f l î { ( J z , z ) ^ H ^ z ) } d t
Jo L2 J

et

A;(z)= | p(Jz-K2, z)+HÎ(-Jz+Kz)\dt
Jo L2 J

et on aimerait un analogue des propositions 6 et 7 avec A et A^ au lieu
de S'et S'î.

L'analogue de la proposition 7 avec A^ au lieu de §î est facile : comme
dans la démonstration de la proposition 8, on montre aisément

indrf2^=^Y)+2n^-^lL2îiJ

d'où mdd2Sî-mdd2AÎ est constant (pour K fixé).
Pour ce qui est de A, on peut vérifier que 5 égale A, plus une forme

constante définie sur un supplémentaire de l'espace des courbes fermées,
ce qui permet de conclure.
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Fig.3
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APPENDICE

Soit Ç ==(£,/?, B) un fibre vectoriel symplectique. Sp(n) et U(n) ayant
même type d'homotopie, on identifiera leurs classifiants BSp(n) et BU(n}.
Ç est alors induit par une application/de B dans BU(n). On notera c^{^}
l'image réciproque de la première classe de Chern Ci e H 2 (BU(n)).

Soit AÎ;==(A£, TI, B) le fibre de fibre A(n) canoniquement associé à Ç.
Si r| désigne le fibre universel EU(n)^BU(n\ Ar| sera le fibre
EU(n)/0(n)^ BU(n) (notons au passage que EU(n)/0(n) s'identifie à
BO(n))etA^=f*(An).

Ceci étant posé, démontrons la :

PROPOSITION 1. — Une condition nécessaire et suffisante pour quil existe
[ l ç H l ( A E : Z) induisant la classe de Masiov sur chaque fibre est que
2 Ci (Ç)=0. Si H, \]L sont deux telles classes, ^—^ïr*» où ae H1 (B: Z).

Démonstration. — Considérons la suite spectrale associée au fibre A T|.
D'après [Bo] (p. 78, remarque), vu que BU(n) est simplement connexe, on
a

E^*=H*(BU(n))ïSH*(\(n)}

et on veut déterminer d^(\ ®n) où peH^A^)) est la classe de Masiov.
Sur les éléments de E ^ ' * de degré total égal à un (qui, vu que
H^BUÇn); Z)=0 sont les multiples entiers de 1 ®n)^==0 pour k ^ 3.
Vu que

H^BOÇn), Z)=0 et H^BO^); Z^Z^

on déduit que nécessairement d^(\ ® n)= ±2ci.
Par naturalité de la suite spectrale, on a pour la suite spectrale de

^(l®^=±2c^).
D'après [Bo] (p. 85, (d)) l'image de H * ( \ E ) dans /^(A^)) par l'appli-

cation induite par inclusion s'identifie à Fintersection des noyaux des d^
sur 1 ®H*(A(n)) . Comme ^=0 sur E^ l si k ^ 3 on voit que ^ existe si
et seulement si 2ci (y==0.

Soient maintenant H, ^ deux telles classes, alors p — ^ ' correspond à un
élément de £^° sur lequel les ̂  sont tous nuls, soit, toujours d'après (Bo]
(loc. CÏL), un élément de n * ( H 1 (B; Z)).

Démontrons maintenant le corollaire 2 de la proposition 1 du
paragraphe 1. Cela revient à démontrer que si B==52, D ' el D sont les
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hémisphères nord et sud, p+ et H. les classes de Hl(AE\^) et
H^AE^-) obtenues grâce à la proposition 1, y une section quelconque
de A^i (où S1=D^ r\D^, et S1 orienté comme ÔD^) on a :

PROPOSITION 2. — <^, Y>-<p- , Y > = 2 < C i ( y , [S2]).
Démonstration. — TI* détermine un morphisme entre la suite de Mayer-

Vietoris de (D4', D ~ ) et celle de (A£|p-, A£[^-) rendant le diagramme
suivant commutatif

^—H^(\E\^)^— ^(A£|^)©H*(A£^-)..—— W*(A£)

[ ^ [ X'®X' j H*

-——— ^*(51) -————— /^(^©^(D-) ^————— H*(S2)

Considérons alors 2c^(îy)çH2(S2). 51 étant un isomorphisme,
2c^(^)=51(CT) pour un unique aeH^ÇS1).

Maintenant, vu que dans £?•'^ d^(\ ®n)= ±2ci(y on en déduit que
n*(2ci(^))=0, d'où

ô^ît^a))^ et ïi^^EimO'1).

Il existe donc deux entiers a et b tels que

îr*(a)=û^-b;L (carH*(A£^±)=Z.^)

et par fonctorialité, a et b ne dépendent pas de ^.
Montrons que Fon a 2<Ci(^ ) , [S2])^^, y>-fc<iL, Y > -
En effet :

2<c^),52>=<51(a),[S2 ]>
=<cy,8^[52 ]>

(où 61: H^S^^H^S^ est radjoint de ô1)

=<a,îi(y)>

=<^(a),y>
s=û<^, Y>- fc<H- , Y>.

Il reste donc à montrer que û = f c = l . Or û = f r est clair par symétrie.
Un cas particulier va nous prouver que û=fc= 1 : identifions S2 à P(C2),
et soit ^=T(P(C2)), on a alors 2ci(^)==4û) où (o est le générateur positif
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de H2 (S2), d'où 2 <c^), [S2]) =4. Prenons pour Y la section de AE^
donnée par le fibre tangent à S1; on trouve alors < n + , y > = 2 ,
<jL, Y > = - 2 d'où on tire û = f c = l .

Remarque. — Le rapporteur m'a signalé une démonstration plus simple :
Si c=<Ci(^), [S2]), A£ s'obtient en recollant D^ xA(n) et D. xA(n)

via

(p(r,^»=(r.rc.^0

où ((, T)€51 x l7(n)=l/(l)x [/(n) et [/(l) opère diagonalement sur U(n\
Alors

P-^XAO.)^®^

^|s lxA<n)=<P*(l®^)

etYS'écritY(r)=(î, T(r)).

(£[51 étant trivial, y s'identifie à une application de S1 dans

A(n)=U(n)/SO(n).

Test le relèvement de cette application à U (n), qui existe par connexité
de SO (n)).

Maintenant

^(^-Hari)
^(^HafrD^HCo^c

car H est image réciproque par T-^(det T)2 de la classe fondamentale
dc51 .
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