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INTERSECTION DE SOUS-VARIETES LAGRANGIENNES,
FONCTIONNELLES D’ACTION
ET INDICE DES SYSTEMES HAMILTONIENS

PAR

CrLaupe VITERBO (*)

ResuME. — Etant données deux sous-variétés lagrangiennes L 1» L, d'une varnété symplec-
uque (M. w). a et b deux points d’intersection transverses de L, N L,. on définit — modulo
des hypothéses naturelles — un entier m(a. b) et un réel /(a. b). On démontre que si L, est
obtenue a partir de L, par une isotopie hamiltonienne ¢,. m(a., b) et I(a. b) s'identifient a
la différence des indices de Morse et des valeurs critiques de diverses fonctionnelles classiques,
dont les points cntiques correspondent a L, N L,.

Enfin on relie ce qui préceéde a une théorie des points conjugués pour un flot hamiltonien.

ABSTRACT. — Given two lagrangian submanifolds L,. L, of a symplectic manifold (M, w),
and a. b two transverse intersection points of L, M L,. we define — provided some natural
hypothesis are sausfied — an integer m(a. b) and a real number /(a. b). We then show that
if L, 1s obtained from L, by a hamiltonian 1sotopy ¢,. m(a. b) and I(a. b) can be identified
with the difference of the Morse index and cnitical values of some known functionals whose
cnucal points corrsspond to L, N L,.

Finally we relate this to a theory of conjugate points for hamiltonian flows.

Dans cet article, on définit sous certaines conditions un entier m et un
réel I, associés a une paire de points d’intersection de deux sous-variétés
lagrangiennes. Ces nombres sont construits naturellement a partir des
classes de Maslov et de Liouville: c’est I'objet du paragraphe 1.

Au paragraphe 2. on établit « I'invariance par reduction » de ces
nombres, ce qui nous permetl. au paragraphe 3. de les calculer aisément
lorsque 'une des varietes est la section nulle du cotangent. et 'autre est
donnée par une fonction genératrice (¢f. prop. S).

(*) Texte regu le 21 mars 1986. revise le 1S octobre 1986.
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362 C. VITERBO

Au paragraphe 4, on montre qu'en un sens que 'on précisera, les
fonctionnelles d’action et celles d’action duale sont des fonctions génératri-
ces, ce qui nous permet de montrer que toutes les théories d’indice pour
les systemes hamiltoniens construites jusqu’a présent (cf. [A-Z], [C-Z],
[E 1], [V], coincident au signe et & une constante prés. En fait notre nombre
m, généralise la différence des indices des orbites périodiques considérées.

Au paragraphe 5, on montre aussi comment cet indice peut se calculer
a l'aide des points conjugués (on renvoie a [M], [D], [E2], [Br] pour ce
genre de résultat dans des cas particuliers).

Je remercie 1. Ekeland, F. Laudenbach, J. C. Sikorav, A. Weinstein
pour m’avoir chacun pour des raisons différentes incité a écrire cet article.

Une grande partie de celui-ci a été écrit durant un séjour de 5 mois a
I'Institut Mittag-Leffler. Je désire remercier Monsieur le Professeur Lars
Hormander pour son hospitalité.

Je remercie enfin un rapporteur anonyme pour ses nombreuses
remarques et corrections.
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1. Definition des nombres | et m associés a une paire de points d’intersec-
tion de deux sous-variétés lagrangiennes

Soit (M, w) une variéte symplectique, L,, L, deux sous-variétés lagran-
giennes s’intersectant transversalement en a et b. Soit v, (resp. y,) un arc

tracé sur L, (resp. L,) joignant a et b, et f: D? - M une application de
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INTERSECTIONS LAGRANGIENNES 363

bord y=v,y;'. D? étant contractile f*(TM) est un fibré symplectique
trivial, dont toutes les trivialisations sont homotopes, on peut alors identi-
fier f*(TM) a D? x (R, w,) ou @, =Y. dx; Ady;(%).

Pour des raisons typographiques, on notera Ay, (V) par A(W; V).

Supposant les arcs y, et y, paramétrés par [0, 1}, considérons un arc
T, :[0, 1] = A (f* (TM)) tel que

(i) T, ()eA(T,, Ly Ty, 0 M)

(ii) { (0= T,,Lli=T,L,

L()=T,,L,=T,L,

Un tel arc existe et est unique a homotopie prés, car on peut I'identifier a
une section d’un fibré de base [0, 1], fixée en O et 1, de fibre A (R";, R?").
A (R", R?") étant contractile (cf. [G-S], p. 118, prop. 2. 3) on conclut.

Posant 1, (t)=T,, n L1, 1=1,.7; ! est un lacet de A(f*(TM)). Comme
*(TM)=D? x (R*", ,)

A(fS(TM)=D*xA(n), si peH*(A(n), Z)

désigne la classe de Maslov, il existera une classe pe H' (A (f*(TM); Z)
induisant p sur chaque fibre.

Remarque. — p est 'un des deux générateurs de H' (A (n); Z) ~Z défini
comme suit :
D’aprés Arnold ([A], p. 347) u est Poincaré duale de

L'={TeA(n)|TNR"#{0}}

ou R" désigne le lagrangien R"x {0} cR?"; X! étant orientée de la fagon
suivante :

Si TeA(n) est transverse a {0} xR", T est le graphe au-dessus de
R"x {0} de dQ ou Q est une forme quadratique, non dégénérée si et
seulement si TN R"={0}. L' est traversée dans le sens positif si I'indice
de Q diminue. Méme si I' n'est pas une variété, son lieu singulier est
de codimension 2, I'application y —=y.X' qui 4 y associe son nombre

(') On suppose a prior: I'existence de v,. Y,, f. Cela sera toujours vrai en particulier si
L,, L, sont connexes, M simplement connexe.
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364 C. VITERBO

d’intersection algébrique avec X! représente un élément de Hom
(H,(A(n): Z)=H"(A(n); Z) : en effet tout lacet s’approxime par un lacet
transverse 4 X', et deux telles approximations sont homotopes parmi les
lacets transverses.

On dit alors par abus de langage que p est Poincaré duale a X!,

Notons qu’a cause de la transitivité de P’action du groupe symplectique
sur A(n) et de la connexité de ce groupe, on peut dans la définition des
X! remplacer R" par n'importe quel lagrangien T,. p est aussi duale de
Poincaré de

IN(Ty)={TeAm)| TN T,#{0}}.

On pose alors :

DEFINITION 1. — m (a, b, f)={ 1, T).
C’est 'obstruction a trouver une section de A f* (TM) prolongeant 1, et

1,
Remarque. — Suivant les cas, au lieu de m(a, b, f) on notera
ma, b, f, L,, L;) oum(a, b, L,, L,) si f est sous-entendu, ou m(L,, L,)
si a, b, f sont sous-entendus.
Examinons maintenant comment m (a, b, f) dépend du choix de f. (Seul
le corollaire 1 est utile pour la suite, on pourra I'admettre sans démonstra-
tion.)

Soient donc f et f* de bords respectifs y,y; ! et y; Y5 !, construisons
comme indiqué par les figures1 et 2 [lapplication g=f—f":
S'x[0,1] = M.

Vu que H2(S! x[0, 1]; Z) =0, g* (TM) est un fibré trivial, il existe pu(g)
dans H'(A (g* (TM); Z) induisant la classe de Maslov sur les fibres. On a
alors clairement

0] m(a, b, f)—m(a. b, )= pu(f=f) 1>=C(R(S=f) T

Notons que p( f—f") n'est pas unique, mais définie a I'addition d'une
classe n*a prés (ae H' (S x [0, 1}; Z). Vu que =n(t) et (') sont homolo-
gues,

(n*a 1)—(n*a ') =(a n(1) )=(a (1) )=0

et le terme de droite de (1) est indépendant du choix de a.
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INTERSECTIONS LAGRANGIENNES 365

Or t.v '~(1,1,71)(1,75° %) ~" (ou =~ designe I'homologie des che-
mins).
Posons
T2 (t) = Tyz [0 Lz
)= Ty'z oLz
alors les lacets 1,75"! et T,7,”' ont pour image en chaque point des
sous-espaces lagrangiens transverses, ils sont donc homotopes : comme on
le déduit aisément de [W] (p. 8 et 9), on peut en fait supposer
1,1, 1 (8)=J1,T, 1 (s)
ol J est une structure presque complexe sur TM; exp(uJn/2)T,7, ! est
alors I'homotopie cherchée. On a donc :

ProposITION 1. — Avec les notations qui précédent,
m(a, b, )—m(a. b, N)={p(f=f). (; 1y N7 H ™)

(on considére ici (1,1, ") (1,15," ") ! comme chemin dans g* (TM)).

Cette formule se simplifie essentiellement dans deux cas :

si 2¢; (M)=0 (ou c, (M) désigne la premiére classe de Chern de TM
muni d’une structure presque complexe compatible avec ®) on démontre
dans I'appendice qu'il existe pe H'(A(TM), Z) induisant la classe de
Maslov sur chaque fibre. Notons p(L,)e H' (L,, Z) I'image réciproque de
u par l'application de Gauss de L, (de méme pour p(L,)). On voit alors
que I'on peut prendre

B(f—f)=g*n etilestclairque
& (W, (1,17 (T 17 ) T ) =Ly Y7 D = <Ly, Y2 v )
On a donc :
CoROLLAIRE 1. — Si 2¢, (M)=0o0na
m(a, b, f)—m(a. b, f)=Cn(L,), ¥, ¥y " D=<B(L Y272

Remarque. — Si M=T"L on a 2¢,(T°L)=0. En effet
T(T*L)=n*(T, (T*L)) ou n: T*L — L est la projection canonique, et
T, (T*L) la restriction a L de T(T*L). Comme T, (T*L)=TL®C
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366 C. VITERBO

(cf W), p.-9) ona2¢ (T, (T*L))=2¢, (TLRC)=0 (cf. [M-S], p. 174)
d’ou 2¢,(T*L)=0. Le corollaire 1 s’applique donc dans ce cas, u(L,)
étant la classe « Poincaré duale » de { xe L,/kerdn (x)#0 } orientée conve-
nablement (de méme pour p(L,)):

En effet £'={(x, L,)e A(TM)|L,Nkerdn(x)#{0}} rencontre la fibre
en x suivant X! (kerdn(x)). Le « dudl de Poincaré » de £' qui par abus
de langage désigne la classe pe H' (A (TM); Z)=Hom (H (A (TM); Z); Z)
définie par

(wyy=y.L!

induit manifestement p sur les fibres.

L’image réciproque de £! par I'application de Gauss de L, s’identifie a
S'={xeL,|kerdn(x)#{0}} d’ou I'assertion.
Enfin, si df=0df" on démontre dans I'appendice :

COROLLAIRE 2. — Si df=3df" ona
m(a, b, )—m(a, b, [)=2{c, (M), f—f").

Si 2¢,(M)=0 ou si n, (M)=0, I'ensemble des m(a, b, f)—m(a, b, f*)
est un sous-groupe de Z : dans le premier cas, cela découle du corollaire 1,
dans le second de ce que m(a, bf)—m(a, b, /) décrit I'ensemble des

(p@), 1, )—<Hn(@, ;> oug: S x[0,1] = M est telle que
g(8'x{0hcL,g(S")x{1} =Ly

1,, T, sont les pull back par g|s1.(o, €t g|st (1, des applications de Gauss
de L, et L,. Etant données deux telles applications g, g', la simple conne-
xit¢ de M permet de construire g’ =g#g’ comme a la figure 3, et on
vérifie que

CRED), =1 =CR @, 1, =1 ) —<(R(E), i = 1))

d’ou la structure de groupe.

On suppose pour la définition suivante que I'une de ces deux hypothéses
est satisfaite, et on note I' (m) le sous-groupe de Z ainsi obtenu.

DEFINITION 2. — m(a, b) est la valeur des projections des m (a, b, f) dans
Z/T (m).

TOME 115 — 1987 — N° 4



INTERSECTIONS LAGRANGIENNES 367

La définition et les propriétés du nombre I sont bien plus simples; on
pose :

DEFINITION 3. — I(a, b, f)= J' ffo
DZ

et il est immédiat que :

ProposiTioN 2. — I(a, b,f)—1(a, b, f)=( 0w, f—f") ou

(o, f=f'>E (f—f)*e

stxpo, 1)

Si la forme o est exacte, posons ®=dA, on a :

COROLLAIRE 1. — [(a, b, f)—1(a, b, f)= l—j A
nn ! v2127!

Ici les I(a, b, f)—I(a, b, f’) forment un sous-groupe de R, noté I' (I), et
on pose :

DEFINITION 4. — [(a, D) est 1a valeur commune des I (a, b, f) dans R/I" ().

2. Comportement de m (a, b) par réduction

Soit (¥, ®) un espace vectoriel symplectique, W> W* un s.e. v. co-iso-
trope non lagrangien, alors W/W* est un e.v. symplectique, et on a une
application p: Ay (V) = A(W/W*) qui @ TcA(W) transverse a W (i.e.
TN W+={0}) associe sa projection sur W/W+, que I'on notera T/W+
(cf. [W], p. 11). Par ailleurs, on a une inclusion i: Ay (V)= A (V). Si
pe H (A (V); Z), w e H* (A (W/W*1);, Z) sont les classes de Maslov, on veut
prouver i* u=p*pu’.

Considérons pour cela un cycle Poincaré dual de p, soit

INT)={TeA(V)|TNTe#{0}} (cf[A}. p. 347).

Choisissons T, tel que W*c T,c W, ce qui est toujours possible (car
W+t est un s.e.v. totalement isotrope qui peut toujours se compléter en
un s.e.v. totalement isotrope maximal, c’est-a-dire lagrangien; cf. [AT],
p. 120, th. 3.10).

Rappelons que comme H'(.; Z)=Hom(H,(.; Z); Z), la classe de
Maslov correspond a I'élément y — y.X!(T,) de Hom(H,(A(n). 2); 2)

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



368 C. VITERBO

qui associe a y son nombre d’intersection algébrique avec X! (T,) convena-
blement orientée (cf. §1).

Si on démontre que i~'(Z'(Ty)=p ' (Z'(Ty)) (o0 Ty=Ty/W4);
comme i et p sont des submersions, on aura :

i(7). 2N (To)=7.i" ' (E (Te))=v.p ' E (Te)=p(1). L' (T}).

Comme i(y).Z'(T,) et p(y).X' (T,;) définissent respectivement
Ci*p, Yy et {p*W, y), onaura i* p=p* .
Il reste a verifier I'égalité i ™! (X! (Ty))=p~ ' (' (Ty)). Or

iTTENT)={TeAWN)|TNW+={0} et TN To#{0}}
pPIENT)={TeAW)|TNW+={0}
et (TNW)WHNTy#{0}}.

Soit alors Tep ™' (X! (Ty)), on a

(TAWMWHN(ToWH=(TONWNT)/W=TNWNT,

car TOAW+={0}.

Comme T,cW, TNWNT,=TNT, dou (TNWY/WHN
(To/W*)# {0} équivaut a TN To#{0}, c’est-a-dire Tei™ ! (! (T,)), d’ou
I'egalite annoncée.

Rappelons maintenant que si Q est une sous-variété co-isotrope de
(M, w), la distribution (TQ)"* est intégrable et définit donc un feuilletage
de Q noté Q* (cf. [W], p. 11). Si L est une sous-variété lagrangienne de
(M, ) ayant une intersection propre (i.e. clean intersection au sens de
Bott. cf. [W], p. 12) avec Q. alors Lo=L N Q/Q* est une sous-variété
lagrangienne de M,=Q/Q*. pourvu que M, soit une variété. On suppose
dans la suite que Q n'est pas lagrangienne, d'ou dim M, >2.

Revenons a L, et L, du paragraphe 1, on suppose L, transverse a Q,
et L, contenue dans Q. L, , et L, , auront comme points d'intersection
transverse les projections de a et b sur M,,. Alors,

ProposITION 3. — Si M, est une variété, et si f :D?—+ M a son image
dans Q

m(a, b, fo. L, o. L, g)=m(a. b, f, L, L,)
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INTERSECTIONS LAGRANGIENNES 369

ou fy est la composée de f et de la projection sur M,

Démonstration. — Vu que t,(t)= T, 0wl
T,(¢) est transverse a T, L,

que L, est transverse 4 Q, L, incluse dans Q, on voit que 1, () et T,(t).
sont dans f* A (TQ; TM); donc t aussi.

Si 7 désigne I'inclusion de f* A (TQ; TM) dans f* A(TM) et p la projec-
tion de f*A(TQ: TM) dans f*A(TM,), 1 et p induisent i et p sur les
fibres, et on voit aisément que i* u=p* u’. 1 étant dans f* A (TQ; TM), on
peut I'identifier a i(z). Alors
m(aw b’j; Lh L2)=<p'9 T>=<|J., 7(‘[)>

= (), TY=<P (W), 1
={W, p(1)>=m(a, b, fQ’ Ll.Q’ Lz.q)

d’ou la proposition.
On laisse en exercice la :

ProposiTioNn 4. — [ (a, b, f, L), L;)=1(a, b, fp, L, o, L;, o)

3. Applications du paragraphe 2 au calcul de | et m dans M =T* L avec
L, donnée par une fonction génératrice, et L, section nulle de T L

Rappelons briévement la notion de fonction génératrice. Soit E SLun
fibré vectoriel (ou une submersion quelconque) g la projection de T* L
sur L, on a alors un plongement o: g* (E) — T* E deéfini par

a(e, I, E)=(e, Ecdn(e))

ou
n(e)=l, EeT*L dou (e I, E)eq*(E).

Notons n’ : g*(E)— T* L la projection naturelle, on a alors notant A
toutes les formes de Liouville, a*A=n"*X, d'ou si w=dA, x*0=1"0,
2 q* (E) est donc une sous-variété de T* E co-isotropc ct sa variété réduite
est T* L. Maintenant si S: E — R est une fonction différentiable telle que
dS (E)c T*E soit transverse a a(g*(E)), la réduction de dS(E) par
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370 C. VITERBO

x2(g* (E)) est une sous-variété lagrangienne immergée de T* L. on dit
que c’est la sous-variété donnée par la fonction génératrice S (cf. [W].
p. 25. 26).

Rappelons que dans ce cas u(L,)=u(L,)=0 : il est clair que
wu(dS (E))=0, et I'invariance de la classe de Maslov par réduction, démon-
trée au paragraphe 2 permet d'en deduire p(L,)=0 (le cas de L, est
trivial). Par suite, en utilisant la remarque suivant le corollaire 1 de la
proposition 1, m(a, b, f) ne dépend pas de f, et m(a, b) est défini dans Z.
De méme I(a, b) est un élément de R. On a alors :

ProposiTiON 5. — Si L, est donnée par la fonction génératrice S, L, est
la section nulle de T* L, et si L, et L, sont transverses

m(a., b)= —indiced® S (b)+ indice d* S (a)
l(a, b)=S (b)—S (a)

pourvu que d* S (a) et d* S (b) soient non dégénérées.

Démonstration. — D’apres les propositions 3 et 4 du paragraphe 2, il
suffit de démontrer la proposition dans le cas ou L,=dS (L) pour une
fonction S: L — R(?).

Avec les notations du paragraphe 2, choisissons pour y, un arc injectif
reliant a et b dans L, et vy, le relevé de y, sur dS (L). Soit U un voisinage
de y, dans L, on peut supposer que U est difféeomorphe a un ouvert de
R", et comme tout se passe dans T Uc T* R", on s’est ramené au cas ou
L=R". Dans ce cas, A(T(T* R") s’identifie canoniquement a T* R" x A (n).
Si T,eA(n) désigne R"c T* R" considéré comme la section nulle, p sera
Poincaré duale de T* R" x X! (T,). Calculons donc le nombre d’intersection
detet T*R"xX'(T,). Comme T, L s’identific a T,, T, est transverse a

v2 ()
T, donc ne rencontre pas X! (T,). Pour 1, ()= L,ona

71 (O]

2

&S
nmL mTo¢JO} had T?('Yx(t))
oq
non inversible. Il s’agit donc de compter les points ou d?>S dégénére et

d'aprés [A], on compte positivement lorsque I'indice de d*S diminue, le
résultat est alors clair.

(%) Notons que I'on peut toujours déformer f pour que son image soit dans ag® (E).
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INTERSECTIONS LAGRANGIENNES 371

L’assertion concernant I(a, b) résulte de ce que la forme de Liouville a
pour image réciproque dS sur L, et O sur L,. Ceci termine la démonstra-
tion.

4. La fonctionnelle d’action directe et la fonctionnelle d’action duale vues
comme fonctions génératrices

(a) Le cas « direct »

Soit H(t. g, p) un hamiltonien dépendant du temps sur T* L, ¢, son
flor, Ly=0,(L), L,=L. Si ye®P={y=(q, p):[0. 1]> T*L|y est C' et
p(0)=0} on pose

1
3(7)=J [pg—H (1, g, p)}dt.
0

On a une fibration n: 2 — L donnée par nt(y)=q(1). Démontrons qu’au
moins formellement (car 2 est de dimension infinie), $ est fonction généra-
trice de L,. Or on a (toujours formellement)

. 1
d3 (v)(8p. 8g)= f [pdq+8pg—dH(1, q, p)(8q, dp)]dt
0

T, . oH oH
=psqla+j [qu—paq———Sq——Sp]dr
0 oq cp
d'ou
! eH oH
(2) d3(y)(dp. 8q)=p(l)8q(l)+f [(q—f)ép—(p+—)8q]dz.
0 cp cq

Cherchons les y pour lesquels d3(y) s'annule sur kerdn. Or
dye T, 2 Nkerdn se traduit par

o6p(0)=0 car Oy est tangent a &

6q(1)=0 car dy est dans le noyau de dn.

On veut que d3 (y) s’annule pour tous les &y vérifiant les deux conditions
précedentes, et il est facile de voir grace a la formule (2) que cela entraine

. cH ) CH
qt)= - W, q, p). plt)= —‘—; (1. q. p). Vie(0, 1]
cp aq
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Cest-a-dire (q(t), p(1)=0,(q(0), 0). D’autre part 85/3(q(1)=p(1)
toujours en utilisant la formule (2) et donc $ est fonction génératrice de
I'immersion

{ve?|y()=9,(g(0),0)} - T*L
Yy—=v(1)=9¢,(q(0), 0)

i.e. $ est « fonction génératrice » de @, (L).

En dehors du fait que ce qui précéde est purement formel, on ne peut
appliquer la proposition 5 du paragraphe 3, car I'indice et le coincide de
d*3 sont infinis. Par contre, si S désigne la réduction a la dimension finie
de 3 définie dans [L-S) (suivant une idée de M. CHaPERON, cf. [C]) on a :

PROPOSITION 6. — Soient a et b deux points dintersection transverses de
@, (L)YN L, notant

Y.(0=0,(@;'@), 1=, (07" (b))
m (a, b)= —indiced?S (y,)+indiced® S (v,)

I(a, b)=S (v,)—S (1.)

Démonstration. — Elle résulte immédiatement de la proposition 5 si on
démontre que S est une fonction génératrice de @, (L). Pour simplifier,
on se contentera de définir S et de démontrer la proposition 6 dans le cas
ou M =T*R" Le lecteur intéressé pourra se reporter a [L-S] et [S] pour la
définition générale de S, et vérifier que notre démonstration est encore
valable dans ce cas.

Supposons donc M =T* R", et définissons S comme dans [C]; soit

i—1
E={Y:[0, -7 R"|'y(t)=(p,(p(j_‘”,~<-y<'T>>,

i-1 i

VIE!—,—,ViE 1,...,N{CtY0€R
on posc

'Y(‘)=(‘I(f)v p(t))w (Q.‘o p|§)=Y<i>
et
(@ p)=hm, _ ;p)- Y (1)
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E est donc I'ensemble des chemins ayant des discontinuités aux points i/N,
et qui sont trajectoires de @, en dehors de ces points.

On a une fibration n: E — R" donnée par n(y)=qy pourvu que N soit
assez grand (cf. [C]). On pose alors

iIN

S=Yr ' <pt at a7 Y+X, f lpg—H(, g, p)ldt

(i-1)/N
on verifie que
dS(n)=Y.0,' (8}, aF —a7 Y+<p, 8a7 —8q )
+ 30 (P, 847 Y=<ty Bg D
=YKot at —q7 Y=Y Kpt —pi. 847 Y+ pa. Bay ).

Toujours d’aprés [C] les (g7, P{), .- -» (@n-1» P -1)s 95 ) forment un
systéme local de coordonnées sur E, S est donc génératrice de I'immersion

{yeE

s =_é_s_=0,ViE{l,---vN—l}}_'T‘R'

op' Oq;
" ogn

or dS/op; =0S/0g; =0 est équivalent a q;' =q;, p* =p;, c'est-a-dire que
la trajectoire brisée y est une vraie trajectoire, i.e. y () =@,(g,. 0). Comme

as - -
——=DPn> gy, Py )=Y()=0, (g0, 0)
oqn

et S est bien génératrice de ¢@,. Notons que d’aprés [C], y, correspond a
un point critique non dégénéré de S si et seulement si a est un point
d’intersection transverse de L N ¢, (L).

De la proposition 6, on déduit immédiatement :

CoRroOLLAIRE. — Indice d* S (a)—indice d* S (b) et S(a)—S (b) ne dépen-
dent que de @,, et non de la famille @,.

Remarque. — Supposons L =R", et considérons I'analogue de la réduc-
tion a la dimension finie définie dans [C-Z). Pour y=(q, p) dans I'espace
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w20, 1), R N {v|p(0)=0} posons y=u+v ou
“=Zf=_,q€2'“'“k€E~

— 2 xkJt
v—Zm)Ne v € Fy.

1 T
Rappelons que y(t)=<q(l)-—J' q, J‘ p); alors pour N assez grand (en
t o

supposant H"” borné) on peut définir une application (q (1), u) — v(g (1), u)
par la condition yeu+ Fy et

Yy—JVH(, y(@t)e(Fy)=Ey
(cf. [C-Z)) ssi y=u+v(q(1), u).

On peut alors poser (q(1), u)=3(y) et on vérifie que I est une
fonction génératrice de @, (L). On en déduit :

PROPOSITION 6. — Pour L=R", la proposition 6 reste vraie si on rem-
place S par X.

CoROLLAIRE. — Soit j(y,) T'indice de y, défini dans [C-Z]. On a alors
m(a, b)=j (Ys) —j (Ya)-

Démonstration. — Elle résulte de ce que d’apreés [C-Z]
ind d? 2(a)=%dim En—j(v)

et de méme pour (b).

(b) Le cas « dual ». — Soit maintenant M =T*R", ® étant la forme
canonique, H(t, g, p) un hamiltonien tel que H" (1, g, p) soit bornée
(comme d’habitude H” (t, g, p) désigne la différentielle seconde de H par
rapport aux variables (q, p)). Soit alors K un réel positif, tel que
H” (t, q, p)+ Kl soit définie positive, c’est-a-dire

K
H(, q.p)+5 (g +|p|)=Hg(t. . p)

sera convexe. On definit alors classiquement la duale de Fenchel de H,
par

Hy(t, x, y)=sup“‘ p)(x' q9)+ (0, p)—H,(t, q, p)
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dont la propriété essentielle est que les applications

(g, p) = VHk(t, q, p)

(x, ¥) = VHE(, x, §)

sont inverses 'un de 'autre.

Posons alors pour ye#
1
" . K 2 . . ,
=\ [a.p-5UqlP+|p)+HE( —p+Kq §+Kp) |dr
0 -

S% est la fonctionnelle d'action duale, définie — dans un cadre légérement
différent — dans [Cl] et [C-E] dans le cas ou H est convexe, et dans
[B-L-M-R] pour H quelconque. 3% est C. et on vérifie aisément que

(3) dSE(y)dy=p(1)dq(1)

l -
+j [q—@Hz(t. —P+Kq,iz+l<p)](—6ir+l<54)dr
cX

0o

l -
—f (p—-_S-H;(l. —p+Kgq, i1+Kp))(8¢';+K5p)dt
o cy

comme I'application

{(34, 3p)eC* ([0, 1]. T*R")3q(1)=8p(0)=0} — C°([0, 1}, T*R")

(8q, dp) = (—8p+ K dq, 84+ K dp)

est surjective si KT2n¢Z(*). on en déduit que 3} est la « fonction
génératrice » de I'immersion dans T*R", y — y(1). de I'ensemble des y

(%) Ce que I'on supposc dans la suite.
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vérifiant
& i .
q_'(;HK(L —P+K‘L q+KD)=O
0 e . ,
p——Hi (@, —p+Kg, g+ Kp)=0
ay
qui en utilisant la propriété de H¥ citée plus haut équivaut a

d .
—Hg(t, 9, p)=—p+Kq
oq

0 ,
——HK (t’ q, p)=q+Kp
ap

Oou encore

. OH
=—'—(ty q’ P)
op

. oH
p=——( q,p)
oq

soit
(q@), p())=¢,(q(0), 0)

cest-a-dire que 3% est « fonction génératrice » de @, (R"). Si les résultats
des paragraphes 1, 2, 3 étaient convenablement étendus a la dimension
infinie on aurait démontré :

PROPOSITION 7. — m (a, b)= —indice d*3%(y,)+ indiced® S (y,)
I(a, b)=3% (v») - 3% (v.)

avec les hypothéses et les notations de la proposition 6.

Démonstration. — Restant dans I'esprit de ce qui precede, indiquons
une réduction a la dimension finie qui soit aussi une fonction genératrice
de ¢, (L), et dont I'indice de Morse en un point critique coincide avec
celui de §¢. La réduction que I'on va décrire est a quelques détails prés
celle de [E1] dans le cas convexe et de [V] dans le cas général.

Soit E — L la fibration utilisée pour définir S (cf. la proposition 6), si
Y=(q. p)e E, posons

u=(G+Kp, p—Kq)
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alors u est L? et C° par morceaux, donc y défini par

1
J©=q()— f e~X91 (g +Kp) (5) ds
()= f ek (5 K ) (s)ds
0

(ou J est I'opérateur linéaire défini par J(q, p)=(—p, q)) est continu (car
dans H') et C' par morceaux. Posons alors S%(y)=_S%(7), et notons que
y — v est un difféomorphisme de E sur son image, qui préserve les fibra-
tions Y — q(1) et y = G(1).

Dans la suite, afin de simplifier les écritures, on supposera K=0, pour
revenir au cas général, le lecteur n’aura qu’'a substituer e X*(§+Kp) a ¢
et e X*(p—Kq) a p. Alors on a, utilisant (3)

dS} (y) sy=dS% (v) &y
1

=ﬁ(1)54(1)+f

o

[q— 9 pe, -5, «'7)] Spdt
ox

1 . . .
+ (7~ 210 5. e
dy

0

Or sur [(i—1)/N, i/N

@ D=, p)
et

°
q= _'H.(t7 —p’ q)
o0x
0
p=—H*@t, —p, 9)
oy
car (q(t), p(t)) est sur [(i—1)/N, i/N[ une trajectoire du flot hamiltonien

de H. Par ailleurs, sur ce méme intervalle §—q et p—p sont constantes,
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d’ou
o . i1 i~ 1
dS?(Y)5Y=I3(1)5é(1)+Z?=,<¢?('—K;)"‘I(LI—V—)-5(AP.)>
v /(i1 i—1
_y o) -p( =) s(ag,
Z‘=‘<"(N) -”(N) (q‘)>
ou

(Aq, Ap)=(q; —q.;~ 1, pi —pi"))

ici comme dans la démonstration de la proposition 6, on a posé :

i -+ + .
qi.p =Y < —I_\:’) (g", p7)=lim, _ ;n - Y (D)
(si K#0 (Ag. Ap)=€"""(q;, p7)—(a-,, pi~,)) et on déduit de [E],
p. 39, lemme 9 (si K # 0 de [V], p. 7, proposition 2) que

((Aq,, Ap,). ..., (Agy. Apy), q(1))

forment un systéme de coordonnées de E, d'ou I'on tire immédiatement
que S} est fonction génératrice de ¢, (R").

Il reste a démontrer que si y est un point critique de S§, I'indice de
d* St (y) égale celui de d2S%(y). L'immersion y —= Y nous permet de dire
que nécessairement indice d2 S¢ () > indice d S§ (). I'inégalité inverse se
déemontre comme dans [E1], p. 42, lemme 11, en approximant les vecteurs
du sous-espace négatif de d2 S¥ (y) par des vecteurs tangents a I'image de
I'immersion y — ¥. Ceci termine la démonstration de la proposition 7.

S. Lien avec les points conjugués

Pour simplifier I'expose. on supposera ici que M =(R?", w,). On indi-
quera a la fin de ce paragraphe comment les résultats obtenus s’étendent
au cas general.

Si y(1)=(q(1). p(1)) est une orbite du flot hamiltonien @, de H(t, g, p)
telle que p(0)=p(1)=0. on pose (cf. [M]. [E2)).

DeriniTion 5. — (1) On dit que &y (1)=(8q(1). 6p (1)) est un champ de
Jacobi le long de vy si on a 8p(0)=0 et &y (t)=do,(y(0)) dy(0).
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(2) Les instants 0 et ¢t seront dits conjugués le long de vy si Iespace
vectoriel £ (t) des champs de Jacobi le long de y tels que dp (£)=0 n’est
pas réduit a 0.

Sur £ (¢) la forme quadratique

dy - —(H" (¢, () 8y (1), v (1))

a une signature notée o (¢) et une nullité v(z).

Remarques. — (1) La signature est définie comme le coindice moins
P'indice.

(2) On pose par convention o(0)=indice H”'(0, y(0)) sur
F(0) ~ R"x {0}.

On a alors :

ProposiTiON 8. — Supposons v(t)=0, Vte[0, 1], t conjugué a 0. Alors,
posant i('Y):Z,e[o. ”c(t), on a pour y, et ¥, comme dans la proposition 6
m(a, b)=i(v,)—i(Ys)-

La proposition et sa démonstration s’inspirent de [E2], th. 6, p. 9.

Démonstration. — Elle utilise la proposition 7. On va en fait démontrer
que i(y)+n[K/n]=ind 4> §% (y). Posons
zO)=(x@), y(@®) et  H'@y®))=AQ).

On a alors
1

Sy Z)=x(l).y(l)+f (J2—Kz, 2)ds

[

1
+J‘ (A()+K) ' J:—Kz Ji—Kz)ds.
0

On utilisera le :

LeEMME. — Soit Q' une famille C' de formes quadratiques sur un Hilbert,
telle que Q' soit non dégénérée pour t # 0 et que Q'=U,+C, ou U, est
définie positive, d inverse continue, et C, compacte.

Alors si &/01 Q' |,.o restreinte a ker Q° est de signature o et de nullité v,
ona

6—v < indice Q' —indice Q"' < c+v.
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La démonstration est laissée au lecteur.
Soit alors t,€]0, 1[ et soit zeker Q' ou z=(x, y) et

1
Q'(z, z)=tx(l)y(l)+[ (J2—Ki1z, tz)ds
(4]
+jl((A(st)+K)"Jé—Ktz, Ji—-K1z)ds.
0
(Remarque. -

Q'(z, z)=tv(t)w(t)+J'(Jﬁ—Ku, u)ds+Jl((A )+ K)"'Ju—Ku, Ju—Ku)ds
o o
ou on a posé u(s)=(v(s), w(s))=z(s/t).>
Soit alors ¢, tel que

i { Ji—Ktyz=0

y()=y(0)=0

n’ait que la solution triviale (ceci équivaut a supposer t,¢ N n/K) on voit
alors aisément que z € ker Q' si et seulement si z vérifie

{ (A(sty)+K)“ ' (J2—Ktoz)=toz

y(1)=y(0)=0
c'est-a-dire
(i) { i=1yJA(stp)z
y(1)=y(0)=0.

Inversement si t, n'est pas un point conjugué a 0, (ii) n’a que la solution
triviale, et zeker Q' si et seulement si z est solution de (i).

Quitte a perturber K, on peut toujours supposer que les points conjugués
a 0 ne sont pas de la forme kn/K (dans le cas général on aurait
ker Q'o =(i) @ (ii)).

Calculons 8/t Q' (z, z) dans le cas (i): z(s)=e X/ '0*z; ou zy=(x,, 0),
y(1)=0 équivaut bien a Kty=hn soit t,=hn/K et I'’espace des solutions
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est de dimension n. Comme
F) 1
—Q'(z, 2) |,=,o= —f Kt(z, z)ds
ot o

on en déduit que la contribution du cas (i) 4 ind 4> §§ est n[K/x] (n pour
chaque valeur de t,, et il y a [K/x] valeurs possibles).

Calculons maintenant 6/dt Q' (z, z) |
I'expression de Q'

¢ =1, dans le cas (ii). On a, en dérivant

~ 1
?Q‘(:. :)=.v(1).x(l)+f (J:—=2Ktz, 2)ds
ct 0

+J,l ((;(A(st)+K)")(Jé——Ktz), Jz'—Ktz)ds
0 t

1
+2J' ((A(st)+K)"'J2—Ktz, Kz)ds.
0

g;(A )+ K) '=—=(A(st)+ K) tsA’ (st)(A(st)+ K) !
d’ou

1
J‘ ((E(A(st)+K)")(J:'—Ktz). Ji—Ktz)ds
° ct

1
=J‘ (AGH+K) " 'sA (s)(A(st)+ K) ' (Ji—Kuz), Ji—Ktz)ds

o

1
=f (s(A’'(st)tz, tz)ds
1]

en utilisant (11).

En dénivant (ii) on obtient
S=JrP A (st)z+J1 A(st) 3
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et en remplagant dans I'expression précédente on obtient

1 1
-J s(A’(st)tz.tz)ds=J s(JZ+A(st)zZ, 2)ds

0 0

=J‘ls(12', z)ds+J‘ls(z': A(st)z)ds

o 0o

1
mais 1 A (st)z= —J ? il reste donc J‘ s(JZ, 2)ds.
(4]

D'ou
1

S 1 1
:C—Q'(:, z)=-" (J2=2Ki1z, z)ds+2Klf ]z|2ds+j s(JZ, z)ds

0
=J‘l [(Jz2, 2)+s(JZ, z)]ds
)
=s(Jz, 2))o=—(A()z(1), (1))
Bien sur, dans (ii) si on pose &y (s)=z(s/t) on a que dy€ £ (t), et alors
=(A@®=z(1), z(1)) égale —(H" (1, v (1)) &Y (1), &y (1))

donc la contribution est o (t).
Il reste a calculer I'indice de Q' pour ¢t proche de 0. On a, en ordonnant
Q' (z, z) suivant les puissances de t:

Q' :)=Il((A(sl)+K)"J:.‘. J3)ds
0
+l(x(|)y(l)+J’l((l—2K(A(sl)+K)“)Jz’, z)

o
+t2J-I(K2(A(st)+K)"——K)z. 2)ds.
0
Sur I'espace des constantes, Q' se réduit a

r1
:’(J —KAGH(A(s)+K) 'z, :>
0
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qui pour t voisin de O est non dégénérée. et a lindice de
—KA(0)(A(0)+K) "' i.e celuide —A(0)=—H" (0. y(0)). On en déduit
que I’espace des constantes a un supplémentaire orthogonal pour Q'.

Pour ¢ petit, Q* est définie positive sur ce supplémentaire, parce que sur
1

un tel espace J ((A(st)+K)~'J 2, J2)ds est définie positive, les autres
o

termes intervenant dans Q' sont petits avec t.

Pour 1 petit Q' a donc pour indice o(0). Ceci termine la démonstration.

Remarque. — On pourra comparer la proposition 8 aux résultats de
[M] et [D], o(0) s'identifiant au « terme de concavité ».

Pour étendre la proposition 8 au cas général de deux sous-variétés
lagrangiennes L, et L, dans (M, o) telles que L, =¢, (L,) — ou ¢, est un
flot hamiltonien — il faut tout d’abord étendre la distribution lagrangienne
tangente a L, sur M tout entier (ou au moins sur un ouvert U assez grand
pour contenir ¢,y, Ou Y, est comme au paragraphe 1). Notons % cette
distribution. si  8Y(MeT, oL, et dy(s)=de,(y(0))dy(0) (ou
o, (y(0)=y(l)eL, NL,) on dira que &y est un champ de Jacobi le long
de y. L'instant (, sera dit conjugué a 0 si 8y (t,)e £. Ici on ne peut définir
de fagon intrinséque (H" (1, v (1)) 8y (t), &y (t)) mais sa signature I'est.

La proposition 8 dans le cas général s’énonce comme suit :
ProposITION 8'. — Soit & une distribution lagrangienne 1angente a L, et
transverse a L,, a et b deux points de L, N\ L,. Alors posant i(y)=Z o (t)

(ou o (t) est la signature de (H"' (1, y (1)) 8y (t), &y (t)) dans une carte locale,
sa nullité étant supposée égale a zéro) on a m(a. b)=i(y,)—i(y,).

La démonstration est laissée au lecteur, en utilisant que :
1:i(y) ne dépend du choix de ¥ qu'a homotopie prés.

2 : on peut donc se restreindre a T*R" ou on a déja démontré la
proposition 8, avec pour ¢ la distribution horizontale.

6. Remarques finales

Un certain nombre de situations classiques sc traitent de la méme fagon.

1. En particulier en préscnce d’'un groupc dc symetric L, et L, ne
seront pas transverses. Mais si L, el L, s'intersectent proprement (clean
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intersection) on peut se limiter aux directions normales a L, N\ L,, et on
obtient les mémes résultats.

2. Lorsqu’on considére les solutions périodiques d’un systéme hamilto-
nien sur (M, ®) on peut considérer (#, Q)=(M, 0) x (M, —o) avec le flot
hamiltonien (Id, @,)=0o,. Si A est la diagonale de M x M, c’est une sous
variété lagrangienne de (4, Q) et @,(A) N A s’identifie aux solutions
périodiques de notre systéme hamiltonien; ceci nous raméne au cas traite.

Cependant si (M, @) =T* R" on peut identifier (4, Q) et T* A, d’ou des
fonctionnelles § et §%, comme au paragraphe 4. Par ailleurs on définit
usuellement sur I'espace des courbes fermées de R?"

A(z):Jl [1(Jz', 2)+H{t, z)]dt
o L2
et

A;(z)=Jl B(Jz'—xz, z)+H;(-Jz+1<z)]dz
o

et on aimerait un analogue des propositions 6 et 7 avec A et A¥ au lieu
de S et 53.

L’analogue de la proposition 7 avec A} au licu de S est facile : comme
dans la démonstration de la proposition 8, on montre aisément

ind 4% ;=i(y)+2n|:£],
2n
d’ou ind d? §3 —ind d* A} est constant (pour K fixeé).
Pour ce qui est de 4, on peut vérifier que S égale A, plus une forme

constante définie sur un supplémentaire de I'espace des courbes fermeées,
ce qui permet de conclure.
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APPENDICE

Soit £=(E, p, B) un fibré vectoriel symplectique. Sp(n) et U(n) ayant
méme type d’homotopie, on identifiera leurs classifiants B Sp (n) et BU (n).
& est alors induit par une application f de B dans BU (n). On notera c, (§)
I'image réciproque de la premiére classe de Chern ¢, € H? (BU (n)).

Soit A{=(AE, =, B) le fibré de fibre A (n) canoniquement associé a &,
Si n désigne le fibré universel EU(n) - BU(n), An sera le fibré
EU(n)/O (n) = BU(n) (notons au passage que EU (n)/0 (n) s’identifie a
BO (n)) et AE=f*(An).

Ceci étant posé, démontrons la :

ProposiTION 1. — Une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe
neH'(AE: Z) induisant la classe de Maslov sur chaque fibre est que
2¢,(8)=0. Si p, p’ sont deux telles classes, P’ —p=n*2 ou aec H' (B; 2).

Démonstration. — Considérons la suite spectrale associée au fibré A n.
D’apres [Bo] (p. 78, remarque), vu que BU (n) est simplement connexe, on
a

E%-*=H*(BU (n)) ® H* (A (n))

et on veut déterminer d, (1 ® p) oi pe H! (A (n)) est la classe de Maslov.
Sur les éléments de E% * de degré total égal a un (qui, vu que
H! (BU (n); Z)=0 sont les multiples entiers de 1 ® p)d, =0 pour k > 3.
Vu que

H'(BO (n); Z)=0 et H'(BO (n); Z,)=2Z,

on déduit que nécessairement d, (1 ® p)= +2¢,.

Par naturalité de la suite spectrale, on a pour la suite spectrale de
§ d,(1@p)==x2c,(§).

D’apres [Bo] (p. 85, (d)) I'image de H* (A E) dans H* (A (n)) par I'appli-
cation induite par inclusion s'identifie a I'intersection des noyaux des d,
sur 1 ® H*(A (n)). Comme d, =0 sur EJ'' si k > 3 on voit que p existe si
et seulement si 2¢, (§)=0.

Soient maintenant p, p’ deux telles classes, alors p—p’ correspond a un
élément de E!*° sur lequel les d, sont tous nuls, soit. toujours d'apres [Bo)
(loc. cit.), un élément de n*(H' (B; Z)).

Démontrons maintenant le corollaire 2 de la proposition I du
paragraphe 1. Cela revient a démontrer que si B=S°, D* et D sont les
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hémisphéres nord et sud, p, et u_ les classes de H'(AE|p+) et
H' (A E|p-) obtenues grace a la proposition 1, y une section quelconque
de AE|s1 (ou S'=D* N D", et S* orienté comme éD*) on a :

PROPOSITION 2. — (g, YD =< P, YD =2, (), [S]).

Démonstration. — n* détermine un morphisme entre la suite de Mayer-
Vietoris de (D*, D~) et celle de (AE|p+, AEID-) rendant le diagramme
suivant commutatif

<2 H*(AE|g) ~— H*(AE|p)®H*(AE|p-) «<— H*(AE)

e feoe e

H* (5" H*(D*)®H*(D") H*(8?)

Considérons alors 2c,(E)e H*(S?). &' étant un isomorphisme,
2¢, (8)="8" (o) pour un unique ce H' (S%).
Maintenant, vu que dans E%*, d, (1 ® p)= +2c¢, (§) on en déduit que
n*(2¢,(8))=0, d’ou
' (n'(0))=0 et n'(o)elm(’).
Il existe donc deux entiers a et b tels que

n*(c)=ap, —bp_ (car H*(AE|pt)=Z.p,)

et par fonctorialité, a et b ne dépendent pas de &.
Montrons que I'on a 2 ¢, (§), [S*] )=a{p,, Y>=b{p_, ¥).
En effet :

2{c,(§). §*>=(38"(0), [S*]>
=<0, §,[S?]>
(ou d,: H,(S%) — H,(S") est I'adjoint de 5*)
={o, n(y)>
=({n*(0), v)
=a{p, ¥>=b{pn_, v

Il reste donc a montrer que a=b=1. Or a=b est clair par symétrie.
Un cas particulier va nous prouver que a=b=1: identifions S2 a P(C?),
et soit £=T(P(C?)), on a alors 2¢, (E) =4 ol w est le générateur positif
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de H2(S?), d’ou 2 (¢, (£), [S?] > =4. Prenons pour v la section de AE|s
donnée par le fibré tangent 4 S'; on trouve alors (u,, y)=2,
{B_,¥)=—2dou on tire a=b=1.

Remarque. — Le rapporteur m’a signalé une démonstration plus simple :

Si c={¢, (&), [S?]), AE s’obtient en recollant D, x A(n) et D_xA(n) -
via

o, D= r.T)

ou(t, HeStxUm)=U()x U(n) et U(1) opére diagonalement sur U (n).
Alors
Holsteam=1®u

l:+ Is‘ x/\m=(P‘(l ® )

et y s’écrit y(t)=(, T(1)).

(E lsn étant trivial, y s’identifie 4 une application de S* dans

A(m)=U(n)/SO (n).

T est le relévement de cette application a U (n), qui existe par connexité
de SO (n)).
Maintenant

k- () =p(T)
He (M =p([t Th=p(N)+2c
car p est image réciproque par T — (det 7)? de la classe fondamentale
de S'.
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[AT]

(A-Z)
[B-L-M-R]

[Bo]

[Br]
]

(&)
[C-E]

(C-Z]

(D]
(E-1]
[E-2]
[G-S]
[Hu]

[L-S]

M]
M-S

s]

[S1]

(V]
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