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SUR QUELQUES THEOREMES DE CONVERGENCE
DU PROCESSUS DE NAISSANCE
AVEC INTERACTION DES VOISINS

par

ZHi-YING WEN (%)

RESUME. — On étudie une classe de processus de naissance qui généralisent les processus
de Galton-Watson classiques en ce sens que la population est structurée et qu’une certaine
dépe,dance est autorisée entre les descendances de voisins. On obtient des conditions néces-
saires et suffisantes a la non dégénérescence du processus et a I'existence de moments. On
établit aussi un théoréme de limite centrale et une loi du logarithme itéré.

ABSTRACT. — This paper deals with a class of birth processes which generalize the classical
Galton-Watson processes: the population is given a structure and some statistical dependence
is allowed between the offsprings of neighbours. Necessary and sufficient conditions are
given in order the process of non-degenerate and moments exist. A central limit theorem
and a law of iterated logarithm are also established.

Introduction

Les processus de Galton-Watson classiques ont été étudiés par de
nombreux auteurs dont S. AsMUseeN ([1], [2]), K. B. ATHrEYA [3], T. E.
Harris [5], C. C. Heype ([6], [7], [8]). L’étude de divers modéles de
B. Mandelbrot a conduit J. PEYRIERE ([10}, [11], [12])a introduire des pro-
cessus de naissance qui différent des processus de Galton-Watson sur deux
points. Le premier est que la population a I'instant n est arrangée en
graphe, le second est qu’une certaine dépendance est autorisée entre les

(*) Texte regu le 16 octobre 1984.
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404 Z.-Y. WEN

descendances des individus d’une méme génération. Dans cet article nous
étudions ces processus dans le cas ou il y a un seul type d’individus.

Dans la section 1 de cet article, on étudiera la condition de non-
dégénérescence, et dans la section 2, on discutera de I'existence de moments
et de la convergenge dans L? (1 <p<2). Dans [12], J. PEYRIERE a démontré
le théoréme de limite centrale pour ce processus, on donnera deux nouvelles
démonstrations de ce théoréme; elles paraissent plus simples et plus direc-
tes. En appliquant un théoréme de V. SHERGIN [13] et la méthode de
S. AsMUSEEN [2], une loi de logarithme itéré sera démontré dans la
section 4. Tous les résultats sont obtenus dans les mémes conditions que
celle du processus de Galton-Watson.

Dans cet article, on adoptera les notions suivantes :

On note X, le nombre d’individus a la n-iéme génération, on suppose
toujours X,=1; les vy, ;(n=0,1,2,...,i=1,2,...) représentent le
nombre de descendants du i-iéme individu de la n-iéme génération, ils ont
la méme distribution que y. Comme pour le processus de Galton-Watson,
ona

Xn=2f.:(-) ! Yn, i
On note F la fonction de distribution de y, m I'espérance de y, o?
sa variance, &, la oc-algebre engendrée par les v, ;, k=0,1,...,n—1,
i=1,2,...
En outre, on suppose que
Po=P(X,=0|X,=1)=P(y=0)=0,
pi=P@y=1)<l, m=E(y)<co.
On dit qu’une suite { X,},>, de variables aléatoires est I-dépendante,
¢'il existe un entier I, tel que, quels que soient X,, X, satisfaisant |r—s|>1,
les X, et X, sont indépendantes. On supposera que, pour chaque n, la suite

{¥,. :}: est I-dépendante. Nous appellerons le processus { X,}, processus de
Galton-Watson [-dépendant.

1. La condition de non-dégénérescence

D’abord, on établit quelques lemmes et propositions.
ProrosiTION 1.1. — Soit Z,=X,/m", alors on a
E(Xn+l | "a;n)=m Xm
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PROCESSUS DE NAISSANCE 405

(i E(X,. | Xo=)=mE(X,| Xo=1)=m""";
E(X,..| F)=m*"X,

(i) { Z,},0 est une martingale positive, elle converge donc presque siire-
ment vers une limite que 'on note Z; en outre

0<Z<w, p.s.,
E(Z|F)<2Zy E(Z|Zy=1)<]1.
La démonstration est facile et on ’omet.

ProposITION 1.2. — X, tend vers l'infini presque sirement.

Démonstration. — Si X, ne tend pas vers l'infini, alors la suite X, est
constante a partir d’un certain rang n,, alors, si n>n,

P(Xn+l=Xn|Xno)<pl

alors
P(Xno+k=xno+k—l= e = noano)SP‘i'

Remarquons p, < 1, donc p% tend vers zéro quand k tend vers zéro quand k
tend vers I'infini, ce qui achéve la démonstration.

On dira que (n+1, j) descend de (n, i) si I'on a, i< X, et
szlq'Yn. l<j<21slsi7n- b

(n+k, j) descend de (n, i) s’il existe une suite jq, j;, jo, - - -, ji telle que jo =i,
Jjx=]j et telle que (n+1, j;) descende de (n+1—1, j,_,) pour I=1,2,..., k.

Maintenant, on note X ; le i-iéme individu de la n-iéme génération, et
Z, ; la limite correspondant a la proposition 1.1 (ii) appliquée & Xy ;
soit Xy ; , le nombre d’éléments de la génération N+k descendant de
Xy, »» alors, on a

Xy. i x=nombre de (N +k, j) qui descendent de (N, i)

et
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406 Z.-Y. WEN

mais
=V XN
XN+k_Z.'=1 XN. i, k
donc
X . 1 wxe Xy is
Z=lim, , 2 =lim, |, ,— Y N itk
© N+k © G N&i=1 K
1 Xy 1
— N 1; N. l,k____ Xy
- mNZi:l hmk - ® m,‘ - mNZi:l ZN. i

Donc on a démontré

LEMME 1.1. — Les Zy , i=1,2,..., Xy_, sont l-dépendantes condition-
nellement a #,, avec P(Zy ,<a|F\)=P(Z<o|X,=1); en outre on a

1
Z= _Nzax=~1 Zy, i
m

ProposiTION 1.1.3. — P(Z>0)>0 entraine P(Z>0)=1.

Démonstration. — Compte tenu de I’hypotheése P(Z>0)>0, on a
q=P(Z=0)<1.
En utilisant le théoréme de convergence des martingales [14], on a
1(Z=0)=P(Z=0|# ) =lim, . , P(Z=0|#,)
PZ, =0,i=1,2,..., X,|#,)
<lim, . . P(Z, 1=0,Z, 1+a0+1,=0, .- s Zp 14q+1)1xp-1ya+1n=0| %)

=lim, _ wn:i”l—”l('H”P(zu. 1+i(1+1)=0|9—n)

=lim, _ , g~ =g, P,

=lim

n ~ @©

les trois derniéres égalités sont dues respectivement au lemme 1.1 et a la
proposition 1. 2.

Maintenant, énongons le théoréme principal de cette section.

THEOREME 1.1. — Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Z,— Z dans L*;
(ii) E(Z2)=1;
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PROCESSUS DE NAISSANCE 407

(iii) P(Z>0)=1;

(iv) E (y log y)=f xlog™* xd F(x) < .
0

Démonstration. — On a
_1+Z|=1{Zn+l }

grace a la proposition 1.1 (ii), {Z,., —Z,},> est une suite d’incréments de
martingale, on I'approchera par une autre suite d’incréments de martingale
bornée dans L2. On pose

4 ’ 1 n
(1.1) n+1=;mzf‘;lv,, (¥, i <m")

(1.1) R,=Z,—E(Z,+,|F)=EZ,s,~Z,+1|F))

1
mrt1 E(Zleyn, I1(Y,, i>mn)l}’n)

=éfmxdF(x)
m Jmu

donc, la suite { Z,, , —Z,+ R,},» o est une suite d’incréments de martingale.

LEMME 1.2. — Ona
(l) Z o(P(Zn+l_Zn+l)<w;
() Yo ,(Var(Z,,,—Z,+R,)<ox;

(iii) Z:’=OER,,= —Z:’:of xd F(x)< o0
m m"
si et seulement si
j xlog* xdF (x) < 0.
0
Démonstration. — (1) Soit
A,=Uk, {o Yp, i>m"}

alors

P(Z,,.#2Z,,, ]5",,)=E(1A"|f,,)
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408 Z-Y. WEN
ona

E(IA’I[.’/',,)SX,,deF(x)

m
d’ou

® o P(Zos1 #Z0s )<T 2o EX, J "aF (o)

=Z:;0m~rdF(x)

m

='[m2f=om"1(x>m")de),
0

pour x fixé, il existe un k, tel que m*<x<m**?!, donc

k
-1
m I(x>mm=Y*_ m=""_ %
m—1 m-

@
n=0

=0 (x),

ce qui entraine (i).
(ii) D’abord, remarquons

E(Zy+ E@Zysi|F)=E[E(Z,+E(Z,1,|F )| F )]
=E[E(Z,+,|Z )P,

d’aprés (1.1)’, on a
vVar{Z,,,—Z,+R,}=Var{Z,,,—E(Z,,, |9",,)}=E[Var(Z;,H ES)

maintenant, on pose
An = E (Yn. i I(Yn. lsm"))':J' xd F(X),
(V]

B,=E(vi i1(Ya, :S"I"))=J x? dF (x),
V]
par suite, on estime la variance conditionnelle de Z,2 |,

(1.2) E(Z;%,| %)

TOME 114 — 1986 — N° 4
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1
= Wslzf-,.ﬂ Yo, i¥n, i1, :SMM (v, ;<m™)| F,)]

=;2L,,:ZE[21+22|-9’—..]

ou
Zl=2|i—j|>z'¥n. iYn, j1(Yn, ;<MW I(y,, ;<m");
ZZ=Z|i—j|SlYn. iYn, jI('Yn. <m") 1 (y,, jsm")-

Remarquons les faits suivants :
(1) si|i—j|>1, lesy, ;et7, ;sontindépendants, donc

ElYn, i¥n, j1(n, i <m")I(y,, ;<m")
=E(‘Yn. iI(Yu. ismn))' E ('Yn, Jj° I(Yn. Jj* I(Yu. Jsmn)
(2) si |i—j|<l, en utilisant I'inégalité de Schwarz, on obtient
E(Yn iYn, jI('Yn, ismn) I(Yn, jsmn)
<[E ('Y: iI(Y,, i<m"). E(’Y:. 1 (v, jsm"))]llz
= B";
(3) par calcul, on obtient que le nombre des termes de Zz est
B,=QI+1)X,—-1(+1)
[ou bien (21+ 1) X,+ O (1)], donc, on en déduit
(1.3) EQ,| #)=(X-X,—B) A7
(1.4) EQ,| #.,)<B,B,
d’autre part,

],,+2[E(Z:Y:1 Yn. l'I(Yn. ism")l 5.-")]:

(1.5 [EZiy| FIP=—

m
X2 A2

= m2n+2
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410 Z.-Y. WEN

Compte tenu de (1.2) a (1.5),on a
Bn B'l C X’l Bll

S
m2n+2 m2n+2

var(Z,.,| #)<

ou ¢ est une constante positive.
On obtient finalement

o Var{Z,,,—Z,+R}=Y" EVar(Z,,,| #,

c ______j ye I(x<m")dF()

<

m2

or

ce qui entraine (ii).
(iii) Remarquons (1.1) et EZ,=1,0na

jj‘;os(érxdp(x)>

m Jpyn
=~—j xY> I(x>m")dF(x),
mJjo

ona
Yo o I(x>m"=0 (log x)

donc (iii) est vrai. [J

Utilisant les théorémes de convergence des martingales [14], le lemme
de Borel-Cantelli et le lemme 1.2, on obtient

LemMmE 1.3. — (i) Z {Z,.,—Z,+R,} converge presque siirement et
dans L?;

(i) Z,=2Z, a partir d’un certain rang.

Démonstration du théoréme 1.1. — L’équivalence entre (i) et (ii) du

théoréme 1.1 est due a la théorie des martingales ([14], pp. 319-320). Parce
que EZ =1 implique P(Z>0)>0, donc, par la proposition 1.2, aussi (iii).
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Pour démontrer le théoréme, il nous reste a démontrer que (iii) implique
(iv) et (iv) implique (ii).

(iti)=>(iv). Soit Z*=knf, Z,. Si Z* (0)=0, il existe une sous-suite Z,, tel
que Z, —0, quand k — co; mais Z, — Z, presque slirement, on a donc
presque sirement {®; Z* (0) =0} = {w)=0}; clairement, Z (w) =0 implique
Z* (w)=0, on obtient donc

P(Z*>0)=P(Z>0)=1.

Par le lemme 1.3, nous avons vu que Y > {Z,,,—Z,+R,} converge
presque sirement, d’autre part, obvervons
,T:o(z;-f-l _Zn)=Z"‘ 1,

alors, Z:‘LOR,, converge presque siirement. Par conséquent, on a presque
siirement

* ©
©0>y" R,> gm_( :°=oj ] xdF(x)),

mais P(Z*>0)=1, donc il existe un o, tel que Z* (w)>0, c’est-a-dire

* J xd F (x) < c0.

n=0
m

D’apreés le lemme 1. 2 (iii), ce qui entraine

J xlog* xd F(x)<oo. [

(1]
(iv)=(i). Si
j. xlog™* xd F(x)< o0,
0
par le lemme 1.2 (iii), on a

© ER,< .

n=0

Grice a R,>0, Y7 R, converge dans L', et il en est de méme pour
Y o{Z,+1,—2,} par le lemme 1.3 (i), donc

n=0
]imN -~ o E[z:+1 (Z;+l _Zn)]=0,

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



412 Z-Y. WEN

mais Z,,,>2Z,,, et EZ,=1, on en déduit que
EZ=E(1+Y, ((Zyr1=Z)+ L7 ysy Zas1—Z)]

21+EQ i1 (Zhi1—2Z,)
alors EZ > 1. Mais d’aprés le lemme de Fatou, on a aussi EZ<1, donc

EZ=1. O

2. Conditions d’existence des moments

LeMME 2. 1. — Soit {X,},>, une suite stationnaire de variables aléatoires
I-dépendantes, ayant la méme distribution d’espérance m et de variance c>.
Alors, sinzl+1, ona

VarS,=An—B
ou
A=02+2)—2Im? B=2M—-1(+1)m?,
M= EX X up M=Y,_ JEX, X,
Démonstration :

ESf=E(Z;'=l X,.)2=nEX§+Z'.,J.' |.--j|erX.-Xj+|i-j|>lEXinv
compte tenu de la stationnarité de la suite, on en déduit

Ziaej. |.'—,~|s:EX-'Xj=2("“’)Z;=1 EXl Xl+j+22£;11 Z;=1EX1 Xl+j
=2nY _ EX, X\, ;=20 EX, X, ;=Y\ Y EX, X,.))
=2nk,—2M,

de plus, le nombre des termes dans )., |i-; < est [(2n—1—1). D’autre
part, utilisons la [-dépendance de la suite, on a

Vi EX X;=Y, i s EX,EX;=[n*—n—1Q2n—1-1)]m?,

donc,

Var S,=ES?—(ES,)?

TOME 114 — 1986 — N 4
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=nEX}+2n)—A[+[n*—n—=12n—1-1)m*—n*m?
=n(c?+20—2ImY)—[2N —I(+1)m?
=An—-B. O

Maintenant, utilisons la stationnarité de notre processus. Pour chaque
m, n,ona

EYm. iYm, j=EYn. EYn. J

Donc, on peut définir une suite {v;};», stationnaire de v.a. d’espérance
m et de variance o2, qui a méme distribution que la suite {y, ;};»o pour
chaque n.

On note

;"I=Z;=|EYIYI+13 M=Z;=1fEYx'Yx+p
A=024+20-2Im?, B=2)—-1(+1)m>

ProrosiTioN 2.1. — Si X,=14+1,0na

@ Var(X,., l F,)=AX,—B;
n(an+l 2n+2
(i) ©2,,=Var(X,,,|X;)=2m " DX, B(m D,
m—1 m?—1
(i) lim, _ _ Varz,= —%o B

Démonstration. — (i) On I'obtient immédiatement du lemme 2. 1.
(i) On vérifie sans peine que 'on a

12, =EVar(X,,,| F)+VarE(X,,,| #,),
d’aprés (i) et la proposition 1.1 (i)
12, ,=AXom"—B+m? 12
on en déduit par itération
Tor1=AXom" (L, m)—B(Q;_om>")
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414 Z.-Y. WEN

n n+1 2n+2 _
=AXom (m 1)_Bm l.
m-—1 m?—1
12 AX, B
iti) lim, .  VarZ,=lim, _ ntl o o _ . 0O
(1) ® “m2"*2 mm—-1) m?i-1

Remarque. — Quand X, est inférieur a I+ 1, en général, on ne peut pas
obtenir une formule comme (iii). Par exemple, on prend X,=1, I=1,
p, >0, alors X, >2 presque sirement. On obtient

, _Am'(m'—1) B@ml"-1) .,

12 +m?"c
i m—1 m?—1
donc
- A(Q-=(1/m*" BA-(1/m?"
VarZ,, = (2 1/m*" (2 (2/ )
m*(m—1) m*(m*—1)
+gi_* A B B +02
m* m*m-1) m*@m?*-1) m?

qui n’est pas égal a (4/m (m—1))—(B/(m?>—1)).
Mais, on peut démontrer que Var Z, converge quand-méme. Pour cela,
on définit un temps d’arrét fini

t=inf[n>1; X,>1+1],
et on utilise le résultat de la proposition 2. 1.

LEMME 2.2. — Soit {7, },>, une suite de variables I-dépendantes aléatoire
positive, @ (x)=x""1, x>0, 1 <p<2, alors, on a

ES"(p (S,,)SES,.- (p(ESn)+Z:'=1 E(‘YiZjEA.'_ n (p(‘YJ))’

ou A; , désigne I'ensemble {j, 1<j<n, |i—j|<I} et A; , désinge I'ensem-
ble {1,2,...,n}—A; ,

Démonstration :
E(Sn (p (Sn))zE(z:l=l Yl(p(sn))=27=l E‘Yi(p(z"'e,\l.. " YI+Z]€Af nYJ)
<Y EWiY e, CON+Z EQio () o Y]
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=y, E[Y.-Z,-E,\_.' ,,(P(Y,-)]+Z:=, E(v)E(9(S,)
<YL EMY, . 00+, E(G) O (ES,)
=Y EMiL e, ,CON+ES) @(ES,),

a cause de la concavité de @, on a les premiéres et deuxiémes inégalités,
et I'inégalité de Jensen entraine la troisiéme. La troisiéme égalité est due a
’hypothése de I-dépendance.

THEOREME 2.1. — On suppose que Z a le sens de la proposition 1.1, si
le p-iéme moment de v est fini, alors on a

¢, EYPSEZP<c,EY’,

ou c, et c, sont des constantes positives, 1 <p<2.

Démonstration. — (i) On prend n=X,, y;=v, ;/m"*' dans le lemme 2.2,
ona

1 ox
Sn= FZQI Yn, i=zn+l’

d’apres le lemme 2.2, on obtient par calcul

(2.1) E(Zpi19Zps1)| FISEZpsy| FHOE2Z, )| F)| F))
+Z?—-'='1 E(Y.-Z,-,A,.‘ .(P(Yj)l Z,)

mais

EMijen @) FI=2, 1 JEC:i0()| £,

par l'inégalité de Holder, on a

E(Mo(r)] 97")=E(Li_<_v:_,+_.-;>v-l >= E(Y, Y27

mn+1 m m(n+l)P

1
< m"‘*l)p(Eﬂ. )P [E (¥a, .i)"“"]”": EvP,

m(n+ p

ou (1/p)+(1/q)=1. En outre, on remarque que, pour chaque i,

Card A; ,<21+1.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



416 Z.-Y. WEN

donc

3IEYy?

m(n+ p

(2.2) EMY,en, 00| )<

Parce que { Z,},>, est une martingale, (2.1) et (2.2) donnent

31X,
(2.3)  EZ19Zai)| FISZ,02Z)+ = Y
m p

Substituons ¢ (x) par x? ! et prenons I'espérance dans (2.3), on a

31EY? 1

T oo—1n’
mP mP—n

EZ,.,9(Z,+)—-2,9(Z)=E(Z},,—2Z))<

d’apreés le lemme de Fatou, on en déduit
EZ’<lim, , o EZZ=1im, . . {1+ 3,2 (EZ}.,—EZ})}

3IEY? 1

sl+ Z::;Om(p_l)k:O(E.Yp);

mP
ce qui démontre la deuxiéme inégalité du théoréme 2. 1.
(2) A cause de la convexité et de I'inégalité de Jensen, on a

(2.4 Ey'=EX}=mPEZY=mPE(E(Z| #,))’<SmPEZ"

d’aprés le théoréme 1.1 et la théorie de martingale ([14], théoréme 4. 1),
{2,,2,...,2, ..., Z,=Z} est une martingale, donc on a la troisiéme
égalité de (2.4). O

THEOREME 2.2. — Silona

Ey(log* y)**'< pour un a>0,
alors, on a
EZ (log* Z)*< 0.
Démonstration. — Définissons

Cy X, 0<x<x
cp(x)={ ! 0

log* x*+¢;,  xp<x<00

TOME 114 — 1986 — N° 4



PROCESSUS DE NAISSANCE 417
o xo>1, (d*/dx?)(log x)*<0 quand x>xq; c¢,=(d/dx)(l0g X)*|, =y
¢, =c¢, xo—(log x,)% donc, ©(0)=0, @(x) est croissante et concave. Soit

— — Yn.i —_ l X, —
X=n, Yi_Mn+1’ S"—F2i=17"-"‘z"f“

comme dans la démonstration du théoréme 2. 1, on obtient

EZ,.10Zn+1)| F)SE@Z,.,| F)O(E(Z,+,| F)
+X I EMY en, 00)] £

Maintenant, on estime les termes E (y; ¢ (v;)), remarquons que la fonc-
tion @ est croissante, on a

E(i—=v)lo(y)—o(v)]=0,

donc

2Em,7+,¢<;§+—,)=Eviw(vi)+571¢(vj)
ZEY;,0(Y)+EvY;0(Y).

On en déduit

Y EMYen, 000 FI<QI+ DX, E—L H¢<my ,)
31X, y
\mn+lEY(p< n+l)'

En suite, on répéte le procédé du théoréme 2.1 et on obtient

EZ¢(2)<¢(1)+~J xZ,=o<p( )dF(x)

Pour chaque x fixé, on peut choisir k, tel que

x x
(¥) Sxo< —
mk+l S0
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donc

moo( 2 ) mte( 2 e
-z ([or (555 [+t T

k=0(ogx), Y, — =0,

=k
n mn+

mais, d’apreés (¥), on a

donc
@ X + e+l
,=o<p(—m,,+l>=0([log x]**%),

ce qui achéve la démonstration. [J
En appliquant les théorémes 1.1, 2.1, la proposition 2.1 et le théoréme
de convergence de martingale, on obtient

THEOREME 2.3. — Sous I'hypothése que le p-iéme moment de vy est fini,
Z, tend vers Z dans L? (1 <p<2). En outre, on a P(Z=0)=0; en particulier,
Z, tend vers Z dans L?; et si Xo=>1+1,0na

AX, B

VarZ = - ,
mm—-1) m?>—1

ou A, B ont les mémes sens que dans la proposition 2. 1.

Remarque. — Dans le cas d’une lettre considérée dans [12] par
J. PEYRIERE, le théoréme du paragraphe 3.4 de celui-ci est un cas particu-
lier du théoréme ci-dessus, de plus, on a obtenu une expression précisée
de Var Z.

3. Un théoréme de limite centrale

LEMME 3.1. — Soit { X, },», une suite stationnaire de variables aléatoires
l-dépendantes, équidistribuées, d’espérance nulle et de variance o?. Soit
s?=Var(S,). Alors on a

P(5>sy)-+¢(y), n— o,
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—y2
e > dx,

()=

1 y

/21 )_ o

Démonstration. — Définissons deux suites de nombres entiers {k, },»,
et {n; }o<i<u, de la fagon suivente :

ky=[n?"], =[—'kf]

o[22}

On définit deux suites de variables aléatoires { Y, ;} et {Z, ;} ainsi:

On note

Y, i=Xp 1+ Xpi2t .+ X, -0
Z, i=Xpsr 141t X c1e2t . XL
alors
S, =Xi%0 Yo i+ LiL0' Zo =S, 4 S,
On note
s,2=Var(S}), s;/ 2=Var(S}).

Remarquons les faits suivants :
(i) Pour chaque p>gq,

o _oyo|etDn] _[pn] _[(@+Dn an
(np+1 np) (nq+1 nq) |: k, ] [kn] |: k, ]+[kn]

sp-t]—n—ﬁn+l—ﬂn+]+in=2,
k k k

n n n n

donc, quand n est suffisamment grand, le nombre des termes de chaque
Y, ; est A,—1, il est supérieur strictement a I, et le nombre des termes de
chaque Z, ; est compris entre | et I+2. Parce que la suite {X,} est
l-dépendante et stationnaire, les variables Y, ; sont indépendantes et

equidistribuées. Les variables Z, ; sont indépendantes.
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(2) Chaque terme X, de S, est indépendant de tous les termes X; de S,
sauf d’au plus /+1 d’entre eux. Par un calcul similaire a celui du
lemme 2.1, on peut obtenir

s:=VarS,=nc?+2n,+0 (1),
ou A, a le méme sens que dans le lemme 2. 1, donc
2 2
Sa _ n(c +2-k,)+0(1)_’ ©

2 2/3 ’
k; n

(3.1)

d’apreés (1), (2), on a

3.2 |E(S,S)|<k,(1+1)(1+2)| E(X, X))|<k,(1+2)*c?
ou |i—j|<k

E(S; Y=Y, E(Z2 <k, (+2)?c?
mais

E(S)=E(S,)+2E(S,S)+E(S,?),
par (3.2) et (3.3),0on a
|E(SH—E(S,?)|<3k,(1+2)* o

Utilisant (3. 1), on obtient

3.4 —=1, n— oo,
sh
su 2
3.95) E(—'—'—) -0, n— oo.
Parce que

n_Sn Sa Sa
R
Sll S'l sll sl
donc, S,/s, — ¢ en distribution si S,/s, = ® en distribution par (3.4) et

(3.5). Mais les Y, ; sont indépendantes et ont méme distribution, en
appliquant une généralisation du théoréme de limite centrale (BILLINGSLEY
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[4], théoréme 27.2), on obtient S,/s, — ¢ en distribution, et ce qui achéve
la démonstration. [J

Maintenant, supposons que les Z, , i=1, 2, ..., X, ont le méme sens
que dans le lemme 1.1, d’aprés le lemme 1.1, on a les faits suivants :

(1) les Z, ; ont la méme distribution que Z conditionnellement a &,
c’est-a-dire

(3.6) P(Z, <y|F)=P(Z<y), P.S.

(2) les Z, ; sont I-dépendantes conditionnellement a & ;

3)

(3.7 z—z,=—1-"z§‘;1(z,,, =1
m

Evidemment, les Z, ;—1, i=1, 2, ..., X, satisfont les hypothéses du
lemme 3. 1.

D’autre part, pour chaque w,, P(Z, ;<y| #,)(w®,) définit une fonction
de distribution, en utilisant (3. 6), la stationnarité de la suite {Z, ;} et le
théoréme d’existence de Kolmogorov, on peut définir une suite { Z;};,,,
telle que

(i) elle a la méme distribution que Z;

(i) pour chaque n, on a

(3.8) E@Z, .Z, )=EZ,Z),
(iii) pour chaque n et k fixés, on a
3.9 P&, (Z, . —D<y| F)=P(Q'.,(Zi~1<y) P.S.

THEOREME 3. 1. — La loide (Z—2Z,)m"/((t* +2)\,)) X,)'/? converge étroite-
ment vers une loi de Gauss normale, ou 1> est la variance de Z —1 et

=Y, E@Z=1)(Z,4;—1).

Premiére démonstration. — En appliquant (3.9) et la définition de
I'espérance conditionnelle, on peut vérifier sans peine qu’on a

p<_2.-‘:,<2..,~—1) L2z <) P.S
(P +20) X)) (@20 X, )" )

<y| f..)(wo)=P(
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compte tenu de (3.7) et (3. 8), et on remarque la suite

Xp (0g)
p(EEEEED )
((«? '*'27~1)X..(0°o))”2

est exactement une sous-suite de la suite

X
o (Z,—1
P( Y Zi-1) <y)
(T2 +2x)n)'?
pour chaque ®,, d’aprés le lemme 3.1, elle tend vers ®(y) quand n tend

vers l'infini, c’est-a-dire

P( Y (2, =)

((x?+21) X,)12

<y|§n>-.q>(y) P.S.

Prenons I’espérance, on obtient le résultat que nous voulons.

Deuxiéme démonstration. — Etant donné X,, remarquons que les Z,, ;
et X, sont indépendantes, on a quand-méme

m(Z-Z)=Y.r (Z, —1),

maintenant

Yo (Z, =)
Pl = — <
(((r2+2>»,)x,)”2 S7 )

k
o« i= (Zna_l)
=y, P(————(Ezinl)k)m <y|X,=k>P(x,,=k)

BN T L P

(T2+2A)k)"?

mais, d’aprés le lemme (3.1), P(Z:‘=l (Z,, ;= DI(*+21)k)"? <y) tend
vers @ (y) quand k tend vers I'infini, donc, pour chaque £>0, il existe un
K, tel que,

P(Z::l(zﬂ- i—1)

<v|—-0(y -
(420 k)7 ‘) 0,
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dés que k> K; d’autre part, d’aprés la proposition 1.1, on peut choisir n
suffisamment grand, tel que

s P( Y. (Z, —1)

i=1 msy)P(X,=k)

k
SUTISEET (@200 !
alors, on a
oz .—1
P<Zx_=x<L)<y>_q,(y)
(TP+20) X)'2
Y (Z, =1

=Z:3=1 P(((Tz+22.,)k)”2 S}’>P(Xn=k)—(b(}’)

k
© i= (Zn.i_l)
o {r(gm o) -owfree

£ £wow
< 3 + EZ"““ P(X,=k)<e.

Notre deuxiéme démonstration est ainsi terminée.

4. Loi de logarithme itéré

LemMme 4.1. — (i) Soit {T,},»o une suite de variables aléatoires telle
que
@.1) ® A< P.S.
ou

An=supysR|P(Tn<y fn)_q)(y)l
alors

<1, lim L =2-1P.S;

4.2) lim rp——— >~
¢.2 —" 7 ®(2 log n)*”?

"7 % (2 log m)*?
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(i) On peut remplacer les inégalités par égalités dans (4.2), si les T, sont

& .+ -mesurable pour certain k > 1.
Démonstration. — Remarquons les identités

(21:)"(1—d)(y))=J' e dxa Lo,
y
y

on a donc

(4.3)Y  (1-®(2nlogn)/?)~c)y” __f'__"_{<oo

"=!(log n)** | =0

ou ¢ est une constante positive.
Prenons

A,={w, T,>(2n log n)'’?},
en utilisant (4.1) et (4.3), on a

(4.4)
v o P(A F)Y T {1-®(2nlog n)''2+A,} <0,

4.5)
,T:oP(Anl .7,,)22:;0 {] ““DZT}]OS n)llz—An}=wa

si
si

y—©

n>l1,
n<l,

si n>1,

si n<lL

Donc, pour démontrer (i), il nous suffit d’utiliser (4.4) et le lemme de

Borel-Cantelli conditionnel

{Z:;l P(An| '7")<w}-§—-P.S. {Z:;l ]A,‘.<w}'

Pour obtenir (ii), il faut utiliser (4.5) et une généralisation du lemme
de Borel-Cantelli-conditionnel ([9], p. 144) : si 4, est ¥, ,, mesurable pour

certain k > 1, alors

{Z:O=IP(A;|| ‘gu)<w}=l"$. {2:;1 lA,.<w}’
{z:o_l P(Anl fn)'_‘w}:l’sllm sup, - aoAn

LemME 4.2. — Soit {X,},., une suite de variables aléatoires l-dépendan-
tes, équidistribuées, d’espérance nulle, de variance c* et ayant un moment
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