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SUR QUELQUES THÉORÈMES DE CONVERGENCE
DU PROCESSUS DE NAISSANCE

AVEC INTERACTION DES VOISINS
par

ZHI-YING WEN (*)

RÉSUMÉ. — On étudie une classe de processus de naissance qui généralisent les processus
de Galton-Watson classiques en ce sens que la population est structurée et qu'une certaine
dépe.dance est autorisée entre les descendances de voisins. On obtient des conditions néces-
saires et suffisantes à la non dégénérescence du processus et à l'existence de moments. On
établit aussi un théorème de limite centrale et une loi du logarithme itéré.

ABSTRACT. - This paper deals with a class of birth processes which generalize thé classical
Galton-Watson processes: thé population is given a structure and some statistical dependence
is allowed between thé offsprings of neighbours. Necessary and sufficient conditions are
given in order thé process of non-degenerate and moments exist. A central limit theorem
and a law of iterated logarithm are aiso established.

Introduction

Les processus de Galton-Watson classiques ont été étudiés par de
nombreux auteurs dont S. ASMUSEEN ([l], [2]), K. B. ATHREYA [3], T. E.
HARRIS [5], C. C. HEYDE ([6], [7], [8]). L'étude de divers modèles de
B. Mandelbrot a conduit J. PEYRIÈRE ([10], [11], [12])a introduire des pro-
cessus de naissance qui diffèrent des processus de Galton-Watson sur deux
points. Le premier est que la population à l'instant n est arrangée en
graphe, le second est qu'une certaine dépendance est autorisée entre les

(*) Texte reçu le 16 octobre 1984.
Zhi-Ying WEN, Université Paris-XI, Bât. n° 425, U.R. 754, 91405 Orsay Cedex.
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404 Z.-Y. WEN

descendances des individus d'une même génération. Dans cet article nous
étudions ces processus dans le cas où il y a un seul type d'individus.

Dans la section 1 de cet article, on étudiera la condition de non-
dégénérescence, et dans la section 2, on discutera de l'existence de moments
et de la convergence dans 1^(1 </?^2). Dans [12], J. PEYRIÈRE a démontré
le théorème de limite centrale pour ce processus, on donnera deux nouvelles
démonstrations de ce théorème; elles paraissent plus simples et plus direc-
tes. En appliquant un théorème de V. SHERGIN [13] et la méthode de
S. ASMUSEEN [2], une loi de logarithme itéré sera démontré dans la
section 4. Tous les résultats sont obtenus dans les mêmes conditions que
celle du processus de Galton-Watson.

Dans cet article, on adoptera les notions suivantes :
On note X^ le nombre d'individus à la n-ième génération, on suppose

toujours Xo= 1; les Yn. »("=0, 1, 2, . . ., i= 1, 2, . . . ) représentent le
nombre de descendants du f-ième individu de la n-ième génération, ils ont
la même distribution que y. Comme pour le processus de Galton-Watson,
on a

Y -V^n-l-v
^n—Z^=0 "«, *•

On note F la fonction de distribution de y, m l'espérance de y, o2

sa variance, ̂  la a-algèbre engendrée par les y^ „ ^=0, 1, . . ., n — 1 ,
f = l , 2 , . . .

En outre, on suppose que

^=P(X,=0|Xo=l)=P(y=0)=0,
^=P(y=l)<l , w=£(y)<oo.

On dit qu'une suite {X^}^o de variables aléatoires est /-dépendante,
s'il existe un entier /, tel que, quels que soient X^ X, satisfaisant | r—5 |> / ,
les Xy et X, sont indépendantes. On supposera que, pour chaque n, la suite
{ Y n , i}i est /-dépendante. Nous appellerons le processus {X,,}, processus de
Galton-Watson /-dépendant.

1. La condition de non-dégénérescence

D'abord, on établit quelques lemmes et propositions.
PROPOSITION 1 . 1 . — Soit Z^=XJm'1, alors on a

£(X^J^)=mX,
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PROCESSUS DE NAISSANCE 405

(i) E(X^,\X^\)=mE(X^Xo=\)^m^1',
£(X^|^)=m^,

(ii) [Z^^Q est une martingale positive, elle converge donc presque sûre-
ment vers une limite que F on note Z; en outre

O^Z<oo, p. s.,

£(Z|^o)^ E(Z\Z^ 1)^1.

La démonstration est facile et on l'omet.

PROPOSITION 1.2. — X^ tend vers l'infini presque sûrement.
Démonstration. — Si X^ ne tend pas vers l'infini, alors la suite X^ est

constante à partir d'un certain rang n^ alors, si n^n^

P(X^=XjXJ<p,

alors

^(-^no+^^no+k-l = • • • = ̂ no\ ̂ n()^Pl-

Remarquons/?i < 1, donc/^ tend vers zéro quand k tend vers zéro quand k
tend vers l'infini, ce qui achève la démonstration.

On dira que (n-f-1, j) descend de (n, i) si l'on a, i^X^ et

Ll^Ki^n, l^^^l^l^i'Yn. «

(n+k, j) descend de (n, i) s'il existe une suitej'o,ji,j2, . . ., ji, telle quej'o=i,
j^j et telle que (n4-^) descende de ( y i + / — l , ^ _ i ) pour /=!, 2, . . ., k.

Maintenant, on note X^ , le i-ième individu de la yi-ième génération, et
Z,, , la limite correspondant à la proposition 1.1 (ii) appliquée à Xj^ ,;
soit X^ ^ f, le nombre d'éléments de la génération N+k descendant de
Xj^ „ alors, on a

^v. i. * = nombre de (YV+fc , j) qui descendent de (N, 0

et

Z/v . = lim^ ^ „ — X^ , ^
m"
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406 Z.-Y. WEN

mais

Y —V^N Y^N+k~~~Z^i= i ̂ N, i, k

donc

Z r,_ ^N+k i,,̂  1_^.Y^ ^N. i. fc=1™»-. oo-.T; =1™»- "o-^L.^—r-jV + le "—'le -» oo M ̂ fi =1 km m m

^ \^XN U^ N ' l'' k V^N 7^-^^^i--^.-^.,
Donc on a démontré

LEMME 1 . 1 . — L^5 Zjv ,, i= 1, 2, . . ., ̂ -i sont l-dépendantes condition-
nellement à y^ avec P (Z^ , ̂  a | ^jv) = P (Z ̂  a | Xo = 1 ); en outre on a

y- ! y^N 7
-•" ̂ Li^l^N, i '

PROPOSITION 1.1.3. - P(Z>0)>0 entraîne P(Z>0)=1.
Démonstration. — Compte tenu de l'hypothèse P(Z>0)>0, on a

^=P(Z=0)<1.

En utilisant le théorème de convergence des martingales [14], on a

7(Z=0)=P(Z=0|^J=lim^,P(Z=0|^)
=lim^ ,P(Z, ,=0, f=l, 2,. . ., Xj^)

l̂im^ _» gp ^(Z^ i=0, Z^ l+(f+l)=0, . . ., Z,, l+d+DKXn-D/O+l)]3^! *^n)

-Hm ^(^n~l)/(f+l)lPr7 -O l^^— n m ^ _ » ^i }^^ ^^n . i + i ^ + D — ^ I ^ J
=lim^,^"-l)/((+l)l=0, P. S.

les trois dernières égalités sont dues respectivement au lemme 1.1 et à la
proposition 1.2.

Maintenant, énonçons le théorème principal de cette section.

THÉORÈME 1 . 1 . — Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Z^ZdansL1;

(ii) £(Z)=1;
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PROCESSUS DE NAISSANCE 407

(iii) P(Z>0)=1;

f00
(iv) £ (y logy)= x\o^ xdF(x)<cc.

JoJO

Démonstration. — On a

^=l+Z^{^l-Zn}

grâce à la proposition 1.1 (ii), {Z»+1 -^n}n^o est une suite d'incréments de
martingale, on l'approchera par une autre suite d'incréments de martingale
bornée dans L2. On pose

( 1 - 1 ' ) ^^--^L^lïn. ̂ (ïn. i^)m
(1.1) 7Î.=Z.-£(Z,,^|^)=£(Z.^-Z;^|^)

1
^Œ^lYn,./^..^"'")!^,)

z r°°
^ x<fF(x)

W Jm"W Jm"

donc, la suite {Z, +1 — Z, + Jî,}, ̂  o est une suite d'incréments de martingale.
LEMME 1.2. — On a
(0 S^O^^l^n+iKoO;

(") Z^O^^^+l-^+^nXoO;

^- 1(i") Z:.o£^=lZ:=o f^^F^Xoo
w Jn."

=0' m
si et seulement si

xlog^xJFOc^oo.
Jo

Démonstration. — (i) Soit

A^U^i^; Y^.^w"}

alors

P(Z^^Z^J^)=£(1^|
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408 Z.-Y. WEN

on a

£(ij^,,)îsx,,(dF(x))^f°
JmJm1'

d'où

^P(.Z'^^Z^^^EX, F^M
Jm"

z:
Jm"

"00 ^n=£:=o^foo^(x)
Jm"

=fooZnoo=OwnJ(;c>wn)dFX)»
Jo

pour x fixé, il existe un fe, tel que mk^x<mk+l, donc

E:^"/^")^^"-^^^).

ce qui entraîne (i).
(ii) D'abord, remarquons

£(Z^,£(Z^J^))=£[£(Z,,^£(Z^J^)|^)]

=£[£(Z^J^)]2,

d'après (1.1)', on a

Var{Z^,-Z^^}=Var{Z^,-£(Z^J^)}=£[Var(Z^J^)].

maintenant, on pose
/-m"

^=£(y^ .7(y^ ,^mn))= xdF(x\
Jo0
•m"

^=£(y^2 ,J(y, ̂ m''))= f" x^F^),
Jo

par suite, on estime la variance conditionnelle de Z^i,

(1.2) £(Z^J^)

TOME 114 - 1986 - N° 4



PROCESSUS DE NAISSANCE 409

= ̂ ^^S^i^ .̂  ̂ (7". •<"'")/(^ ̂ ol y^

-^ftL+E^J

ou

Zi=Si<-;i>iy«, .Y». .//(Y,, ,<w'')/(Y,, ,<'"");
Z2=£i,-^|<iYn, ,Y,, ̂ (Y,, .<m")/(Y,, ̂ m").

Remarquons les faits suivants :
(1) si |i—/'|>(, les y, , et y, ^ sont indépendants, donc

£[Yn. ,yn. ,/(Y,, ,<»«")/(Y,, ,<w")]

=£(Y». ./(Y,, ,<m'')).£(y., ̂ ./(v, ^./(Y. ^m")

=-4n2;

(2) si |i-^|</, en utilisant l'inégalité de Schwarz, on obtient

^(Y,, ,Yn, ^(Yn. .^W")/(Y,, ̂ m'1)

l̂£(Y,2 ,/(Y,, ,^ »!")).£ (Y.2, ̂ (Y,, ̂ m"))]1/2

=^

(3) par calcul, on obtient que le nombre des termes de Y; est

P,=(2/+l)^-;(/+l)

[ou bien (2/+ 1)X,+0(1)], donc, on en déduit

(L3) £(£il^)=(^-^-P,)^
(L4) £(£2|^.)<P,B,
d'autre part,

(1.5) [£(Z.,J^.)]^^[£(^,^ ,/(^ ̂ ^)| ̂ )]2

XÏA2

m2^2
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410 Z.-Y. WEN

Compte tenu de ( 1.2) à ( 1.5), on a

var(z^|^^^^

où c est une constante positive.
On obtient finalement

^,Var{Z^,-Z,+^}=^,£Var(Z^J^)

_^ Bn_^f°\.2y°o ^(x<m")
^m^-^m-'m^o ^'=0 m- ( ) '
<" -^—V00 ~" — -c— [ Y2^0

^m^-^m-'m^o L'=(

or

^ Z(x<m")_^/ l^
2-=0 m" " Vx / '

ce qui entraîne (ii).
(iii) Remarquons (1.1) et £Z,= 1, on a

S^O^n-S^O^fif00^^))
\ W Jm" /

-l-fooxSnoo=07(x>wn)dF(x)'

i r00=- 'z:-wJowJo

on a

^o^(x>mn)^0(\ogx)

donc (iii) est vrai. D
Utilisant les théorèmes de convergence des martingales [14], le lemme

de Borel-Cantelli et le lemme 1.2, on obtient

LEMME 1.3. — (i) S^=o{^"+i ~^n+^n} converge presque sûrement et
dans L2;

(ii) Z,=Z, û partir d'un certain rang.
Démonstration du théorème 1.1. — L'équivalence entre (i) et (ii) du

théorème 1 .1 est due à la théorie des martingales ([14], pp. 319-320). Parce
que EZ= 1 implique P(Z>0)>0, donc, par la proposition 1.2, aussi (iii).

TOME 114 - 1986 - M 4



PROCESSUS DE NAISSANCE 411

Pour démontrer le théorème, il nous reste à démontrer que (iii) implique
(iv) et (iv) implique (ii).

(iii)=>(iv). Soit Z*=knf,,Z,,. Si Z*((û)=0, il existe une sous-suite Z^ tel
que Z^ -+ 0, quand k -*• oo; mais Z^ -» Z, presque sûrement, on a donc
presque sûrement {©; Z'lt(©)==0}c:{û))=0}; clairement, Z((o)=0 implique
Z*(û))=0, on obtient donc

P(Z*>0)==P(Z>0)^\.

Par le lemme 1.3, nous avons vu que ^^Lo{Z,+i—Z^4-^} converge
presque sûrement, d'autre part, obvervons

^,(Z^,-Z^)=Z-1,

alors, S^o^n converge presque sûrement. Par conséquent, on a presque
sûrement

^>E:.o^^^(z:.oJJ^Fw)-

mais P(Z'(t>0)= 1, donc il existe un œ, tel que Z^œ^O, c'est-à-dire

^f°°;eJF(x)<oo.
Jm"

D'après le lemme 1.2 (iii), ce qui entraîne

xlog"" xdF(x)<ao. D
Jo

(iv)=>(i). Si

r°° jclog^xriFOc^oo,
Jo

par le lemme 1.2 (iii), on a

^%2^,<œ.

Grâce à ^»^0, S^°=o^" converge dans L1, et il en est de même pour
E^o {^^ i -^n} Par"k lemme 1.3 (i), donc

l™^co^E^i(Zn.l~Zn)]=0,

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



412 Z.-Y. WEN

mais Z^+i ^Z,,+i et £Z,,= 1, on en déduit que

£Z=£[l4-^o(zn.l-zn)+£:^.l(zn.l~zn)]

^^OL:̂  ̂ n.l-^))

alors £Z> 1. Mais d'après le lemme de Fatou, on a aussi £Z< 1, donc

£Z=1. D

2. Conditions d'existence des moments

LEMME 2 . 1 . — Soir {-ïnL^i un^ 5Mlt^ stationnaire de variables aléatoires
l-dépendantes, ayant la même distribution d'espérance m et de variance cr2.
Alors, si n ̂ /+ 1, on a

VaTS^An-B

où

A=a2+2^-2(w2, B=2^-f(/+l)m2,

^f^Xj»! ̂ l ^l+p ^Ï^^j^lJ^1 ̂ l^-j-

Démonstration :

£S,2=£(^^X.)2=n£Xî+S,^,,|.._,|^£Ar.X,+[,-;•|>/£X,^,

compte tenu de la stationnante de la suite, on en déduit

L,,,l„,l„£^..^,=2^-OZ^^£^X„,+22:l:llZÎ^£^X^,

=2n^ EX, X,^-2(l^,EX, X,,,-^\^,EX, X,^)

'-2nï.t-2'k',,

de plus, le nombre des termes dans ^ntj, \i-j\si est / ( 2 n — / — l ) . D'autre
part, utilisons la /-dépendance de la suite, on a

Sl,_,-l>,£^X,=S|,-,|>^£^£^•=["2-"-^2n-/-l)]m2,

donc,

VarS^^-^S,)2
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PROC ESSUS DE NAISSANCE 413

^nE^+ln^-Xî+Kn^n-^n-f-Olw2--^2

=yl(CT24-2?l,-2/w2)-[2^-/(f+l)w2

=y4n-B. D

Maintenant, utilisons la stationnante de notre processus. Pour chaque
w, n, on a

£Ym..Ym.j=£Yn.iYn.,-

Donc, on peut définir une suite {y»}^o stationnaire de v.a. d'espérance
m et de variance or2, qui a même distribution que la suite { Y n , *}^o P0111'
chaque n.

On note

^-Z^YiYi^ ^S^^YiYi^,

^cr^À^/m2, B=2^-((/-hl)w2.

PROPOSITION 2.1. - Si Xo^<+l , on a

0) Var(X^J^)=A^-B;

(ii) ï2 -Var(Ar LY )- AmH(mH't^xo ^^2^2-l).V11^ ^n-H^'"^l^n+l I-^O^————————————————~—————:——————»
W — l W 2 — !

(iii) lim,., Var Z., = 'ixo - B
n - ' a o — —n , , 5 'w ( w — l ) m — 1

Démonstration. — (i) On l'obtient immédiatement du lemme 2.1.
(ii) On vérifie sans peine que l'on a

T^i=£Var(^ | ^)+Var£(X,^ | ̂ ),

d'après (i) et la proposition 1.1 (i)

T2.^ =/LYo w" - B-h m2 T2,

on en déduit par itération

^^AX^^o^B^^m^)

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



414 Z.-Y. WEN

^ m^m^-l) ^m2^2-!
=AXo————^—— - B——-——.

m— 1 m — 1

(iii) lim,,„Va^Z,=lim,,,-^=—4^—-B. D
w- — w(w—l ) m — 1

Remarque. — Quand Xo est inférieur à (+1, en général, on ne peut pas
obtenir une formule comme (iii). Par exemple, on prend Xo=l, (=1,
p^ >0, alors X^l presque sûrement. On obtient

, Am^rn"-!) BÇm2"-}) ,_ ,
T^I=——————— 2 i ^m a

W — l W - — 1

donc

VarZ^,=
A( l~ ( l /m 2 w ) BO-O/m2")

w2^-!) w2(w2- l )
a2 A B a2

i _ ^ _____ _ ______ > _
m2 w2^-!) m2 (m2-!) m2

qui n'est pas égal à (A/m (m - \))-(B/(m2 -1)).
Mais, on peut démontrer que Var Z,, converge quand-même. Pour cela,

on définit un temps d'arrêt fini

T=inf[n^l ; A^f-hl],

et on utilise le résultat de la proposition 2.1.

LEMME 2.2. — Soit { Y n }n^ i une suite de variables l-dépendantes aléatoire
positive, (p^s^"1, x^O, 1 <^<2, alors, on a

ES^(S,)^ES,. <p(^)+E;̂  £(y,S,^(p(7y)),

où A, „ désigne l'ensemble {j, 1 ̂ '^n, |i--y|^Q et A^ „ désinge Pensem-
b l e { l , 2 , . . . , M } - A , . ,

Démonstration :

£(5,<p(S,))=£(^, T,(p(S,))=S?., £Y.(P(L,^, ,y,+£,eA{. Jj)

<£;=! £lY.£,eA, .<P(^)]+Z:»l £(Y.<P(Z,eAÎ. . ̂ l

TOME 114 - 1986 - N' 4



PROCESSUS DE NAISSANCE 415

-Z^i £[Y*Z,eA, ̂ (ï.)]+£;=i £(^)£(<P(S,))
^Z^lf^Z^A.^^+Z^lf^^^n)

-Z^l^^Z.eA.^^+^^n)^^,),

à cause de la concavité de (p, on a les premières et deuxièmes inégalités,
et l'inégalité de Jensen entraîne la troisième. La troisième égalité est due à
l'hypothèse de /-dépendance.

THÉORÈME 2.1. — On suppose que Z a le sens de la proposition 1.1, si
le /?-ième moment de y est fini, alors on a

c.Ey^EZ^c^Ey^

où Ci et c^ sont des constantes positives, 1 <p^2.
Démonstration. - (i) On prend n=^, Y,=y^ ,/w^1 dans le lemme 2.2,

on a

S -—L-V^" v -y
^n- n+l^^l7". *-^n+l»

d'après le lemme 2.2, on obtient par calcul

(2.1) £(Z^(p(Z^)| y^E(Z^,\ ̂ ,)<p(£(Z^)| ̂ n)| ^n)

+£^i^(yiZ,eA,^(L-)l^)
mais

^(y.Z^A, ̂ )1 ̂ -^A, ̂ (y,<p(y.)| ̂ n),
par l'inégalité de Hôlder, on a

/ v / v V"^ Ffv v''"1^
£(y,<p(y,)|^)=£(^(^) )=£^l)

^ ̂ /fïi?. ̂ "^(Y». ,•)p-l)<]l/<= ̂ -^

où (l/^)+(l/ç)= 1. En outre, on remarque que, pour chaque i,

CardA,,^2/+l.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



416 Z.-Y. WEN

donc

SJEv^
(2.2) £(ï.Z^A,^(L•)l^)^^T^.

Parce que {Z,},^o est une martingale, (2.1) et (2.2) donnent

3 1 X
(2.3) £(Z,^(p(Z,^)| J^Z,q>(Z,)+^^ 2 .̂

Substituons (p(x) par x""1 et prenons respérance dans (2.3), on a

3 7 V yP 1

£(Z,^(p(Z,,i)-Z,<p(Z,))=£(Z.\t-Z;)^——i—'tp'iT"'
yn w

d'après le lemme de Fatou, on en déduit

£Z"<lim, ̂  „ £Z;=lun. ̂  « { 1 +E;:;(£Zf^ -£Zf)}

.i.^^o^^^n

ce qui démontre la deuxième inégalité du théorème 2.1.
(2) A cause de la convexité et de l'inégalité de Jensen, on a

(2.4) EY^EJ^m^EZ^w^E^Zl y^^m^Z19

d'après le théorème 1.1 et la théorie de martingale ([14], théorème 4.1),
{Zi , Z^, . . . , Z ,̂ . . . . Zgo =Z} est une martingale, donc on a la troisième
égalité de (2.4). D

THÉORÈME 2.2. - Si Ton a

EyQog'^ y)9+l<co pour un a>0,

alors, on a

£Z(log+Z)B<oo.

Démonstration. — Définissons

f c^x, O^X^XQ
(p(;)C)=<

[[log^xp+Cz, Xo^x<oo
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PROCESSUS DE NAISSANCE 417

où XQ>\, (^/^(log^O quand X^XQ, c^(d/dx)(\og x)9^^
^^i^o-Oog Xo)^ donc, <p(0)=0, (p(x) est croissante et concave. Soit

x^n' y.-^TT. S,= l̂̂ y,,=Z,,^,

comme dans la démonstration du théorème 2.1, on obtient

£(Z^q>(Zn+l)| ̂ )^£(Z,,J ̂ )(p(£(Z,,J ̂ ))

^Z^i£(ï.Z,.A,^(Y,)|^).

Maintenant, on estime les termes £(y;(p(Y^)), remarquons que la fonc-
tion (p est croissante, on a

£(ï-Y,)[<P(Y.)-(p(Y,)]>0.

donc

^m^^m^)^7'^'^^

>£Y.<p(Y^)+£Y^(p(yi).

On en déduit

^l£(ï.•£.cA,.,<P(Y.)l^)^(2/+l)^£-J^<pf^)
w \ w /

Ï

3/X,-. / y \
^"rrf^ -ÏTT •m" 1 V m " 1 /

En suite, on répète le procédé du théorème 2.1 et on obtient

£Z(p(Z)<(p(l)+^f\^o<pf^Wo<».m Jo \w /

Pour chaque x fixé, on peut choisir fe, tel que

(*) ^TT^o<^m* 1 w*
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donc

( _ \ / v \ / y \

L-... ̂ -S:;.» )̂̂ ..̂ )

-2:;([̂ (̂ )]-̂ )̂ £:,;̂ ,

mais, d'après (-A-), on a

k=0(log^), ^-^=0(x),
w

donc

^^(^^(Pog^r1).

ce qui achève la démonstration. D
En appliquant les théorèmes 1.1, 2.1, la proposition 2.1 et le théorème

de convergence de martingale, on obtient
THÉORÈME 2.3. — Sous Fhypothèse que le p-ième moment de y est fini,

Z^ tend vers Z dans Lp(\<p^2). En outre, on a P(Z=0)=0; en particulier,
Z^ tend vers Z dans L2; et si XQ^I-^- 1, on a

VarZ=-4^————8-,
w ( w — l ) m — 1

où A, B ont les mêmes sens que dans la proposition 2.1.
Remarque. — Dans le cas d'une lettre considérée dans [12] par

J. PEYRIÈRE, le théorème du paragraphe 3.4 de celui-ci est un cas particu-
lier du théorème ci-dessus, de plus, on a obtenu une expression précisée
de Var Z.

3. Un théorème de limite centrale

LEMME 3 . 1 . — Soit { X^ ]^ i une suite stationnaire de variables aléatoires
Indépendantes, équidistribuées, d'espérance nulle et de variance a2. Soit
s^=Var(5^). Alors on a

Pf^W)-^^ ri^ao,
\Sn/
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<D(j)=-—r e-^dx.
^/2nj-.

Démonstration. — Définissons deux suites de nombres entiers { k n } n ^ i
et {n»}o$ ,^^ de la façon sui vente :

t.-(.-1], n,-[^.

On note

^..==min {[THO
On définit deux suites de variables aléatoires {Y^ J et {Z^ J ainsi :

*n, t^^nf+l'^^.+2"^ • • • "l~^n,+XB-i?

^n, »==^n^•+Xn-f+l "^^n,-3ln-J+2"^ • • • "^^n,+i»

3rsalors
ç —V*»»"1 V j.V^n-1^ — ç' i ç"
ôn~Z^»=0 -'». » ' Z - » = 0 —". t—^n^^n-

On note

5^=Var(S^ s^VarCT

Remarquons les faits suivants :
(i) Pour chaque p>q,

(n ^ (n ^ [(P+^^ r^t r^ï-ti^'LM^•-"''-•""•""•'-L^-J'Ld'L-ï-J'Ld
p+1 /? , q^-\ , g .^ - — — n - - - n + l - - — — n + l + — y i = 2 ,

fcn kn ^ ^

donc, quand n est suffisamment grand, le nombre des termes de chaque
Y, , est ^»~(, il est supérieur strictement à /, et le nombre des termes de
chaque Z, , est compris entre / et J+2. Parce que la suite {X^} est
/-dépendante et stationnaire, les variables Y^ , sont indépendantes et
équidistribuées. Les variables Z^ , sont indépendantes.
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(2) Chaque terme X^ de S^ est indépendant de tous les termes X, de $„
sauf d'au plus f + 1 d'entre eux. Par un calcul similaire à celui du
lemme 2.1, on peut obtenir

s^VarS^na^n^+OO),

où Â,( a le même sens que dans le lemme 2.1, donc

„ <. sï ^(CT^^+OO)(3.1) -i=————5^———-^°o» »^°ok^ n21'3

d'après (1), (2), on a

(3.2) If^S^l^k^f+DO+^lfW^l^^d+^a2

où |i—/|$(;

£(S;2)=£klol£(zn2 O^^^+^CT2

mais

£ (Sî) = £ (5,,2) + 2 £ (S,, S,') + £ (S,,'2),

par (3.2) et (3.3), on a

|£(S„2)-£(S,2)|<3^(/+2)2a2.

Utilisant (3.1), on obtient

(3.4) 5B^!, n-.oo,
Sn

(3.5) E(sfL) ~'oî n-"00-

Parce que

S» 5: S; , S;

donc, SJs^^n> en distribution si S ' J s ^ ^ en distribution par (3.4) et
(3.5). Mais les Y, , sont indépendantes et ont même distribution, en
appliquant une généralisation du théorème de limite centrale (BILLINGSLEY
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[4], théorème 27.2), on obtient S ' J s ^ -^ <p en distribution, et ce qui achève
la démonstration. Q

Maintenant, supposons que les Z^ „ z= 1, 2,. . . , X^ ont le même sens
que dans le lemme 1.1, d'après le lemme 1.1, on a les faits suivants :

(1) les Z^ ; ont la même distribution que Z conditionnellement à y^
c'est-à-dire

(3 •6) P (Zn, , ̂ y | ̂ ) = P (Z ̂ y), P. S.

(2) les Z, , sont /-dépendantes conditionnellement à ̂ ;

(3)

(3-7) ^n——a^n.-l).
VH

Evidemment, les Z^ ,-1, f = l , 2, . . . , X^ satisfont les hypothèses du
lemme 3.1.

D'autre part, pour chaque (DO, P(Z^ ,<y\ ̂ )(œo) définit une fonction
de distribution, en utilisant (3.6), la stationnante de la suite {Z, ,} et le
théorème d'existence de Kolmogorov, on peut définir une suite {Zf},^,
telle que

(i) elle a la même distribution que Z;
(ii) pour chaque n, on a

(3-8) £(Z,,Z,,)=£(Z,Z,);

(iii) pour chaque n et k fixés, on a

(3.9) ^Œ?^(Zn..-l)^|^)=P(E^,(Z,~l^)) P.S.

THÉORÈME 3.1. - La loi de (Z - Z,) w7((T2 + 2 ?i,) X^12 converge étroite-
ment vers une loi de Gauss normale, où T2 est la variance de Z— 1 et

^Z^i^i-lK^-l).

Première démonstration. - En appliquant (3.9) et la définition de
l'espérance conditionnelle, on peut vérifier sans peine qu'on a

<î -i---(<.âSOT-) -
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compte tenu de (3.7) et (3.8), et on remarque la suite

p( g .̂-o ^
^((T^^JUtùo))1'2 /

est exactement une sous-suite de la suite

Jj^^L ̂ \
^((T2+2X,)n)l/2 -7

pour chaque ©o' d'après le lemme 3.1, elle tend vers ^(y) quand n tend
vers l'infini, c'est-à-dire

^(PÏ^^-)-^ ps

Prenons l'espérance, on obtient le résultat que nous voulons.

Deuxième démonstration. — Étant donné X^ remarquons que les Z^ ,
et X^ sont indépendantes, on a quand-même

m"(Z~Z^)=^i(^.,-0,

maintenant

Z^i(^..-')pf^2---'^;
J(T2-^2?.,)X„)1/2 ^-r

(V^ f7 — n \
-V00 P ^^ l ^ " - i ) <y |Y -Jf ^PtY —}(\
~Lk-l ((T2+2^k) l/2^1XB-kJP(x'•- )

(v^ r7 — n \
-V00 P ï̂trJ-t-̂ L-L—J' <v\P(Y -k^
-Lt=lp ((ï2^^)^^^^""^

mais, d'après le lemme (3.1), P(E?=i(^n. ,-1)/((T2+2^)^)1/2 îS.y) tend
vers <t>0') quand k tend vers l'infini, donc, pour chaque e>0, il existe un
K, tel que,

^.(^-')^_^^
V((T2-^2X,)^1/2 - / " 2
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dès que fe>X; d'autre part, d'après la proposition 1.1. on peut choisir n
suffisamment grand, tel que

^((NOT^--*'
•̂«« î?;̂ '̂̂ !̂

alors, on a

p/Z^,..-i) \ .
Ï^w/^-^

'^^(fe^^)^^^)-^)
^M îh^^)-^}^^)

<j+jZta=K+lp(^=fc)<£.

Notre deuxième démonstration est ainsi terminée.

4. Loi de logarithme itéré

LEMME 4.1 . - (i) Soit {T,}^o une suite de variables aléatoires telle
que

< 4 - ' ) £:.oA,<°o P.S.

ou

A,=supy^|P(r,^ ^)-<D(y)|

alors

(4-2) }ïm"^—————^^ Hm,_——7.:> T^Ti———ïTï ̂  1 » "n *̂, -» ^ ———-—— > — 1 P ^ •
(2 log n)1/2 —' 00 (2 log nY'2 '
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(ii) On peut remplacer les inégalités par égalités dans (4.2), si les T,, sont
y„.,. ̂ -mesurable pour certain k ̂  1.

Démonstration. — Remarquons les identités

(27c^ l(l-<Ï)(y))= \e-^dx^^-e-^2, y-^ao
Jy y

on a donc

<4.3C,0-^.o^)^,^{^ ^ ̂

où c est une constante positive.
Prenons

A^={œ, T^îilogn)172},

en utilisant (4.1) et (4.3), on a

(4.4)
Enoo=OP(An|^n)<Lot=o{l-<ï)(2T^logn)l/2+An}<oo' si ^ > 1 '

(4.5)
Z:.op(An|^n)^Z:=o{l-<I)2î^logn)l/2-An}=00, SÎ ^^1.

Donc, pour démontrer (i), il nous suffit d'utiliser (4.4) et le lemme de
Borel-Cantelli conditionnel

Œ^lF^nl^nXûûîSp.S.Œ^il^^OO}.

Pour obtenir (ii), il faut utiliser (4.5) et une généralisation du lemme
de Borel-Cantelli conditionnel ([9], p. 144) : si A^ est ̂ ^ mesurable pour
certain k^ 1, alors

{Zn^l^^nl^nX^Î-P.S.Œ^llA^ûûL

Œn00- 1 p ̂ n | ̂ n) = 00} = P. S. "ni SUp^ ^ , A^.

LEMME 4.2. — Soir {X^}^o une suite ^e variables aléatoires l'dépendan-
tes, équidistribuées, ^espérance nulle, de variance a2 et ayant un moment
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du troisième ordre fini, alors, on a

(4.6) ^c(î^nEW^
^

où c est une constante positive, a2 est variance de S^.
C'est le théorème 2 de SHERGIN [13].

THÉORÈME 4.1. — On a

— m^Z-Z^)
"^^(T^^Wogn)1^ '

Ïim mn(z^ ^^1, P.S.
(2(T2+2^)X„logn)l/2

oii les ï2 ^t X( ont les mêmes sens que dans la section 3.

Démonstration. — Étape (1). Considérons les variables Z, „ Z, comme
dans le paragraphe 3. On va démontrer d'abord

^ ^mB-(2(^^lo^^l>

,. E^^.-i) ^ .
-——(2(T^2X.)^logn)^^-1

Pour simplifier, on note Y, ,=Z^ ,—1, on voit facilement que les Y, ,
satisfont les hypothèses du lemme 4.2.

On pose

y, -y, ,J(| y, ̂ m^2), ^ -y,. -£y;,,,

et

Sn=Z^?n.. ff^Var^J^), T^J".

On voit sans peine que l'on a

^=^(£^2, +2^+0(1)
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