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CLASSES CARACTÉRISTIQUES ET FONDAMENTALES
EN COBORDISMES ET X-THÉORIES

PAR

LUCE GOUYON (*)

RÉSUMÉ. — Suivant une idée de Shih Weishu, certaines classes caractéristiques et fondamen-
tales de fibres vectoriels réels et de cobordismes dans la ^-théorie (réelle ou complexe) sont
caractérisées par des séries formelles.

ABSTRACT. — Following an idea of Shih Weishu it is shown that certain characterislic
and fundamental classes of real vector bundies and cobordisms of (real or complex)
^-theory are characierized by means of formai séries.

Dans cet article, on donnera, suivant une idée de Shih Weishu, une
caractérisation, par des séries formelles, des X-classes caractéristiques du
cobordisme unitaire [6] et du cobordisme orienté [7]. On montrera ainsi
(§ 3) que l'ensemble des X-classes caractéristiques « stables » du cobor-
disme unitaire préservant les structures additives et multiplicatives s'iden-
tifie au sous-ensemble Z, [[rj] de Z[[r]] formé des séries dont le terme
constant est 1. On établira que la composition avec les opérations de
Adams, qui donne des classes non stables, se traduit par la formule

(^-^(0==Zo^^-i(l+0"^((l+^)'-l)<

où c est une classe stable et \|/, une opération de Adams. On montrera des
résultats analogues pour les X-classes du cobordisme orienté. Ces résultats
sont des conséquences de la caractérisation, par des séries formelles, des
monoïdes Fon(£^, K} et Fon (£^*. K) des k-classes fondamentales des
fibres vectoriels complexes et des fibres vectoriels réels, orientés, de rang
pair, donnée par SHIH WEISHU [12]; cette caractérisation est elle-même
conséquence de celle des groupes de Grothendicck K(MSO(2n)) et
K(MU(n}) des espaces de Thom du S0(2n) et du U{n}-fibré universel.
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476 L. GOUYON

Dans le paragraphe 1 on démontrera donc le lemme de Shih Weishu
caractérisant le groupe K(MSO (2 n)). On montrera aussi que la complexifi-
cation des fibres induit un isomorphisme entre les groupes KO (MSO (4 n))
et K(MSO(4n)) [8]. Ce résultat permettra, en particulier, de donner dans
le paragraphe 2 une démonstration de la proposition de SHIH WEISHU et
SINGH VARMA [13] qui caractérise le monoïde Fon(£^*, KO). Le
paragraphe 2 est en effet consacré à la caractérisation des K-classes de
fibres vectoriels complexes et de fibres vectoriels réels, orientés, de rang
pair et des K et KO-classes de fibres vectoriels complexes ou réels de rang
pair.

1. Les groupes K(MSO (2n)). K(Ml7(n)) et KO (MSO (4n))

1. 1. REPRÉSENTATIONS ET K-THÉORIE : RAPPELS ([2], [9], [10])

Pour X, CH^-complexe fini, K(X) (resp. KO (X)) est le groupe de
Grothendieck des classes d'isomorphisme des fibres vectoriels complexes
(resp. réels) de base X. ^(J0==coker K (point) -»• K(X) (resp.
RO GY)=coker KO (point) -» KO (X)) est identifié au sous-groupe K(X, Xo)
(resp. KO (X, Xo)) lorsqu'un point-base XQ a été choisi.

Le produit tensoriel des fibres vectoriels munit K(X) et KO(X) d'une
structure d'anneau.

On étend la définition des fondeurs contravariants K et KO à la
catégorie de tous les CH^-complexes en posant

K(JSO=lim K(P), KO (J10=lim KO (P)+— +—

où P parcourt les sous-complexes finis de X.
Dans ce qui suit G désignera toujours un groupe de Lie compact et

connexe.
L'anneau des représentations complexes R(G) (resp. réelles RO(G) du

groupe G est l'anneau de Grothendieck des classes d'isomorphisme des G-
modules complexes (resp. réels) de dimension finie. R(G) est ainsi le Z-
module libre additif engendré par les classes d'équivalence des G-modules
irréductibles; la structure multiplicative provient du produit tensoriel des
G-modules. RO (G) est construit de façon similaire à partir des G-modules
réels.
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X-CLASSES EN COBORDISMES 477

1.1.1. Notant T, le tore de dimension n et M (k^ ..., k,) sa représenta-
tion complexe de dimension un où l'action de T, est donnée par

(^ ..., e,).Z=exp(2ni(Mi+. • • +k.e^).Z,

on a

JÎ(T,)=Z[ai, a;"1,..., a., a.-1..... a,, a;1]

ou

a,==M(0, . . . . 1, . . . ,0).
(0

1.1.2. On a des homomorphismes

r : R(G)^RO(G), (®C) : RO (G) ̂  R (G),

définis le premier par restriction des scalaires, le second par complexifica-
tion.

L'association de son dual à un G-module complexe définit une opération
t:R(G)^R(G)\ on a alors [4], p. 59 (®C)° r= l+r et r°(®C)=2.
L'homomorphisme (®C) est donc injectif. Nous utiliserons le résultat
suivant :

1.1.2.1. Pour tout entier n^ 1, les homomorphismes

et

(®C) : RO(SO(2n^\))^R(SO(2n^\))

( ®C) : RO (SO (4 n)) -^ R (SO (4 n))

sont des isomorphisme (cf. [9], p. 193).

1.1.3. Si T est un tore maximal de G et N7. le normalisateur de T, le
groupe de Weyl W(G) de G est le groupe quotient N^/T. Le groupe W(G)
opère sur Panneau R(T).

1.1.3.1. T. est tore maximal de U(n), S0(2n) et S0(2n-hl). Le
groupe de Weyî de U(n) es tie groupe des permutations des indices des a..
Le groupe de Weyl de SO (2 n -h 1 ) est le produit croisé des permutations
des indices des a, avec les substitutions

(a? . . . , a,)-» (a1»*,.... a;") où £,=±1.
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478 L. GOUYON

Le groupe de Weyl de SO (2 n) est le produit croisé des permutations des
indices des a, avec les substitutions

(ai. . . . , a,.)--̂ !, ...,a;") où £.==±1 et C i . . . c , = l .

1.1.4. L'homomorphisme de restriction R(G)^R(7^) est injectif et
applique R(G) sur RÇT)^^, anneau des invariants de R(T) par Faction
de W(G).

Notant e : R (G) —>• Z rhomomorphisme « augmentation » qui associe à
chaque représentation de G sa dimension et /(G) le noyau de e, le complété
de l'anneau de représentation de G est

^(G^lim^.^ KG)-
1.1.4.1. L'homomorphisme (p : Z[[t^, . ., rj] —> R(T^) défini par

(p(r ,)=a,— 1 (1 ^ï'^n) induit une bijection des complétés

$: Z[l^,..,rJ]^(T,).

1.1.5. Si T est un tore maximal de G, le groupe de Weyl W(G) de G
opère sur R(T) et sur R(T) et la restriction i : R(G)-^R(T) induit
un monomorphisme î : R(G}-*R{T). Ce monomorphisme envoie R{G}
bijectivement sur (Rt^^^RÇT)^^.

1 . 1 . 5 . 1 . Les composés
? w1

R(U(n))^R(T^} -. Z[[r,, . . ,rJ],

R(SO(2n^\))^R{T^} - Z[[ r , , . . , fJ ]
et

R(SO(2n)}^R(T^) ^ Z[(r,,.,rJ]

donnent des descriptions explicites de R(U{n)}, R{SO(2n+\)) et
R(SO(2n)} en terme de séries formelles à coefficients entiers.

1 . 1 . 5 . 2 . L'anneau R ( U (n)) s'identifie au sous-anneau de Z [ [ t , , . ., rj]
constitué par les séries formelles symétriques.

1 . 1 . 5 . 3 . L'anneau R(SO(2n^-\)) s'identifie au sous-anneau de
Z^r • • * U] constitué par les séries formelles symétriques et invariantes
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K-CLASSES EN COBORDISMES 479

par les substitutions du type ^-»(l/(l-h^)-l) lesquelles correspondent
par ç aux substitutions de la forme o^ -»• a/1.

1.1.5.4. L'anneau R (SO (2 n)) s'identifie au sous-anneau de
Z[[^i , . . , tj] constitué par les séries tonnelles symétriques et invariantes
par un nombre pair de substitutions du type r, -^ (1/(1 +^)— 1) (qui corres-
pondent toujours par $ aux substitutions de la forme o^ -^ a,"1).

Un large usage sera fait également des résultats suivants dus à Atiyah
et Hirzebruch pour la X-théorie complexe [2] et à Anderson pour la
X-théorie réelle [1].

1.1.6. Les homomorphismes

a: R(G)-^K(BG) et ao : RO (G) ̂  KO (BG)

construits à partir du G-fibré universel de base BG sont des isomorphismes.
1.1.6.1. Les applications KO(BSO(2n+\))-^ K(BSO(2n^\)) et

KO(BSO(4n))^K(BSO(4n)) définies par la complexification des fibres
sont en vertu de 1.1.2.1 des isomorphismes.

Pour la dimension — 1, on a

1.1.7.

K-^BG^X^BG)^,

RO(G)
A:0"l(BG)sX07(BG)=

r(R(G))

1.2. LE GROUPE K(MSO (2 n))

MSO(n) désigne l'espace de Thom du Sû(n)-fibré universel;
R(MSO (n)} est identifié à un sous-groupe de K(MSO (n)) grâce au point-
base de l'espace de Thom.
THÉORÈME. — L' homomorphisme induit par la composition de la section
nulle et de F inclusion de BT, dans BSO (In) :

^(M50(2n))^X(BSO(2n))-.X(BT.)sZ[[t,...,tJ]

est injectif. Son image dans K(BT^)^Z[[t^, . ., rj] se compose des séries
formelles symétriques, invariantes par un nombre pair de substitutions de la
forme f j -» ( 1 /( 1 -h fy) - 1 ) et divisibles par le produit t ^ . t ^ . . . r..
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480 L. GOUYON

Démonstration. — Soit £SO (2 n) le fibre principal universel de groupe
S0(2n) et de base BSO(2n). Soit X^ESO(2n)so(2n)XB2H le fibre
en boules de dimension 2n associé et soit Y=ESO(2n)so^2H}XS211^1 1e

sous-fibre en sphères. On a K(X, Y)=R.(MSO (2n)), d'où une suite exacte

K-1 (Y) ̂  K(MSO (2n)) ̂  K(X) -*- K(Y).

Le choix d'un point-base de S2""1 définit un homéomorphisme de Y sur
£SO(2n)/SO(2n-l). Notant p : BSO(2n-l)-^ BSO(2n) l'application
induite par l'injection canonique SO (2n-1) -r SO (2n), le diagramme

Y^ESO (2n)/SO (2n- 1)=BSO (2n-1)
i l9 f

X-^ ESO(2n)/SO(2n) = BSO(2n)

où / est l'application qui rétracte chaque boule-fibre sur son centre
et g l'application naturelle de £SO(2n)/SO(2n—l) sur son quotient
£SO (2 n)/SO (2 n) est commutatif. La suite exacte ci-dessus devient donc

K~1 (BSO (2n- 1)) -. R(MSO (2n))

^ K (BSO (2 n)) -^ K (BSO (2 n - 1 )).

or K~l (BSO (2n-1))=0 d'après (1.1.7) et R(MSO (2n)) s'identifie donc
au noyau de p'.

L'injection SO (2 n — 1 ) -» SO (2 n) induit aussi

p : R(SO(2n))-^(SO(2n-l))

et le diagramme

^(S0(2n)) ^ R(SO(2n-\))
^r ^ i a

A:(BSO(2n))^K(BSO(2n-l))

est commutatif. La caractérisation du noyau de p' revient donc à celle du
noyau de p.

L'homomorphisme restriction ^ :/Î(T.)-» R(T^.^) caractérisé (1 .1 .1 )
par

^(ai)=0i, Ki'^n-1, ^(a,)=l,

TOME 113 - 1985 - N 4



K-CLASSES EN COBORDISMES ^

induit n : R(T^) -^ JÎ(T,,-i) et définit un homomorphisme
(1.1.4.1)

P: Z[[ti,..,tJ]^Z[l^.-.^-i]]

caractérisé par

P(r.)=r., Ki^n-1, P^^O.

De la commutativité du diagramme

;-1

R(SO(2n)) ^ RW ^ Z[lti,...tJ]
^ ^ ^

î -1

R(SO(2n-l))^(T,-i)^Z[[ri,...,r,,-i]]

et de Finjectivité des flèches horizontales ( 1.1.4.1, 1.1.5) il s'ensuit qu'un
élément du noyau de p est représenté par une série formelle/(fp . . ., r,)
satisfaisant aux conditions énoncées en 1.1.5.4 et appartenant au noyau
de P. Cette série satisfait donc à Fégalité /(tp .. ., r^- i , 0)==0; elle est
ionc divisible par („. La divisibilité par le produit t ^ t ^ . . .r, est alors
conséquence de la symétrie de la série. Inversement une série formelle
divisible par t ^ t ^ . . .(„ Fest par ^ et est image d'un élément du noyau
de p.

1.3. LE GROUPE K(MU(n))

MU(n) désigne l'espace de Thom du l/(n)-fibré universel. Une
démonstration analogue à la précédente prouve que

LEMME. - L'homomorphisme induit par la composition de la section nulle
et de F inclusion de BT^ dans BU(n) :

K { M U ( n ) ) - K ( B U { n ) ) - K ( B T , } ^ Z [ [ t . . . . . . îj]

est injectif: son image se compose des séries formelles symétriques et divi-
sibles par le produit f , . t^. . . r,,.

1.4 . LE GROUPE RO(MSO{4n)).

PROPOSITION [8]. — La complexification des fibres induit un homomor'
phisme (®C) : KO (MSO (An}} -» K(MSO (4n)) qui est bijeclif.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



482 L. GOUYON

Démonstration. — H revient au même de prouver que rhomomorphisme

(®C) : RO (MSO (4 n)) ̂  R(MSO (4 n))

est bijectif. Comme dans la démonstration de 1.2, on obtient la suite
exacte

^'-i
KO'l(BSO(4n)) ̂  XO-l(BSO(4n-l))-^XO(MSO(4n))

Pb
-»- KO (BSO (4 n)) -^ KO (BSO (4 n - 1 )).

Nous démontrerons la surjectivité de p^i; il s'ensuivra l'exactitude de
la suite

Pb
0 ̂  KO (MSO (4n)) ̂  KO (BSO (4n)) ̂  KO (BSO (4n-1)) -. . . .

D'après (1.1.6) et (1.1.2.1) la proposition sera alors démontrée.
Or(1.1.7, 1.1.2.1)

KO -l (BSO M n)) - Ro(so (4 w)) 2: (0C) (:RO) (so (4 n)))

r (R (SO (4 n))) ((0 C) ° r) (R (SO (4 n))

^ R(SO(4n))
(\^-t)R(SO(4n)

et de même pour KO "l (BSO (4 n -1 )).
Notant toujours

p : R(SO (4n)) -. R(SO (4n- 1)),

rhomomorphismc induit par l'injection 50 (4n— 1) -^ SO (4n), la surjecti-
vité de pi i résultera de la surjectivité de p. Usant des descriptions
(1.1.5.3) et (1.1.5.4) de R(SO(4n-\)) et R(50(4n)), tout revient à
prouver :

LEMME. — Notant

^i....^2,-i^2jr2"
(resp. Znt,,....^^!!]^.-!).

le sous-anneau de Vanneau des séries formelles à coefficients entiers et à 2 n
(resp. 2n—l) variables constitué par les séries symétriques et invariantes

TOME 113 - 1985 - N ^ 4



Â-CLASSES EN COBORDISMES 483

par un nombre pair (resp. quelconque) de substitutions Sy du type
tj -»- (1/(1 +ty)-1), fapplication

91 : Z[[^,.... t^_i. ̂ jr^Zt^...., r^-J]^"^,

définie par

91 (h)(ti . . . . , ^i.-i)^^!,. .., ^2^1» 0)

est surjective.

Démonstration. — Nous montrerons le résultat plus fort suivant : notant
Z[[îi , . . . , tjf" le sous-anneau de Z[[ti..... îj] constitué par les
séries formelles symétriques et invariantes par les substitutions
t, ̂  S^(0=(l/(l +t^)~ 1), rapplication

S : Z[[ti , . . . , ̂  ^ilf"1"1 ̂ ^l[ti» • • - ̂ ^

définie par

®W(ti.....U=^Oi»..-^0)

est surjective, ce qui suffira à assurer la démonstration du lemme.
Soit donc

/(r,...., U==Li. . . . . i^o^i.. .h,^' • •r^

un élément de Z[[ti, ..., tj]1'"1. Posons

^^^o^.o»
ûl((l)=L^>Oû.lO...O^

^(t,. . . ., t,)=L, ̂  .... ̂ o^i < 2 . . . ^o . . .0^ ̂ . . .^

^Oi, . . .. U-L,..... i^o^i.. .^- • •f^

Remarquons que la symétrie de / entraîne pour toute permutation a de
(1, m] Fégalité

ûil...i«ï=ûi,(U. . .i.o,)»
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484 L. GOUYON

on a alors

fli(ti)=/(ti,0,...,0)-ûo,
û2(ti> h)=f(tr tî. 0,..., 0)-ûi(ïi)-ai(t2)-ûo,

ak(ïi.....t»)=/(ti.....tt,0....,0)

-L*;!1^.....^!.*!^^---^)-^

où (Xn - • • ' Xr) désigne une suite strictement croissante. On voit, par
récurrence, que les séries formelles a^ sont invariantes par toute
substitution S .̂

La série formelle

h(t^ . . ., t^ ^+l)=ûo+Z^l(Zxi. . . .. Xr)-(l. m^ll^^XP • • - ̂

est ainsi un élément de Z[((i , . . . , t„+l]]F'"'hl et

h(t^ .... r^, 0)=ûo

+Z:.iŒ<x,..... x^li. -.î ^n- • - ̂ )
=/Oi,...,U,

donc S(h)=f.

2. Classes caractéristiques et fondamentales : rappels

2.1. NOTATIONS

Nous noterons y la catégorie des CW-complexes finis et ^ la catégorie
de tous les Cl^-domplexes.

Pour X, objet de ^, nous noterons E^(X) (resp. E^(X), E^*(X),
E^*(X)) le monoïde, pour la somme de Whitney, des classes d'isomor-
phisme des fibres vectoriels complexes (resp. complexes de rang pair, réels
orientés de rang pair, réels orientés de rang multiple de 4) de base X.

Soit A un anneau commutatif unitaire. Pour X, objet de ^, K^(X)
désignera le produit tcnsoriel K(X)^jA. Pour -Y, objet de ,̂ K^(X) sera
défini par K^ (X) = lim K^ (P), où P parcourt les sous-complexes finis de X.

TOME 113 - 1985 - ?4



X-CLASSES EN COBÔRDISMES ^85

Un élément de Ec(X) (resp. E^(X)) et l'élément de K(X) (resp. KO (X))
qu'il représente seront notés de façon identique.

Nous noterons A [[t]] l'anneau des séries formelles à coefficients dans A
et A [[r]]x (resp. A [[r]]+) le monoïde (resp. groupe) défini par la multiplica-
tion (resp. addition) des séries formelles.

Le sous-ensemble

A±[[t]]^!f\f(t)^±f(^^}V

de A [[t]] est un sous-monoïde de A [[t]] x.
Nous noterons enfin n^tTesp. 2n^) le fibre trivial complexe de rang n

(resp. réel, orienté, de rang 2 n) dent la base est précisée par le contexte.

2. 2. CLASSES CARACTÉRISTIQUES : DÉFINITION

Soient £ et L deux fondeurs contravariants de la catégorie ̂  dans la
catégorie des monoïdes commutatifs. L'ensemble Hom(£, L) des
transformations naturelles du foncteur £ dans le foncteur L est un
monoïde pour l'opération de monoïde de L et ses éléments sont les classes
caractéristiques de £ dans L.

Lorsque £=£ç, £^*, . . . et L=K, K^ ou KO deux structures de
monoïdes peuvent être retenues, p représentant une paire d'opérations
(+, -h), (-(-, x ), . . ., qui seront précisées dans chaque cas, on notera
Hom(£, L)^ l'ensemble des classes caractéristiques qui respectent ces
opérations. Hom(£, L)^ » désignera ainsi l'ensemble des classes
caractéristiques c de £ dans L satisfaisant à l'égalité :

c^x^xf)=c(x).c(x/).

L'intersection Hom(£, L)^ ^ nHom(£, L)x „ est un anneau que
nous noterons Hom(£, !-),„„„„.

2.2. 1. Remarque

L'inclusion canonique Hom(K, LL. < -^ Hom (£c, LL. 4 induit un
isomorphismc

Hom(^ L).̂ .̂  -. Hom (£c, L).̂ .̂ .

BULLETIN DE LA SOCIÉTt MATHÉMATIQUE DE FRANCE



486 L. GOUYON

2.3. EXEMPLES
L'algèbre extérieure d'un fibre définit deux éléments ^ et X de

Hom(£c, ^0+,x et un élément/ de îîom(E^*, KO)^ x introduits par
Grothendieck. Précisément on a

M^L^o^ ^-L^-1)1^ '(^i,^-1)1^
où r\ désigne le conjugué de T|.

2. 4. CLASSES CARACTÉRISTIQUES ET SÉRIES FORMELLES

Remarquons que si T| est un fibre en droites complexes de base X objet
de y, la composante de degré zéro du caractère de Chern (cf. [3]) de
TI-IC est niipotent dans K(X) (cf. [2] et [9]). Il s'ensuit que l'opération
consistant à remplacer ( par TI-IC dans/(t) élément de A[[t]] définit un
élément de K^ (X). Si X est un objet de V, cette opération définit encore
un élément de K^ (X) défini comme limite projective.

2.4.1. THÉORÈME [11]. — On définit un isomorphisme de monoïdes

< p : Hom(£c,K^. x - A [[r]L

et un isomorphisme de groupes

^ : Hom(£c,^),. x-^[M]..

en posant, quel que soit r\ fibre en droites complexes^

^(cKTi-lcï-cOi), ^(TI-IC^OI).

En outre il existe une bijection

5: Hom(£c^.nne.u-Z

unique, satisfaisant à (i) 6(0)==0, (ii) quels que soient c^O dans
Hom (£c, ^Oanneau et r} fi^ en droitCS COmpIcXCS

{ ri6^ si 8(c)>0,
^^^tn10^' si ô(c)<o.

L'inclusion canonique Hom (£c, K)^^ -* Hom (£c, K)^ ^ devient,
moyennant les identifications 6 et ^ la correspondance n -» ( 1 + r)", n 6 Z.

2.4.1.1. Remarque. — Les séries formelles 2+f et f / ( l 4-0 correspon-
dent par (p respectivement aux classes de Grothendieck \ et X.
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X-CLASSES EN COBORDISMES 487

2.4.1.2. COROLLAIRE [11]. - Les opérations de Adams x|̂ , k ç Z, comme
éléments de

Hom (£c, Panneau ̂ n0111^ Panneau

sont entièrement déterminées par
(r^ si k>0. ,

^)^ si k<0, ^^

Elles correspondent par v|/ aux séries (1 -ht)* <?t /w 8 aux entiers k.
Remarquons que, notant ^esp. Un) le fibré réel orienté (resp. com-

plexe) universel de base BSO(n) (resp. B U (n)\ un élément c de
Hom^à*, K)+. , (resp. Hom(£c, K)+.x) est entièrement déterminé par
la donnée, pour tous les n, des éléments c(^) de K(BSO (2n) (resp. c(r|,)
deX(Bl/(n)).

En particulier, à tout entier me Z correspond une classe unique de

Hom(£â», XL. x (resp. Hom(£^, K)^. J

que l'on notera m et qui est définie par

w(^,)=mn(^esp. wO^^m"), VneN.

Une telle classe sera appelée classe entière.
La détermination du monoïde Hom(£c» ^O+.x est analogue. En fait,

un élément c de Hom(£c, -KL.x est déterminé par le seul élément c(r|i)
de K(BU(\))^I[[t]] ( 1 .1 .4 .1 , 2.4.1). La démonstration de ce théorème
de Shih est analogue à celle du théorème suivant qui est dû à Shih Weishu
et Singh Varma; aucune démonstration n'en ayant été publiée nous en
donnons une ici.

2.4.2. THÉORÈME.
Le diagramme suivant est commutatif :

Hom(£à*,K)^ .^ Hom(£c,KL x -^ ZIML
i- ' r r

Hom(£S*. KL. ,çHom(£^, K)^ ^Z^[[x. y]]
où :

— les inclusions horizontales sont déduites des applications £c -* £» * ̂
£^*-^£^* obtenues en passant de la structure vectorielle complexe à la
structure réelle orientée sous-jacente:
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— u et v sont les applications naturelles déduites des inclusions
E^cE^* etEi*cEc;

— (p est risomorphisme multiplicatif défini en 2.4.1;
— a finjection qui à c6Hom(£^*, X)+^ x associe F élément de

Z.ymF» ^D qui correspond (1.1.6, 1.1.5.2) à c(r\^)çK(BU(2));
— w associe à la série f(t) la série (x, y)-^f(x).f(y). L'image

de Hom(£à*> ^0+. x dans Z[[t]]x se compose des f telles que
/(-t/(l-hr)=£/(0 avec e = ± l indépendant de t. Hom(£$*, J<)^ x 5<?
compose des multiples entiers de F image de u, Hom(£^*, JQ+ x 5e compose
des multiples entiers des éléments de Fimage de v et Finjection a identifie
Hom(£^*, X)+, x û F ensemble multiplicatif des séries de la forme
nfWfiy) (avec nçZ.) et F injection a 07 identifie Hom(£^*, X)+ x à
F ensemble des séries de la forme

nfWf(y) où f(^\^f(x).
\ l - h X /

De plus F application Hom(£â*, KO)^ x -^Hom(£S*, i<)+, x induite par
la complexification KO -^ ̂  est bijective.

Démonstration. — Pour la commutativité du diagramme, il suffit de
montrer que w o q> = a ° u, c'est-à-dire d'après 1.1.6 et 1.1.4.1

a(^(c))(pî(T1i)-l,^(Tii)-l)=<P(c)(^î(ï1i)-l).<p(c)^(ni)-l),

où pi : BÏ2 -^ BT désigne la i-ième projection; or

a(^(c))^r(n,)-i,^(rii)-i=F(c)(pr(Tioe/>?(Tii))
=^î(T^l)).c^(T^l))=<p(c)(pî(T^^)-l).(p(c)(^î(rll)-l).

Le diagramme est donc commutatif.
Pour tous /?, q et n=^+ç, notons w^ , :

B17 (2^) xBU(2q)-^BU(2n)
et

/„: Bl/(2)x . .. xBl/(2)-.Bl7(2n)

les applications classifiantes de TI^^XTI^, et TI^ x . . . xr^; elles induisent
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des monomorphismes

m;. , : K(BU(2n)) ̂  K(BU(2p) x BU(2q))
et

l! : K(BU(2n)) ̂  K(BU(2) x ... x BU(2)).

Pour qu'une suite d'éléments c^çK(BU(2n)) définisse un élément c de
Hom(£^*, X)^ , avec, pour tout n, c(r\^)^c^ il faut et il suffit que
m^ q(cn)=cpxc<ï Puisque

(mp,^(r\2n)=^pxr}^.

Soit (c^gM une seconde suite de tels éléments; si Ci==Ci , Finjectivité de
(m^ ̂  implique l'égalité de (c,)^ et (c;.)^ ^ et par conséquent Finjectivité
de a.

Un élément Ci de K(BU(2)) détermine donc un élément (unique) c de
Hom(£^*, K)^. x si et seulement si, pour tout n, (Ci)" appartient à Im/î
qui s'identifie (1 .1 .5 ) au sous-ensemble Z,ynJ(xi, Vp . . ., x,,, ,vJ] de
Z[[xi, rp . .-., x^ y^] constitué par les séries symétriques par rapport à
toutes les variables.

Un élément Ci de K(BU(2)) représenté par un élément f(x,y} de
^s m[[^ >'}} détermine donc une classe (unique) de Hom^*, K)^^ x si et
seulement si, pour tout n, les produits f(x^ y ^ ) . . ./(^, y^) représentant
(Ci)" sont symétriques par rapport à toutes les variables.

Un raisonnement analogue prouve qu'un élément c» de K{BSO{4))
représenté ( 1. 1. 5.4) par un élément /(x, y ) de Z.y^[[ji-, y]] invariant par
la substitution

/ -X -V \
(x,v)- -——,——

\ l 4 - x 1 - t - r /

détermine une classe (unique) c de Hom(£â*, K)^ . si et seulement si,
pour tout n. les produits /(x? r , ) . . ./(x,, v,) sont symétriques par rap-
port à toutes les variables.

De même. compte tenu des identifications Tsl/(l)s50(2), un élément
c» de K(BSO(2}} représenté par un élément / ( / ) de Z[[r]] détermine une
classe c de Hon^E»*, K).. , si et seulement si

f(x).fiv)^f(^).f(-^\
\l-hx7 \ l + r /
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c'est-à-dire si

/ (t) = e y » —— j avec € = ± 1 indépendant de t.

Observons enfin la commutativité du diagramme

KO(BSO(4n)) ^ KO(BSO(4p)xBSO(4q)\ n^p^q
^i3 [9C

K(BSO (4 n)) p^ K(BSO (4p) x BSO (4 q))

où la première flèche verticale est un isomorphisme. Il s'ensuit l'injectivité
de l'application KO (BSO (4 n))^ KO(BSO(4p)xBSO(4q)\ induite par
Wp , et donc le fait qu'avec un raisonnement analogue appliqué à
ceHom (E^*, KO)^. ^ on voit que c est caractérisée par une série/(x, y)
de Z.^[[x,^]] telle que

/(x.W-^W-^)\ l + x / \\^yJ

et telle que le produit f(x^ y^ ) . . ./(x,, y^) soit, pour tous les n, symé-
trique par rapport à toutes les variables.

Pour qu'une série de la forme f(x^ y^ ) . . ./(^, y^) soit symétrique par
rapport aux 2n variables, il faut et il suffit que la série /(x. y).f(u.v)
soit symétrique par rapport à ses quatre variables.

LEMME. - Pour quune série /(x, y) élément de Z[[x, y}] soit telle que le
produit /(x, y ) , /(u, v) soit symétrique par rapport aux quatre variables il
faut et il suffit que f(x,y) soit de la forme n. g (x). g (y) où neZ et
g(t)çl[[t^. Pour quen outre

/(^^-/f—^,-2-).\ l + x 1+v/

il faut et il suffit que g ( t ) ^ c g ( - t / ( \ +r)) avec e= ± 1 indépendant de t.
La démonstration de ce lemme technique figure en [8].
Soit maintenant c un élément de Hom(£$*, K)+ „. D'aprés le lemme

ci-dessus on a

^(^^(a^Kc)^^)-!,^^)--!)

="./(pr(Tli)-l)./(p?(î1i)-U
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avec/(()=e/(-î/(l+0), donc

(aoY)(c)(pî(Th)-l,;7;(T^)-l)

=w.(<P°X)(^(PÎ(T1i)-l).(<P°x)W(P?(Tii)-l)

où d€Hom(£à*, X)^ „. Or

n.((poîc)(d)^(Ti^-l).((po^(rf)(p,(Ti^)-l)=n.<f(^).rftë2).

soit c(^ ̂ i)^11-^^ x ^2)» solt encore, compte tenu de l'injectivité de
m^ i, c(^4)=n.d(^4) donc c=n.d.

Il s'ensuit la caractérisation de l'image de Hom^*, K)+, x dans
^sym [[x' 1̂] donnée dans l'énoncé.

Les démonstrations des résultats relatifs au monoïde Hom(£^*, X)+ x
sont identiques.

Notons ZytU^resp. Z*^]]*) le sous-monoïde des éléments non nuls
de

ZIMUresp.Z l̂rIL)
et

Z*xZ[[t]r /^pZ^xZ^M]^

le monoïde quotient de Z* xZ^H^tresp. Z* xZ ± [[t]]*) par la relation
d'équivalence (n, û/)~(nû2, y) et désignons par [n, /] la classe d'équivalence
de l'élément (n, /) de Z* x Z[[r]]* (resp. Z* x Z1 [[r]]*). On voit facilement
que le monoïde multiplicatif formé des éléments non nuls de Im a est

7L* x Z fff11*isomorphe à ———ll-"-; cet isomorphisme associe à la série n.f(x).f(y)

classe (n, /].
2.4.2.1. Remarque. — L'isomorphisme

j*x7^nt'|T
ao : Hom(£^, KO),. . ̂ " x£ m}

'^

déduit de a est défini comme suit : on a (Xo(c)=[n, f] si et seulement si

t®^^^))^-/^!-»)-/^-!).

La classe de Grothendieck \ correspond par oio à [1, f2/^ -ht)].
2.4.3. THÉORÈME [ 1 1 ]
On détermine un isomorphisme de monoïdes multiplicatifs

(po: Hom(£^,^),. .-^±[(fll.
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