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CLASSES CARACTERISTIQUES ET FONDAMENTALES
EN COBORDISMES ET K-THEORIES

PAR

Luce GOUYON (*)

RESUME. — Suivant une idée de Shih Weishu, certaines classes caractéristiques et fondamen-
tales de fibrés vectoriels réels et de cobordismes dans la K-théorie (réelle ou complexe) sont
caractérisées par des séries formelles.

ABSTRACT. — Following an idea of Shih Weishu it is shown that certain characteristic
and fundamental classes of real vector bundles and cobordisms of (real or complex)
K-theory are characterized by means of formal series.

Dans cet article, on donnera, suivant une idée de Shih Weishu, une
caractérisation, par des séries formelles, des K-classes caracteéristiques du
cobordisme unitaire [6] et du cobordisme orienté [7]. On montrera ainsi
(§ 3) que I'ensemble des K-classes caractéristiques « stables » du cobor-
disme unitaire préservant les structures additives et multiplicatives s'iden-
tifie au sous-ensemble Z,[[r]] de Z[[t]] formé des séries dont le terme
constant est 1. On etablira que la composition avec les opérations de
Adams, qui donne des classes non stables, se traduit par la formule

(V- =Yocici-1 (1 +D . c((1+0) =1),

ou ¢ est une classe stable et y, une opération de Adams. On montrera des
résultats analogues pour les K-classes du cobordisme orienté. Ces résultats
sont des conséquences de la caractérisation, par des serics formelles. des
monoides Fon(E,. K) et Fon (E3*. K) des K-classes fondamentales des
fibrés vectoriels complexes et des fibrés vectoriels reels, orientés, de rang
pair, donnée par SHIH WEIsHU [12]. cette caractérisation est elle-méme
conséquence de celle des groupes de Grothendiecck K(MSO (2n)) et
K(MU (n)) des espaces de Thom du SO (2 n) et du U (n)-fibré universel.

(*) Texte recu le 14 mai 1985.
Luce Gouvyon, 2. impasse de la Pelude. 31400 Toulouse.
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476 L. GOUYON

Dans le paragraphe 1 on démontrera donc le lemme de Shih Weishu
caractérisant le groupe K(MSO (2 n)). On montrera aussi que la complexifi-
cation des fibrés induit un isomorphisme entre les groupes KO (MSO (4 n))
et K(MSO (4n)) [8]. Ce résultat permettra, en particulier, de donner dans
le paragraphe 2 une démonstration de la proposition de SHIH WEISHU et
SINGH VARMA [13] qui caractérise le monoide Fon(Eg* KO). Le
paragraphe 2 est en effet consacré a la caractérisation des K-classes de
fibrés vectoriels complexes et de fibrés vectoriels réels, orientés, de rang
pair et des K et KO-classes de fibrés vectoriels complexes ou réels de rang
pair.

1. Les groupes K(MSO (2n)), K(MU (n)) et KO (MSO (4 n))

1.1. REPRESENTATIONS ET K-THEORIE : RAPPELS ([2], [9], [10])

Pour X, CW-complexe fini, K(X) (resp. KO (X)) est le groupe de
Grothendieck des classes d’isomorphisme des fibrés vectoriels complexes
(resp. réels) de base X. K(X)=coker K(point) = K(X) (resp.
RO (X)=coker KO (point) — KO (X)) est identifié au sous-groupe K (X, x,)
(resp. KO (X, x,)) lorsqu’un point-base x, a été choisi.

Le produit tensoriel des fibrés vectoriels munit K(X) et KO (X) d’une
structure d’anneau.

On étend la définition des foncteurs contravariants K et KO a la
catégorie de tous les CW-complexes en posant

K(X)= lir_n K(P), KO (X)= lir_n KO (P)

ou P parcourt les sous-complexes finis de X.

Dans ce qui suit G désignera toujours un groupe de Lie compact et
connexe.

L’anneau des représentations complexes R (G) (resp. réelles RO (G) du
groupe G est I'anneau de Grothendieck des classes d’isomorphisme des G-
modules complexes (resp. réels) de dimension finie. R (G) est ainsi le Z-
module libre additif engendré par les classes d’équivalence des G-modules
irréductibles; la structure multiplicative provient du produit tensoriel des
G-modules. RO (G) est construit de fagon similaire a partir des G-modules
réels.
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K-CLASSES EN COBORDISMES 477

1.1.1. Notant T, le tore de dimension net M (k,, . . ., k,) sa représenta-
tion complexe de dimension un ou 'action de T, est donnée par

0,...,60,).Z=exp(2mi(k,0,+...+k,6,).Z,
ona
R(T)=Z[a,, a7, ..., ¢, 07 ..., o, o]
ou

@=M(@O,...,1,...,0).
(4]

1.1.2. On a des homomorphismes
r: R(G)— RO (G), (®C): RO (G)- R(G),

définis le premier par restriction des scalaires, le second par complexifica-
tion.

L'association de son dual a un G-module complexe définit une opération
t:R(G)—= R(G); on a alors [4], p. 59 (®C)er=1+¢t et ro(®C)=2.
L’homomorphisme (®C) est donc injectif. Nous utiliserons le résultat
suivant :

1.1.2.1. Pour tout entier n>1, les homomorphismes
(®C): RO(SO(2n+1)) - R(SO(2n+1))
et
(®C): RO(SO(4n))— R(SO (4n))

sont des isomorphisme (cf. [9], p. 193).

1.1.3. Si T est un tore maximal de G et N; le normalisateur de T, le
groupe de Weyl W (G) de G est le groupe quotient N;/T. Le groupe W(G)
opere sur I'anneau R(T).

1.1.3.1. T, est tore maximal de U(n), SO(2n) et SO(2n+1). Le
groupe de Weyl de U (n) es tle groupe des permutations des indices des a,.
Le groupe de Weyl de SO (2n+1) est le produit croisé des permutations
des indices des a; avec les substitutions

(0, ..., )= (al, ..., o) ou g==+1
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478 L. GOUYON

Le groupe de Weyl de SO (2n) est le produit croisé des permutations des
indices des o; avec les substitutions

(0, - -, &)= (ap, ..., afv) ou g=+1 et g...5=1

1.1.4. L’homomorphisme de restriction R(G)— R(T) est injectif et
applique R (G) sur R(T)¥ ‘9, anneau des invariants de R (T) par I'action
de W(G).

Notant € : R(G) —» Z 'homomorphisme « augmentation » qui associe a
chaque représentation de G sa dimension et (G) le noyau de g, le compleété
de I'anneau de représentation de G est

R (G)=Ilim R (G).
< 1(G)"

1.1.4.1. L’'homomorphisme ¢: Z[[t,,..,t]]— R(T,) défini par
@ (t;)=o,—1 (1 <i<n) induit une bijection des complétés

(—p: Z[[tl""tn]]_’R‘(Tn)-

1.1.5. Si T est un tore maximal de G, le groupe de Weyl W (G) de G
opére sur R(T) et sur R(T) et la restriction i: R(G)— R(T) induit
un monomorphisme i : R(G)— R(T). Ce monomorphisme envoie R(G)
bijectivement sur (R(T)* ‘@ =R (T .

1.1.5.1. Les composés

R . (o !
RWUM)—-R(T) = z(1,. ... 1]
: o~ !
R(SOQ2n+1))=R(T,) = Z[[t,.... 1))
et

!

RSO ~R(T) = z(it,.... 1]

donnent des descriptions explicites de R(U(n)). R(SO(2n+1)) et
R (S0 (2 n)) en terme de séries formelles a coefficients entiers.

1.1.5.2. L'anneau R (U (n)) s'identifie au sous-anncau de Z [[t,. . .. t,]]
constitue par les séries formelles symétriques.

1.1.5.3. L'anncau R(SO(2n+1)) s'identifie au sous-anneau de
Z[[t,....t,]] constitué par les séries formelles symétriques et invariantes
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K-CLASSES EN COBORDISMES 479

par les substitutions du type t; = (1/(1+¢))—1) lesquelles correspondent
par @ aux substitutions de la forme a; — a; !

1.1.5.4. L'anneau R(SO(2n)) s'identifie au sous-anneau de
Z[t,, . ., t,]] constitué par les séries formelles symétriques et invariantes
par un nombre pair de substitutions du type ¢; — (1/(1 +¢;)—1) (qui corres-
pondent toujours par @ aux substitutions de la forme a; —a; ).

Un large usage sera fait également des résultats suivants dus 4 Atiyah
et Hirzebruch pour la K-théorie complexe [2] et @ Anderson pour la
K-théorie reéelle [1].

1.1.6. Les homomorphismes
a: R(G) — K(BG) et o : RO(G)— KO (BG)

construits a partir du G-fibré universel de base BG sont des isomorphismes.

1.1.6.1. Les applications KO (BSO(2n+1)) - K(BSO(2n+1)) et
KO (BSO (4 n)) = K(BSO (4n)) définies par la complexification des fibrés
sont en vertu de 1.1.2.1 des isomorphismes.

Pour la dimension —1, on a

1.1.7.
K~ ' (BG)=K"' (BG)=0,
KO ~'(BG)= KO’ (BG)= RO. (©) .
r(R(G)

1.2. Le Groure R(MSO (2n))

MSO(n) deésigne I'espace de Thom du SO (n)fibré universel;
R(MSO (n)) est identifié 4 un sous-groupe de K(MSO (n)) grice au point-
base de I'espace de Thom.

THEOREME. — L'’homomorphisme induit par la composition de la section
nulle et de linclusion de BT, dans BSO (2n) :

KR(MSO (2n)) - K(BSO(2n)) - K(BT)=Z[lt,, . ., t.])

est injectif. Son image dans K(BT,)=Z[[t,, . ., t,]] se compose des séries
Jormelles symétriques, invariantes par un nombre pair de substitutions de la
Jorme t;— (1/(1+1))—1) et divisibles par le produit t, .t,. . .t,.
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480 L. GOUYON

Démonstration. — Soit ESO (2n) le fibré principal universel de groupe
SO(2n) et de base BSO(2n). Soit X=ESO (2n)so o, xB*" le fibré
en boules de dimension 2n associé et soit Y=ESO (2n)so,,xS?""! le
sous-fibré en sphéres. On a K(X, Y)=K(MSO (2n)), d’ol une suite exacte

K~ '(Y) > K(MSO (2n)) = K(X) = K(Y).

Le choix d’un point-base de 2"~ ! définit un homéomorphisme de Y sur
ESO (2n)/SO(2n—1). Notant p: BSO(2n—1)— BSO (2n) I'application
induite par I'injection canonique SO (2n—1) — SO (2n), le diagramme

Y=ESO(2n)/SO(2n—1)=BSO(2n-1)
! I I
X—f» ESO(2n)/SO(2n) = BSO(2nm)

ou f est l'application qui rétracte chaque boule-fibre sur son centre
et g l'application naturelle de ESO (2n)/SO (2n—1) sur son quotient
ESO (2n)/SO (2 n) est commutatif. La suite exacte ci-dessus devient donc

K~ '(BSO (2n—1)) = R(MSO (2n))

— K(BSO (2n)) - K(BSO 2n—1)),

or K™Y (BSO(2n—1))=0 d’aprés (1.1.7) et R(MSO (2 n)) s’identifie donc
au noyau de p'.
L’injection SO (2n—1) — SO (2 n) induit aussi

p: R(SO(2n))— R(SO(2n-1))
et le diagramme
R(SO(2n) > R(SO@2n-1))
= ln = lu
K(BSO (2n)):'»K(BSO(2n— 1)

est commutatif. La caractérisation du noyau de p' revient donc a celle du
noyau de p.
L’homomorphisme restriction p :R(T,) — R(T,_,) caractérisé (1.1.1)
par
pla)=a, I1<i<n-1,  p(x)=1,
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K-CLASSES EN COBORDISMES 481

induit fi : R(T,)— R(T,_ 1) et définit un homomorphisme
(1.1.4.1)

P: Z[ty,..,t=Z[ty, -, t,-4]]
caractérisé par
P(‘l)=tb lSiQn—l, P(I')=O.

De la commutativité du diagramme

RS0@m) — R(T) = Zlt....1]
It I It

R(SO@n—1)=R(T,_ ) = Z[[ty, - - -, ta_4]

et de I'injectivité des fleches horizontales (1.1.4.1, 1.1.5) il s’ensuit qu'un
¢élément du noyau de p est représenté par une série formelle f (¢,, ..., t,)
satisfaisant aux conditions énoncées en 1.1.5.4 et appartenant au noyau
de P. Cette série satisfait donc a I'égalite f(¢,, ..., t,_;, 0)=0; elle est
ionc divisible par ¢, La divisibilité par le produit ¢,.t,...t, est alors
conséquence de la symétrie de la série. Inversement une série formelle
divisible par t,.t,...t, I'est par t, et est image d’un élément du noyau
de p.

1.3. Le Groure R(MU (n))

MU(n) désigne l'espace de Thom du U (n)-fibré universel. Une
démonstration analogue a la précedente prouve que

LEMME. — L'homomorphisme induit par la composition de la section nulle
et de Tinclusion de BT, dans BU (n) :

R(MU (n)) = K(BU(n)) = K(BT)=Z[[t,. . ... 1,]]

est injectif: son image se compose des séries formelles symétriques et divi-
sibles par le produit t,.t,. . .1,.

1.4. Le GrouPE KO (MSO (4 n)).

ProrposiTioN [8]. — La complexification des fibrés induit un homomor-
phisme (®C) : KO (MSO (4n)) = K(MSO (4n)) qui est bijectif.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



482 L. GOUYON

Démonstration. — Il revient au méme de prouver que ’homomorphisme
(®C): KO (MSO (4n)) » R(MSO (4n))

est bijectif. Comme dans la démonstration de 1.2, on obtient la suite
exacte

Py
KO~'(BSO (4n)) - KO~'(BSO (4n—1)) - KO (MSO (4n))

— KO (BSO (4n)) - KO (BSO (4n-1)).

Nous démontrerons la surjectivité de p',; il s’ensuivra I'exactitude de
la suite

0 — KO (MSO (4n)) - KO (BSO (4n)) 2 KO (BSO(4n—1))— ..

D’aprés (1.1.6) et (1.1.2.1) la proposition sera alors démontrée.
Or(1.1.7,1.1.2.1)

RO (50 (4n) _ (®C)(RO)(SO (4n))
r(R(SO(4n)))  ((OC)°r)(R(SO (4n))
R(S0 (4n))
T (1+1)R(SO (4n)

KO ~'(BSO (4n))=

et de méme pour KO ~!(BSO (4n—1)).
Notant toujours

p: R(SO@n)—R(SO@n=-1)),

I’homomorphisme induit par I'injection SO (4n—1) — SO (4 n), la surjecti-
vite de p'_, résultera de la surjectivité de p. Usant des descriptions
(1.1.5.3) et (1.1.5.4) de R(SO(4n—1)) et R(SO (4n)), tout revient a
prouver :

LeEMME. — Notant

Z([tyy ..y tyo g 15,0720

(resp. Z[[ty, . .., ty, - ]1¥2=-1),

le sous-anneau de 'anneau des séries formelles a coefficients entiers et 6 2n
(resp. 2n—1) variables constitué par les séries symétriques et invariantes
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K-CLASSES EN COBORDISMES 483

par un nombre pair (resp. quelconque) de substitutions S; du type
t;— (1/(1+ty)—1), lapplication
R Z[ty, ..., ey LAY Z[ty, ..., 1y, P2,
définie par
Ry, ..ty )=h(ty, ..., t5,_,, 0)
est surjective.

Démonstration. — Nous montrerons le résultat plus fort suivant : notant
Z[[ty, ..., t]]'" le sous-anneau de Z[[t,,...,¢,]] constitué par les
séries formelles symétriques et invariantes par les substitutions
t;— S;()=(/(1+t;)—1), 'application

S: Z[tyy--osty tme I 1= Z[[ty, ..., I,
définie par
Sy, ..., t)=h(ty, ..., t, 0)

est surjective, ce qui suffira a assurer la démonstration du lemme.
Soit donc

f(tl’ et l')=2‘l- e .'.;oal‘. . .i.t‘ll' . 'ILT’
un élément de Z[[t,, . . ., t.]]'~. Posons

8p=4ag0. . .0

a, (‘l)=2gl>oai|0. Colih
_ i i .
ak(tl' R} ll)—ZII, 120 -« .0 I.>0al'| iz...x0.. .Otll t?' . ‘t.k.'

i i
an(th LR} tu)=z.'l_ e .'->oai1. . .i.tll' : 'tﬂ-'

Remarquons que la symétrie de f entraine pour toute permutation ¢ de
[1, m] I'egalite

Giy..im=Big(1). . -igim?
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484 L. GOUYON

on a alors

a, (tl)=f(tl’ 0, ] 0)—00,
a,(ty, t;)=f(ty, 15,0, ..., 0)—a, (t,)—a, (t;)—a,,

.................................................

ak(tx, “ oy t.)=f(t1, « oy tb 0, “ ey 0)
'Z:nl (Z(z,. e G (- - 1,))—ao,

ou (X ..., X,) désigne une suite strictement croissante. On voit, par
récurrence, que les séries formelles a, sont invariantes par toute
substitution § .

La série formelle
Bty oo b e ) =80+ 2oy X et men) @ (- o0 1))
est ainsi un élément de Z[[t,, . . ., tu.,]]""*1 et
h(,, ..., t, 0)=a,

+Z:.=l(2(1|. R A1 m]a'(tll’ crte tlr))
=f(ty .- tah

donc S(h)=/1.

2. Classes caractéristiques et fondamentales : rappels

2.1. NOTATIONS

Nous noterons # la catégorie des CW-complexes finis et € la catégorie
de tous les CW-domplexes.

Pour X, objet de €, nous noterons Ec(X) (resp. E2*(X), E3*(X),
Eg* (X)) le monoide, pour la somme de Whitney, des classes d’isomor-
phisme des fibres vectoriels complexes (resp. complexes de rang pair, réels
orientés de rang pair, réels orientés de rang multiple de 4) de base X.

Soit A un anneau commutatif unitaire. Pour X, objet de &, K, (X)
désignera le produit tensoriel K(X) ®; A. Pour X, objet de €, K, (X) sera
défini par K, (X)= liiﬂ K, (P), ou P parcourt les sous-complexes finis de X.
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K-CLASSES EN COBORDISMES 485

Un élément de E¢ (X) (resp. E3* (X)) et I'élément de K (X) (resp. KO (X))
qu’il représente seront notés de fagon identique.

Nous noterons A [[t]] 'anneau des séries formelles 4 coefficients dans A
et A[[t]]. (resp. A[[t]].) le monoide (resp. groupe) défini par la multiplica-
tion (resp. addition) des séries formelles.

Le sous-ensemble

A* [[t]]={f|f(t)= :tf(— —‘—)}

141t

de A[[t]] est un sous-monoide de A[[t]]..
Nous noterons enfin ng(resp. 2ng) le fibré trivial complexe de rang n
(resp. réel, orienté, de rang 2 n) dcnt la base est précisée par le contexte.

2.2. CLASSES CARACTERISTIQUES : DEFINITION

Soient E et L deux foncteurs contravariants de la catégorie ¥ dans la
catégorie des monoides commutatifs. L'ensemble Hom(E, L) des
transformations naturelles du foncteur E dans le foncteur L est un
monoide pour 'opération de monoide de L et ses éléments sont les classes
caractéristiques de E dans L.

Lorsque E=E(, E* ... et L=K K, ou KO deux structures de
monoides peuvent étre retenues. p représentant une paire d’opérations
(+, +), (+, x)...., qui seront précisées dans chaque cas, on notera
Hom(E, L), I'ensemble des classes caractéristiques qui respectent ces
opérations. Hom(E, L), . deésignera ainsi l'ensemble des classes
caractéristiques ¢ de E dans L satisfaisant a I'égaliteé :

c(x+x)=c(x).c(x’).

L’intersection Hom(E, L), ., N Hom(E, L), . est un anneau que
nous noterons Hom(E, L), qcau-

2.2.1. Remarque

L'inclusion canonique Hom(K, L), , =+ Hom (Ec, L), . induitun
isomorphisme

Hom (K, L)unnnu — Hom (Ecv L)-nnelu'

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



486 L. GOUYON

2.3. EXEMPLES

L’algébre extérieure d’un fibré définit deux éléments A et X de
Hom (E¢, K), « et un élément | de Hom(Eg*, KO), , introduits par
Grothendieck. Précisément on a

AE)=Ys0A'N, A=Y, (AR, 1E)=Y,,,(=1)A'E,
ou T} désigne le conjugué de n.
2.4. CLASSES CARACTERISTIQUES ET SERIES FORMELLES

Remarquons que si 1) est un fibré en droites complexes de base X objet
de #, la composante de degré zéro du caractére de Chern (cf. [3]) de
n—1¢ est nilpotent dans K(X) (cf- [2] et [9]). 1l s’ensuit que I'opération
consistant a remplacer t par n— 1 dans f (t) élément de A [[t]] définit un
élément de K, (X). Si X est un objet de €, cette opération définit encore
un élément de K, (X) défini comme limite projective.

2.4.1. THEOREME [11]. — On définit un isomorphisme de monoides

¢: Hom (Ec, Ky, « — A[lt]]«

et un isomorphisme de groupes
V: Hom (E¢, Ky)., « — Al
en posant, quel que soit 1| fibré en droites complexes,
e(@M—Ilg)=cm), V(@DM-Il=dn)
En outre il existe une bijection

6: Hom (Ec, K).nnuu —Z

unique, satisfaisant a (i) 6(0)=0, (ii) quels que soient c¢#0 dans
Hom (E¢, K),nneau €1 M fibré en droites complexes
8 (c)

()= n st 8(c)>0,
V=R BO0 S s(0) <0,

L’inclusion canonique Hom (E¢, K)unpeao = Hom (E¢, K), ,  devient,
moyennant les identifications & et  la correspondance n — (1 +1t)", ne Z.

2.4.1.1. Remarque. — Les séries formelles 2+t et t/(1 +1t) correspon-
dent par @ respectivement aux classes de Grothendieck A et X.
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K-CLASSES EN COBORDISMES 487

2.4.1.2. CorOLLAIRE [11). — Les opérations de Adams \,, k € Z, comme
éléments de
Hom (EC9 K).nne.u = Hom (Ko K)annelu

sont entiérement déterminées par
k

v (n)={1
n

si k>0,

ran, =1.‘
-si k<0, €N

Elles correspondent par \ aux séries (1+1t)* et par & aux entiers k.

Remarquons que, notant &, (resp. n,) le fibré réel orienté (resp. com-
plexe) universel de base BSO (n) (resp. BU(n)), un élément ¢ de
Hom (E3*, K), . (resp. Hom(E¢, K), ,) est entiérement déterminé par
la donnée, pour tous les n, des éléments ¢ (§,,) de K(BSO (2n) (resp. c(n,)
de K(BU (n)).

En particulier, a tout entier m € Z correspond une classe unique de
Hom (Eg*, K), . (resp. Hom (E2*, K), )
que I'on notera m et qui est définie par
m(E,,)=m"(resp. m(n,,)=m"), VneN.

Une telle classe sera appelée classe entiére.

La détermination du monoide Hom (E¢, K), . est analogue. En fait,
un ¢lément ¢ de Hom(E¢, K). . est déterminé par le seul élément c(n,)
de K(BU(1))=Z[[t]] (1.1.4.1, 2.4.1). La démonstration de ce théoréme
de Shih est analogue a celle du théoréme suivant qui est di a Shih Weishu
et Singh Varma; aucune démonstration n'en ayant été publiée nous en
donnons une ici.

2.4.2. THEOREME.

Le diagramme suivant est commutatif :

X [
Hom(E}* K), .o Hom(E¢, K). . — Z[[1]).
l L] l v l w
Y [ ]
. HOm(E‘.. K),_ .CHom(Eé.' K)+, ,—‘Z"m[[.x. )']]
ou :
— les inclusions horizontales sont déduites des applications Ec — E}* et

El* — ER* obtenues en passant de la structure vectorielle complexe d la
structure réelle orientée sous-jacente;
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— u et v sont les applications naturelles déduites des inclusions
Et*cEi* et EL*cE;

— @ est Pisomorphisme multiplicatif défini en 2.4.1;

— a Tlinjection qui & ceHom(El* K), . associe Tlélément de
Z,,.[[x, y]] qui correspond (1.1.6, 1.1.5.2) d c(n,)e K(BU(2));

— w associe a la série f(t) la série (x, y)—f(x).f(y). Limage
de Hom(E%* K). . dans Z[[t]l. se compose des f telles que
f(—=t/(1+1t)=¢ f(t) avec €=+ 1 indépendant de t. Hom(Eg*, K), , se
compose des multiples entiers de l'image de u, Hom (E%*, K), . se compose
des multiples entiers des éléments de T'image de v et Tinjection o identifie
Hom(E%*, K), « a lensemble multiplicatif des séries de la forme
nf (x) f (¥) (avec neZ) et linjection ooy identifie Hom(Eg*, K), . d
Pensemble des séries de la forme

) SG) o f(ﬁix)m:f(x).

De plus lapplication Hom (Eg*, KO), , —Hom(Eg*, K), . induite par
la complexification KO — K est bijective.

Démonstration. — Pour la commutativité du diagramme, il suffit de
montrer que wo @ =ac°uv, c'est-a-dire d’aprés 1.1.6et 1.1.4.1

a(@(@)Pt(M)-1L p2(M)-D=0@EI(M)-D.0(CE:()-1),
ou p,: BT, — BT désigne la i-iéme projection; or

a(v(e) (Pt (ny) =1, pF (ny)—1=0v(c) (P (,) ® P (M,))
=c(pt(m)).c@tM))=0@)EtM,)-1.0)@E:MN,)-1.

Le diagramme est donc commutatif.

Pour tous p, g et n=p+gq, notons m,,_:

BU(2p)xBU(2q) —» BU(2n)
et
l,: BUQ)x...xBUQR)—-BU@22n)

—— .-
n

les applications classifiantes de n, ,xn,, et n, x ... x7n,; elles induisent

—————
n
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des monomorphismes

* .
mP-G'

K(BU(22n))» K(BU(2p)xBU(2q))
et
I*: K(BU@2n))—=K(BU@2)x...xBU(2)).

Pour qu’une suite d’éléments c,€ K(BU (2n)) définisse un élément ¢ de
Hom(E2*, K), , avec, pour tout n, c(n,,)=c,, il faut et il suffit que
my .(c,)=c,xc, puisque

(mP‘. q)‘ (712 n)= T\z P X nl q

Soit (c;),n une seconde suite de tels éléments; si ¢, =c}, I'injectivité de
(m,, ,)* implique I'égalité de (c,) . n €t (c), e n €t Par conséquent I'injectivité
de a.

Un élément ¢, de K(BU(2)) détermine donc un élément (unique) ¢ de
Hom (E%*, K), , si et seulement si, pour tout n, (c,)" appartient & Im [¥
qui s’identifie (1.1.5) au sous-ensemble Z, . [[x,, ¥,, ..., X, ¥,]] de
Z[[xy, ¥y» - -~» Xp ¥a]] constitué par les séries symétriques par rapport a
toutes les variables.

Un élément ¢, de K(BU(2)) représenté par un élément f(x, y) de
Z,,[[x, ¥]] détermine donc une classe (unique) de Hom(E%* K), . siet
seulement si, pour tout n, les produits f(x,, »,)...f(x,, },) représentant
(c,)" sont symétriques par rapport a toutes les variables.

Un raisonnement analogue prouve qu'un élément ¢, de K(BSO (4))
représenté (1.1.5.4) par un élément f(x, y) de Z, . [[x, y]] invariant par
la substitution

/

-x -y
(x, _ﬂ—*( —)
l+x 1+y

/

détermine une classe (unique) ¢ de Hom(Eg*, K). . si et seulement si,
pour tout n, les produits f(x,, v;)...f(x,, },) sont symetriques par rap-
port a toutes les varniables.

De méme. compte tenu des identifications T= U (1)= SO0 (2). un élément
¢, de K(BSO (2)) représenté par un élément f (1) de Z[[t]] détermine une
classe c de Hom(E2*. K), . si et seulement si

..xi -V
_f(x).fm=f<,“+—,\.)‘f<ﬁ7)'
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c’est-a-dire si

f@)=¢f (1;:—) avec €= +lindépendantde t.
+t

Observons enfin la commutativité du diagramme

KO (BSO (4n)) — KO (BSO (4p)xBSO(4q)), n=p+gq
@Cl = l@c
m, o)

(m, g%
K(BSO(4n)) — K(BSO (4p)x BSO (49))

ou la premiére fléche verticale est un isomorphisme. Il s’ensuit I'injectivité
de lapplication KO (BSO (4 n)) — KO (BSO (4p) x BSO (44)), induite par
m, , et donc le fait qu'avec un raisonnement analogue appliqué a

ce Hom (Eg*, KO), . on voit que c est caractérisée par une série f (x, y)

de Z, . [[x, y]] telle que

ren=r(72)1(2)
1+x 1+y
et telle que le produit f(x,, y,)...f(x,, y.) soit, pour tous les n, symé-
trique par rapport a toutes les variables.
Pour qu'une série de la forme f(x,, y,). . .f (x,, y,) soit symétrique par

rapport aux 2n variables, il faut et il suffit que la série f(x, y). f(u.v)
soit symétrique par rapport a ses quatre variables.

sym [

LEMME. — Pour qu’une série f (x, y) élément de Z [[x, y]] soit telle que le
produit f (x, y). f(u, v) soit symétrique par rapport aux quatre variables il
Sfaut et il suffit que f(x,y) soit de la formen.g(x).g(y) ou neZ et
g eZ][t]). Pour qu'en outre

f(x, y>=f(li —1)

l+x 14y

il faut et il suffit que g(t)=eg(—t/(1 +1)) avec €= + | indépendant de 1.
La demonstration de ce lemme technique figure en [8].

Soit maintenant ¢ un élément de Hom(ER*, K), .. D'aprés le lemme
ci-dessus on a

(€ xE)=(27)() Y (n)—1 p3(n,)-1)
="~f(P1.(7h)" |)-.f(P;(7h)—”
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