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SUR I’ANNEAU DES GERMES DE FONCTIONS HOLOMORPHES
QUI APPARTIENNENT A LA CLASSE DE BERNSTEIN

PAR
JEAN-CLAUDE TOUGERON
[Université Rennes-I]

REsuME. — Soient @, 1’anneau des germes de fonctions holomorphes a 1’origine
de C*; #, I’anneau des polyndmes C [Z;, ..., Z,]. On étudie les propriétés algébriques
de I’anneau %, (resp. %,) formé des fe 0, tels que f et les D® f, @ « N", engendrent un
espace vectoriel de dimension finie sur le corps des fractions [#,] de £, (resp. engendrent
un corps de degré de transcendance fini sur [#,]). L’anneau %, est pathologique, mais
posséde de bonnes propriétés en tant que module sur £,; €, est un anneau local régulier
de dimension n vérifiant toutes les propriétés classiques de 0,.

ABSTRACT. — Let 0, be the ring of germs of holomorphic functions at the origin of
Cn; let 2, be the ring of polynomials C [Z,, ..., Z,]. We study the algebraic properties
of the ring %, (resp. ¥.) whose elements are germs fe 0, such that fand D® f, @ e N",
generate a finite dimensional vector space on the field of fractions [#,] of £, (resp.
generate a field with finite transcendance degree on [#,]). The ring %, is pathologic,
but possesses good properties as a modulus on £,; %, is a regular local ring of dimension
n which verifies all classic properties of 0,.

Soient X un germe d’ensemble de Nash irréductible a l’origine de
C", /'y ’anneau des germes de fonctions de Nash sur X, 0y I’anneau des
germes de fonctions holomorphes sur X, et [ A x] (resp. [0x]) le corps
des fractions de A"y (resp. Ox). Soit Der¢ [ A 'x] I’ensemble des C-dériva-
tions de [ Ax] dans lui-méme : une telle C-dérivation se prolonge de
fagon unique en une C-dérivation de [@x] dans lui-méme. Dans cet article,
nous étudions d’abord I’ensemble %y des f € O tels que ’espace vectoriel
engendré sur [ A x] par tous les D, ... D,f, se Net D;e Der¢ [ %],
soit de dimension finie sur [ A x] : By est un anneau (N 'y = By < Oy)
qui n’est pas local et qui n’est pas noethérien (sauf évidemment si
dim X = 0). Cependant, %y vérifie de bonnes propriétés par rapport a
Ay : par exemple, %y est un module plat sur #yx; si X ¢ (C", 0) est
un plongement et si %¢. = %,, on a By ~ B,/1.8B,, ou I désigne I’'idéal
de N ¢ = N, formé des ftels quef[ X = 0 (th. 2.12). Ainsi, I’étude des %y
est ramenée A celle des 4,. Un germe fe 0, = Oc. appartient & %, si, et
seulement si, 4, (C). f est un module de Bernstein sur 4, (C) (¢f. [1],
A, (C) désigne I’anneau des opérateurs différentiels a coefficients polyndmes
en les variables z;, ..., z,).
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208 J.-CL. TOUGERON

On définit ensuite un sous-anneau ¥y de Oy (By = €x < Oy) de la
fagon suivante : fe %y si le corps engendré sur [ A x] par tous les
D, ...D,f, seN et D;eDerc[ Nx], est de degré de transcendance
fini sur [ A'x]; €x se comporte mieux que %y; c’est un anneau local
noethérien jouissant des propriétés bien connues de A"y ou Oy : théoréme
de préparation, théoréme des fonctions implicites, platitude de €y sur Ay
ou de Oy sur %y, théoréme d’Artin sur les solutions d’un systéme d’équa-
tions analytiques, etc. '

Les démonstrations utilisent comme outils principaux un critére de
platitude et un critére de noethérianité pour des sous-anneaux 4, de 0,
contenant A", : ces critéres sont démontrés au paragraphe 1. Pour terminer,
signalons une question intéressante : en quelle mesure, les résultats de
cet article subsistent-ils quand on considére, au lieu de germes de fonc-
tions holomorphes a 1’origine de C", des germes de fonctions holomorphes
au voisinage d’un compact convenable de C" ou des germes de fonctions
C* au voisinage de I’origine (ou plus généralement d’un compact) de R*?

1. Un critére de platitude et un critére de noethérianité

On pose #,=Clzy,...,2]; 0,=C{zq, ...,z,}; AN, désigne
I’anneau des germes de fonctions de Nash a 1’origine de C" Si K est un
anneau intégre, [K ] désigne son corps des fractions. Pour tout n > 0,
soit A4, un sous-anneau de @, contenant A",

PrOPOSITION 1.1. — On suppose que la famille A, vérifie les conditions
suivantes :

1° si a : (C" 0) > (CP, 0) a ses composantes dans N, et si f € A,, alors
feoaed,;

2° si 4y, ...,a,€P, forment un systéme de paramétres de N, et si
a=(ay, ....,a,) : (C,0)—(C"0) et fe0, vérifient foac A, on a
fed,

3°sifed,ge0, et ac PZ\{0} vérifient f = a.g, on a g A,.

Soit fe A, et soit Il e N, un germe de Nash distingué d’ordre p en la
variable z, (i. e. I1 (0; z,) = o, 22+ ..., avec o, # 0). Siz' = (zy, ..., Z,—1),

on a

f@=a@U@)+Y-18:(2) 2",

avec g€ A, et g;€ A,_,. Une telle décomposition est unique.
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ANNEAU DE GERMES 209

Preuve. — Posons y = (yy, ..., ¥,). Soit
L(zysy) =224y 227+ ... +y,
le polynéme générique en z, de degré p. Considérons 1’application a :

C"P3(z, £) > (2, s(§)e C"*?,

ou les composantes de s sont au signe prés, les fonctions symétriques
élémentaires de &, ..., &, de telle sorte que

roa(zn; F:) = (Zn_gl)' . '(zn—gp)'

Soit fed,; alors g=foaed,,, daprés le 1°. En outre, si
' = (219 ey Zn—l) :

8(Z;2,;6)—g(Z; 8 8) = (2,—81) g1 (Z'; 2,5 E)

et g(z'; €15 &), g1 appartiennent & 4, , d’aprés 1° et 3°. En recommengant
avec g4, puis en itérant, on voit que

(1.1.4) 8(z;8) =q(z;8)(z,—81)- - -(z,—E))
+20 12 a2 9),

avec q et g;€A,.,; q et g; sont symétriques en §; donc ¢ = Qoa,
g=G,0a, avec Q, G;e 4,,,, d’aprés le théoréme de Newton pour les
germes de fonctions holomorphes et le 2°. D’aprés (1.1.4) :

(1.1.5) f(@ =0z NT (2 N+XE=1207 Gi(2'5 )

II étant distingué d’ordre p en la variable z,, onaII P’ % Pavec P'e A,
inversible et P polyndme distingué en z, :

P()=z2+y,(2)22 7 + ... +y,(2).
D’aprés (1.1.5), aprés substitution y — y (z) :

f@=0@z; y@) P @D (2)+20-1 Gi(z'; y(2) 2"
11 suffit de poser

g@=0@yENP' (1) et g(@)=Gi(;y(@)).

PRrROPOSITION 1.2. — Sous les hypothéses de 1.1, 0, /A, est un module
plat sur N,
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210 J.-CL. TOUGERON

Preuve. — 0, étant un module plat sur 47, on a, pour tout idéal
I de A&, une suite exacte :

0—>Tor1<0,,/A,,,‘/V”>—> An _, On

1.4, 1.0,
Donc, 0,/A4, est un module plat sur 4", si, et seulement si, pour tout
idéal I de A", :
A,nI1.0,=1.4,.

On procéde par récurrence sur n. Pour n = 1, I’idéal I est principal,
et le théoréme résulte de (1.1.3). Si n > 1, soit ay, ..., @, une famille
de générateurs de I (I # 0 et A",). On peut supposer que a; est un poly-
néme distingué de degré p en z, et que a,, ..., a, sont des polyndmes
en z, de degré < p. Soit b€ A4, tel que b = Y 2_, f;a;, f;€0,. Aprés divi-
sion de b et f5, ..., f; par a;, on peut supposer que b et f5, ..., f, sont
des polyndémes en z, de degré < g (b a coeflicients dans A4,_,, d’aprés 1.1).
De I'unicité de la décomposition dans le théoréme de division, on déduit
que f; est aussi un polynéme en z, de degré < g—1. Ainsi, a I’idéal I,
on a associé un sous-module N de 42471, et ’on doit montrer que
N.O,_; n A2%7' = N.A,_,. Mais ceci résulte de I’hypothése de récur-
rence.

COROLLAIRE 1.3. — Sous les hypothéses de 1.1, soit M un sous-module
de /1. Alors, M.0, " A? = M. A,.

COROLLAIRE 1.4. — Sous les hypothéses de 1.1, A, est un module plat
sur N .

ProposITION 1.5. — Soit a : (C", 0) — (C?, 0) un morphisme de Nash.
Soit M un module de type fini sur A", tel que a,, M soit de type fini sur A",
Sous les hypothéses de 1.1,

l®a*: a*M®./VpAp_)M®./VnAn
est un isomorphisme.

Preuve. — On a un diagramme commutatif :

a*M®.A’p (Op_:_)M®.A’" @n

*

1®
a*M®_,ypAp—~—>M®_,y"A,,
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ANNEAU DE GERMES 211

Les deux fléches verticales sont injectives d’aprés 1.2, donc 1 ® a*
est injective. En décomposant a a I’aide de son graphe, on voit qu’il suffit
de démontrer la surjectivité de 1 ® a* lorsque a est une immersion ou
lorsque a est la submersion (C", 0) s (z/, z,) — z' € (C"" 1, 0). Le cas d’une
immersion est trivial, car alors a* : 4, — A4, est surjectif.

Reste 4 examiner la submersion a : (2, z,) — z. Soit my, ..., m, une
famille de générateurs de a, M sur A/",_;. Ona, pouri=1,...,p :

—_ p
z,,.m,-—zj=1a,-jmj, a,-je./V,,_l.

Si P est le déterminant de la matrice | i zn—ay; |, on a P.m; = 0 pour
i=1,...,p.Soitm=3" mQ@beM®, A, daprésle théoréme de
division 1.1 :

by=P.q+3 7 8,287,
avec g;;€ 4,4 et ;€ 4,. D’ou :
m =Z§=1Z$’=1 zn Tm;® gij,

si m' désigne la somme P, >P ,z87Vm;®g; calculée dans

a, M@y, , Ay_1, on a évidemment :
1®a*(m') = m,
C.Q.F.D.

1.6. Soit X le germe en un point d’'un ensemble de Nash complexe
non nécessairement réduit. Soient X < (C" 0), X o (C?, 0) deux plonge-
ments de X; soit 1 (resp. J) Iidéal de A", (resp. .4",) formé des germes nuls
sur X. On a un isomorphisme A",/I ~ A",/J; sous les hypothéses de 1.1,
d’aprés 1.5, on a donc un isomorphisme 4,/I.4, ~ A,/J.A, Ainsi,
A,/I. A, est indépendant du plongement X < (C" 0) choisi; nous dési-
gnerons cet anneau par Ay. D’aprés 1.2, Ay est un sous-anneau de
Oy = 0,/1.0,.

PRrROPOSITION 1.7. — On suppose que la famille A, vérifie les conditions
suivantes :

1°si a : (C",0)—(C? 0) a ses composantes dans A, et si fe€ A,
foaeAd,

2° si dyy ..., a,€P, forment un systéme de paramétres de N, et si
a= (g, ....,a,) :(C,0)—(C",0) et fe0, vérifient foaecAd, on a
fed,
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212 J.-CL. TOUGERON

3° siay,...,a,€Ad, forment un systéme régulier de paramétres de 0,
les fonctions inverses by, ..., b, (b;oa = z;pouri = 1, ..., n) appartiennent
a A,

4° A, est un anneau local, i. e. si ac A, et a(0) # 0, a"* e 4,;

5 sifed, ge0, et ac P\{0} vérifient f = a.g, on a ge A,

Alors, A, est un anneau local régulier de dimension n. En outre, les anneaux
A, vérifient le théoréme des fonctions implicites et le théoréme de préparation.

Preuve. — D’aprés 1° et 3° le théoréme des fonctions implicites est
vrai pour les anneaux A4,. Les conditions 1°, 2° et 5° entrainent celles de
la proposition 1.1. On sait donc diviser II € 4, par le polyndme générique :
Uz 9) =20+ 0 yizh

I(z) = T (2, ). Q(z; )+ 2E=1 Gi(2'; y) 257,

avec Q€ Ayip; Gi€Ayyp—y. Si I est distingué d’ordre p en la
variable, z, on vérifie que

00;0#0; G;(0;0=0 pour i=1,...,p;

en outre, le jacobien des G; par rapport aux y; est # 0 en (0, 0). Ainsi,
par le théoréme des fonctions implicites, il existe

J1 (ZI):' <5 Vp (ZI) € An—l’ Vi (0) =0,
tels que
(2) =T (z,; y(2')- Q(z; y (2)).

D’aprés le 4°, Q (z; y (2)) est inversible dans A4,. Ainsi, IT (z) est équiva-
lent dans 4, au polynéme distingué I' (z,; ¥ (z')). On sait diviser fe 4,
par I'(z,; y). donc par I'(z,; y(2)) aprés substitution y — y(z') (ceci
est possible d’apres le 1°), donc par II (z). Ainsi :

f@=4q@.0@)+2-8((z) 27,

avecq(z)e A, et g;(z)e A,_y, pouri =1, ..., p. Une telle décomposition
est évidemment unique.

Du théoréme de préparation, on déduit que A4, est un anneau local
noethérien; les inclusions A", = A4, = 0, entrainent

A, = 0,=C [[z1s -5 24]])-

Le complété de 4, étant régulier de dimension #, il en est de méme de A,
Les conséquences de 1.7 sont nombreuses. Signalons les deux suivantes :
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COROLLAIRE 1.8. — Sous les hypothéses de 1.7, 0,/A, et O, sont des
modules plats sur A,.

COROLLAIRE 1.9. — Sous les hypothéses de 1.7, soit
a:(C 0)—(C?0)

un morphisme a composantes dans A,, et soit M un module de type fini sur A,.
Le module a, M est de type fini sur A, si, et seulement si, a, Mjm,.a, M
est de dimension finie sur C (m, : idéal maximal de A)).

2. Les anneaux de Bernstein %"

2.1. Soit A4, une sous-algébre unitaire de 0, stable par dérivation (donc
leAd,; sifeAd, 0;fe A, pour i =1, ..., n). On note &# (4,) ’ensemble
des fe 0, qui vérifient les deux conditions suivantes, visiblement équi-
valentes :

1° la dimension v, (f) (ou v (f) si aucune confusion n’est & redouter)
de I’espace vectoriel, engendré sur [A4,] par les 0° f, ® € N”, est finie;

2° il existe un entier p > 0, ae 4,\ {0}, des b, , € 4, tels que

p
0.2 Viaicbiat®f =1, m,
0z?

On vérifie immédiatement les inégalités suivantes, si f, g€ 0, :

v(f+g) <v(NH+v(e);  v(fa<v(N.v@); v@G:[f)<v()
pour i=1,...,n.

Il en résulte que % (4,) est une algébre unitaire stable par dérivation et
contenant 4,. On pose B (4,) = A4,; B (4,) = B (4,); et par récur-
rence BtV (4,) = B (BD (4,)); B*(4,) = U;ien P (4,). Nous dirons
que % (A,) est 'anneau de Bernstein de A,.

Soit A" (4,) la sous-algébre de 0O, (visiblement unitaire et stable par
dérivation) formée des f € 0, qui sont algébriques sur [4,].

LEMME 2.2. — Avec les notations précédentes, B (N (A4,)) = B (A4,).

Preuve. — Bien entendu, % (4,) = % (AN (4,)). Réciproquement, soit
feRB(N (4,). l existe un entier p, ae A (4,)\{0 } et des b; , € N (4,)
tels que

P
a-ﬂ=2lml<pbi,mamf, i=1,...,n

p
0z}
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214 J.-CL. TOUGERON

Soit K le corps engendré sur [4,] par a et les b; , : K est une extension
finie de [4,] contenant toutes les dérivées de a et des b;,. En dérivant
les relations précédentes, on voit que 1’espace vectoriel engendré sur K par
les 0° f, @ e N", est de dimension finie sur K, donc de dimension finie
sur [4,]. Ainsi fe % (4,).

C.Q.F.D.

LEMME 2.3. — Soientfe B (A,),ac AN\{0}etgeO,telsquef = a.g.
Alors ge % (A,).

Preuve. — Elle est évidente.
Pour tout neN, soit 4, une sous-algébre unitaire de @, stable par
dérivation.

Lemme 2.4. — Soit a : (C", 0) — (C?, 0) un morphisme dont les cumpo-
santes a; appartiennent a A,, et supposons que a* (A,) = A,. Alors, pour
tout fe0, on a linégalité : v, (fea)<v 4, f). En particulier,
a* (% (4,)) = % (4,).

Preuve. — Soit fe0, telle que v, (f)=s < . L’espace vectoriel
sur [A4,] engendré par les 0° (fo @) est contenu dans ’espace vectoriel
sur [A4,] engendré par les 0° foa. 1l suffit donc de montrer le résultat
suivant : soient gy, ..., g+ € 0, linéairement dépendantes sur [A4,];
alors gyoa, ..., g,41°da sont linéairement dépendantes sur [4,]. Soit
Y5*1®,g; = 0 une relation, O, € 4,, et I'un des ©; est # 0. Soit p e N?
un multi-indice tel que :

(i) il existe un indice i avec 0" ®; 0 a # 0;

(ii) pour tout i et tout @ e N?, | | < |p|, 0° ©; o a = 0 (un tel p existe
certainement).

Visiblement,

0=0"Qil10;g)0a =211 (0"0;0a)(g;0a).
Ainsi, g; 0 a, ..., g,4+1 ° a sont linéairement dépendantes sur [4,].
C.Q.F.D.

LEMME 2.5. — Soit a : (C", 0) — (C", 0) un morphisme dont les compo-
santes a; appartiennent d A,, et forment un systéme de paramétres de 0,
On suppose que a* (A,) < A,, et qu’il existe ey, ..., e,€ A, formant une
base de a, (A,) sur A, et de a, (0,) sur O, Alors, pour tout f€0,, on a
Pégalité : v, (foa) = v, (f). En particulier, f € % (A,) si, et seulement
si foae B (A,).
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ANNEAU DE GERMES 215

Preuve. — Le jacobien D (ay, ..., a,)/D(zy, ..., 2z, est # 0; ainsi,
Pespace vectoriel engendré sur [4,] par les 8° foa est égal & ’espace
vectoriel engendré sur [4,] par les 8° (f o @). Compte tenu de 2.4, il suffit
de montrer le résultat suivant : soient gy, ..., g1, €0, telles que
g1°a, ..., 841 0a soient linéairement dépendantes sur [A4,]; alors
15 - - -» &s+1 sont linéairement dépendantes sur [4,]. Soit Y $¥!a;g,0a =0
une relation, o; € 4,, et 'un des a; est # 0. Alors :

&% = Z‘§=1(aijoa).ej, o€ Ay,;
d’ou
?=1(Z;§:i (“ijgi)"a)ej =0
et donc, pour j =1, ...,¢q, Y551 a;8; =0.

L’un des a;; étant non nul, il existe une relation non triviale entre les g;.

C.Q.F.D.
On pose

B=BP); B =BV B =B (D).

LeMME 2.6. — Soit a : (C", 0) — (CP, 0) un morphisme dont les compo-
santes appartiennent & B. Si fe BY, on a foaec B

Preuve. — On procéde par récurrence sur j. Sij = 0, fest un polynome,
et foacBP. Supposons que a* BY < BG*P; alors, d’aprés 2.4
a* U < gl+itD

14 n ‘

THEOREME 2.7. — Les anneaux A, = B (i fixé > 0) et A, = B¥ vérifient
les conditions 1°, 2°, 3° de la proposition 1.1. Les propositions 1.1, ..., 1.5,
s’appliquent donc @ ces anneaux.

Preuve. — Visiblement, si les conditions 1°, 2°, 3° sont vérifiées par les
anneaux 4, = %Y, pour chaque i fixé, elles sont vérifiées par 4, = #;.

Pour tout i > 0, on a BV o B, = B (N,) D N, d’aprés 2.2. D’aprés
2.3, la condition 3° est satisfaite par les 4, = Z.

La condition 1° est vérifiée par 4, = %,, d’aprés 2.4. Procédant par
récurrence sur i, on voit qu’elle est aussi vérifiée par 4, = A\, toujours
d’aprés 2.4.

Enfin, la condition 2° est vérifiée par 4%,, ceci d’aprés le lemme 2.5
appliqué a 4, = 4#,. Supposons la condition 2° vérifiée par 4, = BV, j < i.
La proposition 1.1 est alors vérifiée par les 4, = AP, de méme que la
proposition 1.5. Si les composantes ay, ..., a, de a : (C", 0) — (C", 0)
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216 J.-CL. TOUGERON

forment un systéme de paramétres de./",, il existe ey, ..., ¢, € A", formant
une base de a, A", sur A, et une base de a, 0, sur 0,. D’aprés 1.5, les
ey, ..., e, forment aussi une base de a, 2P sur Y. D’aprés 2.5, si fe0,
vérifie foae B*Y, on a fe BU*Y. Ceci démontre, par récurrence sur
i, la condition 2° pour #{).

L’anneau %} vérifie quelques propriétés supplémentaires résumées
dans la proposition suivante :

PROPOSITION 2.8 :

1° B¥ est le plus petit ensemble B de O, contenant P, et vérifiant la condi-

tion suivante : si f € 0, est solution d’un systéme :
14
.é:Zlmﬁpbi,m@‘”f, i=1,...,n,
avee aeB\{0} et b, .€B,
on a fe B;

2 BB = N (BY) = B

Ysif=a.g feB,ac By etgel, onage B

En particulier, B} est un anneau local;

4 sia:(C" 0)—(C? 0) a ses composantes dans B) et sife By, ona:
foaeBX

Preuve. — Le 1° résulte de la définition méme de &F = (J;cn BY;
le 2° résulte du lemme 2.2; le 3° résulte de 2.3 et le 4° résulte de 2.6.

Les anneaux A4, = #F vérifient donc toutes les conditions de la propo-
sition 1.7 sauf la condition 3° (théoréme des fonctions implicites).

Soit A4, (C) I’anneau des opérateurs différentiels & coefficients dans 2.
Pour tout module 3 gauche de type fini, et # 0, M sur 4,(C), on a
n<dmM<2n, M est un module de Bernstein si M =0 ou
dim M = n (¢f. [1]). La proposition suivante fournit diverses caractérisa-
tions des éléments de %,,.

PROPOSITION 2.9. — Soit f€0,; fe B, si, et seulement si, les conditions
suivantes (équivalentes) sont satisfaites :

1° Pespace vectoriel engendré sur [P,] (ou sur [N,]) par les 0°f,
o € N", est de dimension finie sur [2,] (ou sur [ A,]);

2° il existe un entier p > 0, a, b; ,€ P, (oueN), a # 0, tels que
orf

a. p=zlm|<pb,-,m6‘°f, pour i=1,...,n;
0z}
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3° 4,(C).f est un module de Bernstein sur A,(C).

Preuve. — D’aprés 2.2, les conditions 1° et 2° signifient ’une et I’autre
que f'€ %, Le 3° entraine le 2°, d’aprés BERNSTEIN (cf. [1]).

2° = 3° : cela résulte du fait que tout polyndme P € £, n’est pas diviseur
de zéro pour A4, (C).f < 0,. Plus précisément. soit r la borne supérieure
des degrés des polynomes a, b; ,. En dérivant les relations 2°, on a, pour
tout mulii-indices p, | p | assez grand :

Cpo
a"f 2|m|<p |l"| p+10 f’

ou C, ,e?,etdegC,, < (|pn|—p+1)r. Donc, si p’e N" et
[r]+w] =0

ay', p, @ o,
. tf= Z]o)|<p Wy i o ° £,

u p+1

ou d,, €2, et degd,. ,, <v(r+1) pour |p| assez grand. Soit 7,
le sous-espace de 4, (C) formé des opérateurs de degré total < v; soit p,
la dimeusion de I’espace vectoriel sur C formé des P € 2, deg P < w
Visiblement, il existe une constante C > 0 telle que, pour tout v > 0 :
dim¢ 7,.f < Cp, (r+1y; ainsi, pour v assez giand, dime 7,.f est un poly-
néme en v de degré < n, i.e. 4,(C).f est un module de Bernstein.

Remarque 2.10. — Soit fe %,. Soit L (f) I'idéal a gauche de 4, (C),
formé des opérateurs D tels que D.f = 0. Si ze C", soit 2, le localisé
de £, en z, et soit 0, 'anneau des germes de fonctions holomorphes en z.
Désignons par 2,[0], 0,[0] les anneaux d’opérateurs différentiels a
coefficients dans £, et 0, respectivement. Enfin, soit v (f) la dimension
sur [2,] de ’espace vectoriel engendré sur [£,] par les 6° f, ® e N".

Soit X, I’ensemble des z e C” tels que 2, [0]/2,[0].L (f) ne soit pas
un module de type fini sur £,. On voit facilement que X, est une variété
algébrique fermée de C" et que X, # C"('). En chaque point,
z2e C\Xy, 2,[0]/2,[0].L(f) est un module de type fini sur #,, donc
un module /ibre de type fini sur 2,, d’aprés un résultat classique (¢f. [1],
chap. III). On vérifie alors que la dimension de ce module libre est constante
sur C"™\\ X, et égale a v (f).

) Si Xy # 0, X, est toujours une hypersurface, i. e. X, est définie par une seule
équation P=0, P ¢ Z,.
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Pour tout zeC"—-X,, 0,[0]/0,[0].L(f) = 0,[0]/L,(f) est donc
un module libre de rang v (f) sur 0,. Soit S, (f) ’espace vectoriel des

solutions de L, (f),i.e. S, (f) = {ge 0,; D.g = Opourtout De L, (f) }.
D’aprés [1], chapitre III,

dimc S, (f) = v(/).

Il en résulte facilement que f se prolonge analytiquement le long de
tout chemin contenu dans C™\ X; en outre, si f, est I'un des germes en
z€ C"™\ X, obtenu par prolongement analytique de f; f, € S, (f).

Remarques 2.11.

(2.11.1) 4%, n’est pas local et n’est pas noethérien. Exemple, dfi 2 LENGYEL,
pourn=1:siAe C\ {0}, cosAze %, mais (cosz)"* ¢ B,, donc &,
n’est pas local. En outre, la suite (sin (z/2?)) est une suite croissante d’idéaux
qui n’est pas stationnaire, donc %, n’est pas noethérien.

(2.11.2) Le théoréme des fonctions implicites n’est pas vrai dans %, :
par exemple, arc tg z € %, mais tg z ¢ %,. Il est sans doute faux dans £,
mais je n’ai pas de contre-exemple. '

(2.11.3) e*e %,, mais e € B\ %,; plus généralement, le germe e°
I’exponentielle composée (i—1) fois avec elle-méme) appartient 2a
BBV,

(2.11.4) Si PeZ,, P # 0, on note m (P) (resp. M (P)) la borne infé-
rieure (resp. la borne supérieure) des degrés des mondmes qui interviennent
dans P. Une série f = Y, a,z°€ 0, étant supposée lacunaire, on peut,
aprés regroupement des mondmes a,, z®, ’écrire sous la forme f = Y 2 P,,
avec P;e 2,\{0} et, pour tout i > 0, m (P;.;) > M (P)+i. Une série
lacunaire n’appartient jamais a 9%, : en effet, si f est solution du systéme
d’équations aux dérivées partielles 2.9.2, tous les P;, pour i assez grand,
sont solutions du méme systéme, ce qui est absurde puisque ’espace des
solutions est de dimension finie sur C.

Soit X un germe d’ensemble de Nash, réduit ou non. D’aprés 1.6 et
le théoréme 2.7, on sait définir les anneaux By, BY et &% : ce sont des
sous-anneaux de Oy. Si X est un germe irréductible, on a une caractéri-
sation de %y analogue a celle de %,. Soit Der¢ [ A 'x] I'ensemble des
C-dérivations de [ A '] dans lui-méme : une telle C-dérivation se prolonge
de maniére unique en une C-dérivation de [0x] dans lui-méme.

THEOREME 2.12. — Si fe Oy, les conditions suivantes sont équivalentes :
1° fe Bx;
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2° Pespace vectoriel sur [ N'x], engendré par tous les D, ... D, f, s €N,
et D;e Derc [ N'x], est de dimension finie sur [ N 'x].
Preuve. — Soit p la dimension de X, et plongeons X dans (C", 0), d’ou

un isomorphisme A"y ~ A",/I. Quitte a effectuer un changement linéaire
de coordonnées sur C", on peut supposer (¢f. [2]) :

(i) siA”, désigne ’anneau des germes de fonctions de Nash en les variables
Zy, ..., Z,, lapplication A", — Ay est injective, et A"y est un module
de type fini sur A",; en outre, z,.; = z,4+; mod I est un générateur de
[Ax] sur [A,];

() si Z94)9_,0,Z97" est le polyndme minimal de Z,,;, on a
©;e A, (a priori ©;e [N ,]);

(iii) si 8 est le discriminant de ce polyndme minimal, 8 4" ,\{0 },
et pour tout § € Oy, il existe by, ..., b,€ 0, tels que §.§ = Y9_, b;z27{

(iv) pour tout i = p+1, ..., n, il existe un polynéme P;e I, distingué
en z;, & coefficients germes de fonctions de Nash des variables z;, ..., z;_;.

Soit %% le sous-ensemble de Oy formé des germes qui vérifient la condi-
tion 2° du théoréme. Les remarques suivantes sont a peu prés évidentes :

(V) %% est un anneau contenant Ay et %,;

(vi) Soit Der¢ [ ,] I’ensemble des C-dérivations de [A4",] dans lui-
méme : une telle C-dérivation se prolonge de maniére unique en une
C-dérivation de [0y ] dans lui-méme. Si f € Oy, on a f € &Y si, et seulement
si, ’espace vectoriel sur [ 4",] engendré par tous les Dy, ..., D, f, se N
et D;e Der¢ [ A,] est de dimension finie (immédiat, car

Der¢ [ /'] = Derc [‘/Vp] ®[//P] ['/Vx]
est de dimension finie sur [ A4, ]).

Preuve de By = By. — Soit fe %, Par divisions successives par les
polynémes P,, P,_;, ..., P,y (cf. (iv) et 2.7), on voit qu’il existe
gel. A, telle que

f_g = Zaml...wn_p Z‘gfi-l .. .Z?"_P,

ou la somme est finie, et a, _ ,_, €%, Donc, modI.%, :

wn—
£ = So1 et O
f - Zaml...mn_p Zp+1-- .Zn" P,

D’aprés (v), f € BY; d’ou linclusion : Zx < By.

Preuve de By = #By. — 1l existe un corps K, extension finie de [0y],
dans lequel I’équation Z9+ Y9, ©; Z%"% = 0 admet g racines distinctes

Zp41 = X1, Xz, ..., X3 des [0,]-automorphismes o; =id, o, ..., 0,
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de K tels que pour tout i, o;(x;) = x;. Tout élément de Der¢ [A,] se

prolonge de maniére unique en une C-dérivation de K dans lui-méme.

Si € € K, désignons par E, I’espace vectoriel sur [.4",] engendré par les

D, ... D ou seN, et D;eDerc[A,]; pour tout i=1,...,¢q, et

tout D € Der¢ [A,], on a visiblement 6; D = D 5;, d’ou o; E =E,, o
Soit § € #y; d’apres (iii), il existe by, ..., b, €0, tels que

q q-J
j=1b;-234%
d’ou pourtouti =1, ...,¢q :

8.0;(8) = Z?=1 bj-x?_j'

Remarquons que § = (det | x/~7| ). En résolvant ce systéme par rapport
aux b;, on trouve que b; est un polynome a coefficients entiers en les o, (§),
et x{7/ = 0,(z23%). On a §e By, 207 € By; daprés (vi), E, et E;azy
sont des espaces vectoriels de dimension finie sur [A7,]; d’aprés une
remarque antérieure, il en est de méme de E ) et Eg-s, et donc de
Ep,j=1...,4q Ainsi b; e %, et 8.§ € HBy.

Soit fe 0, telle que f=E& 1l existe be%, ay,...,a,el c N,
fi1s - -5 [ €0, tels que

b=f38+)i-1fi-a
D’aprés 1.3 et 2.7,
b=f.84+Y_,f .a; avec f',f/eB,.
D’ou
(f=f8+ -1 (fi-fa;=0.

Mais 8 n’est pas diviseur de zéro dané Oy = 0,/1.0,; donc :

f—-f'el.o, et f=f’=§e.93x.
Ainsi, By < By,
C.Q.F.D.

Remarques 2.13.
(2.13.1) On a des caractérisations, analogues a celle du théoréme 2.12,
de B et B%, lorsque X est un germe de Nash irréductible.
(2.13.2) Les résultats de 2.10 s’étendent au cas singulier. Soit X une
sous-variété algebrlque fermée et irréductible de C", contenant lorlgme
et soit X le germe de X en 0. Si f € %y, il existe une sous-variété Y de X
telle que dim Y < dim X; ; X \Y est une variété réguliére de dimension
égale a celle de X ; enfin, f est prolongeable analytiquement le long de tout
chemin situé dans X AN Y.
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3. L’anneaun %,

ProrosiTioN 3.1. — Soit fe0,. Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

1° le corps engendré sur C par les 0° f, ® € N", est de degré de transcen-
dance fini sur C;

2° il existe un entier p = 0 et des polynémes P, (X), ..., P,(X) non
identiquement nuls, & coefficients dans I'anneau C[0°f], avec |o | < p,

tels que, pour i =1, ..., n,
14
Pi a—f: = 0.
0z?

Preuve. — Elle est immédiate et laissée au lecteur.

ProOPOSITION 3.2. — Soit €, I’ensemble des f € 0, qui vérifient les condi-
tions équivalentes de la proposition 3.1. €, est un anneau local unitaire et
%, est stable par dérivation.

Preuve. — Elle est immédiate et laissée au lecteur.

ProposiTioN 3.3. — Soit f € 0,. Supposons qu’il existe un entier p = 0,
des polynémes Py (X), ..., P,(X) non identiqguement nuls, a coefficients
dans Panneau %,[0"f], avec |o| <p, tels que, pour i=1, ..., n,
P, (0? f]0zF) = O; alors f€ %,

Preuve. — Soit A le sous-ensemble de %, formé des coefficients de tous
les polyn6mes coefficients des P; (X ),i = 1, ..., n. Soit K le corps engendré
sur C par les éléments de A et toutes leurs dérivées : le degré de transcen-
dance de K sur C est fini. En dérivant les relations P; (0F f/0zF) = 0, on
voit que les 0° f engendrent sur K un corps dont le degré de transcendance
sur K, et donc sur C, est fini.

C.QF.D

COROLLAIRE 3.4. — %F < %,

THEOREME 3.5. — Les anneaux A, = b, vérifient les conditions de la
proposition 1.7. En conséquence, les anneaux %, sont des anneaux locaux
réguliers de dimension n stables par dérivation; les anneaux %, vérifient
le théoréme des fonctions implicites et le théoréme de préparation.

Preuve. — Vérifions les conditions 1°, ..., 5° de 1.7.

1° Visiblement, le degré de transcendance sur C du corps engendré
sur C par les ¢* foa est < au degré de transcendance sur C du corps
engendré sur C par les " f.
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Soit K le corps engendré sur C par les * a;,, oeN"eti=1,...,p : le
degré de transcendance de K sur C est fini. Le corps engendré sur C par
les 0" (f o a) est contenu dans le corps engendré sur K par les &* f o a,
corps dont le degré de transcendance sur K, et donc sur C, est fini, d’ou le 1°.

2° Le corps engendré sur [2,] par les 3° (foa) est le méme que le
corps engendré sur [#,] par les &" f o a, car le jacobien

D(al’ RS ] an)/D(Zb -”:Zn)

est # 0. Le corps engendré sur C par les 0" f o a est donc de degré de trans-
cendance fini sur C. L’application a* : @, — 0, étant injective, il en sera
de méme du corps engendré sur C par les o f.

3° Le corps engendré sur [ 2, ] par les 0° a; est de degré de transcendance
fini sur C. Il en sera de méme du corps engendré sur C par les 0° b; 0 a,
et donc du corps engendré sur C par les 0° b,.

Enfin, 4° et 5° résultent de la remarque suivante (évidente) : si
f=a.g fe¥b, acb,etgel,, onageb,

3.6. Les conséquences du théoréme 3.5 sont nombreuses. Par exemple,
le théoréme d’Artin sur les solutions d’un systéme d’équations analytiques
est vrai pour les anneaux %,. Les anneaux A4, = €, vérifient a fortiori les
hypothéses de la proposition 1.1, donc toutes les propositions du para-
graphe 1 s’appliquent a ces anneaux. En particulier, si X est un germe
d’ensemble de Nash réduit ou non, on sait définir ¥y < Ox. Si X est irré-
ductible, et si f € O, on démontre 1’équivalence des conditions suivantes :

1° feby;

2° le corps engendré sur [ A x] par tous les D, ... D,f, seN et
D; e Der¢ [ A'x], est de degré de transcendance fini sur [ A4 x] (les nota-
tions sont celles de 2.12; la preuve est analogue).

Remarque 3.7. — 1l n’est pas trivial d’exhiber une série appartenant
a 0,\%,. On peut procéder comme suit. Rappelons tout d’abord qu’un
sous-ensemble X de 0, est une sous-variété algébrique fermée de 0, s’il
existe une famille dénombrable de polynémes P;€ C[y,],n~ telle que

f=Yoenno2°€X < P;(a,) =0 pour tout i.
Si p, p’eN, p’ = p, soit [],, la projection associant a tout polynéme
Y 0 <p @ 2° le polynéme ), <,a,z°; soit [], I’application associant
af =D 4enn by 2" le polyndme Y, <, 4, 2°
On définit sans peine la codimension d’une sous-variété  de 0, (cf. [2],
p. 150). La variété X est de codimension infinie si, et seulement si, la condi-
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tion suivante est satisfaite : V p € N, il existe un entier p’ > p et une sous-
variété algébrique ¥V, ,. de I’espace des polynomes de deg < p’ telle que :

(i) quel que soit le polynome Jfp de deg <p, V0 ﬂp o (fp) est une
sous-variété algébrique propre de H ()

() Vfpe 15 (f)\Vy, p» on a n ()N =0.

Munissons @, de la topologie fine (un systéme fondamental de voisinages
de Za,z° est formé par les 7 (g,),cnm OU &, > 0 pour tout ®, et
¥ (e,) = {Zb,2° |a,—b,| <e, pour tout ®}. On a le résultat
suivant :

(3.7.1) Soit Z; une famille dénombrable de sous-variétés fermées de 0,

toutes de codimension infinie. Alors, si fy =Y, <44, 2%

[ INUE.Z

est dense dans Hq' 1(f,) muni de la topologie fine.

Preuve. — Cela résulte de (i) et (ii) et du fait que [] . 1 (f,) est unespace
de Baire; la démonstration directe a partir de (i) et (ii) est d’ailleurs
évidente. |

Soit i e N. Si f€0,, considérons 1’ensemble des
Foma=2" @ ). ..(" f)Y* ou veN"

p! < ... < pieN" (on suppose que N” est ordonné), et p = (p?, ..., pd);
a;eNet o= (a,...,0), | o] <i Posons

fv,u,m = ZmEN"an‘;,u,azm;

les £, , , sont linéairement dépendants sur C, si, et seulement si, la matrice
(al**) (qui a un nombre infini de lignes mais un nombre fini de colonnes)
n’est pas de rang maximal, c’est-a-dire si tous les mineurs d’ordre maximal
sont nuls. Ainsi, les f, , , sont linéairement dépendants sur C si, et seule-
ment si, f€X;, ol X; est une variété algébrique de codimension infinie
(vérification immédiate). Posons £ = ( J);.n Z; : on voit que fe O,\Z si,
et seulement si, les 0° f, ® € N*, sont algébriquement indépendantes sur
C[z].Ona %, = Z,i.e. O,\%, o 0,\ZX. D’apres (3.7.1), on a le résultat
suivant.

(3.7.2) Sife®, et si qeN, il existe ge O,\%, aussi proche que I'on
veut de f pour la topologie fine, et vérifiant [],(f) =[], &) »
Remarque 3.8. — En rempla(;ant 0, par 'anneau &, = C[[z,, ..., z,]],

on définirait des anneaux gg 33(’) 35’* ‘6 Les resultats précédents se
transposent immédiatement.
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PrOBLEMES. — Une série lacunaire (¢f. 2.11.4) peut-elle appartenir a
%,? Que peut-on dire du prolongement analytique d’un germe appartenant
a%,?
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