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SUR LA MESURE SPECTRALE
DE CERTAINES SUITES ARITHMETIQUES

PAr
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[Osaka]
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[Talence]

REsUME. — Soit S la famille des suites complexes o = (a (n)) telles que, pour tout
entier m, la limite

limmlivz,,@o@a(wm) = v(m)

existe. D’aprés le théoréme de Bochner-Herglotz, il existe une mesure A, définie sur
le tore, telle que

v(m) = J‘ exp2inmxdA (x).
R/Z

Dans cet article, on étudie les rapports entre la nature de la mesure A et les propriétés
arithmétiques de la suite a.

ABSTRACT. — Let S be the family of complex sequences a = (a (#)) such that for
every integer m, the limit

fity..., %Znsnﬁnw(wm) — v(m)

exists. According to the Bochner-Herglotz representation theorem, there exists a
bounded positive measure A such that

y(m) =J exp2inmx dA(x).
R/Z
The object of this article is to study the re!ationéhip between the behavior of the
sequence o and the properties of the measure A . Specific examples are discussed in

detail which involve number theoritical methods.
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370 J. COQUET

1. Introduction

Dans [19], WIENER introduit I’espace S des suites infinies complexes
o = (e (n)), n = 0, telles que la limite

. 1 —
Ya(m)=th—*ooIV’Zn<Na(n)a(n+m)a .

existe pour tout m > 0 entier. La suite y,, appelée corrélation de o, se
prolonge aux entiers négatifs par v, (—m) = 7, (m). On sait qu’alors v,
est une suite définie positive qui, d’aprés le théoréme de Bochner-Herglotz
admet la représentation intégrale

Y. (m) = J e(mx)dA,(x), meZ,
T

ol e (x) = exp2imx, ou T désigne le tore R/Z et ol A, est une fonction
croissante bornée.

Nous employerons la méme notation pour désigner I’application A,
et la mesure induite par [’application. Ainsi, pour tout sous-ensemble
borélien E < T,

Aq(E) =J dA, (%),

En particulier, si 1€ 7T,

Au({t})=ﬁmuoj

t+e

dA, (x).

t

La mesure A,, appelée mesure spectrale de la suite o, est déterminée de
fagon unique par la donnée de o € S.

D’une fagon générale, si A est une mesure bornée sur 7, on notera
sa transformée de Fourier (au point m € Z) par

A(m) = Le(mx) dA(x).

~
Ainsi y, = A,.
Comme toute mesure, A, est somme de trois termes : une mesure
atomique A%, une mesure absolument continue AjS,

AL (E) =Lf(x)dx, feL(T),

et une mesure singuliére A]. La nature de la mesure spectrale A, fournit
des indications sur le comportement de la suite a. Ainsi, o est presque
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MESURE SPECTRALE 371

périodique (au sens de BERTRANDIAS [2]) si, et seulement si, la composante
diffuse AJ°+A; est nulle. Par ailleurs, o est pseudo-aléatoire ([1], [2])
si, et seulement si, la composante atomique A; est nulle.

L’objet de cet article est ’étude des propriétés spectrales de certaines
suites arithmétiques. Nous commencerons par établir quelques résultats
généraux, puis nous les appliquerons aux suites g-multiplicatives pour
montrer qu’elles sont ou bien presque périodiques, ou bien pseudo-
aléatoires a mesure spectrale singuliére. Comme corollaire, nous
obtiendrons, entre autres, une nouvelle caractérisation des nombres de
Pisot-Vijayaraghavan.

2. Construction de la mesure spectrale

Les résultats que nous établissons dans ce paragraphe et dans le suivant
sont plus ou moins connus. Nous pensons néanmoins utile de les exposer
ici, car il n’est pas toujours facile d’en trouver des traces précises dans la
littérature mathématique.

Soit o € S. Pour chaque ne N et chaque r€)0, 1(, on définit les deux
mesures Al et Al comme suit. Pour tout borélien E = T,

. 1ionet o .
Ay(E) =L»r;|2j=éa(1)e(—JX)|2dx,

A;(E)=J 2(1=r)|F,(re(—x))|* dx,

E

ou F, est la fonction génératrice associée a o :
F,(2) =)0z, |z]<1.

THEOREME 1. — Soit o€ S. La mesure A’ (resp. Al) tend faiblement
vers A, quand n tend vers linfini (resp. r tend vers 1, r < 1).

Démonstration. — L’ensemble des caractéres du tore étant une base
de C(T) (famllle des applications continues 7'— C), il suffit d’établir

que A” (resp. A') tend simplement vers Yy, = Aa. Or
T 1= . N
/\a(m)=Le(mX)nizj=$d(1)e(—ﬂ)lzdx
1 in n— n -
= ; k fs{up{l() —rr:) m}oc(k)oc(k+m),
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372 J. COQUET
donc R
lim,, o, Az (m) = v, (m).
Par ailleurs,

Ar(m) =2(1_r)Le<mx)|z;°=0a(,~)rfe<_jx>|2dx

=2(1-n Y oa(j+mya(j)r/*m.
Un théoréme abélien classique permet alors de conclure

lim,q, AL(m) = 7,(m). =

3. La notion d’affinité

Soit.# (T) la famille des mesures positives bornées sur T. Soient P e .# (T)
et Q e/ (T). Désignons par v € # (T ) une mesure par rapport a laquelle P
et Q sont absolument continues; par exemple v = P+ Q (notation : P < v,
Q < v). Laffinité p (P, Q) est alors définie par [14] :

~ dP\'2 [ dQ\!/?
o (P, Q)—L(E> (W) v,

Il est clair que p (P, @) ne dépend pas du choix de v.

THEOREME 2. — Soient (P,) et (Q,) deux suites de mesures positives bornées
sur T qui tendent faiblement vers P et Q respectivement (P, Q e (T)). Alors :

lim Supn—mo p(Pm Qn) < p(P’ Q)'

Démonstration. — Soit ve#/ (T)telque P < v,Q <Vv,P, <v,0, <V
pour neN. Soit € > 0; on définit les ensembles

Q={xe T; dP(x)=0},
dv

v (@Q/dv)(x) j+1 .
o Q: (1 i g IV J , .
U; {xeT\ ; (1+¢) <(dP/dv)(x) < (1+¢) } jeZ

La série Y ; P (U;) étant convergente, le reste r (n) = Z] j1=n P (U;) tend
vers zéro quand n croit indéfiniment.
Soit N un entier qu’on choisira ultérieurement. On considére les

ensembles
Vo=QUU|j| >~Uj

V,= {xeT\Q; CLQ(x) = 0}
dv
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MESURE SPECTRALE 373

et
I/j=Uj—1—N’ j=2, 3, ..0,2N0

La famille { ¥y, V3, ..., ¥,y } est une partition de T, et P (V) = r (N).
On choisit N de sorte que P /2 (V,) Q% (V,) < €. On observera que
P2y Q12 (V) =0.
Dans ces conditions,

(1) p(P, Q) > ,?’lzf (_d_P)l/2<_d_Q)1/z N
Vi dV dV

>+ M2 P(Y)
> (1+8)_1/2 f£2 P1/2(I/j) Ql/l(Vj)
> (1+8)—1/22?£0 Pl/Z(I/J) QI/Z(V})_S.

Soit maintenant la famille d’applications continues non négatives
fi:T—>R(j=0,1,...,2N) vérifiant :

G XN fi=1,
(i) j f;dP < (1+¢)'? P(V)),
T

f £;dQ <(1+8)V?Q(V), j=0,1,...,2N.
T

D’aprés (1),

1/2 1/2
P(P,Q)=(1+8)_IZ,2-50<J fde> <J fde) —€

1/2 1/2
=(1+e>-lnmmz,%zoq f,.dpn) q fde,,> e
T T
1/2 1/2
2(1+8)—11imsup,,_>w212£0‘( fj(d;n> <&> dv—e
T v

dv
= (1 +8)_1 lim SUPp- o p(Pm Qn)—g'
Le choix de &€ > 0 étant arbitraire, le théoréme est établi. m

COROLLAIRE 1. — Soient € S et Be S. Alors,

. 1 o= N
hmsupn—»oo;|2j=(l)a(.])6(])' < p(Aaa Aﬂ)'
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374 J. COQUET

Démonstration. — D’aprés le théoréme 2,

p(Aw Aﬂ) 2 hm Supn—wo p(AZa I\E)

. 1 - -
~timsup,-., [ [Z528ati)e(= ] | Szt b e
. 1 - = ,
= llmSUPn—»oonUTZ;!,kLo“(J')B(k)e((k—j)x)dx

. 1 won- o
=thUp,mo;l|Z,-=(1>0€(J)|3(J)|- u

On choisit en particulier B(j) = e(jx). La mesure spectrale A, est
alors la mesure de Dirac §, concentrée en x comme on s’en convaincra
aisément. On retrouve ainsi un résultat de BERTRANDIAS ([3], p. 25).

COROLLAIRE 2. — Soit € S. Alors, pour tout xe T,
. I on- . . :
llmsupnm;|Z,~=30€(J)f’(—1x)| < [A({x D]

Soit ¢ = (o (n)) une suite strictement croissante d’entiers positifs.
A o on associe sa fonction caractéristique ¥, :

. (n)={1 si neo,
c 0 si n¢o
et sa densité inférieure
n
&m.
Soit B (o) I’ensemble des x € R tels que x 6 = (x o (n)) soit équirépartie
modulo 1. On pose B¢ (6) = R\ B (c). D’aprés un résultat de SALEM [16]
et WALLIN [17], si d, (6) > 0, alors la dimension de Hausdorff de B° (o)

est nulle. Il est intéressant de comparer ce résultat avec le corollaire suivant
(voir aussi [10]).

d, (o) = liminf,_,

COROLLAIRE 3. — Soit ¢ une suite d’entiers positifs strictement croissante.
Si d, (c) >0 et si Y, €S, alors B°(c) est au plus dénombrable.

Démonstration. — D’aprés le critére d’équirépartition de Weyl, il suffit
de démontrer que, pour tout ke Z*, I’ensemble

A(h, o) = {xeR; IimsupnqwEIZ;ﬂe(—hxc(j))[ > O}
n
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MESURE SPECTRALE 375
est au plus dénombrable. Or,

. 1 on .
hmsup,,_,w;l—|z,~=1 e(—hxo(j))]

. 1 vom . .
= thUPm;lzl-ix’xc(/)e(—hxj)|

=1imsup,,_.oog%(—s%1—) o () e(—hxj)|

<y (@) A, ({hx })]V2

Comme I’ensemble des sauts d’une fonction croissante bornée est au plus
dénombrable, on en déduit card 4 (h, 6) < N,. =

4. Les suites g-multiplicatives

Soit ¢ = { gy, g2, - .. } une suite infinie d’entiers supérieurs ou égaux
a2 0On pose po=1¢etp, =qg;49,...q, pour v > 1 entier. Une suite
complexe { est dite g-multiplicative si, pour tous entiers a, b, v, a = 0,
v=20,0<b<p,

G(apy+b) =C(ap)G(b) et §(0)=1.

Cette famille de suites, introduite par COQUET [5], généralise la classe
des suites de Gel’fond [9] pour lesquelles @ = { gy, g5, ... } est une suite
constante. Dans ce cas, on parlera de suites g,-multiplicatives.

On sait que tout entier n > 0 admet la représentation gq-adique suivante :

n =20 (n) P

ot g (n)e{0,1,...,q4,—1}
La somme est finie, car ¢, (rn) est nul sitét que p, > n. On considérera
la k-iéme « décimale» q-adique e, comme une application

ek: N_’Gk={0, 1""’qk+1—1}’

ni— e, (n).
Soit maintenant ¢ = { @o, ¢y, ... } une famille infinie d’applications
¢o: G, —-C

telles que ¢, (0) =1 pour ke N. On vérifie alors que H,°-°=o @joe; est
une suite g-multiplicative. Réciproquement, toute suite g-multiplicative {
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376 J. COQUET

admet une représentation du type précédent : il suffit de choisir
¢ (r) = C(rpy)s keN, regG,.

Les résultats que nous établissons ici prolongent les travaux de BESINEAU,
CoQUET, KAKUTANI, MAHLER, MENDES FRANCE ([4], [6], [8], [12], [13]
et [15]).

Soit T I’opérateur de translation défini sur ’espace des suites infinies :
1q = {4g, g3 ... }, et plus généralement,

qu={q1+m’ 92 +m "'}’ m=0, 1,...

On remarquera que si { est une suite g-multiplicative, alors la suite (,,

Cm (1) = C(npy),

est (t™ q)-multiplicative.

THEOREME 3. — Toute suite q-multiplicative { de module 1 appartient
a Pespace S de Wiener. La corrélation v, de (, vérifie les relations de
récurrence suivantes :

Y (@m+10+a) = Ay (@) Yis 1 () + B (@) Vs 1 (n+1)

pourm=0,1,...,n=0,1, ..., aeG,. Les coefficients A,, (a) et B, (a)
sont donnés par

1 —am1, =z
Ap(a) = 26 T T (a4 b) G (B),
dm+1
1 _ —
Bm(a) = gg;,lm,:—a Cm(a+b~qm+l)t.»m(b)
dm+1

Nous ne donnerons pas la démonstration de ce résultat qui généralise
des résultats de BESINEAU [4], COQUET [6] et MENDES FRANCE [15].
Signalons seulement que leur méthode s’étend au cas précédent.

L’énoncé suivant apporte des précisions sur la mesure spectrale A, de
la suite C.

THEOREME 4. — Soit { une suite q-multiplicative de module 1. La mesure
spectrale A, vérifie

[A({x D] = limsupm’l;i27;3c<j)e(—jx)|

0 1 j+17 |
=nj=o |ZZ’=0 1(Pj(k)e(—’ﬂ‘l)j)l,

dj+1
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MESURE SPECIRALE 377

o 9;(k) =C(kp)), jeN, keG.
Démonstration. — Soit { une suite g-multiplicative de module 1 :
C= I_[;o=0 Pjoe;.

Soit " q = { Gpy1> Im+2> Gm+3s - - -} Les «décimales » (z™ g)-adiques
seront notées { ey, e7, €5, ... }. A la suite { sont attachées les suites

« translatées » o m
Cm=].—.[j=0q)j+m°ej, meN.

Ainsi, en particulier, {, = C.

Conformément aux notations employées précédemment, la mesure
spectrale de (,, devrait s’écrire A, . Pour simplifier I’écriture, on préferera
la notation A,,.

Soit F,, la fonction génératrice de {, :

Fo(@) =Yoot |z| <1
=T M, (), |z] <L
Considérons xe T. Soit € > 0 tel que

Ao({xiﬁ})=A1({611x‘_"‘118})=0-

D’apres le théoréme 1,
AO(I(s))zlim,Tl2(1—r)f | Fo(re(—u))|* du,
I(g)

ou I(g) =[x—e, x+¢&]. Tenant compte de la relation fonctionnelle
vérifiée par F,, on obtient :

Ao (I () = lim, 2“"')] ' 105" 0o (k) r* e (— ku) |2

I (¢)
X |Fy(rfe(—q w)|*du
=1lim,;; 2(1—r) | 145" @0 (k) ¥ e(— ko) |2

XJ | Fy(r"e(—q u))|*du,
1(e)

ol vel(e). Il existe alors we I(g) pour lequel

Ao(I(e) = | ﬁl;ol (po(k)e(—kw)lzlim,“ 2(1-r)

xf |Fi(r e(—q u))|* du.
I ()
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378 J. COQUET

Dans I’intégrale du second membre, on effectue le changement de variable

— -1
u=4q,

. 1-—
Ao(I(e)) = |Z§1 o1 Qo (k)e(— kw)lzhmrnl 2(1 )
xj iFl(r‘“e(-—t))|2€E
a1 () q1
— Zq‘ o 0o (k) e(—kw) Al(ql I(¢)).
Faisons alors tendre & vers zéro : il vient
1 2
Ao({x}) = ’q— Z%l o' @0 (k) e(—kx) Al({‘hx})-
1
Par suite,
[Ao((x P12 = (T2 zﬁa-l(p,-(k)e(—kxp,a|)[An<{xp,.}>]“2
_]+1

<IIj=6 |Z‘““ Yo;(k)e(—kxp))|,

Q_]+l

car A, ({xp, ) <A (T) =1
Donc

Ao({x)"? < T

I i 0;(k)e(—kxp;) |

jt1

L’inégalité en sens inverse découle de I’identité

1 ) 1
11526 1xa7 o (k) e(—kxpy) = — 25 C(j)e(— jx)

dj+1 Pn

et du corollaire 2 :

I15=o

| Zj=+o'—1 (Pj(k)e(_kxpj)l

9dj+1

< timsup,... | ZIH LG e(— ] < [Ao({x )]

Le théoréme est alors établi. m
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MESURE SPECTRALE 379

5. Les suites q-multiplicatives presque périodiques
THEOREME 5. — Soit { une suite q-multiplicative de module 1. Si la mesure
spectrale A, n’est pas diffuse, elle est alors atomique.
Démonstration. — Soit { une suite g-multiplicative de module 1. Soit
Jo =erTAO({x})

le saut total de la mesure Ay. Pour établir le théoréme, il suffit de montrer
que J, = 1. Or

Jo= Zo<x<q,—1 Z‘IIL—OI Ao({x'l‘l‘h_l})

_20<x<q1 i 1 lZi‘ 01 (po(k)e(—k(x+lq1_1))iZAl({qlx}).
Un calcul simple montre que

i%o 1—12‘“ o 9o (k)e(—k(x+lg; ) |* =1,
d’ou
J0_20<x<q,‘A ({qlx}) ZO x<1A ({ })
Ainsi, J, désignant le saut total de la mesure spectrale A,, on a
Jo=Ji=...=J,, VmeN.

Par hypothése, il existe x e T tel que Ao ({ x }) > 0. D’aprés le théo-
réme 4, le produit infini

Moot |0 0,(K) e(—kxp))]

9dj+1
est non nul, donc convergent. Par suite

lim,, ., /\,,.({xpm})”2

ity [T | 8%~ 0, (k) e(— kxp)) | = 1.

q j+1
Or, pour tout meN, J, =J, = A, ({ xpy, }), donc J, = 1. ]
6. Les suites g-multiplicatives pseudo-aléatoires

THEOREME 6. — Soit q une suite bornée, et soit { une suite q-multiplicative
de module 1. Si sa mesure spectrale est diffuse, elle est singuliére.
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380 J. COQUET

Démonstration. — Soit { une suite gq-multiplicative de module 1, et soit {,,,
la suite translatée ¢, (n) = ¢ (np,,). D’aprés le théoréme 3, les corrélations

Ym = A, vérifient les relations
Vm (qm+ 1 n+ a) = Am(a) Ym+1 (n)+Bm (a) Ym+1 (n+ 1)

Par hypothése, A, est une mesure diffuse A, = Ag°+Aj. Pour montrer
que A¢° est nul, il suffit de montrer que la suite A, = K‘{f est nulle. Nous
prouvons plus généralement que A, = /§f,f =0, meN.

En effet, on vérifie aisément que les suites A, satisfont aux mémes
relations de récurrence que les corrélations v,, (comparer avec [12], p. 324
et 325) :

An(@me1nta) = A,(@) Ay y (n)+ B, (@) My 1 (n+1).
De plus

2) lim,, , A, (n) =0, meN,

et, comme Yv,,, A, est défini positif.
Dans les relations de récurrences, on choisit a =0 :

Mn(@ma11) = i1 (1),
d’ou
\3) }\'0 (pm n) = }“m (n)
En particulier,
A (0)=2,(0)=... =21,(0), meN.

Effectuons maintenant le choix » =0, a = ¢,,+; —1 dans les relations
de récurrences

1
)\'m(qm+1_1) =

Cm (qm+1 - 1) >"O (0)+Bm(qm+ 1~ 1) >\‘m+ 1 (1)

dm+1

Quand m croit indéfiniment, A,, (¢,,.,—1) et A, ., (1) tendent vers zéro
d’aprés (2) et (3). Donc Ay (0) =0. Comme A, est défini positif,
Ao =0. m

7. Une caractérisation des nombres de Pisot-Vijayaraghavan

Soit q une suite bornée. Les théorémes 5 et 6 montrent qu’une suite
g-multiplicative { de module 1 est soit presque-périodique, soit pseudo-
aléatoire & mesure spectrale singuliére. Soit 1 = (2im)~! log { I’argu-
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MESURE SPECTRALE 381

ment de { (n est donc une application N —T'). Soit || . || la « norme »
sur T définie par ||x || =min, ., |x—n| La technique de CoQuUET [6]
permet d’apporter la précision suivante aux théorémes 5 et 6.

THEOREME 7. — Soit { une suite q-multiplicative de module 1, ot q est
bornée, et soit = (2in)" ! log { son argument. Si la série

Z:O=ozz"=+zl ” n (apn)_ an (pn) “2’

converge, alors { est presque-périodique. Si la série diverge, alors ( est pseudo-
aléatoire, @ mesure spectrale singuliére.
En particulier, soit 8 > 1 un nombre réel, et soit

_r _TI» J
=0 = Hj=o e(0 ej)'
Comme conséquence du théoréme 7, on obtient la caractérisation suivante

des nombres de Pisot-Vijayaraghavan (PV).

COROLLAIRE 4. — Soit 0 > 1, et soit q une suite bornée. Si 0 est un
nombre PV, alors {, est presque-périodique. Si 0 n’est pas un nombre PV,
alors g, est pseudo-aléatoire a mesure spectrale singuliére.

On peut apporter une précision supplémentaire a cet énoncé, a savoir
que si 0 est un nombre PV alors {, est la restriction & N d’une fonction
presque-périodique de Bohr. Pour établir cela, il suffit de remarquer que

GV = e(Uk-00" e

tend vers {, pour la norme de la convergence uniforme su~ N. On pourra
comparer ce résultat avec [7].

8. Une suite de Kakutani

Nous complétons ces résultats par I’étude de la suite € introduite par
KakuTtani [11]. Elle est définie comme suit. Soit p > 3 un nombre premier.
Pour tout entier n > 1, soit v, (n) ’exposant de p dans la décomposition
de n en facteurs premiers. L’entier

0pn) =np™**®  (mod p)
sera considéré comme élément du groupe multiplicatif (Z/p Z)*.
On remarque que l’application ®, : N — (Z/p Z)* est multiplicative
o,(mn) = 0,(m).o,(n).
En particulier,
@, (n!) = [[i=1 @, (k).
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Soit e une racine primitive (mod p), et soit L la fonction logarithme
définie sur (Z/p Z)*, c’est-a-dire 1’isomorphisme du groupe multiplicatif
(Z/p Z)* sur le groupe additif Z/(p—1) Z, tel que L e = 1. On généralise
ci-dessous un résultat de KAKUTANI.

THEOREME 8. — La suite &, définie par § (n) = exp 2 in/(p—1)) L @, (n!)
est p-multiplicative.

Démonstration. — Soit p la suite & valeurs dans le groupe Z/(p—1) Z,
définie par p(n) = L o, (n!).
Dr’aprés la propriété multiplicative de la suite o,

p(pn) =) 4%, Lo,k
=) 1212 Lo,(pl+a)

=YPoiYTd La+ Y124 Lo, (1+1).
car

o, () =, (),  I=1,2 ...,
o,(pl+a) = a, 1=1,2, ...; a=12,...,p—1.
On en déduit
_ 1
u(pn)=n25=1‘a+u(n)=u(n)+5p(p~1)n~

Calculons maintenant p (p*n) :

p(p?n) = p(pn)+ %p(p—l)pn

=uMHép@—U@+Dn

=p(n)  (mod (p—1)).
Soit maintenant be {0, 1, ...,p>~1}. On a
w(P*n+b) =pn(@’ )+ X200, Lo,k
=p(m+Yi=1 Lo,(p* n+k)
= .M+ Yk k=1 L+ 21 <k<prp L0, (P n+ pk)
= H(")'*‘Zk; *, p)=1 Lk+21<k<b/p Lk.

Les deux derniers termes du second membre sont indépendants de n :

on a donc la relation
r(p®n+b) = p(n)+u(b),

dans le groupe Z/(p—1) Z. Par suite
E(p®n+b) =E(n)E(b),
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d’ou I’on déduit aisément que si e; est la j-iéme décimale p’-adique,
£= H;o=0§°ej- n
COROLLAIRE 5. — La suite & de Kakutani est pseudo-aléatoire a mesure
spectrale singuliére.
Démonstration. — La série définie au théoréme 7 se réduit ici a
2
® p?
n=0/L.a=2 .

1
p_lu(a)

Pour montrer que la série diverge, il suffit d’établir 1’existence de
ae{2,3,...,p*} tel que p(a) # 0 (mod p—1). Supposons par ’absurde
que, pour tout a € {2,3,...,p*}, p(@=0 (modp-—1). Alors
L®,(a!) =0, donc
Lo,(a)=Lo,(a)-Leo,(a—1)))=0 (mod p—-1).
En d’autres termes,
o,(@)=1 (mod p), ae{2,3,...,p"}.

En choisissant ae{2,3,...,p}, on obtient a=1 (mod p) pour
ae{l,2,...,p—1}. Labsurdité établit ’assertion. m

Soit j e (Z/(p—1) Z)*. La démonstration précédente montre que la suite &/
est elle aussi pseudo-aléatoire (a2 mesure spectrale singuliére). D’aprés
le corollaire 2, elle est de moyenne nulle, et d’aprés le critére de Weyl, la
suite n+— L @, (n!) est équirépartie (mod p—1). Comme L est un isomor-
phisme de groupe fini, on obtient 1’énoncé suivant,

COROLLAIRE 6. — La suite n— o, (n!) est équirépartie dans (Z[p Z)*.
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