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SUR LES FONCTIONS ADDITIVES
BORNÉES SUR LES NOMBRES DE LA FORME p + 1,

AVEC p PREMIER

par

JACQUES MEYER
[Paris]

RÉSUMÉ. — P.D.T.A. ELLIOTT a montré que toute fonction additive nulle sur l'en-
semble formé des nombres { p + 1 }, où p parcours l'ensemble ^ des nombres premiers,
est identiquement nulle. Dans cet article, on démontre que toute fonction additive /,
bornée sur cet ensemble, est bornée sur tout N* et quesuppe^-{ 2 } | f(p + 1) | est égale
à supweN*|/(2 n) . On établit également deux autres théorèmes sur les fonctions
additives dont les valeurs sur les nombres {p + 1 } ont des propriétés particulières.

Introduction. Notation

Soit ^ l'ensemble des nombres premiers. On considère l'ensemble
formé des nombres { p + l } , p parcourant ^. Améliorant des résultats
antérieurs de KÂTAI ([3], [4]), P.D.T.A. ELLIOTT ([!]) a montré que
toute fonction additive nulle sur cet ensemble est identiquement nulle.
Il établit également le théorème suivant :

THÉORÈME 1. — Soit f une fonction additive et A un nombre positif tel
que, pour tout nombre premier p, \f(p+l)\ ̂  A. Alors les deux séries :

V 1 .f Y 1^(P)|2-i/(p)i>i - et L\f(p)\^i———»P P
convergent.

Je me propose d'améliorer ici ce théorème en montrant que toute fonction
additive bornée sur l'ensemble des { p + l } est bornée sur tout N*. Plus
précisément, je vais montrer le résultat suivant.

THÉORÈME A. — Soit f une fonction additive et A un nombre positif tel
que, pour tout nombre premier p > 2, \f(p+1) | ̂  A. Alors \f(2 n) [ ^ A
pour tout entier n ^ 1; et Von û, dans R, V égalité

supp e ̂ (2} \f(.P +1) | = sup^ g N* |/(2 n) |.
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34 J. MEYER

(II est à noter que ceci entraîne \f(m) \ ^ ^t+inf^g^* \f(2k) | pour tout
entier m > 1, car si w est impair, on a, pour tout entier k,

/(m)=/(2fem)-/(2fe).

Je vais également établir les deux théorèmes suivants qui recouvrent
les résultats d'ELLiorr.

THÉORÈME B. — Soit f une fonction additive. S'il existe un nombre
complexe a et un nombre positif A, tels que, pour tout nombre premier p > 2,
|/(/?+l)-a | ̂  A, on a

| /(2n)—a[ ^ A pour tout entier n ̂  1.

THÉORÈME C. — Soit f une fonction additive. SifÇp+1) tend vers a
lorsque p tend vers +00, on a

f (V) = a pour tout entier v ̂  1,

et f est nulle sur toutes les puissances des autres nombres premiers.
Pour établir les théorèmes A, B, C, on aura besoin d'un résultat préli-

minaire, dont l'énoncé (mis sous une forme plus précise) et la démons-
tration font l'objet du paragraphe 1 :

Soit S un ensemble de nombres premiers dont la série des inverses converge;
pour tout entier k ^ 1, il existe une infinité de nombres premiers p tels
que l'on ait p +1 = 2 km, où

m est sans facteur carré,
m est premier avec 2 k,
m n'a aucun facteur premier dans S,
m a au plus 12 facteurs premiers et tous sont supérieurs à p1112.

Notation. — Pour démontrer le résultat préliminaire, on aura besoin
de théorèmes obtenus par les cribles de Selberg et de Brun. Je les utiliserai
sous leur forme donnée par HALBERSTAM et RICHERT dans leur ouvrage [2],
et je reprendrai les notations de ces auteurs, notamment en ce qui concerne
les conditions (Do), (^i), (^2 00), (Pi (1, L)\ (R(\, a)) et (R) ainsi que
la fonction r|i. Par exemple, on désignera par ̂  l'ensemble { p e ^ , p / / K }
et par P^ (z) le produit ]~[p<z,p V K . P ' Ainsi (dP^ (z)) = 1 si et seulement
si (d, p) == 1 pour tout nombre premier p /Y K < z.

D'autre part, v (n) désignera le nombre des diviseurs premiers
distincts de n.
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FONCTIONS ADDITIVES BORNÉES 35

Enfin, on notera n (x, k, l) le nombre de nombres premiers inférieurs
ou égaux à x et congrus à / modulo k.

1. Résultat préliminaire

1.1. - Soit S un ensemble de nombres premiers tel que la série
^5 \lp converge.

Soit u un nombre réel quelconque supérieur à 4. Soit k un nombre
entier ^ 1.

Pour tout nombre réel positif x, on pose X = (li x)/(p (4 k2) ((p fonction
d'Euler), et on désigne par T(x, k, u) le nombre de couples (p, m) appar-
tenant à ^xN* tels que :

(a) p ^ x et p + 1 = 2 km,
(P) m est sans facteur carré et congru à 1 modulo 2 k, et n'est divisible

par aucun élément de S', et tout nombre premier q divisant m vérifie
X1^ ^ q ^ ( x I l k Y ' ^ l 2 ^ . Autrement dit, T(x, fc, M) est le cardinal de
l'ensemble des nombres premiers p vérifiant les conditions suivantes :

(a) p ^ x et p = 2 k-1 mod (4 k2),
(b) V ^ ] P^k (^1/M). ^ ne divise pas p+1,
(c) V q e S n ^2^, ^ ne divise pas /?+1,
(^) V ^ e ^ k et > (x^Â;)1-^21^, ^ ne divise pas p+1,
(e) V ^ e ^ k î ^2 ne divise pas p+1.

PROPOSITION (résultat préliminaire). - Pour k ^ 1 fixé, on a, pour tout x
assez grand;

W T(.. t. 12)^0,21 n.<,l.(^),(,^,^,-

1.2. - Remarquons que, pour x assez grand, on a :

(1) 4k2^\ogx,

(2) X ^ x,

(3) x172 ̂  X,

(4\ lix > -^
loglix ^log^'

/ _ \ l / 2 u / \1-(1/2«)

(5) 2^(^) <X.'.-1<^<(^) .
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36 J. MEYER

(On a l—(l/2u) > 1/u puisque u > 4). Remarquons également que la
relation (4) entraîne la relation (4') :

(4') — — — x — ^ . x _ ,
q^fe^log2^ logA''

En effet,
x ^ lix ^ X ^ X

(p (4 k2) log2 x (p (4 fe2) log li x log li x ^ log Z '

On a alors

(II) T(x, fe, u) ̂  T.-T^-T^T^

où

7\ = | { p ^ x, p = 2fe-lmod(4fe2), (p+1, P^ÇX1114)) = 1} |,

^2 = l^/^^Oc/^k)1-^/2"),^^ q ,

^3 == /L-Oc/Zfc^-Ci/^^^Oc+l)^^ q ,

T^ = = \ { p ^ x , p = 2fe-lmod(4fe2),
p == -lmod(^), (p+1, P2„(A1/")) = 1} |,

Î4 = E^xv" | {P ̂  x, p = 2k-1 mod(4fe2), p = -1 mod(^2)} |.

1.3. — Minoration de Ti. - Pour cela, on utilise un résultat obtenu
par le crible de Selberg. On considère l'emsemble ^ / = { p + l ; p ^ x ,
p = = 2 k — l mod(4fe2) } et le « sifting set» ^fe-

On pose j < i = { a e ^ , a = = 0 mod (d) }, de sorte que | ̂  | = | [p-\-1 ;
p ^ x, p = 2 fe-1 mod (4 fe2), T? s -1 mod (W) } |.

Pour tout nombre d sans facteur carré et premier avec 2 fe, on a

[^^TrOc^fe^.O,

la progression arithmétique { n == /mod (4 fe2 d) } étant l'intersection des
progressions { n = 2 fe-1 mod (4 fe2) } et { n = -1 mod (d) }.

Définissons la fonction multiplicative © par

p si p / Y l k ,
0)00= P-l

0 si p\2k.
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FONCTIONS ADDITIVES BORNÉES 37

Ainsi, pour tout nombre d sans facteur carré et premier avec 2k, on a

, . œ(d) 2 lix<, == Z+^, ^=7c(x,4k 2^ 0- , . -
^ (p(4fe2^)

Écrivant E (x, ^) = max;^^ maxi^^^=i \ ̂  (^ ^ 0-li.vAP (/O |,
il vient | ^ | ̂  E(x, 4 À;2 d).

Les conditions suivantes sur l'ensemble ^ sont vérifiées :
(Qi) : II existe une constante A^ telle que, pour tout p,

(x^i-2..p Ai
Comme œ (2) = 0, (Qi) est vérifiée en prenant A^ = 2.
(Q^ (1, L)) : II existe deux constantes A^ et L supérieures ou égales à 1

telles que, si 2 ^ w ^ z,
r^v œ(p)logp z

-L<L^<p<^ ————— -log- ^A^.
p w

La condition (Q^ (l? -^)) est vérifiée, car

L^10^ log '+0(1).
p w

(R(l, 1/2)) : II existe deux constantes A^ et A^ supérieures ou- égales
à 1 telles que

T.d<w^x^^2k)=i ̂ W^EÇx, 4k2d) ̂  A3-4- .
log X

Pour établir cette condition, on utilise un lemme ([2], p. 116), basé sur
le théorème de Bombieri, qui permet d'affirmer qu'il existe une constante »C
telle que

Z^^^dog^c^WS^ECx, 4k2 d) == of——————— V
V^fe^log3^/

Le lecteur vérifiera sans peine que la condition (R(l, 1/2)) est vérifiée
avec A^ = C+3/2.

On peut alors appliquer un théorème du « Crible de Selberg » ([2]),
p. 219) qui implique la minoration (cf. errata de [2]) :

T > X WYY^Jl n M ^ L(loglog3^)5;}T^XWÇX )[^^)-B ^ ^
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38 J. MEYER

où B est une constante, WÇX^") est égal au produit

^x^p^ik^-pZt)9±p<x^»,p^/ 2k

et r|i est une fonction décroissante vérifiant r|i 00 < 1 pour tout y supérieur
à Vi = 2,06 . . .
En remarquant que, pour x assez grand, 2 k < X1^ [relation (5)], et donc

< - i / ^n^ / u)=^2<., . f l - ly l^2<.<^fl-- l- \\ ^-1/ \ p-i/i^^x1/"! i'~—p - ]
et en tenant compte de la valeur approchée ([2], p. 128) :

^p>2(l-(^-l)~2)= 0,6601...,

on obtient, à partir du théorème de Mertens, la minoration

^"•).0,74irL<,,.(;-^.

D'autre part, pour tout x assez grand, on a

^L(loglog3^_^
logZ 100 l l v '

et donc, pour u supérieur ou égal à 6,

{^O-8'^5}^1-^-
Une minoration de cette dernière expression s'obtient aisément
([2],p.211) :

r|i(vi)-ih(3)=i| (ar1^-!)-!)^-^00^-1^-!)-!)^
ViJvi 3Js

^r^—— (ar1^-!)-!)^.
2,07 J 2,07

On utilise alors la relation suivante ([2], p. 194) :

2,07 j2,c

^(0=——- Pour 0^^2;

et l'on obtient la minoration l-r|i (3) ^ 0,627.
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FONCTIONS ADDITIVES BORNÉES 39

Par conséquent, pour u ^ 6, on obtient la minoration
QÛ / _ ^ \ y

T,> , 0,627 x 0,741 «ri2<,|. p — ) — — '100 \p—2/ logÀ

soit, en utilisant la relation (4'),

TI > 0,4599 M rL^i/^^———^——^.p' Vp-2/(p(4fe2)log2x

1.4. Majoration de T-^ : Nous commencerons par le calcul de T^
pour tout nombre premier q vérifiant

X^^q^t^-Y
\2k)

l-(l/2u)

2J •

En remarquant que q est nécessairement premier avec 2 fc [relation (5)],
on voit que

T^ = | { p ̂  x , p == lmod(4k2q), (p+1, P^^17")) = 1} |,

(la progression arithmétique { n == l mod (4 k2 q) } éteint l'intersection
des progressions { n =lk—l mod (4 k2) } et { n = -1 mod (q) }).

Pour x assez grand, (x/lkY^ est inférieur à X17" [d'après (5)]; donc

f / // Y V72"^ 1

T<^ ^<x,p=fmod(4fc2^(p+l,P^((—) ) ) = 1 ^ .
C \ VV 2 ^ / // J

D'autre part, tout nombre première congru à — 1 modulo q est supérieur
yiXllu—\ et est donc, si x est assez grand [relation (5)], supérieur
à (x/2 k)112". Par conséquent, si x est assez grand, un tel nombre premier/?
est premier avec P^q ((x/2 A;)172"), et l'on a

f / // Y V/2"^

T^ ̂  ^ n < x, n = lmod(4k2q), n(n+l), P^(( -— ) ) ) = 1
[ V \\2fe; /;

Ici, nous utiliserons un théorème du « crible de Brun ».
On considère l'ensemble ^ = {^(^+1) ; n ̂  x, n =. l mod (4 k2 q)}

et le « sifting set» ^^kq-
On pose

â9d=[n(n+l)=0(d), n ^ x , n = lmod(4k2 q)}.
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40 J. MEYER

Pour tout nombre d sans facteur carré et premier avec 2 kq, on a

'̂ '̂ (iî )- l6 '-51 '
où p (d) est le nombre de solutions incongruentes de l'équation
n(n+l) == Omod(rf).

Définissons la fonction multiplicative œ par
(2 si p/\lkq

œ(p)=
(0 si p\2kq.

Ainsi

^^-——-^ et H<œ(d).
d 4k^q

Les conditions suivantes sur l'ensemble Sï sont vérifiées :
(Qi) est vérifiée en prenant A^ = 3 (car œ (2) = 0).
(ûo) : II existe une constante AQ telle que, pour tout p, œ (p) < y4o.
(ûo) est vérifiée avec ^o = 2.
(Û2 (x)) : II existe une constante A^ supérieure ou égale à 1 telle que,

si 2 ^ w < z.
v-. œ(p) logp . , z .
Z«,^^———— < Xlog- +Â2.

p w

(0.2 (x)) est vérifiée ave. K = A^ == 2, car Qo l'est (c/. [2], p. 52).
(I?) : Pour tout nombre d sans facteur carré et premier avec 2 kq, on a

M^œ( r f ) .
En remarquant que (.y/2 k)112" est inférieur à ^/2 kq (puisque
q ^ (^/O1"^7210, on voit que l'on peut appliquer un théorème du
« Crible de Brun » ([2], p. 68), et affirmer que

T^ ̂  B' —— rL<Oc/2fc)i/2«.p V2kq( 1- - l^' constante absolue).
4fe2 q /! \ p j

En remarquant que si x est assez grand, on aç > (xllk)112" [relation (5)],
on voit que :

[ l p < ( x / 2 k y / ^ , p V 2 k q ( 1 — - ) = îlp<(x/2k)^, p / ' 2fc ( 1 — -( )1 \ P / \ Py
4 / ^ \ 2

^ff—————————r[2<p<(x/2fc)V2«( 1~- ) •
l l2<p|fcd-2/p) \ P /
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FONCTIONS ADDITIVES BORNÉES 41

Par suite, en appliquant le théorème de Mertens, on voit qu'il existe une
constante positive c^ telle que, pour tout x assez grand,

x 4u2
T^ ̂  B' —— c

4k2q lo^ÇxIlk)

II existe donc une constante positive c^ telle que, si x est assez grand»
on a, pour tout q premier vérifiant X1^ < q < (^Â:)1"^17210,

(m) T(g)^ ^2" 2 -1-'q^fe^log2^ q

Comme u et k sont fixés, on a ^>x«,îe.s V^ = ° (1)» et P^ conséquent
on obtient, pour x assez grand,

(IV) T,=o(———\
Viog'x/

1.5. Majoration de T^ : Soit q un nombre premier vérifiant
(xli^-^i2^ < q ^ (;c+i)/2fe.

Soit /? un élément de l'ensemble

[p ̂  x, p = 2fe-lmod(4^2), p = -lmod(^), (p+1, P2^(^l/u)) = 1} -

On a ^ +1 = 2 kqm\
On remarque que

, x + i /x+iy ^ v1^-1
m ^ —— < —— K — )

2kq \ 2k j\2kj
et donc, si x est assez grand, m' < X1^.

De plus, m' est premier avec 2 À: et n'est divisible par aucun nombre
premier divisant P^ (^1/M). Donc nécessairement : m' = 1 et q= l mod (2 k).
Par suite T^ est nul sauf si q est congru à 1 modulo 2k, et 2^-1 est
premier, auquel cas T^ = 1.

Donc,
f ^+1 1TS < s <? ^ —— ? ^ = 1 mod (2 fe), 2kq—l premier
l 2fe ^

On peut appliquer directement un théorème du « Crible de Selberg »-
([2], p. 119) et dire que, pour x assez grand :

^ î-̂ n..̂ ^
- 1 /^/loglog((x+l)/2fc)\\
log^+l)/^ V log((x+l)/2fe) //
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42 J. MEYER

On voit alors que, pour tout x assez grand,

(Y) T^s^n^^^ . x , »
p — 2 (p(4fe )log x

1.6. Majoration de T^ : On a, trivialement :

x+1^ 1 x+1/ 1 / 1 \\
T^-^E^ ̂  ̂ {^+o[x2ru))•

Donc, pour tout x assez grand, on voit que

(VI) T,=o(———\
Viog'x/

1.7. Hinoration de T(x,k, 12) : En regroupant les expressions (IV),
(V) et (VI), on a, pour tout x assez grand,

T2+T3+T4^5,30^2<p|.fp::2)-———-^-.\p-2/ (p(4/r)log"x

En utilisant (II), on voit alors que, pour tout x assez grand,

T(x, ^, u) ̂  (0,4599 M - 5,30) n2 <p |. f pz^ )—.———^-.\p-2/ q^fe^log2^
soit, en prenant u == 12

T(x, fe, 12) ̂  0,21 ]~[2<^ f^) -7772——2-'V^^/^fe^log2^

(Remarquons que cette minoration implique que le nombre total 0 de
facteurs premiers de (p-}-l)/2k est inférieur ou égal à 12, car û satisfait
à la relation : x+1 > ̂ /12).

2. Théorèmes A, B et C

Nous allons maintenant appliquer le résultat de la proposition pré-
cédente à l'étude des fonctions additives. Dans tout le paragraphe 2, nous
supposerons que / est une fonction additive.

2.1. — Supposons que, pour tout nombre premier p > 2, |/Cp+l) |
soit borné par un nombre A. En appelant 5' l'ensemble des p tels que
\f(p) | > l? on voit que, d'après le théorème 1 d'EmoTT ̂ pes ^IP < °°'

Soit k un entier supérieur ou égal à 1, et soit u un nombre $s u^.
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FONCTIONS AUDITIVES BORNÉES 43

Pour x assez grand, T(x, k, 12) est positif. Par suite, il existe un nombre
premier p tel que p-\-\ = 2km; et w vérifie la condition (P). Le nombre
de diviseurs premiers de m est inférieur ou égal à 12.
Donc

/(2fe)=/(p+l)-/(m)
|/(2Jc)|^A+Z,,J/(p)|^A+12.

On en déduit donc que \f(2k) [ est borné pour tout k ^ 1.
2.2. Cependant on peut obtenir une bien meilleure majoration

que (A+12) en se servant de (I), et en «prenant la moyenne» sur tous
les couples (p, m) satisfaisant à (a) et (P).

Soit x un entier pair assez grand. On a
T(x, k, \Ï)\f(lk)\^AT(x, fe, 12)+I:,̂ |/(m)|,

(JY indiquant que la sommation a été effectuée sur les couples (p, m)
vérifiant (a) et (P)). Or

Lim^(x/2k) 1/^)1 ^ Z<Xl/12^g<(.x:/2fc)l-(V24)^^s|/(^)|^sO(î),m<a:/2kl

^ ^Xl/12^q^(x/2k)l-(l/24),q^S \f(c^) \T q ,

car ^m=o(g),m^x/2k 1 est 1e nombre d'entiers m congrus à 0 module q
pour lesquels il existe un nombre premier p tel le couple (p, m) vérifie (a)
et (P), et donc l'on a

Em=o(4),m^/2fcl ^ |{p^x , j?=2fe- lmod(4fe 2 ) ,
p == -lmod(^), (p+1, P^1712)) = 1} | = T^.

En utilisant (III) et (I), on déduit de là, en posant

^-^^(ulr^pi/^Y\p~2/
que

|/(2A;)| ^ A+ — I^-1/12^^:^)!--^^4),^———»
^3 <?

soit, en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

r / 1 \172

(VII) \f(lk) | ̂  A+ ̂  Soc/2.)V24<^^)i-(^) - )^v ^/
/ 1 ^ 2 ,
/y l/2^)!^2

x ( Lq^X^/^\\f(q)\^l ——————— ) •
\ ^ /
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44 J. MEYER

Or la série ^ ly^^ i l/2^))/^ converge; on le voit, soit en utilisant
le théorème 1 d'ELLioir, soit en remarquant que l'on a déjà montré au
paragraphe précédent que / est bornée sur tout N*, ce qui implique que
Ep I/O) | converge et donc que la série ̂  j/2^) | converge également.

Il suffit donc de faire tendre x vers +00 dans (VII) pour obtenir
le théorème A : \f(2k) | ^ A.

2.3. Si maintenant on suppose que, pour tout p > 2, on a

|/(P+l)-oc|^A,

on remarque d'abord que cela entraîne que j/0+1) | et, par suite \f(n) \
est borné. Ceci implique que ^p I/O) | converge, et donc qu'il y a
au plus un nombre fini de p tels que \f(p) [ > 1 et que la série
Zi / (p) ^i \f2 (?) \IP converge. En partant de la relation suivante, vérifiée
pour tout couple {p, m) satisfaisant à (a) et (|3);

|/(2fe)-a| ̂  |/(m)|+|/(p+l)-4

on obtient, par un calcul rigoureusement analogue à celui du paragraphe
précédent, le théorème B :

|/(2/0-oc|^Â.

2.4. Enfin, si on suppose que/(/?+1) tend vers a lorsque/? tend vers + oo,
on remarque de nouveau que les deux séries

y 1 etV l/2^)!L\ f (p ) 1^1 - ^Z.i/^j^i -———-
P P

convergent.

Pour tout e positif, il existe une constante D telle que, pour tout nombre
premier p > D

|/(p+l)-a[^8.

Le nombre de couples (p, m) vérifiant (a), (p) et p > D, est supérieur
ou égal à T(x, k, 12)—D, Par un raisonnement identique à celui du para-
graphe 2.2, on voit que

|/(2fe)-a|^s.

Par suite, pour tout k > 1, on a

/(2fe)==oc.
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Ceci entraîne que, pour tout entier v > l,/^) = a et pour tout nombre
premier q > 2 et tout ender r ^ 0,

/0^r)=/(2^)-/(2)=0.

Ceci achève la démonstration du théorème C.

2.5. On peut également démontrer le théorème A (ainsi que les
théorèmes B et C) selon Paigument suivant :

La série de terme général \f(p) \ converge. Donc la suite de terme
général \f(p) \ tend vers zéro. Soient alors k un entier et £ un nombre
réel positif quelconque, il résulte du résultat préliminaire que l'on peut
trouver un nombre premier p tel que l'on ait

|/(p+l)-/(2fe)|^128.
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