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APPROXIMATION PONDEREE
SUR UN CORPS DE NOMBRES p-ADIQUES

PAR
MicHeEL. EMSALEM
[Université Paris-7]

REsUME. — Ce texte traite du probléme de ’approximation pondérée des fonctions
continues par des polyndmes sur un corps K de nombres p-adiques : si ® de R+ dans
R** est la fonction poids et si €,, désigne 1’espace des fonctions continues f'de K 4 valeurs
dans C, telles que | f|, = o (@) & I’infini, on veut caractériser 1’adhérence de C, [X]
dans %,. Le théoréme 1 établit une dichotomie suivant la croissance de ; dans un cas,
seules les restrictions 3 K de fonctions enti¢res sur C, appartiennent 3 C,[X]; dans
I’autre cas, toute fonction de %, est limite d’une suite de polynomes.

Tout le long du texte, p désigne un nombre premier fixé, Q, le corps
des nombres p-adiques, K une extension finie de Q, plongée dans C, le
complété de la cloture algébrique de Q,. La norme p-adique sur K,
notée | |,, est normalisée par |p|, = 1/p; v,( ) désigne la valuation
associée : pour x€K, |x|, =p " ®. On note e et f respectivement
I'indice de ramification et le degré résiduel de K sur Q,.

Si o est une fonction de R* dans R** telle que, pour tout n,
p" = o (w(p)) a l'infini, on appelle ¥, I’espace de toutes les fonctions
continues de K dans C,, qui sont o () & I’infini, muni de la norme || f ||m,
définie par

”f”m = SUPpe |k | (SUPxek, | x|, = p(lf(x) Ip)ﬂ)_l(P)-

On cherchera a caractériser, pour un o fixé, la sous-classe de €, adhérence

de C, [X] pour la topologie induite sur %, par la norme || |l,. On parti-
cularise le probléme en prenant le poids ®,(p) = p* avec a > 0. On
notera %, (resp. || |l,) I’espace €, (resp. la norme || |[|,,). La réponse

a la question posée est contenue dans le théoréme suivant :

THEOREME 1. — Soit m le degré de K sur Q,.

() Si o <1, Padhérence de C,[X] dans €, est constituée des restric-
tions a K de fonctions entiéres sur C, qui sont, sur C,, o (p€'*1s) a linfini,
ot C est une constante qui ne dépend que de o.
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410 M. EMSALEM

(i) Si o > m, toute fonction de €, est limite dans €, d’une suite de poly-
nomes.

Remarque. — Le cas particulier K = Q, donne un résultat analogue
a celui concernant l’approximation pondérée sur R : I’exposant limite
est o = 1.

Dans la premiére partie, on énonce des lemmes qui comparent les valeurs
d’un polyndme sur K et sur C,; dans la deuxiéme partie, on s’occupe
du cas o < m, et dans la troisiéme partie, on traite le cas o > 1.

1. Comparaison des valeurs d’un polynéme sur K et sur C,

By

LEMME 1. — Soit P (x) un polyndéme de degré n a coefficients dans C,
ayant tous ses zéros dans le disque unité de C, et tel que

|
SupxeC,,,lx],,Sl ‘ P(X)',, = 1a

alors

—n/(pF—1)e

SUPxek, |x|p<1 | P(X) |p Zp
Soit (u,), » o une suite trés bien répartie dans 1’anneau A4 de valuation
de K; P s’écrit
8 k __.
P(x) = ZZ=oakx = Zj‘:o bj(x—ug) ... (x—uj_y).

Les hypothéses sur P impliquent que, pour tout k, |ak | » < 1 et que
|a,|, = 1; en particulier, | b, |, = |a,|, = 1. On a donc (d’aprés [1]) :

- i -z —n/(pf—1
SuprAiP(x)ip>SuprAlx_u0|p'"Ix—‘un—llpzp /e>p n/p )el
avec Z = Zk > 1 [n/p"*]/e.

LEMME 2. — Soit P (x) un polynéme de degré n; alors, pour tout entier
k=0,

P(x)|,

Il suffit de démontrer le lemme pour £ = 0 (on fait le changement de
variable y = n* x, ol m est un élément premier de K). P de degré n, se
décompose en un produit P = P, P,, ou P; a tous ses zéros dans le
disque | x |, < 1de C,, et P, n’y a aucun zéro. Soit x, € K tel que | xo |, = 1.

Pour | x|, < 1, | P, (x)], est constant et vaut | P, (x,) |,- On a donc

=n/(p7—1)e
Supxel(,[x |p Spk/e P(X) Ip =p SupxeC;,,|x|p$pk/e

SUDyeK, | x|[p<1 IP(X) lp = |P2(xo)|p5upxex,|x|,,<1 | P, (x)lp
et

SUPxec,, | x]p<1 | P(x) Ip = |P2(x0) lpSUPxeCp,|x|,<1 i Pl(x)lp'

Le lemme 1, appliqué a P,, donne le lemme 2.
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2. Etude du cas a < 7

ProposiTION 1. — Pour tout o < 1, il existe une constante C (o) qui
posséde la propriété suivante : Si un polynome P e C,[X] vérifie, pour
tout xekK,

Ip(x) Ip SPIXIZ’
alors, pour tout x € C,,
| P, < p°@17 .

On en déduit immédiatement le résultat suivant.

COROLLAIRE 1. — Sia < 1, 'adhérence de C,[X] dans €, est constituée

de restrictions a K de fonctions entiéres de C, qui sont o (p¢ @ '*'?)
sur C,.

Démontrons a présent la proposition 1. — Soit P le polyndme de la pro-
position; P s’écrit
P(x) = Q(x) Py(x) P2 (%) . .. Pr(x),
ol Q n’a aucun zéro sur les cercles | x |, = p¥/*de C, (j parcourt N), ol1 P; de

degré s; a tous ses zéros sur le cercle | x |, =p~*de C,, et P; (0) = 1.
On noerta )

B; =log,supscc,, x|, = pie

Q)|

la suite B; est évidlemment croissante. On a les propriétés suivantes :
Pour xeK et | x|, <pt P |P,(x)|,=1; grice au lemme I,

N —si/(pf—1
Pi(x)|, > p~s/@ e,

SUPxeK, | xp |=p(i=1)/e

et pour xeK, |x|,=p'% et j>i |Pi(x)],=ptUTIVe
La relation | P (x) |, < p'*'», pour x € K, entraine la suite d’inégalités (/) :

Sy
B — —F ’
* (P -De
a/e>B +s1 S2
P ! e (p’—l)e
) - (k—1)u/e>Bk_1+(k_1)s_1+ + Sk—1 _ Sk ,
e e (p =1e
kale Sy 281 | Sk
P> Bi+kt+... + + %,
e e e

...............................
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412 M. EMSALEM

Nous allons démontrer que les inégalités () entrainent les inégalités () :

C>B05
S
Cpa/e>B1+_19
e
(II) Cp(k—l)u/e>Bk_l+(k_1)ﬂ+”‘+Sk_—1’
e e
Cp’“’"”>Bk+ks—1+...+2s"‘1 + %,
e e e

Il est alors clair que ces derniéres inégalités entrainent la conclusion
de la proposition avec une constante C (o) supérieure a C.

Nous allons voir que si I’on prend C > (p/ —1D/(p” —p*°) > 1, les
inégalités (I,) entrainent (II) (on utilise ici le fait que o < fe = ).

Raisonnons par ’absurde, et supposons que, pour un indice j, < k—1,

s S; .
Bjo+j0;1 +...+ _;°> C p'o°.

On aura alors s; ., > e(p’—1) (C—1) p/*; d’ol

. S S
15:1.0+1+(10+1)~‘+...+—"’;+—1
e

> B tjot 4., .+ Yoy —Sf':‘ > (C+(C=1)(p’ = 1)) p,
e e

et cette derniére expression est supérieure a C pUet1/e dy fait du choix
de C. La récurrence se poursuit jusqu'a k, ou l’on obtient

N N
P2 B +k2t+.  + %> Cptle,
e e

ce qui est impossible. On aura donc, pour tout j

S .
LS Cplale’

)
Bi+j2+...+ 2%
e e

ce qui achéve la démonstration de la proposition 1.
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APPROXIMATION PONDEREE 413

3. Etude du cas o > n.

Dans un premier temps, on essaie de situer 1’endroit ou
sup, g | P(x) |, p~'*'» est atteint pour un polyndme P. Voici en fait
un résultat plus précis dont nous aurons besoin dans la démonstration
de la deuxiéme partie du théoréme 1.

PROPOSITION 2. — Quel que soit o > 0, il existe une constante K > 0
telle que, pour tout A > 0 et pour tout polynéme P de degré inférieur ou
égal a n, on ait

—Aﬁ _I x -2
p Supvp (x)< —logp (Knl/>) P(x) lpp I>
Cix|a
< SUP —10g, (Kn'/%) <vp (x) < —[e logp A]/el P(x) ipP ! l"a

les x figurant en indice des signes sup variant dans K.
Le cas particulier 4 = 0 répond a la question posée plus haut.

THEOREME 2. — Quel que soit o > 0 il existe une constante K > 0

telle que la borne supérieure de [ P (x) lp p~!x1; lorsque x parcourt K est
atteinte sur le disque |x | » S Kn'’® pour tous les polynémes de degré infé-

rieur ou égal a n.
Pour démontrer la proposition 2, nous utiliserons les lemmes suivants :

LEMME 3. — Pour tout a et b, a > b, et pour tout polynéme P de degré
au plus n,
SuprK,bSvp (x)S —[—ealle | P(X) Ipp_l *lz
> p—npf/e -1 SupxeCp, b<vp (x)Sal P(x) Ipp_( ¥ |; .
La démonstration de ce lemme, qui repose sur le lemme 2 et quelques
inégalités simples, est laissée au lecteur.
LEMME 4. — Pour tout a et b, a > b, et pour tout polynéme Pe C,[X],

Squec,,,bsvp(x)sa|P(x) lppﬁlxl;
—_— —ao —_— o
=zp? SquecP,bsu,,(x)|P(x)|pP I>1,

C’est une conséquence immédiate du principe du maximum. Venons-en
maintenant 4 la démonstration de la proposition 2. Soit P un polynome
a"coefficients dans C, : P (x) = Y}_, b; x/. Notons

1Pl = 05 PO, 571,
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et soit M; = ||| x'|||,; la valeur de M; est donnée par
log, M; = (log (j/elog p)—1) (j/elog p).
On a de plus
ey Il P Il = supo<;<n|b;|o M.
En effet, les inégalités ultramétriques donnent
Il Pl < supo << nlb;], M,

et les inégalités de Cauchy sur C, donnent supo< ; <, | b; | , M; < ||| P ||l.-
Soit K une constante que nous fixerons plus tard. Les lemmes 3 et 4 permettent
d’écrire :
2 SUDy e K, —log, (Kn'/%) <vj (x) < —[e logp Al/e | P(x) lp P_I I3
— (A% —npf) f—1 1 - o
> p ( nple (p ) SupxeCp-—loyp (Knl/“)Sup (x)l P(x) |pp lxlp
Nous allons déterminer K de fagon que
—npfle(pf—1 i —Ix?
®) p TPl > (b5, || p 7P
pour 0<j<n et |x|,>Kn'™
On aura alors
%% —npfle (pf -1 x|
SUPsec,, |x |p>knt/x| P(X) ], p71 ¥ 1o < pT PP qup o | P(x)],p!* 1"
et donc
SUPyec,, | x lp<knse| P [, 071 * 17 = ||| Pl
il vient finalement
SUPxec,, | x |p>Knl/= I P(X) Ipp_l *lp
—_ J S —1 — 3
<p nplle (p )SupxeCp,|x|pSKn1/°‘|P(x)|pp leps
et cette derniére inégalité, alliée a (2), entraine la proposition.

Détermination de K. — Prenons déja K > (1/alog p)'/* de fagon que
la fonction p/ p™* soit décroissante sur Dintervalle (Kn'/*, + oo(; on a
alors sur cet intervalle

log, (| bj|, P’ p~™) < log,| b;|+(jlog(K*n))/olog p)—K*n
<log,(|b;|M))
+(j/olog p) (log (K* n)—iog (j/olog p)+1)—n K*.
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et d’aprés (1),
|b;lo0" P~ < l| P{ll.p™,
ot ¢(j)= —(jalogp) (log K*n—log(jlalogp)+1)+ K" n.
L’étude de ¢ montre que
¢(J) = ¢(n) = n(K*—(1/alog p) (log (« K*log p) +1)).
Il suffit pour réaliser (3) que ¢ (n) > np’/e (p/—1), soit encore
K*~—(1jalog p) (log (« K*log p)+1) > p’[e(p’ - 1),

ce qui est réalisé pour K assez grand.

Démonstration du (ii) du théoréme 1. — Dans toute la suite, on sup-
pose o > 1. Les fonctions localement constantes & support compact étant
denses dans %,, il suffit d’approcher les fonctions de ce type dans %, par
des polynémes. Nous allons montrer plus généralement qu’une fonction
lipschitzienne f & support compact est limite dans %, d’une suite de poly-
nomes. L’idée de la méthode consiste a approcher f sur le compact
C,={xeK;|x|, < Kn'*} par son polyndéme de meilleure approxi-
mation de degré n. Une homothétie envoie C, dans ’anneau de valuation,
et transforme f en une fonction dont la norme lipschitzienne est inférieure
ou égale & C n'’*, ou C est une constante ne dépendant que de f (en gros,
sa norme lipschitzienne); & cette fonction on applique [2], et ’on trouve
finalement un polynéme P, de degré n tel que |7—P,| = o (1) sur C,
(ici intervient le fait que a est strictement supérieur a m). Soit 4 > 0 tel
que le support de fsoit contenu dans { x € K; ] b ] » < A }. Nous savons que

SUPxek,A<| x|, <Knl/x If(x)—Pn(x)i = SUPy ek, A<| x|, <knt/x Pu(X) >0
lorsque n tend vers +oco. La proposition 2 nous dit alors que
m,, 4 o SUP, e, | x |p> knt/= | Pa(X) | pI¥lF =0,
on conclut alors que
lim,, . o SUP, e | S (X)— P, (x) [ p~1* 17 = 0,
et le (ii)) du théoréme 1 est démontré.
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