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SUR UNE TRANSFORMATION
DES FONCTIONNELLES ANALYTIQUES ET SES APPLICATIONS
AUX FONCTIONS ENTIERES DE PLUSIEURS VARIABLES

PAR

VazcaiN AVANISSIAN et RoGER GAY
[Strasbourg]

A André Martineau

RESUME. — A toute fonctionnelle analytique T portable par un convexe compact
K de C% on associe une fonction analytique Gg (T) (z) par recollement. On étudie le
probléme d’inversion et son lien avec la transformée de Fourier-Borel T. Au produit de
composition T; % T, est associé le produit de composition d’Hadamard des germes a
Porigine des G (T), Gk (T,). La méthode développée est appliquée ensuite a 1’étude
des fonctions entiéres arithmétiques et & un probléme de division dans 1’algébre @ des
germes a 1’origine des fonctions holomorphes pour la convolution d’Hadamard.

Introduction

Dans ce travail nous étudions, par une méthode unifiée, certains pro-
blémes concernant les fonctions entiéres arithmétiques de type exponentiel
et le quotient des exponentielle-polynémes de plusieurs variables
complexes.

Dans le cas d’une variable, un théoréme de G. PoLya [17] affirme
qu’une fonction entiére f(z) de type exponentiel < log2 et arithmé-
tique (i. e. f (N) = Z) est un polyndme; A. SELBERG [21] a montré ensuite
que si f est de type exponentiel < log2+1/1500 et arithmétique alors
fest de la forme P, (z)+ P, (z) exp (z log 2), P, et P, étant des polynomes.
Charles Pisor [16] étend ce résultat aux fonctions non nécessairement
entiéres, et obtient, en particulier le résultat suivant :

Soient S, le disque fermé de centre O et de rayon o du plan complexe,
et U, son transformé par Papplication 1, : (> exp {; le diamétre transfini
T (U,) de U, croit avec o, et est égal a 1 pour o = o, = 0,843. ..

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



342 V. AVANISSIAN ET R. GAY

Si f est une fonction entiére arithmétique de type exponmentiel o < o,
alors f est une exponentielle-polynéme de la forme

f(z2) = Py(2)exp(zloga,)+...+ P.(2)exp(zlogay),

ou les P; sont des polynomes, et les a; des entiers algébriques situés, ainsi
que tous leurs conjugués, dans U,.

Dans son article [8], C. R. Buck a étudié systématiquement les fonctions
entiéres arithmétiques d’une variable. (Pour une référence détaillée, voir,
par exemple, R. Boas [6], chap. 9. Dans le cas de plusieurs variables,
le premier travail concernant ce genre de probléme est di & P. LELoNG [12].)

Le probléme de la factorisation des exponentielle-polynémes remonte
a J. F. Rirr [18]. Celui-ci a démontré que si le quotient /g de deux
exponentielle-polynémes a coefficients constants de la forme

a, exp (a; 2)+ ... +a, exp (o, 2) (o), a; € C)

est une fonction entiére, alors celle-ci est aussi une exponentielle-polynéme.

A. SHIELD [22] généralise ce résultat toujours dans le cas d’une variable,
au cas ou f est a coefficients polyndmes (i. e. est de la forme

P, (2)exp (o 2)+ ...+ P, (2) exp (o 2),

ou les P; sont des polyndmes, et o; € C). Remarquons que I’énoncé est
inexact lorsque f et g sont tous les deux a coefficients polyndémes
(f(2) =sinz, g(z) = z) (voir aussi [9]).

Les auteurs ci-dessus font usage, dans une large mesure de la trans-
formation de Borel dans le plan.

Le présent travail (*) généralise les résultats ci-dessus au cas de plusieurs
variables en utilisant les propriétés des fonctionnelles analytiques.

Dans le chapitre I, 4 toute fonctionnelle analytique 7, portable par
un convexe compact de C*%, nous associons une fonction analytique G (T')
par recollement. On étudie le probléme d’inversion et son lien avec la
transformée de Fourier-Borel. L’introduction de la fonction G (T") permet
d’étudier, d’une maniére systématique, les problémes envisagés.

Au chapitre II, on associe a la convolution 7; x T, de deux fonction-
nelles analytiques (au sens de A. MARTINEAU [14]) le produit de compo-
sition d’Hadamard des germes a l’origine des Gg (Ty), Gg (T)).

(*) L’essentiel du présent travail a été résumé dans deux notes aux Comptes rendus

(25, B3D.
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FONCTIONNELLES ANALYTIQUES 343

Le troisiéme chapitre est consacré a I’étude des fonctions entiéres arithmé-
tiques. Enfin, le quatriéme chapitre étudie un probléme de division dans
l’anneau des germes A l’origine de C? pour le produit de composition
d’Hadamard et étend a plusieurs variables le théoréme de J. F. RirT
et A. SHIELD sur le quotient des exponentielle-polynémes (voir aussi [5]

et [11]).

CHAPITRE 1

Probléme d’inversion

1.1. Quelques rappels sur les fonctionnelles analytiques

1.1.1. Soit s (C%) ’espace des fonctions entiéres sur C? muni de la
topologie de la convergence uniforme sur tout compact de C% Les fonc-
tionnelles analytiques que nous considérons sont les éléments de s’ (CY)
dual topologique de # (C%).

Pour tout compact, non vide, K de C% on désigne par g, la semi-norme
gx (f) = sup,.g | f(2) | pour fe# (C?. Une forme linéaire T sur # (C%)
est une fonctionnelle analytique si, et seulement si, il existe un compact
non vide K de C’, une constante My > 0 tels que, pour tout fe# (C% :

® |<T,f>l<MKQK(f)

Une fonctionnelle analytique 7 est dite portable par I’ensemble compact
K de C? si, pour tout voisinage relativement compact  de K, il existe
une constante M, > 0 telle que

03] [KTf>| S Mosup.eo|f(2)|  (fe# (CY).

La condition (1) implique qu’une fonctionnelle analytique est portable
par au moins un compact de C% On remarquera que si T est portable
par le compact K, elle est portable par tout compact K; o K et, en parti-
culier, par I’enveloppe convexe de K.

Dire que T est portable par le compact X signifie que, pour tout ouvert ®
contenant K, la fonctionnelle analytique 7 se prolonge en une forme
linéaire continue sur I’espace # (w) des fonctions holomorphes dans ®
muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact de ®
(par Hahn-Banach). En particulier, si ® est un domaine de Runge (i. e. o est
un domaine d’holomorphie, et le sous-espace # (C%) de # (®) est dense
dans #(w)), ce prolongement est unique.
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344 V. AVANISSIAN ET R. GAY

1.1.2. Le théoréme de Hahn-Banach et le théoréme de Riesz impliquent
en outre que si la fonctionnelle analytique 7 est portable par le compact X,
pour tout ouvert ® > X, il existe une mesure y, & support compact dans o,

telle que ( T, > = J f(© du (©) pour tout fes# (C%. Il n’y a pas unicité

de la mesure p. Cependant, lorsque ® est un domaine de Runge, toute
mesure représentant 7' représentera aussi 1’unique prolongement de T
a # (o).

1.1.3. Transformée de Fourier-Borel d’une fonctionnelle analytique. —
Si T est une fonctionnelle analytique, la fonction
T: z+—T(z) =T, exp{&z>>de C*dans C({{,z> =& zy+...+{s22)
est appelée la transformée de Fourier-Borel de 7. Comme
ZVCV

v!

€Xp <C’Z>= ZVEN"

(2V=z{. ..z vi=vilooovD)

la convergence étant uniforme sur tout compact de CY

T(2) =Y, enal{ T,E VY 2"

Cette derniére série étant convergente pour tout ze C% la fonction T

est une fonction entiére. La connaissance de T implique la connaissance
des nombres complexes { T, (> (veN%, donc de (T, P) pour tout
polyndme P et, finalement, de { T, f) pour toute fe.# (C%.

En outre, si T est portable par le compact K de C? et £ > 0, il existe
une constante M, > 0 telle que

3) l Tl:(z)l SMECXP(HK(Z)'*‘SHZ”)’

ol Hy(z) = sup,.x Re<{, z) est la fonction d’appui du compact K,
et | || désigne une norme sur C°.

Si K est un compact convexe, on a
K= {CeC"; Re{z, ) < HK(z)(VzeC")}.

Réciproquement, si K est un compact convexe, et f une fonction entiére
satisfaisant 4 I’inégalité (3) pour tout € > 0, il existe une fonctionnelle

analytique 7, portable par K, telle que T= f
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FONCTIONNELLES ANALYTIQUES 345

Une condition nécessaire et suffisante pour que la fonctionnelle ana-
lytique T soit portable par le polydisque

C(Oa rl"“’rd) = {Zecd; |Zj| < rj, 1 <]< d}
est que, pour tou & > 0, il existe une constante M, > 0 telle que

@] f(z)l SM.exp((ri+8) |z, |+ ... +(rate)| za).

L’espace vectoriel des fonctionnelles analytiques portables par le
compact K sera noté Ay.

Enfin, rappelons qu’une fonctionnelle analytique 7T est dite représen-
table par une distribution a support compact S si, et seulement si, pour
toute he# (CY, (T, h)> =<S,h).

Pour tout ce qui concerne les fonctionnelles analytiques, on renvoie a

a [10], [13], [14], [24].

1.2. Notations

— L’espace C est le compactifié de C par adjonction du point oo, et
Co=C\()—,0)x{0}.
— U={zeC;—n<Imz<m}; Q= U

— L’application { - exp { de U dans Cy est notée /, ; onal, (U) = C,.
L’application réciproque de C, dans U est la détermination de log z telle
que log 1 = 0. L’application > exp (—¢) de U dans C, sera notée /_.

— pr; désigne ’application z = (zy,. .., z;) ~> z; de C* dans C.
— Si K est un compact de Q, on pose
K;=pr; (K),
Q(K) =[]i<;j<a(C\I-(K)),
Q(K) = [T1 <j<a(C\I- (K.
On remarquera que Q (K) est un ouvert dense dans Q (KX).

— L’ensemble des fonctions continues dans Q (K), holomorphes dans
Q (K) et nulle dans Q (K)\Q (K), sera notée H#, (Q (K)).
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346 V. AVANISSIAN ET R. GAY

1.3. Transformation G

Soit K un convexe compact de C?; K étant polynomialement convexe,
il existe un systéme fondamental de voisinages de K, ouverts, relativement
compacts, qui sont des domaines de Runge.

1.3.1. THEOREME. — Soient K un convexe compact contenu dans Q,
et T une fonctionnelle analytique portable par K.

1l existe une fonction Gy (T) analytique dans Q(K), nulle a linfini
@i.e. Gu(T)eH, (Q(K))), telle que, pour tout systéme fondamental de
voisinages ouverts (®;);.; de K formé de domaines de Runge d’adhérence
compacte contenue dans Q et, pour tout i€l, Gy (T) restreinte a Q(0,)
soit égale a Gy (T;), ot T; est I'unique prolongement de T & H# (»;) et

1
(e < (1_Z1eXPC1)-‘-(l_zanPCd)>

La fonction Gy (T) se développe au voisinage de I’origine selon

Gg(T)(2) = Yyene T(V) 2",
et a linfini selon
Gk (T)(2) = (— l)dZv eNd, v;>1 T(-v)z™"
Démonstration.

1.3.2. LEMME. — Soit (®;);c; comme dans I’énoncé du théoréme 1.3.1.
Pour tout z fixé dans Q(®;) = [1<j<a (C\I- (pr; (©))) la fonction :

.

0;(2) : gHHlstd——’—_

est holomorphe dans ;.
La fonction

Gu(T) H<T : >
(I—zyexp8y) ... (1—z4expl,)

est un élément de #, (Q (®))).

Démonstration. — La premiére partie résulte de 1’hypothéese
Zj ¢l (Prj ((T)i))'
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Soit p; une mesure a support compact dans o; représentant la fonction-
nelle 7; (¢f. 1.1.2). On a

dw; (©) —
G (T)(2) = JH1\,\.:(1 2 el) (zeQ(e)).

Il est classique que la fonction Gy (T;) est holomorphe en z e Q (®).

Montrons que cette fonction se prolonge a Q (®;) en une fonction continue
et nulle dans Q @)\ Q (®,). 1l suffit de montrer que la limite de 1’inté-
grale lorsque zeQ (®,) tend vers z eﬁ(&,}\ﬂ (w;) est nulle. Or il
existe a > 0, et, pour tout 1 <j<d, un voisinage V; de z (dans
C\l_ (pr; (@) tel que, si z;e V; et {ew;, on ait |1—z; exp le >a
Les constantes étant p,-intégrables, on conclut par le théoréme de conver-
gence bornée.

1.3.3. LemME. — Q(K) = (J;c; Q (®).
Démonstration. — Elle est élémentaire.

1.3.4. LeMME — Toutes les fonctions Gy (T;) admettent comme dévelop-
pement de Taylor a I'origine le développement

Gx(T)(2) =Y,y ena TV 2%

ot T est la transformée de Fourier-Borel de T. En outre ces fonctions
admettent a linfini le développement.

Gg(T)(2) = (—1)”2 veNd, v;>1 T( vz

Démonstration. — Pour tout iel, soit p; (i) la distance de I’origine
a Tensemble compact I_ (pr; (®)) = C\{0}. Pour |z;| < p;(i) et
(e, on a|zjexp ()| <1 Dou
(5) H1<j$d7=2veNdzvexp<Ca V).

La série du second membre qui, pour { fixé dans ®;, est uniformément
convergente sur tout compact du polydisque ouvert C (0, p; (i),.. ., ps ()
est aussi, pour z fixé dans ce polydisque, uniformément convergente en {

sur tout compact de o;; en effet, soit L un compact de o;, et a; la distance
de Torigine a I_ (pr; (L)), a; > p; (). On en déduit que, pour ve N¢,

|zexp <G, v)| = <p1(1)> (p"(i)>m pour {e L

a; a,
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348 V. AVANISSIAN ET R. GAY

ce qui implique la convergence normale de la série (5). Il en résulte que
Ge(T)(2) =< T;, Yyenaz"exp{L v)) =Y enez'C Ty, exp (L, V).

Comme la restriction de 7; & # (C? est égale a T et que

(T exp{ vy =T®M),
on a

GK(/Tt) (Z) = ZVE N4 T(V) z".
Le développement a I’infini s’obtient de maniére analogue. D’oli le lemme.

La démonstration du théoréme 1.3.1 s’achéve si on montre que :

1° Pour tout i, j € 1, les restrictions de Gy (T) et G (T)) 3 Q (0;) N Q (@;)
sont égales. )

2° La fonction Gy (T), obtenue pour recollement des (G (7)), ne
dépend pas du systéme (®;);.; choisi.

3° Gg (T) est un élément de ', (Q (K)).

(@) Soit 0, = ®; " ®; (k). On a Q (o) > Q () et Q () > Q ().
D’aprés le lemme 1.3.4, les fonctions Gy (T}), G (Ty), Gk (T;) ont le
méme développement de Taylor a I’origine. Les ouverts Q (o,) et Q (®;)
étant connexes les fonctions Gy (T;) et G (7)) sont, respectivement, les

restrictions de Gy (T}) & ces ouverts. En particulier Gy (T)) et Gg (T}
coincident sur Q (w;) N Q (®)).

(b) La propriété 2° résulte de ce que Q (K) est connexe et que, quel
que soit le systéme (®;);., considéré, la fonction G (T) obtenue a pour

développement de Taylor & I’origine le développement Y .na T (V) z".

(¢) Soitz° € Q (K)\Q (K). I suffit, pour conclure que Gy (T) se prolonge
a0 (K) en une fonction continue nulle sur Q (K)\Q (K), de remarquer
qu’il existe i e I avec z° € Q (0,)\Q (®;).

1.4. Injectivité de G
Le théoréme 1.3.1 permet d’associer a tout couple (X, T') une fonction

Gy (T) élément de £, (Q (K)). On se propose d’exprimer le nombre { T, & ),
he# (C%, en fonction de G (T) et de A.

TOoME 103 — 1975 — wnNe° 3



FONCTIONNELLES ANALYTIQUES 349

1.4.1. THEOREME. — On a, si hes# (C%,

©) (T, h>—(“”dj Ge(T)(2)
’ Q2im)?) ryx...xTa «
xh(—logz,, ..., —logzd)dﬂ...qﬁ’,
2 Zq4

ouI'; (1 < j < d) est une courbe simple fermée continiiment différentiable
par morceaux entourant I_ (pr; (K)) contenue dans C, et orientée au sens
usuel.

Démonstration. — La démonstration se fait en deux étapes :

(a) Soit (®;) un systéme fondamental de voisinages de K relativement
compacts contenus dans Q et constitué de domaines de Runge. Dans
cette premiére étape, nous montrons que l’intégrale figurant dans (6)
reste inchangée si on remplace Gy (T) par une certaine Gy (7). En effet,
soit ¢; la composante connexe bornée de UN\y;, o y; = 21 (I'); ¢; est
un voisinage ouvert de pr; (K); Dlintersection

V=1 Sde(Uj—l XX Ut

est un voisinage ouvert de K contenue dans Q. Il existe i, € I'tel que 0; < V.
Alors pr; (0;) < ¢; et I_ (pr; (0;)) = I_ (c;). Par suite,

;< C\./- (pr; (‘Bi(,)),

etilenrésulteque I'; x ... x I'; = Q (0, ). D’aprés la définition de G (T),
la restriction de cette fonction a I'; x ... x I'; est égale a la restriction
a cet ensemble de G (T;).

(b) Soit p;, une mesure a support compact contenu dans ®; représen-
tant 7;. On a

dp,; (©) _
G T. = 0 Q(w:
x(T) ) Jnlstd(l_zjeXpCj) (200

Iintégrale du second membre de (6) est alors égale a

™ (—D? (J dp;, (§) )
in)!Jrix.xra\J [[1<j<a(1—2;€xp))

xh(—logzy, ..., —logz,; &gz—"
Z1 Zq
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Les conditions d’application du théoréme de Fubini étant réunies, on
peut intervertir les deux intégrations. Il vient :

(=

Qiny dp;, (©)

XJ h(—logzy, ..., —logz,) dz, dz,
Iy x..xCq

e ——

H1<j<d(1—zjeXPCj) Z Z4
Un calcul de résidus donne

(-1 h(—=logz,, ..., —logz,)
Qimy?)rix.xrs [li<;<a(l—2;exp8;)

d d ;
R B Y (R )

21 Z4

Finalement, I’intégrale du second membre de (6) est égale a

jh(Cp oo C) AN, (©) =< Ty, h) = (T, h),

d’ou le théoréme.

1.4.2. COROLLAIRE. — La transformée de Fourier-Borel T €) de la
Sfonctionnelle analytique T s’obtient a partir de la fonction G, (T) par

(-

Qin)?
dz, dz,

X Gk (T)(z)exp(—(E logz +...+{logz))— ... —.
[ix...xTq Zy Z4

(§)T(Q) =

1.4.3. PROPOSITION. — Soit K un convexe compact de Q. L’application
linéaire Gy : Ay — H# (Q (K)) est injective.

En effet, 1’égalité (8) implique que si G (T') = 0, alors T est nulle et,
par suite, que 7 = 0.

1.4.4. PrRoOPOSITION. — Une condition nécessaire et suffisante pour que
deux fonctionnelles analytiques Ty et T,, portables respectivement par K,

K, compacts de Q, soient égales est que T L (V) = T. > (V) pour tout v e N

Démonstration. — Soit K I’enveloppe convexe de K; u K,. L’égalité
T, = T, équivaut a 1’égalité Gy (T,) = G, (T,) elle-méme équivalente
a T, (v) = T, (v) pour tout ve N’ (¢f. 1.3.4).
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1.5. Inversion de Gy

Dans ce paragraphe, on donne une condition suffisante pour que 1’appli-
cation Gy, soit bijective. Soit K = K, X K, x ... x K; un produit de convexes
compacts de U. Pour & >0, soient V; Is-voisinage de K; et
o, = [J1<j<a Vj, L’ouvert convexe @, est un domaine de Runge, et il
existe £y > 0 tel que, pour 0 < & < g, ®, = Q. La famille (®,)<,<,, st
un systéme fondamental de voisinages de K contenus dans Q relativement
compacts et constitué de domaines de Runge. On a alors le théoréme
d’inversion.

1.5.1. THEOREME D’INVERSION. — L’application Gy : Ay — # o (Q (K))
est bijective lorsque K = K, XK, X ...x K, est un produit de convexes
compacts de U.

Démonstration. — Elle sera faite en deux étapes :

(a) L’application Gy est injective d’aprés 1.4.3. Montrons qu’elle est
surjective. Soit ¢ € #, (Q (K)); la forme linéaire T : # (C)) — C :

1\
©) b))
Qi)

xf 0()h(—logzy, ..., —logz) P2t . 4

Ti%..xTq Z4 Z,

est manifestement continue sur s (C?), et définit une fonctionnelle ana-
Iytique portable par K. Les I';, comme dans le théoréme 1.4.1, sont des
courbes simples fermées, continiment différentiables par morceaux, entou-
rant les /_ (pr; (K)) = I_ (K;) contenues dans C, et orientées au sens
usuel. Soit ® un ouvert relativement compact contenant K; il suffit de
montrer qu’il existe une constante M, > 0 telle que, pour tout 4 € # (C?) :

|< T’ h>l <Mmsupzemlh(z)l'

Il existe € > O tel que ®, = @ N Q. Soient ¢; une courbe fermée simple,
continiiment différentiable par morceaux, entourant K;, contenue dans
V;. et C; =1_(c;) orientée dans le sens usuel; I'; et C; sont homotopes
dans C\/_ (K;). En raisonnant sur chaque variable séparément, on
constate que I’on peut remplacer, dans (9), I'y x ... xI'y par C; x ... xC,
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352 V. AVANISSIAN ET R. GAY

ce qui donne, aprés le changement de variables z; = exp (—(,) :

1

BS| =
(KT W= G

X

J' . d(p(exp(—CI)""s exp(—=C)) h(&y, ..., ) dC, ... AT, |,

on en déduit :

I<T’ h>' < Supgeclx...xcdlh(g)l
1

X d
(2TE) c1X..XcCq

b

[ o (exp(=Cy), -, exp(—C) [d]Cy ... d|L,

d’ou
[<T, hy| < Mysup,co|h(z)],
avec

1

=mj;‘xm”d l‘P(eXp(—Op e CXP(—Cd))'dIQ i ce dlCdl,

o

ce qui montre que 7 est une fonctionnelle analytique portable par K.

(b) Montrons que Gy (T) = ¢. Il suffit d’établir que, pour € < g, la
restriction de G (T) 4 Q (»,) est égale a la restriction de ¢ a cet ensemble.
Considérons o, = []1<j<a Vj, Soient c; une courbe comme plus haut
contenue dans V;, et C;=1_(c;). Pour ueQ(w,), la fonction
¢ 1/(JT1<j<a (1 —u;exp {;)) est holomorphe dans o, Cet ouvert étant
un domaine de Runge, il existe une suite (4, ({)),>,; de fonctions entiéres
qui converge uniformément sur tout compact de ®, vers 1/(J]i<;<4
(1—u; exp §;). Soit T, 'unique prolongement de T'a # (®,). On a, pour
chaque 4, :

(T, by =<T, hy>

(=
Qimn)?
xj 0 () h,(~logz,, ..., —logz) L. P
CiX...XCq Z4 Z,
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d’aprés la premiére étape; d’ou, par passage a la limite,

1
GK(n)(u)=<n, >
H1$j$d(1_ujexpCj)
_ (=1
Qin)?
XJ 02 dzy  dzg
cix..xca | [1<j<a(1—usexp(—logz)) z, Z,
or
exp(—logzj)=£ et ! - ! )
Z; (1—ujexp(—logz;)z; z;—u;
donc
(—1)°
XJ ¢(2) dz, ...dz,.
CixoxCa(zy—Uy) ... (24— Uy)

¢ appartenant a J#, (Q (K)) un raisonnement élémentaire montre que
I’intégrale du second membre est égale a ¢ (#), d’ou le théoréme.

1.6. Cas d’un polydisque

Nous allons appliquer les résultats des paragraphes précédents au cas
ot le compact convexe K est un polydisque de centre O et contenu dans Q.
Auparavant, nous allons introduire quelques notations.

Soient :

— S, le disque fermé de centre O et de rayon o.

— Pour 0<a<m U, =1,(S)=1_(S).

— C (o) la couronne {zeC; exp (—a) < |z| < exp(0) }.

SizeC
z st fz] <1, 0 siz|<1.

0@ = 1 si|z|>1.

Vsifz|>1, @<
z
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Pour tout d-uple (g4, . . ., g;), ou g; = 0 ou 1, et tout d-uple (a, . . ., d,),
ou0<o;<m 1<j<d Qe désigne ’ensemble

{z=(z4, ..., 2z €] ]1<j<a(C\C()); e(z)) =¢;, L < j < d}.

On a :
H1 <j<d(c\c(aj)) = Ulsjsa,e,e{o,nQ:iZ::x-

(Le second membre est une réunion de 2¢ ouverts connexes.)

’

1.6.1. PROPOSITION. — Pour tout fonctionnelle analytique T e Ay, ou
K =Tli<j<aSy, 0 < o; <m, 1 <j<d) la fonction Gy (T') admet, dans
[li<i<a (C\C (), le développement

(10) GK (T) (Z) = (_ 1)5(21)'1‘ . +&(za)
XY yend, vyzezpy T(—=1D vy, ., (= 1)°CDvy)

x Oz )" .- (B(za)"
la convergence -est uniforme sur I’ensemble
Ko, =K, h1—11 <i<a(C\C(@))),
ou ;(0 est un compact quelconque de [[;<j<a (~C\C ().
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Démonstration. — 1l suffit d’établir le développement pour z € Q' -2

71

0 < p<inf; ¢;<4(m—a)

tel que Ky 0 Q% © Qi ., Soit z€ Ky 0 Qi Si
Sj = S(Zj) = 0,
ona|z;| < exp(—(x+p)) et|zexp((;)| < 1 pour {; élément de I'inté-

rieur de S, ., donc

1

ey~ Ze R
A Jj

=(- l)a(zj) Zv,-za(zj) 0(z))" exp((— 1)=¢» v;6))-

Sig;==e(z;) = 1,0na|z;|>exp(a+p)et|z;expl;| > 1 pour §; élé-
ment de lintérieur de S, ., donc

1

7 = _Zx=1 z"exp(—v;E)
1—z;expg;

= (—1y Zv,-ze(z,) O (z)) " exp((— 1)°¢) v;6)).

Les séries ci-dessus étant normalement convergentes pour {; appartenant

5 2 ig s .
a un compact de lintérieur de S, ., (z fixé), on a
1

(I1—z;exply) ... (1—z4exply)
— (_ l)a(zl)+...+e(z,1)

X ZVEN", v;>e(z,) €XP((— v, G+ ..
F(= 1PV, ) (0(z )" ... (0(2)™).

Cette derniére série est normalement convergente pour { appartenant
3 un compact du polydisque ouvert

o,={zeC% |z;| <a;+p, 1<j<d},
si T, est 'unique prolongement de T a # (w,), on obtient :

Gk (T)(2) = Gx(T)(2)

R —
(I—zyexply) ... (1—z4exply)
= (= 1pEF D N a ey T(— 1D vy, L,

(=D v (O™ ... (0(z)™).
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La convergence uniforme sur K, n Qg% résulte des considérations
classiques sur les séries entiéres.

1.6.2. CoROLLAIRE (analogue a la proposition 1.4.4). — Une condition
nécessaire et suffisante pour que deux fonctionnelles analytiques, portables
par le polydisque K = []1<;<a S, soient égales est qu’il existe g,,. . ., g
(g;j=0o0ul, 1 <j<d) tels que, pour tout ve N’

T (=D Vs -y (— DV = Ty (= D vy, - ., (= D™ v,).

En effet, si cette condition est réalisée, G, (T;) et G, (T,) admettent

le méme développement dans Q! =% qui est un ouvert non vide de I’ouvert

connexe Q (K). Par conséquent, G, (Ty) = G (T), d’ou T, = T,.

1.7. Fonctionnelles analytiques représentables par des distributions a
support compact discret contenu dans Q

Dans ce paragraphe, on caractérise par leur transformée Gy (T) les
fonctionnelles analytiques représentables par des distributions a support L
compact discret contenu dans Q (K étant le produit des enveloppes convexes

de pr; (L)).

1.7.1. TaEoREME. — Soit T une fonctionnelle analytique portable par
un convexe compact K, de Q.

(A) Si la fonctionnelle analytique T est représentable par la distribution
Y1 <k<p Livi<i, M,y Oy, de support

L= (g, ...,0) (= (%1 ..., %) €Q,

v=(g,...,v)eNL N €C), alors les conditions suivantes sont vérifiées :
1° G, (T) est une fonction rationnelle A (2)/(By (zy)...B,(z4)) élément
de Ko (Q(Kyp)).
2° Pour tout 1 < j < d, B; est un polynéme en la variable z; de la forme

B;(z;) = Hk,«el,(l_ZjeXP“k,,j)ukj’j

avec I; sous-ensemble non vide de { L ...,p } et ukj,jeN*.

Réciproquement, si Gy (T) vérifie 1° et 2°, alors T =Yy 3\ <1 Mg, 85,
avec Be[[i<j<a { O, Ky € I o, 5 € pr; (Ko) }.
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(B) En particulier T est représentable par une mesure & support compact

discret < Q si, et seulement si, pour tout j, B;(z;) a ses racines simples.
Démonstration.

Les conditions sont nécessaires :

(A) Si T est représentable par Y i <x<, iy <, M,y Oy POUT |Z;| suffi-
samment grand, on a

v 1
GKo(T)(Z)':<21<k<pZ|V|Slk)"k,v8ak>l—[ (1—z expt;)>
15jsall—2; j

= 21sksp2|vg<zk(—1)lvl kk,vnlsjsd

d’ 1
<L) |

En remarquant que

dn l _ Pn(ZjexpC)
g 1—zexpl  (1—zjexpl)"+t’

ou P, est un polyndme de degré < n, on obtient :

Gk, (T)(2) = Zl <k<p Z|v| <u(— l)lvl M,y

P, (ziexpay, q) ... P, (zgexp oy ,)
(A—zyexpoy, )" ... (1—zzexpoy o)V ™?

D’ou le résultat en prenant pour B;(z;) le p.p.c.m. des facteurs
((1—z; exp 04 )" ) <k popy <

(B) Si T est représentable par ) f_, A, 3,, on obtient, par un calcul
analogue,
M

1 s
(I—zyexpay, ) ... (1—z4expay 4)

Gg, (D(2) = Zf:

et B;(z;) sera encore le p.p.c.m. des facteurs ((1—z;exp o ;)1<k<p

Les conditions sont suffisantes :

(A). Soit R(zy,...,2)) = A(zy, ..., 25)/B; (z,)...B; (z;) une fraction
rationnelle satisfaisant aux conditions de 1’énoncé. Pour chaque j, considé-
rons I’enveloppe convexe K; de I’ensemble pr; (L). L’ensemble K; est un
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compact de U. Soit K = [[;<j<q K;. Par hypothése, R est holomorphe
dans Q (K). D’aprés le théoréme 1.5.1, R définit une fonctionnelle ana-
lytique 7 = Gg' (R) portable par K. Afin de déterminer 7, nous allons

exprimer sa transformée de Fourier-Borel T au moyen de 1’énoncé suivant :

1.7.2. LEMME. — Soit ZueNd a, W* le développement dans un voisinage
de I’origine de C? de la fraction rationnelle (holomorphe dans un voisinage
de O) :

A(W)
[Ticical—c; W)™t . (=cj0, W)

ot ¢;,€eC\{0} et §;,eN.
1l existe des entiers M, ..., M, et des nombres Ay ,,...ks I

R(W)=

(kj < e;;1; < 8,5k, 1N, 1 < j<d) tels que, pour w; > Mj, on ait
V1+ll_1
av=Zl$k1<el,1$lj$5j,kj,1<j$dAk1,ll,...,kd,ld< ll_l X

l,—1
s Vet oy v Cotn
1,—1

Si Re# o (Q (K)) pour un certain convexe compact K = Q, on peut prendre
M; = 0 pour tout j.

Le lemme se démontre par récurrence sur d en utilisant la décomposition
standard en éléments simples des fractions rationnelles d’une variable.

Revenons au théoréme 1.7.1. D’aprés le théoréme 1.3.1, on a

Gro(T)(2) = ¥y ene TV) 2

dans un voisinage de I’origine. Gy (T) étant élément de #, (Q (Ko)) en
vertu du lemme 1.7.2, pour tout ve N¢ :

f(v) =Dk er;, 11 <SBkjs s 1<f<dA’“’l‘"""d’l"<VIZE;1)X
x(Vd';;EI 1>eXp(V1 U, 1) - - - €XP (Vg Uy, oy
Posons
F(Zys e 20) = Dajer,, 151 Smeg, 50 1< S0 Ak 1y b e (21;1_111—1>X
X <Zdzli; 1>exp(akl,1 Zyt Oy Za),

TOME 103 — 1975 — ~° 3



FONCTIONNELLES ANALYTIQUES 359

F est une exponentielle-polyndme qui coincide avec T sur N°. Or, cette
exponentielle-polynéme est la transformée de Fourier-Borel d’une fonc-
tionnelle analytique représentable par une distribution S de la forme

Y6 2yvi<ip Mo,y Op Mais S ) = f"(v) pour ve N’ donc T est représen-
table par S d’aprés la proposition 1.4.4.

(B) Enfin si R (Zl, ey Zd) = A (217 ey Zd)/(]__[1$j$d Bj (Zj))7 ou
Bj(zj) = ].__[kjelj(l—-zjexpakj,j)‘

Les coefficients du développement a I’origine de R sont donnés par

a,= Zk,-ez,-, 1<j<kAky, oo ka
X exp (0,1 V) - - - €XP (%, 0 Va)s

donc T est une exponentielle-polyndme a coefficients constants, et 7T est
représentable par une distribution de la forme ZB Ag 85, d’ol1 le théoréme.

Remarque. — Sous les hypothéses (A) (resp. (B)), T est une exponentielle-
polyndme (resp. exponentielle-polynéme a coefficients constants).

CHAPITRE 1I

Convolution d’Hadamard

Soit O I’anneau des germes de fonctions analytiques dans un voisinage
de I’origine de C%. Le produit de composition v, % v, de deux éléments v,
v, de 0, de représentants respectifs f; (z) = Y, cna @, 2% f2 (2) = Yy ena by 2%,
est le germe défini par la fonction (f; xf5) (z) = Y, cnaq, b, 2", analy-
tique dans un voisinage de zéro. L’espace vectoriel ¢, muni du produit x,
est une algébre commutative unitaire non 1ntcgre En particulier, pour
tout vy, Y2, ¥3, €0 :

— Y1 kY2 = Y2 % 7Y1;

= Y1k (Y2 * ¥3) = (¥q * V2) % ¥3;

— Y1 *(Y2+7¥3) = V1 * Y2t V1 * V3.

L’élément unité pour % est le germe de la fonction

1

Hl ,sa(l
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1 Zy Z4
Gl = (2i7t)"f1t,-|=rjf1 (t_1 U t_a>

dt dt
Xfolty, .ot — ... =2
1 t.z

pour z dans un voisinage de I’origine et r; assez petit (cf. par exemple [23]).

2.1. Transformation ¥

L’ensemble Ay = (Jxcq 4y des fonctionnelles analytiques portables par
un convexe compact de Q est un espace vectoriel. Considérons 1’applica-
tion 4 qui & T e Ag portable par K associe le germe a I’origine de Gy (7).
On remarquera que ce germe est indépendant du compact K (¢f. 1.3.1).

2.1.1. PROPOSITION. — L’application 4 : Ao — O est linéaire injective.

En effet, si T; (i = 1, 2) est portable par K; et a;€C, o, Ty +0a, T, est
portable par ’enveloppe convexe conv (K; U K,) de K; U K, qui est un
convexe compact de Q, et 4 (o, T;+a, T,) est le germe de

Geony (k1 uky) (@ Tyt+oy Tp) = oy Geony (k0 k) (T1) + 2 Geony (K1 U k) (T2)-
Enfin, on remarque que le germe de Geony (x,ux,) (73) est égal a celui de
G, (T), d’ou la linéarité.

D’autre part, si 4 (T) = 0, alors G, (T') = 0, d’ou T'=0 d’aprés 1.4.3.

2.1.2. PROPOSITION. — Soient T; (i = 1,2) portables par K; convexes
compacts de Q; si Ki+K, < Q, alors :

G(Ty* Ty) =9(T)*9(T).
Démonstration. — Le produit de composition de T et T, défini dans [14],

est portable par K;+ K,. D’aprés 1.3.4, ¢ (T;) admet comme représen-
tant la série ) _naT;(v)z' et 4 (T; xT,) admet le représentant
T T ~ ~
Y ena Tt % T, (V) 2°. On remarque enfin que Ty x T, (2) = Ty (2).7, (2).
2.1.3. LEMME. — Soient T; (i = 1,2) portables par K; convexes compacts
de Q tels que K;+K, < Q et K;—K,+K, < Q. On peut trouver :
Un polygone convexe c; entourant pr; (K,) et contenu dans U (on notera dj;
le domaine convexe bordé par c;).
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Un polygone convexe v; entourant le compact convexe d;+pr;(K,) et
contenu dans U de telle sorte que, pour tout j, I’ensemble

yj—¢;={o—-1;0€v;, 1€}
soit contenu dans U.

Démonstration. — 1l existe g5 > 0, 0 < € < g, tels que, pour tout j,
le 3 e-voisinage de pr; (K; — K, +K;) et I’e-voisinage de pr; (K;) soient
contenus dans U. On peut choisir un polygone convexe c; entourant pr; (K;)
et inclus dans I’e-voisinage de pr; (K;), puisque ce voisinage est convexe.
En choisissant ¢ suffisamment petit, on peut enfin assurer que U contient
’e-voisinage de d;+pr; (K,). On prendra alors y; contenu dans ce dernier
voisinage. La condition y;—c; = U est alors réalisée; en effet, c € y; peut
s’écrire ky+k,+u+v, ol ky epr; (Ky), kyepr; (Ky), |u| <s, |v]| <se,
et tec; peut sécrire ki+w, ou kiepr;(K;) et |w|<e; alors,
c—1t =k;—k+k,+u+v+w est un élément du 3 e-voisinage de

pr; (K,—K;+K;) = U.

Les polygones convexes c¢; et y; étant comme dans le lemme 2.1.3,
on pose C;=1_(c;) et I'; =1_(y;); D; sera le domaine bordé par
C;(D; =1_(d))).

Sit;eCjetz;¢l_(d;+pr;(K,) = D;.l_ (pr; (K3)), alors

z;/t; ¢ 1_ (pr; (K3)),

et on peut considérer, pour z fixé dans 4 = [],<;<a b (D;.1_ (pr; (K,))),
la fonction

(tyy -y t)EC X ... X Cyr> GKZ(T2)<ﬁ, i‘)
1 td
qui est continue, donc intégrable, sur C;x ... xC,. Il en résulte que
I’intégrale
(="
Qim)) cix..xc

z z,\dt dt
xGKz(T2)<t—1, J)A...J

b
1 ta/) by t

y GK;(TI)(tla ) td)

a un sens. En outre, cette intégrale définit un élément de
Ho Q ([ T1<j<a d;+pr1; (K)))).
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2.1.4. THEOREME. — Soient T; (i = 1,2) deux fonctionnelles analytiques
portables par K; convexes compactsde Q. Si K, + K, =« Q, K, — K, + K, = Q,
on a:

@ Gy, +x,(Ty % T3) (2)
_ (=1 1)’

(2l1t) CiX...XCq

z
xGK2(T2)<—1,

1y i

GKt(Tl)(tla e ey td)

zg\dt; dt,
Pt

pour z; €[ (D;.1_ (pr; (K,))), les C;, D; étant définis plus haut.

Démonstration. — Le second membre de (1) provient d’une fonctionnelle
analytique portable par K = [];<;j<a(d;+pr;(K,)) d’aprés le théo-
réme 1.5.1. Comme 7; x T, est portable par K, + K, < K, T{ x T, est
aussi portable par K. Pour conclure il sufﬁt de montrer que T =T, x T,

ce qui peut se faire en assurant T = T1 T2 D’apres le corollaire 1.4.2,
on a

roy = (2D
T =
© Qi
(—D"J dt)
X G, (T)(t) G (T
jrlx...xrd<(2in)d C1%...xCa K (T M) O (T 5 t
XCXP(_(C1Ing1+---+Ca10gza));,
ou
dz dz, dz, dt _dt, dt,
z oz oz t ot g
t=(ty, ..., 1) et E=<.Z_1,...,ﬁ).
t t, t;
Posons
z;=exp(—o,el; avec O;€Y;,
t; =exp(—1)€eC; avec T;€c;y,
alors,

logz; = —0; = —(0;—1;)—1; = log(exp(—(0;—1;)))+log(exp(—7;))
exp (=) +log(exp(—1)) = logﬁ +logt;
exp (—1;) t

j

= log
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(on remarquera que les conditions y;—c; = U sont intervenues ici).
Il vient, aprés permutation des intégrales (ce qui est légitime),

(=1
TO= Qin)

XJ; - Gy, (T) () exp (— (&, logt D)
x(ﬂ GK2<T2>(f)exp(— <c, logf>) f)ﬁ
Qin)*)ryx...xra t t z )t

(G loga)="{_ loga+...+E;loga,.

ou

Pour ¢; fixé dans C; (1 £j £ d), calculons l'intégrale

(=1

J(tl’ ceey tda C)=(2ln)d

XCXP<—(C110gé+ . ..+Cdlogz‘1>>fiﬂ...dz".

21 ta)) 24 Zy
Lorsque z; parcourt I';, z;/t; parcourt une courbe semblable I'; entiére-

ment située dans C, n ([ /- (pr; (K,)). Effectuons le changement de
variables u; = z;/t;. On obtient :

J(tla ~°-’tdaC)=’(——i

Qim)?
XJ i G, (T)(uy, -5 u)
TyX...xTq
. d d
xexp(—(@llogu1+...+Cdlogud>>—'ﬂ...i’.
U, uy

D’apres le corollaire 1.4.2, on a

J(tl""’td’C)=j:2(C)-
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Il en résulte que

(=1°
2 im)?

XJ Gk, (T)(ty, -5 10)
C1%X...XCq

XeXp(—(Cllogt1+ ...+, log t,,>>c% . ‘_iﬁ

1 tq

T = T, )

Soit T(0) = T, (). T, (©). D’ot le théoréme.

CHAPITRE III

Fonctions entiéres arithmétiques de type exponentiel

On étudie dans ce chapitre les fonctions entiéres f de type exponentiel
vérifiant f (N?) = Z en utilisant I’application Gy, introduite dans le chapitre I.
La méthode utilisée permet d’établir, directement dans C? les énoncés
connus dans le cas d = 1 (voir, par exemple [6]).

3.1. Espace 4,

On note A, I’espace vectoriel des fonctions entiéres de type exponentiel
transformées de Fourier-Borel d’une fonctionnelle analytique portable par
un convexe compact de Q.

3.1.1. THEOREME. — Soit fe # (C?) telle que, pour tout € > 0, il existe
une constante M, = 0 pour laquelle

) [f©O] < Meexp(He O +e|[C])  (CeC,

o1 K est un convexe compact non vide de Q, Hy la fonction d’appui de K, et
|| || une norme sur C%. Si f (v) =0, pour tout v = (vy, ..., vg) € N,
tels que v; = m; (1 < j < d), otr les m; sont des entiers > 0, alors f = 0.

Démonstration. — L’inégalité (1) exprime que f est la transformée de
Fourier-Borel d’une fonctionnelle analytique portable par X (cf. [10],
théoréme 4.5.3). La sous-additivité de H et de || || impliquent que la
fonction 4 (§) = f({+m) vérifie une inégalité analogue a (1); 4 est alors la
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transformée de Fourier-Borel d’une fonctionnelle analytique T portable
par K. D’aprés 1.3.4,ona

G(T)(2) = Lyena TW) 2"
=Y enah(V)z2' =Y, cnaf (vEm)z' =0

dans un voisinage de zéro. Donc Gy (T) = 0 et, d’aprés Dinjectivité de
G¢(1.4.3), T = 0; d’ou & = 0 et, par conséquent f = 0, d’ol le théoréme.

3.1.2. COROLLAIRE. — Le réseau N* privé d’un nombre fini d’éléments
est un ensemble d’unicité pour la classe A,

3.1.3. PROPOSITION. — Soit ® un domaine de Runge convexe contenu
dans Q. Pour tout multi-entier, m = (my, ..., my) e N, le systéme
(exp < Vv, £ D)y ene, v;5m, €5t total dans # ().

Démonstration. — 11 suffit de démontrer que si p est une forme linéaire
continue sur J# (o) nulle pour tout élément du systéme considéré, alors
p = 0. La forme p définit une fonctionnelle analytique T portable par un
compact convexe K = ®. En effet, d’aprés la continuité de p, il existe un
compact L < ® et une constante M, > 0 tels que, pour tout g e # (®);

|[<m g>| < Mysup,..|g(2)].

Alors, si K est I’enveloppe convexe de L, K est un compact convexe contenu
dans o et, a fortiori,

[<m g>| <Mpsup..x|g(z)|  (ge# (0).
Dans ces conditions, la restriction 7' de p au sous-espace # (C%) de # (w)
vérifie
[<T, h)| < Mysup,.x|h(2)|  (het (C?)).
Si ' est un voisinage relativement compact de K, on a
I<’T,h>l<Mm’supzem’lh(z)l (hE%(Cd)),
ou M, = M;. Ainsi T est portable par K, et I’hypothése implique que la
fonction T e Ag, vérifie T (v) = 0 pour tout v e N* tels que v; > m;. D’aprés
le théoréme 3.1.1, 7 = 0, donc T’ = 0. Comme p est I'unique prolongement
de Ta# (), onap = 0, d’ou la proposition.
La proposition 3.1.3 est & rapprocher d’un résultat de RoNkIN [19].
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3.2. Espace & (K)

3.2.1. DEFINITION. — Une fonction entiére de type exponentiel f est dite
arithmétique si f (N%) c Z.

3.2.2. NortaTiON. — Si K est un convexe compact de Q, on note & (K)
I’ensemble des fonctions entiéres arithmétiques transformées de Fourier-
Borel d’une fonctionnelle analytique portable par K.

Nous nous proposons d’étendre a plusieurs variables, et par une méthode
directe, certains résultats figurant dans un travail de C. Buck [8].

3.2.3. THEOREME. — Soit K un convexe compact tel que, pour tout
5 1<j<d, L;=1, (prj (K)) soit un compact de diamétre transfinit (L;)<1.
Alors tout élément de & (K) est de la forme

2 FLCI )

— Z1 Zd
= Zl&kJSq,,1$dePkl, ka(Z1s o 2Dk e it

oit Py, ..., k, est un polynéme, et c; , un entier algébrique situé, ainsi que
tous ses conjugués, dans L;.

Démonstration. — Soit T la fonctionnelle analytique élément de Ay
telle que T= f. Considérons la forme linéaire T sur # (C%, définie par
4 Iv’ h)=<T, h >, ou h ©) = h(-=0); T est une fonctionnelle analytique
portable par —K; en effet, I'inégalité | f‘(C)l < M, exp (Hp) ©)+e||¢]]s
implique | (7)) | < M, exp (H_ @+ |E]). On a (D" ©) =S
La fonction G_ (T) (z) élément de 5, (Q (— K)) admet a l’infini le déve-
loppement

(=n? G—K(’i/‘)(z) = ZveN“,Vﬁl(T)—S—V)

vy o)

veNd, v;=1 "7
z

= ZveNd,VjZ

Un résultat de MARTINEAU-SEINOV ([15], [20]) affirme que si une fonction
holomorphe dans [|y<j<a(c F; (00 F; est un compact polynémialement
convexe de diamétre transfini v (F;) < 1) nulle a Iinfini et admet, a infini
un développement a coefficients entiers, alors cette fonction est une fraction
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rationnelle de la forme
A(zg o -.s 29)
(3) ML s fd) s
By(zy) ... By(z)
ot A et les B; sont des polynémes a coefficients entiers, les B; étant de plus
unitaires.

On peut remarquer aussi que les racines des polyndmes B; sont des entiers
algébriques situés dans V.

Il en résulte, ainsi que des hypothéses faites sur fet sur K, que la fonction
G_g (T) est une fraction rationnelle de la forme (3), les racines c; , des B;
(qui sont des entiers algébriques) se trouvant dans /_(pr; (— K)) = L. (pry(K))
(donc non nuls).

Soit

Bj(zj) = Z;{lj‘l"aj,mj_l Z;nj_1+ PP +aj’ 1 Zj+aj’0 (aj,kGZ)
= (z;=c;, ™" (zj=c,) Y
=B;(0)(1—y; 1z)"" ... (1=y; 42> ¥,
ou
1
Yijk=—"-
Cj’ k
Ainsi,
G_k(T)(2)
A(zy, ...y 29)

B (H1<j<dBj(0))(n1 <j<a(1 =751 Zj)sj’ o (I—Yj,quj)sj’qj) .
D’aprés le théoréme 1.3.1, le développement a I’origine de G_ (f‘) est
Gx(D@ )
= ZVGNd(T)A z'= ZveNdf(v)ZV = ZveNdf(_V)Zv-
11 résulte alors du théoréme 1.7.1 que
J;/(Z) = (%) A(Z) = Zx <k;<aj, 1<y<kp, 1<i<d Ak, 10, oika, la (ZIZI_I;_1> X

zg+ ;-1\ .
o Yiky oo Yalkas
l,—1

d’out

. —zy+1, -1
f(z)=21<k < 1<k 1<'<dAk i ka, !l ! ! X
1S4y LSESKyy 1STS 151y eeeekayla 11_1

— I,—1
X Zd+_" ke i
I,—1
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on en déduit la relation (2), en posant

Py, oka(Zes oo s 2d)
=Z A _Zl+ll_1 —Zd+ld_l
1<lSkj, 1<j<d“Fky, 11, oeiika, la ll_l LY ld_l 5

d’ou le théoréme.

3.2.4. COROLLAIRE. — Si K est un convexe compact de Q tel que pour
tout j, il existe m; > 2 pour lequel pr; (K) est contenu dans Iintérieur du
convexe E, = {ze U;|e*~m;| <1}, alors tout élément de & (K) est
de la forme

f(zy, ., 29) = P2y, ..., z)mi ... my,

ou P est un polynéme.

La démonstration utilise le lemme suivant.

3.2.5. LEMME (cf. [8]). — Si P (z) est un polyndme unitaire d coefficients
dans Z et S = { ze C;| P(2)| < 1}, les seuls entiers algébriques contenus,
ainsi que tous leurs conjugués, dans S sont les zéros de P. Les seuls entiers
algébriques contenus, ainsi que tous leurs conjugués, dans S sont les zéros
de P et les racines de P™ = 1 pour un certain m € N.

Le compact L; = I, (pr; (K)) est contenu dans le disque ouvert centré
en m; et de rayon 1, donc le diamétre transfini de cet ensemble est < 1
(on rappelle que le diamétre transfini d’un disque fermé de rayon r est égal
a r). Les entiers algébriques pouvant étre situés ainsi que leurs conjugués
dans L; sont a choisir dans ceux se trouvant dans le disque ouvert centré
en m; et de rayon 1. Le lemme 2.2.5, appliqué au polynéme z—m;, permet
de conclure que le seul entier algébrique possible est m;, d’our le corollaire.

3.2.6. LEMME. — Soit F,(a) = {zeC;|z—a|< letRez >a—1+¢},
onacRet)<e<l1.
Le diamétre transfini de F, (a) est < 1.

En effet, le diamétre transfini © de F, (a) est égal a sa capacité logarith-
mique, celle-ci est égale a la capacité analytique v = y (F, (a)) de F, (a)

27 27
ou / est la longueur du bord de F, (a) (¢f. [25], app. I, prop. 3.6 et 3.8).
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3.2.7. CoROLLAIRE. — Si K est un convexe compact de Q tel que, pour tout
Jipr;(K) = Ey = { ze U; | €| < 1}, alorsles c;, yde(2) vérifient cbi¥ = 1
avecp; €N.

En effet, il existe 0 < & < 1tel que, pourtoutj, L; = I, (pr; (K)) < F (0),
donc le diamétre transfini t (L;) < 1 d’aprés 3.2.6, et toute fe & (K) est
de la forme (2) d’aprées 3.2.3. Les seuls entiers algébriques situés ainsi que
tous leurs conjugués, dans L; sont a choisir parmi ceux se trouvant dans le
disque de centre O et de rayon 1. Le lemme 3.2.5, appliqué au polynéme
P (z) = z, permet de conclure.

3.2.8. COROLLAIRE. — Si K est un convexe compact de Q tel que, pour
tout j, pr; (K) c E; = {ze U;|e*—1| < 1} alors les ¢, , de (2) sont de
la forme 1+exp (2 i m r; ) avec r; , rationnel de )—1/2, 1/2(.

Méme démonstration que ci-dessus en remplagant F, (0) par F, (1) et
en prenant P (z) = z— 1. Remarquons que les racines différentes de O de
P"(z) = 1 sont 1+exp (2 ik n/n) (—n/2 < k < n/2).

3.2.9. COROLLAIRE. — Soit f une fonction entiére arithmétique vérifiant

[f(z1s - sz | S Mexp(oy | zy |+ ... + 4] z4])s
avec
0<o;<a, (1<j<d), M=Cte>0.

Alors f est de la forme (2).

Si o; < 0,8,¢;  est un élément de {12, (3+i\/3)/2, (3—1\/33/2}
pour tout k.

Si a; < |log (3+i\/§)/2 |, cj, « est un élément de { 1,2} pour tout k.

Sio; < log2,c; = 1pour tout k.

En particulier, si o; < log 2 pour tout j, f est un polynéme.

Pour la premiére partie, remarquons que la fonction f est la transformée
de Fourier-Borel d’une fonctionnelle analytique T portable par le poly-
disque K =[]i<j<a S, o S, ={zeC;|z|<o;}. En effet, la
fonction d’appui de K est Hy (z) = a; |z; | + ... + a4 z4|, et I’hypo-
thése faite sur f implique I'inégalité |f(2)| < M, (exp Hy (2)+¢ ||z,
ol M, = M pour tout g; d’ol I’affirmation ci-dessus (cf. Introduction).
Le diamétre transfini de L; = I, (pr; (K)) = I, (Saj) = Uaj est < 1 pour
a; < o (¢f. Introduction et [16]). Le théoréme 3.2.3 s’applique. La seconde
partie résulte des calculs faits par CHARLES Pisot [16] dans le cas d’une va-
riable. Le résultat ci-dessus est a rapprocher d’un énoncé de A. BAKER [4].
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3.3. Espace #,, , (C?)

On note #,,, , (C?) ’ensemble des fonctions entiéres vérifiant

|f(z1e - s z)| S Mexp(oy |z |+ ... + 04| za]),
avec
0<o;<log2 (1<j<d), M=Cte>0.

3.3.1. PROPOSITION. — Toute fe# ,, 5 (C*) se développe selon

3 f@) =YyeneA () Py (2),

développement uniformément convergeant sur tout compact de C%, ot

Pv(z) = Pv; (Zl) LR Pvd(zd)’
avec

_u—=1)...(u—n+1)
n! ’
v

Av(f) = ZOSBJ<VJ, 1<j$d<l3)(_'l)lvI -l B'f(B) (V9 BENd)~

Pour tout max;<;<g o; <o <log2, il existe M,>0 telle que
[A, (f)| < M, (e*—1) IV (v e N9).

Démonstration. — On a

@ exp{{, 2> =Yyenal(exply—1)" ... (expl,— 1) P, (2),

ou la série converge, pour z fixé, uniformément sur tout compact de 1’inté-
rieur du polydisque C(0, oy, ..., o;). Cela résulte du développement
analogue établi (par exemple dans [6]) pour le cas d’une variable et la pos-
sibilité de multiplier des séries absolument convergentes.

Soit T la fonctionnelle analytique portable par le convexe compact
C(,ay, ..., q) telle que 7= f. Si maxa; < oo < log2 on a, pour un
M, >0,

®) ]<T,h>l<Masuplz,-|<u,1Sj$dlh(z)|'

En particulier, si 4 (§) = exp < §, z >, I’égalité (4) implique la relation (3),
et I’inégalité (5) donne

IAv(f)l = |< T,HISj$d(expCj—1)Vj>|
< M, supg| <a, 1<j<a| [ Ti<j<a(expg;—1)" |»
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d’ou
[A, ()] < M, (=DM,

Remarque. — Dans le cas particulier ou f est arithmétique, élément de
Hrog 2 (C%, on retrouve le dernier point du corollaire 3.2.9. En effet,
A, (f) estun entier, dont la valeur absolue est < 1désque M, (e*—1) ¥ <1

3.4. Cas ou f est périodique

3.4.1. THEOREME. — Toute fonction fe A,, périodique par rapport a
chaque variable z; et de période m; e N\ { 0 }, est de la forme :

2ink,z
d
f(z)=Z(—mj/2)<k_,<(mj/2),1<deAk1,....kdexp<—' p=1—mu .

14
Démonstration. — Soit T la fonctionnelle analytique portable par un

convexe compact K de Q telle que T = /- Le développement a ’origine de
la fonction G (T') peut s’écrire :

Gx(T)(2) = Lyenaf (V) 2"
= 20<v1<m1, 1sjsaZﬂeNd
Xf(Vi+ By My, ooy VatBamy)zy <Pime | gyax Bama
= Zosvj<m,-, 1<j<a S(V) z" ZBEN"(Z';”)'}I e (Z.':nd)ﬂd
= 20<v,-<m,- 1<j<df(V)ZV
S (=27 (=239,
Rappelons que la fonction G (T') est holomorphe dans

Q(K) = [I1<;<ab (I (pr;(K))).

3.4.2. LeMME. — Dans ouvert V = ([[1<j<a (C\E)) ) Q(K) (oix
E; est ensemble des racines m-iémes de I'unité), la fraction rationnelle
_11 - Zosv,<m,, 1 sjsdf(")zv
Q0 (A-z{)...(1-z")

est égale a Gy (T).
Démonstration. — L’ensemble V est connexe; en effet, il s’écrit aussi :
(H1 <j<d ’: E]) N (H1 s;sd[: - (Pr (K)) = 1—[1\]\11 [(c EJ) Y (l: I- (pr (K)))]
= nlsjsd I: (Ej vl (Prj(K)))
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qui est un produit d’ensembles connexes. Les fonctions Gy (T') et P/Q sont
holomorphes dans ¥, et coincident dans un voisinage de O contenu dans
V, d’ou le résultat.

On en déduit deux lemmes.
3.4.3. LeMME. — La fraction rationnelle P|Q est holomorphe dans Q (K).
3.4.4. LEeMME. — On peut écrire :

P A(zg, ...y 29)
0 Hlsjsdn(—m,/2)<k,-<(m,-/z)(1"eXP(—zikjﬂ?/mj)Zj))’

ot A est un polynéme.

Si m; est impair,

me 2ik;m
1—ZJ'J=H(-mj/2)<kj<(mj/2)<1_exp<_ : >zj)-

m;

Si (ay, ..., o,) sont les indices j tels que m; soit pair, on constate que

20<v,<m,, 1<j<af (V) 2"

A(zl’ e Zd) - (1+Za1) .- '(1+za")

est un polyndme. En effet, dans un voisinage convenable V; du, point
(-1, —1, ..., —1) e Q(K), la fonction A est holomorphe dans V; privé
de I’ensemble analytique

W={zeV;;(+z,)...(1+z,) =0},

et admet comme prolongement holomorphe dans ¥, la fonction

2ik;m
Gx(T) (Z)H1 <j<d H(—mj/2)<k,<(m,~/2) <1 —exXp (— z )Zj> »

m;

on en déduit alors aisément que A est un polyndme.

D’aprés le lemme 1.7.2, on peut écrire :

S = Z(—m,/2)<k,~<(m,/z), 1<j<dAk,, e ka

© xexp(-— f,=1<2ik”n>vp)(veNd).
m

14

TOME 103 — 1975 — ~N° 3



FONCTIONNELLES ANALYTIQUES 373
Soit 4 (z) la fonction obtenue en remplagant v, par z, (I < p < d) dans
le second membre de (6);  coincide avec f sur N¢, et
|h(z)| < Mexp(oy |z |[+...+04]zs]) (M= Cle>0),
avec O = MAaX(—p 2)<k;<(my2) 2| kj | ®)/m; < m. On conclut par le

théoréme 3.1.1.

CHAPITRE 1V
Quotient d’exponentielle-polyndomes
4.1. Un probléme de division pour la convolution d’Hadamard

Afin de résoudre le probléme de division des fonctions exponentielle-
polynémes, nous allons étudier tout d’abord un probléme de division dans
I’algebre @ des germes a 1’origine des fonctions holomorphes pour la convo-
lution d’Hadamard.

4.1.1. THEOREME. — Soient donnés :

@0<o;<m4d(l <j<d);

(b) Y le germe a Porigine de la fraction rationnelle

A(z)
Hlsjﬁd(l_cj,l Zj)ﬁj’1 e (1_Cj,ijj) 8Py
oucj €U, =1_(5)(S, = {ueC;lu| <o }), et le degré du poly-
nome A par rapport a z; est inférieur a 8;, + ... +9;, , pour tout j;

R(z2) =

b

(¢) v le germe a origine de la fraction rationnelle

W
S(Z)=lezs #0,
q(1_21 eXp [31, Y (l_zdeXPﬁz,d)

ot n; # 0 et exp (B, ) € U,, pour tout k;

(@) vy le germe a lorigine d’une fonction He Ao (Q ([[1<j<a Sa))s
H # 0, telle que :

YR = Y¥s *XYn-
Alors H est une fraction rationnelle de la forme
C(2

1 b
M 0:(z1) ... Qu(zp)
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avec Q;(z) = [l1<i,<m, (;=C;, )" our Pensemble {(j, 1, ..., Cjm }
est lensemble des (exp By, )/c;, . € U,, §;=max;q <p, 8 i, et 0°C
en la variable z; est strictement inférieure au degré de Q; = m; s;.

Démonstration. — Nous commengons par étudier le cas d’une variable.

On notera :
A(2)
2 =
@ R (l—clz)s‘...(l—cpz)al”
3) S@=Yicica—a—  (£I'=B# B0,
1—zexpB,

et on écrirera « au lieu de a.

Soit C = I_ (c¢’), ou ¢ est un polygone convexe contenant S, dans son
intérieur et contenu dans lintérieur de S, ,, pour € > O tel que 2 a+¢ < 7.
Pour tout z fixé, | z | < exp (— (2 a+¢)), la fonction ¢ H (z/t) est holo-
morphe dans I'intérieur de U, , et continue sur U, ..

Les fonctions S,R,H étant holomorphes dans [ U,, et nulles & D’infini,
d’aprés le théoréme d’inversion 1.5.1, il existe des fonctionnelles analy-
tiques T, Ty, Ty, portables par K = S, telles que G (Tg) = S, Gx (Tp)=R,
Gy (Ty) = H dans [U,. Or S,—S,+S, = S3, = U. D’aprés le théoréme
2.1.4:

-1 z \dt
@ Gy, (Ts* Ty)(2) = (—) Gs, (T3) (1) Gso (T) (—)—,
2in)c t)t
pour z ¢ U,,, ., condition impliquant z¢ D.I_ (S,), ou D est le domaine
bordé par C.

4.1.2. LEMME. — L’égalité yg x Yg = Yy implique

Gs,, (Ts % Ty)(2) = G5, (Tr) (2)
pour z € [ U,,.

En effet, en considérant I’application ¢ introduite dans le paragraphe
2.1, la premiére égalité peut s’écrire % (T5) x 4 (Ty) = 9 (Tg). D’aprés la
proposition 2.1.2, 4 (Tg) x 4 (Ty) = 4 (Tsx Ty), la condition S,+S,= U
sur les porteurs étant vérifiée. En vertu de ’injectivité de 1’application ¥
(proposition 2.1.1), on a Tg % Ty = Ty, d’oll le lemme.
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La relation (4) peut s’écrire :

GS,, (To) (2) = (2”13

c’est-a-dire

)

Gsc,(Ts)(t)Gsa(TH)( )‘i’ (2¢Usrd)

( 1) S(t)H( )"i’

La fonction sous le signe somme est, pour tout ]zl <exp (—2a+¢)
fixé, méromorphe en ¢ dans U_,,, et ses pdles sont les pdles de S qui se
trouvent tous dans U,. Compte tenu de (3), ’intégrale (5) se calcule par la
méthode des résidus, et 1’on obtient :

©) RG) =YicmH(zexpp),  |z| <exp(—2a+te).
Remarquons que les deux membres de (6) sont holomorphes dans [ U,,.

L’égalité (6) qui a été démontrée dans le disque |z| < exp (—2 a+¢)
est encore vérifiée dans [ U,,, car ce dernier ensemble est connexe et contient
le disque ci-dessus (nous verrons plus loin qu’elle est vérifiée partout).

4.1.3. LEMME FONDAMENTAL. — La fonction H se prolonge en une fraction
rationnelle dans C, ses pdles étant dans U,.

Démonstration. — Si ’ensemble des ¢; = exp(—f;),1 <j<gq, est
réduit 4 un point, le lemme est évident d’apreés (6).

Soit &# I’ensemble des B > 0 tels que, pour tout B’ > B, il existe une
fonction M méromorphe dans [:UB, telle que les restrictions de M, et
H coincident dans ([ U,) n ([ Uy); # est évidemment non vide, et on vérifie
aisément que # = (a,+ oo (, ol a est la borne inférieure de &#. Envisageons
les deux cas possiblesa = Oeta > 0. .

(A) Cas a=0. — Dans ce cas, H est méromorphe dans C\ {1}; soient
t;=-exp(—PB;) = pjexpif;(—a < 0; < o). Posons ¢;, = po exp i 0, avec
po = max p;et0, = max { 0;; p; = po }. Alors, pourj # jo, u; = t;,/t; #1,
et H est méromorphe en u;. Le premier membre de (6) étant défini et holo-
morphe dans le complémentaire de {c;', ..., ¢, '} et le deuxiéme

p

membre dans le complémentaire de {¢,,...,1¢,}, la relation (6) est
vérifiée dans le complémentaire de E = {¢, %, ..., ¢, % 1y, ..., 1, }

pour t; z¢ E, on a
tjoz
R(tjoz)=”'joH(Z)+Zj¢jo,1$quujH t— s
J
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d’ou

H(z) = LR(tjoz)—Zj¢jo,1<j$q ﬁH(t—j"—z),
Hjo Jo L
relation valable dans un voisinage convenable du point { 1 }. Il en résulte que
H est méromorphe dans un voisinage de {1 }. D’ou le lemme, dans le cas
a =0, en vertu du fait qu’une fonction, méromorphe dans C et nulle a
I’infini, est une fraction rationnelle.

(B) Cas a > 0. — Nous éliminons cette possibilité au moyen des deux
lemmes qui suivent (leur démonstration étant standard).

4.1.4. LEMME. — Si, pour tout z, appartenant @ la frontiére 0U, de
U, = 1. (S,), il existe un disque ouvert non vide C (z,) centré en z, tel que
H se prolonge en une fonction méromorphe H, (z) dans €U, v C(zo),
alors H se prolonge en une fonction méromorphe dans [:UB pour un B < a.

4.1.5. LeMME. — Pour tout zy € 0U,, il existe un disque ouvert non vide
C (zo) centré en z, et un prolongement méromorphe H, de H a Iouvert
€U v C(z0)-

4.1.6. Fin de la démonstration du théoréme 4.1.1 dans le cas d’une variable.
— La fraction rationnelle H (z) de I’énoncé du théoréme 4.1.1 dans le cas
d’une variable se décompose en éléments simples selon

Av, u
(z—a)*’

H(Z) = Zl svSrZI <p<rty

avec o, # o,, si v; # v, et 4, # 0. En outre, les conditions suivantes
sont vérifiées :

1° Pour tout 1 < v < r, il existe / et 7 tels que o, = exp (B,)/c,-
20 TV < maxlgksp 8" = S.

(Ces derniéres conditions permettent d’écrire la fraction H (z) sous la
forme C (z)/Q (z) annoncée dans le théoréme 4.1.1, ol

0(2) = H1 <igm(Z—8)°
avec {{;, ..., (, } I'ensemble des exp (B))/c; € U,.)

(A) Démonstration de la condition 1°. — D’aprés 1’étude faite antérieu-
rement, on a 1’égalité

R(z) = 21 <i<q W H (zexp B)
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pour tout z distincts des poles de R. Il vient donc :

A(z2)
(A—c,2)... (1—c¢, z)%»
wexp(—pB) Ay,
(z—exp(—B)a,)

Si la condition 1° n’est pas vérifiée, on peut trouver v, tel que, pour tout
I, a, exp (—B,) ne soit pas I'un des 1/¢;. Soit I = {v,, vy, ..., V, } l'en-
semble des v qui vérifieraient cette derniére propriété. Alors :

R(z) =

= ZlSvsr, 1<p<1y, 1<I<g

wexp(—up)A4,,,
(z—exp(—Bpay)*
wexp(—pnB)4,, n
(z—exp(—Bpa)*

R(2)= Y1, 1<psr, 1<1<q

+Zv¢l, 1<p<ty, 1=<I<g
= 21 +22.

Le X, représente une fraction rationnelle sans pdle, et nulle a 1’infini,
donc identiquement nulle.

Posons

A Hoedo@(S).

H z)= v Su<1ty s
0(2) Z¢I,1<u< Z—a,)"

il existe une fonctionnelle analytique Ty, (d’aprés le théoréme d’inver-
sion 1.5.1) portable par S, telle que H, = Gg_(Ty,). Par un argument
analogue a celui utilisé dans le lemme 4.1.2, on voit que

GSZa(THO* T:S) (Z)
=(;.1‘) GSa(TS)(t)GSa(THO)<E>g (|z|<exp(¥2a+a))
2imJc t)t
= 21 <i<qiHo (zexpBy).

Cette derniére expression est égale a £, = R (z). Donc, en considérant les
germes & ’origine de R (z) et de G, (Ty, * Ty), on obtient :

G (Tyx Tg) = 9(Tp) = 9 (T x Ty),
d’ol, puisque ¥ est injective (2.1.1) :
Ty * Tg = Ty x Ts.
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Par la transformation de Fourier-Borel, il vient :
Ty, Is=Ty. Ts.
L anneau des fonctions entiéres étant intégre et T # 0, on en déduit

THO = TH, donc Ty, = Ty et Hy = H. D’ou une contradiction avec le
fait que o, , ..., o, sont des pdles effectifs de H.

(B) Démonstration de la condition 2°. — On vient donc d’établir que,
pour tout v, il existe un o tel que o, = C, par suite la fraction H peut s’écrire,

B, _Zo,p
(2=
ou J est I’ensemble des indices 6 (1 < o < m) tels que { soit un pdle de H,
et B, . # Opourceld.

Si la condition (2) n’est pas vérifiée, le sous-ensemble K de J des o tels
que 1, > s est non vide. La relation fonctionnelle

R(2) = 21 <i<q W H (exp (B) 2)

H(Z) Zce] 21 <pu<s1o

devient :
pexp(—pB)Bs, .
(z—exp(—Bn &)

EI
— “oe K, 1Sps1s<s, 1<Isq

R(z) = Zcej, 1<p<tq, 1<I<g

+EceK 1<p<s, 1<I<q
+Z/I/

ceK,s<p<1q, 1<I<q*

" est une fraction rationnelle nulle a4 I’infini et sans pdle. En effet,
un exp (—B);,, o€ K, s’il est pole de R ne peut figurer dans le second
membre qu’a un ordre < s et, s’il n’est pas pdle de R, c’est un péle fictif
de X' +X"et X",

Comme précédemment, posons

B B
HO(Z) ZGEJ\K 1Spu<tesSs ;. . oH ZGEK 1<pu<s b

(z—=C)" ’ (z—Co)"

Les mémes calculs que ceux faits pour la démonstration de la condition 1°
conduisent a 1’égalité H = H,, d’ou le théoréme 4.1.1 dans le cas d’une
variable.

4.1.7. Démonstration du théoréme 4.1.1 (cas général). — On raisonne
par induction; I’amorce de la récurrence venant d’étre faite dans le cas
d’une variable.
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Soient :
S(Z)=ZveNdavas H(Z)=ZveNdvav, R(Z) =ZveNdchv’

les développements respectifs de S, R, H dans un voisinage de
O (|z;| < exp (—ay), 1 <j < d convient).
La relation y, = y5 % vy se traduit par

v _ v
ZVENchZ - ZveNdav va .

Fixons (z,, ..., z,), et ordonnons en z,; en notant v’ un élément de N“~1,
Vi=(Vy ...,V etz =(z, ..., 2)€C 1, on obtient :

® Z\O;: =0 (Zv Civi, v (Z/)v’) zy' = Zfﬁ =0 (Zv Avy, v b(v, V) (ZI)V’) Z‘i‘ .
On en déduit :

(9) ZV’ Cvi,v) (Z’)Vl = Zv’ a(vl, v’) b(v1 , V') (Z’)v’
= (ZV' a(Vl s V') (ZI)V,) * (Zv' b(v1 , V') (ZI)V’ )

pour tout v, e N.
D’autre part, soit

dj, kj
P;(z)) = [Ti<k<pi(1=cj 4,2,
ona

Ag 1, (2)
Py(z)) .. Pi(z)) R(Z1s -« 320) = Yt <ho<pn Dt <l <on, by —— e 2 2

(I—cq,x, Z1)ll
ou A, 4., (2) est un polyndme en z’ dont le degré pour la variable z;
(2 < j < d) est inférieur au degré de P;.
Dans un voisinage de zéro, on a donc
(10) R(zyy oy 29)

— Yo Z
- vi=0 1<k;<pi1, 1<11<8;,ky

v+, -1\, Vi
e

De méme, on peut écrire :

(11) S(zqy -5 2g)

3o (Trere oDV B, o "
vi= T (1—zyexpBy,0) . .. (1—z4exp By, )

Al,kl,ll ()
P,(z;5) ... Py(zy)
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En comparant (8), (9), (10), (11) et en remarquant que le coefficient de z},
dans le développement de S ordonné selon z,, est :

ZVENd‘1a(v1,v’)(zl)V’ (lzjl < exp(—aj)9 2 SJ < d),

il vient, pour tout v, e N :

NAZE TR AP
(12) ZISIuSpl,1$l;$81,k1A1,k1,l1(z)( 111_11 >C1,k,

P,(z;) ... Py(zp)

— (Zlgqu HjexXp (VI, '31', 1) )*(Zv’ b(vl, ) (z/)v') )

(I—z,expB; 5) ... (1—z,exp Bj,d)

Les deux premiers ), figurant dans (12) représentent des fractions ration-
nelles R, et S, de la forme générale considérée dans I’énoncé du théoréme
pour d—1 variables z' = (z,, ..., z;). Pour pouvoir appliquer I’hypothése
de récurrence, il suffit de prouver que le dernier ) figurant dans (12) est le
développement au voisinage de 1’origine d’une fonction

H,, (Z)eHo(Q (Hz <j<d Saj))-
Or, d’aprés la formule de Cauchy, on a, si | z; ] <exp (—a)2<j<d),

H(zl’ Z,)

vi+1

nv’ 1
Zv’b(vl,v’)(z) =

2im) |z(|=p<exp(—ar) Zj

le.

L’intégrale figurant au second membre de (13) définie une fonction H,, (z")
élément de #o (Q ([]2<j<a S, ) (arguments classiques). L’hypothése
de récurrence est donc applicable, et H, est une fraction rationnelle, {élé-
ment de #, (Q ([[2<j<a S,), de la forme

C,,(z")

14 .
0,(z5) ... Qa(z)
Ona
H(zyy ooy z)) = Z:?.=OHV1(Z')Z‘{1 (izjl <exp(—ay), 1<j<d)
1 N vt
Ym=0Cy, (2) 21

B 0,(25) .. Qu(z)

La derniére séric converge uniformément sur tout compact du polydisque
{|z;] <exp(—ap, 2<j<d} pour z; fixé |z | < exp (—a,). Les
coefficients C, (z) étant des polynémes dont le degré en z; (2 < j < d)
est inférieur au degré de Q; la somme de cette série représente un polynéme
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P, (z') vérifiant cette derniére inégalité sur les degrés. Evidemment on a
la méme conclusion par rapport a chaque variable.

On en déduit que H est, dans le polydisque | z; | < exp (—a;) une fraction
rationnelle séparément par rapport a chaque variable. 1l en résulte que H
est, dans ce polydisque, une fraction rationnelle X par rapport a I’ensemble
des variables en vertu d’un énoncé bien connu (cf. [7], chap. IX, th. 5).
Cela implique que H est une fraction rationnelle partout. En effet, H et X
coincident dans I’ouvert connexe Q ([[;<;<a S,,), et X prolonge H en
dehors de cet ouvert.

De plus, Q,(zy) Q,(z,) ... Q4(z)) H(zy, ..., z;) est un polynéme
par rapport a chaque variable et, par conséquent, est un polyndme c (z)
de I’ensemble des variables, donc

H 10 =+ > = —’C(Z)— s
¢ & 0:(z1) ... Qu(zy)

d’ou le théoréme 4.1.1.

4.2. Quotient d’exponentielle-polyndmes

4.2.1. THEOREME. — Soient

JL IS ) =Zx<kquk(zu coenzg)explag, z)
(ak=(ak,13 ~-~’ak,d))

et

g(zy, v 2g) =21s1<pl‘-zeXp<ﬁz’ z2yBi=B1 ---» Bz,a)),

deux exponentielle-polynémes la seconde étant d coefficients constants (u; # 0,
1 < I < p). Si le quotient

hzg ..., z) =T G100 20
g(z4, - 15 29)
est une fonction entiére, alors h est une exponentielle-polynéme.
Démonstration. — Soit 8 une fonction entiére dans C? et A > 0. On pose
0,(z2) =0(L2).
Si
8(z) =2, Qi(z)exp < by 2D b=y, 1 - s b,,d)eCd)
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alors
0,(2) = Zl Q;(hz)exp{Ab;, z)

est aussi une exponentielle-polyndme pour tout A > 0.

Par ailleurs, si 6 est une fonction entiére de type exponentiel < =, 9, est
de type exponentiel < A 7.

Sous les hypothéses du théoréme, la fonction 2 = f/g est une fonction
entiére de type exponentiel d’aprés un théoréme de Lindeldf (cf. par exemple
[1]). Pour montrer que 4 est une exponentielle-polynome, il suffit de démon-
trer que, pour un certain A > 0, /4, en est une.

On choisit A assez petit pour pouvoir appliquer le théoréme 4.1.1. Si

|h(z)| < MexpB(|zy|+...+|z])
et

M’ =max, ;[ |a ;| [Br,;]];
on prend A, > 0 de telle sorte que
max (Ao M’, Ao B) = & <§.
On a alors :
| o (2)| S Mexpa(|zy|+...+|z4]) < Mexp(Hg(2)+€]| z|])
pour tout € > 0 avec K = S, x ... xS, et H, fonction d’appui de ce poly-
disque (Hy (z) = o (| zy |+...+4]|z|). Par suite, il existe des fonction-

nelles analytiques T, T,, T portables par X telles que ﬁ = fro TA2 =g,

et f’3 = h,,. En effet, ceci est clair pour 4, (¢f. introduction); d’autre part,
il est bien connu que

S (@) = 21$k<qu0"0 z)exp{ o ar, z)

et
8,(2) = 21 <i<p i CXp ChoBys 2D

sont des transformées de Fourier-Borel de distributions dont les supports
sont, respectivement, (A, @);<x<q €t (Ao B)i<i<p, contenus dans K.
L’égalité f, = g, Ay, se traduit par T; = T, % T5. D’aprés la proposition
2.1.2,ona

G(T) =9 (T, * T;) = 9(T) x4 (Ty),

les conditions sur les supports étant vérifiées.
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La fonction R = Gy (T,) est, d’aprés le théoréme 1.7.1, une fraction
rationnelle de la forme considérée dans le théoréme 4.1.1 et son germe a
Porigine est v, = % (Ty).

De méme, la fonction S = G (T,) est une fraction rationnelle de la forme
considérée dans 4.1.1 et son germe yg est ¥ (7).

Enfin, la fonction H = G (T3) a pour germe a l’origine ¥ (T3) = vg.
Les conditions d’application du théoréme 4.1.1 sont vérifiées avec

T
oc1=a2=...=ozd=cx<z.

Par suite, H est une fraction rationnelle de la forme

c(2)
0:(z)) ... Qd(zd),

Q;(zj)= H1<1,<m,-(zj—§j,z, *,

avec
Ciij€Us (G50, =exp(—0;,1), 0 1,€S,).
Il en résulte que H s’écrit :
D(z)
TTi << it <m (L —exp(2y,1) 2)"))

ou D est un polynéme.

H(z) =

D’aprés le théoréme 1.7.1, A, est une exponentielle-polyndme, d’ou
le théoréme.
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