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SCHÉMAS EN GROUPES DE TYPE (p, . . . , / ? )

PAR

MICHEL RAYNAUD

RÉSUMÉ. — Soient p un nombre premier, et S un schéma. Un *S'-schéma en groupe G
de type (p, . . . , p ) est un 5'-schéma en groupes fini plat et de présentation finie,
commutatif et annulé par p. OORT et TATE ont classifié les groupes G de rang p. On
donne ici une classification analogue pour certains schémas en groupe de
type (p , ..., p) : les schémas en F- vectoriels, où .F est un corps extension finie du corps
premier Z/^Z.

Lorsque S est le spectre d'un anneau de valuation discrète R, strictement hensélien,
de corps des fractions K de caractéristique zéro et de corps résiduel de caracté-
ristique 7?, tout ^-schéma en groupes de type (/?, .. .,p) admet une suite de Jordan-
Hôlder, dont les quotients successifs sont des schémas en vectoriels; il en est de même
des Tî-schémas en groupes de type ( p , .. .,p) si R n'est pas trop ramifié, et l'on peut
préciser les représentations du groupe de Galois Gâ\(K/K) qui correspondent aux
Jî-schémas en groupes simples.

Soient p un nombre premier, et S un schéma. Un 5-schéma en groupes G
est dit de type ( p , .. .,p), s'il est fini, plat, de présentation finie sur S,
commutatif et annulé par l'élévation à la puissance /Même. Le groupe
multiplicatif du corps premier Z/^Z opère alors de façon naturelle sur G.
Lorsque G est de rang p, cette action donne une décomposition de l'idéal
d'augmentation du faisceau d'algèbres du 5'-schéma G en une somme
directe de faisceaux inversibles sur S, et a permis à OORT et TATE de
classifier les schémas en groupes de rang p [10].

Plus généralement, on peut obtenir une classification analogue de
certains groupes de type ( p , ..., p) qui sont munis d'une action du groupe
multiplicatif des éléments non nuls d'une extension finie F de Z/pZ. On
est ainsi amené à étudier en détail les schémas en F-vectoriels, ce qui
fait l'objet du paragraphe 1.

Supposons maintenant que S est le spectre d'un anneau de valuation
discrète R, strictement hensélien, de corps résiduel de caractéristique p,
et de corps des fractions K de caractéristique zéro. L'intérêt des schémas
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242 M. RAYNAUD

en F-vectoriels provient du fait que tout ^-schéma en groupes de
type ( p , . . . , /?) possède une suite de composition dont les quotients
successifs sont isomorphes à des schémas en F-vectoriels; de plus, si R
n'est pas trop ramifié, le même résultat vaut pour les ^-schémas en groupes
de type ( p , . . . , p ) . Ces énoncés sont démontrés au paragraphe 3, et
utilisent des propriétés élémentaires de l'opération d'adhérence schéma-
tique rassemblés au paragraphe 2.

Les schémas en ^-vectoriels sur K correspondent à certaines repré-
sentations modérées du groupe de Galois de K / K , et l'on peut préciser
celles qui proviennent de ^-schémas en groupes (3.4.3). Par contre, la
considération des schémas en F-vectoriels n'apporte aucune lumière
quant à l'action sauvage du groupe de Galois, sauf dans les questions
qui se prêtent bien au dévissage. On en donne un exemple au paragraphe 4,
en étudiant les caractères du groupe de Galois qui correspondent à la
puissance extérieure maximale d'un jR-schéma en groupes de type
(p , . . . , p ) . Par une méthode totalement différente, on étudie également
la puissance extérieure maximale d'un groupe ^-divisible.

Enfin, on a regroupé en appendice quelques résultats sur la différente
d'un schéma en groupes fini, plat, commutatif, ainsi qu'une jolie formule
de traces que m'a communiquée A. DOUADY.

Cet article doit beaucoup à J.-P. SERRE qui m'a incité à étudier les
schémas en F-vectoriels, qui a prévu la forme des caractères du groupe
de Galois, et qui a exercé une pression suffisante, pendant trois ans, pour
que ce travail voit le jour.
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1. Schémas en F-vectoriels

Dans toute la suite, p désigne un nombre premier.
Soient r un entier ^ 1, q == T/, F un corps fini à q éléments, et F* le

groupe multiplicatif des éléments non nuls de F.
Pour tout entier n ^ 1, tout schéma S, on note (1 )̂5, ou simplement ^,

le 5'-schéma en groupes des racines /î-ièmes de l'unité.

1.1. CARACTÈRES FONDAMENTAUX DE F. — Soient Q une clôture algé-
brique du corps Q des nombres rationnels, C le sous-corps de Q engendré
par les racines (^—l)-ièmes de l'unité, D' la fermeture intégrale de Z
dans C, p une place de D' au-dessus de p. Notons U l'ouvert de Spec (Z)')
obtenu en rendant (q—l) inversible, et en enlevant les points au-dessus
de ( p ) autres que (p); U est donc le spectre d'un certain anneau de
Dedekind D.

On note H le groupe des racines (^—l)-ième de l'unité contenues
dans D\ le groupe ^ = ^-i (D) est cyclique d'ordre q—\. Soit M le
groupe des caractères % de F* à valeurs dans H. On prolonge chaque
caractère % à F tout entier en posant % (0) = 0.

Soit k (p) le corps résiduel de Z) en p; c'est un corps à q éléments, donc
isomorphe (non canoniquement) à F.

DÉFINITION 1.1.1. — Un caractère % de F *, à valeurs dans D, est
fondamental si l'application composée

X can
F-> £)->fe(p)

est un morphisme de corps (i.e. est additive).

(N. B. — Cette terminologie diffère légèrement de celle de [12], p. 267.)
Si 5C est un caractère fondamental, les autres caractères fondamentaux

sont de la forme ^ph. Comme, par ailleurs, on a ^pr = 7, nous sommes
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244 M. RAYNAUD

amenés à noter les caractères fondamentaux 7,, où i parcourt un espace
principal homogène sous Z/rZ, de façon que l'on ait ^f = ^+1 pour
tout i.

Si maintenant / est un caractère quelconque de F*, il s'écrit sous la
forme

(1) X=rLx? ' , O^n^p-1.

Cette écriture « ;?-adique » est unique, sauf si ^ == 1 qui correspond
à rii = 0 pour tout i, mais aussi à n^ = p—1 pour tout L

REMARQUE 1.1.2. — Si p' est une autre place de D' au-dessus de p,
et si CT e Gai (C/ Q) = W(q-1) Z)* est tel que a (p) = p', les caractères
de F* à valeurs dans D\ qui sont fondamentaux en p', sont ceux de la
forme cr o 7^. En particulier, tout caractère primitif de F* est fondamental
en une place de D' au-dessus de p, et une seule.

1.2. SCHÉMAS EN F-VECTORIELS. — Soit 5' un schéma.

DÉFINITION 1.2.1. — Un S-fondeur V en F-vectoriels est un foncteur
contravariant :

V : (Sch/S)°-> (F-vectoriels),

défini sur la catégorie des S-schémas, à valeurs dans les espaces vectoriels
sur le corps F.

Si V est représentable, nous dirons que V est un 5'-schéma en F-vecto-
riels (comme d'habitude,, on identifie un schéma au foncteur qu'il repré-
sente). Un foncteur V en F-vectoriels définit ipso facto un foncteur en
groupes commutatifs G annulé par p. On suppose désormais que V est
un 5'-schéma en F-vectoriels, fini, plat et de présentation finie sur S. Soit G"
le dual de Cartier du schéma en groupes G, sous-jacent à V. Alors
G' = Honigr (G, G^) est canoniquement muni d'une structure F-vectorielle
grâce à l'action de F sur le premier facteur. Plus précisément, pour tout
5'-schéma T, tout ?ieF et tout u e G ' ( T ) = Hom (G^, (GJj.), \u est
l'homomorphisme de Gj. dans (G^)^ tel que (k u) (x) = u (k x) pour tout
T-schéma X et tout x e G (X). Nous dirons que G', muni de la structure
F-vectorielle précédente, est le schéma en F-vectoriels V\ dual de V,
Dorénavant, nous désignons par la même lettre un foncteur en F-vecto-
riels et le foncteur en groupes sous-jacent.
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Soient ^ la bigèbre de G, c : ̂  —> se ®^ ^ sa comultiplication, et
d : ̂  ®5 ̂  —> ^ sa multiplication. Pour tout entier n ^ 0, nous notons

€„ : ^ -^ ®.. . ® j^ et ^ : ^ ®.. . ® j^ -^
n facteurs n facteurs

la comultiplication et la multiplication itérée. La bigèbre duale
s ^ ' = Hom^ 0^, ^5) est une bigèbre du groupe dual G" de G; sa multi-
plication d ' est la transposée ^ de c et sa comultiplication c ' est la trans-
posée f^ de < .̂ On note ^ (resp. j^) l'idéal d'augmentation de ^ (resp. ^/);
^ et ^ ' sont en dualité par la restriction de l'accouplement canonique
entre ^ et j^'.

La structure de foncteur en F-vectoriels sur G équivaut à la donnée,
pour tout X e F, d'un endomorphisme de bigèbre [^] \ ^ —> ̂ . Ces endo-
morphismes satisfont aux conditions suivantes :

m-i^,
(2) [X] ° [p] = pi^i] pour tout \ et ^ dans F,

(3) ^ ° ([?i] ® [n]) o c = [?. + \x] pour tout X et p, dans F.

La dernière condition traduit la distributivité de l'opération de F vis-à-
vis de l'addition de F.

Par transposition, les endomorphismes [À,]' = ̂ j de la bigèbre s e '
définissent la structure vectorielle du dual G' de G.

Pour écrire commodément les endomorphismes [^], nous allons faire
sur le schéma 5' l'hypothèse suivante :

(*) S est un schéma au-dessus de Spec (Z>) = U (notations de 1.1.\

Nous notons encore ^ le caractère de F* à valeurs dans ^-i(5'),
composé de % : F * —> p, et du morphisme canonique [i q: D —> F (^5).

Exemples. — (a) Si 5' est le spectre d'un anneau local hensélien dont le
corps résiduel contient un sous-corps à q éléments, S peut-être muni d'une
structure de (/-schéma.

(6) Plus généralement, si S / p S est connexe et si (1^-1)5 est isomorphe
à un groupe constant, 5' peut être muni d'une structure de ^/-schéma.
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246 M. RAYNAUD

Ceci étant, commençons par traduire les formules (2) qui expriment
que F ^ opère sur la bigèbre ^ ' . Pour tout ^ e M, les endomorphismes

^^L^x-'WtX]
q-l

du ^-module ^ forment une famille d'idempotents orthogonaux qui
respectent l'idéal d'augmentation J^, donc définissent une décomposition
canonique de ^ :

ÀÇ _ /0\ (f
ty - ^xeM^r

où ̂  = ^ (JQ. Pour tout ouvert V de S, F (F, J^) est alors l'ensemble
des ûe r (F , JO tels que pi] a = 7 (^) ^ pour tout ^e^*. On a de
même une décomposition ^ ' = ®^eM "^x ^ua^e ^e ^a précédente. Comme
les [?i] sont des endomorphismes de bigèbres, cette décomposition fait
de se une bigèbre graduée de type M (cf. BOURBAKI, A, III, p. 149). On
note, pour tout couple de caractères %\ %" de M :

(4) ^ : ^c'r-^®^
,̂r : ^®^-^-,

les applications ^-linéaires déduites respectivement de la comultiplica-
tion c et de la multiplication d de ^ / . Plus généralement, pour toute suite
Xi, • • ' , Un d'éléments de M, on déduit de c» et d^ des applications cano-
niques

(5) ^....,Xn : ^Xl...Xn^^®•••(x)^

l̂,....̂  ^®...®^n^^...^

Ces dernières peuvent se calculer de proche en proche, à partir du cas n == 2
(formules (4)) grâce aux formules d'associativité suivantes : si

on a

(6)

X' = Xl • • • In et %" = Xi . . . X,n,

( c/. ..., X. XÏ,... ̂  = (CX;, .... Zn ® c^... X^) ° CX'. X-

( ^x...., x. xï,..., x^ = d^ x" 0 (^x;,..., x. ® ̂ r,.... x'.)-

Désormais nous faisons sur G l'hypothèse supplémentaire :

(**) Chacun des faisceaux J^ est un 0^ module inversible.

Il en résulte que le rang de la ^-algèbre se est constant et égal à q.
On a la réciproque partielle suivante :
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PROPOSITION 1.2.2. - Soit G un S-schéma en F-vectoriels défini par
une (9^-bîgèbre de rang q. Supposons S connexe et qu'il existe s e S tel que
la fibre de G au-dessus de s soit étale ou de type multiplicatif (cas certaine-
ment réalisé si S est intègre et de corps des fractions de caractéristique
zéro). Alors chacun des faisceaux ̂  est un 0 ̂ -module inversible.

En effet, ^' ̂  étant un facteur direct du ^-module ^, est localement
libre; il est de rang constant car S est connexe. Il suffit donc de voir qu'il
est de rang 1 au-dessus du point s. Or, quitte éventuellement à remplacer G
par son dual et s par un point géométrique s au-dessus de s, on est ramené
au cas où G est un groupe étale constant sur un corps k. Comme G est un
schéma en F-vectoriels, de rang q, G(k) est un F-vectoriel de rang 1,
et ^ est isomorphe à la bigèbre des fonctions sur F à valeurs dans k. La
proposition est alors immédiate, et sera d'ailleurs explicitée au numéro
suivant.

REMARQUE 1.2.3. — Soit k un corps contenant F. Alors le groupe
additif (GJ^ est un schéma en F-vectoriels, et il en est de même du
noyau (o^ du morphisme de Frobenius dans Gy Considérons alors le
schéma en F-vectoriels, produit de r copies de (o^. Il est de rang q, mais
les faisceaux J^ correspondants ne sont pas de rang 1, pour r > 1.

Pour toute suite 5^, . . . , X n d'éléments de M, l'application composée

^Xl———Xn0^!,...^

est un endomorphisme (Ps-linéaire du faisceau inversible ^xi,....xn5 donc
s'identifie canoniquement à un élément î^i....*xn de ^(^ ^s)* ^n déduit
de (6) une formule d'associativité pour les w :

(7) w r i ii ii — w ' " w f f w n ll
Xl> • • • » Xn» Xl""» Xn X » X Xl> • • • » Xn X l f ' - ï X n 5

avec

X' = Xi ... Xn et x" == XÏ . • . Xn'.

Nous allons maintenant traduire la formule (3), et montrer qu'elle
permet de calculer les coefficients w^ ^,, (donc aussi les w^ ^ ̂  d'après (7))
qui s'avèrent être des constantes de structure indépendantes du schéma
en F-vectoriels G.

En considérant la restriction de (3) à ^y on trouve V % e M et V X et
^leF* :

(8) X(^+P) = XW+X(^i)+S^^X'(^)X//(p)^x-
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Fixons un couple de caractères ̂  ^2 tel que ̂  ̂  = X. Multiplions les
deux membres de (8) par ̂ l (T) ̂ 1 (^i), et sommons sur X et (.L On
obtient :

Ex.HeF^r'Wxr'oox^+H)
=E^^F*(X2(^~ l)+Xl(^~ l))+(^-l)2W^^

Dans le premier membre, on peut se borner aux couples (X, [i) de F * x F *
tels que À-+H 7e 0. Posant alors ^ = v u, \i = v y, avec M + U = 1 et v e 77*,
il vient

(9) ^-l)^,X2==E»-^.=lX^ l(M)X21(^)-E,eF*(Xl(g)+X2(g)).

Premier cas .• Xi et /^ 7e 1- Alors

(10) ^ x. = - \ (L^= i Xi"1 (̂  X2~1 (P))q-1

,XiX2(-0^^^^^-i^ ^
^-1

_(XlX2)(~l ) . . -1 -1.
— -————————JYXl ? Â2 /?^-1

°Ù7(X'» ///) désigne la somme de Jacobi relative aux caractères jj et ///

(c/. [14], p. 500).

Deuxième cas : ̂  = 1, /2 = X ^ 1. Alors

(lOfcîs) Wl.,=^l==- l(^^,^^^- l(î;)-(^-l))=--i
î-1 ' ^-1

Troisième cas : ̂  = /^ = 1- Alors

(lO^r) ^,=-i_ (^-2-2(^-1))= --i-
^-1 ^-1

Dorénavant, nous adoptons pour un caractère 7 e M son unique écriture
^-adique % = ]"]; ̂  avec 0 ̂  a^p-l et les 0^ non tous nuls.

Posons
cy. == ^xi. —» xi» ...* xr, ••^xr5

01 Or

(11) ) ^X == ^X^JCi. ..., X^^Xr»
j ai ^r^

f Wy == dyOCy = Wy, .,, yX X X X l » •"» X l » • • •» Xr» .... Xr
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Pour tout caractère fondamental 7; posons

(11 bis) ^i — ^X^.^XP
p

Wi=d^Ci=W^^

p

(notons que la bigèbre de G étant commutative, <^, d^ w^ ne dépendent
pas, à isomorphisme canonique près, de l'indexation des caractères fonda-
mentaux).

Pour étudier plus en détail la bigèbre se du schéma en ^-vectoriels G,
il est essentiel de savoir si w^^. est inversible ou non. Il suffit de faire
le calcul dans Z), ce qui nous ramène au problème des valuations ̂ -adiques
des coefficients w, question classique d'arithmétique sur les sommes de
Gauss (cf. [8], p. 90). Néanmoins, nous allons retrouver ces valuations
par une étude du schéma en groupes constant défini par le groupe addi-
tif F + de F ainsi que son dual de Cartier. Ces calculs nous seront utiles
pour la classification des schémas en F-vectoriels faite dans 1.4.

1.3. UN EXEMPLE. — Soient G le schéma en groupes constant sur D
défini par F +, et G" son dual de Cartier qui est un groupe diagonalisable.

La bigèbre A de G est la bigèbre des fonctions sur F +, à valeurs dans D.
Comme D module, elle possède une base canonique formée des fonctions
caractéristiques s^ des parties à un élément { a} de F +. On a

s^8fc=0 si a + b et e^ = e^.

La comultiplication envoie £„ sur ̂  + a" = a ^a' ® ^ - a " ' L'idéal d'augmen-
tation 1 est engendré par les £„, a -^ 0.

Le schéma en groupes G est de manière naturelle un foncteur en F-vec-
toriels. L'endomorphisme [^] de la bigèbre A associé à \ e F envoie £„
sur la fonction caractéristique de l'image réciproque de a par l'homothétie
de rapport ^. En particulier, 1^ est engendré par s^ = ^aeF+ X (û) ^a-
On a donc

(12) £^=8,^

et par suite
C(S,) = C,® 1+1 ®S,+E^=,W^^£^ ®8,..
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Le schéma en groupes G", dual de G, a une bigèbre A' égale à la bigèbre
sur D du groupe fini F + ([4], p. 3). Si a (a e F +) est la base canonique
de A\ on a donc

> = c avec c = a + fc
et

c' (a) = a ® a.

L'idéal d'augmentation /' de A' est formé des éléments ^^ a t^s que
^ ^ = 0. La base (a) (a e F +) est la base duale de (s^).

Pour tout X e F, on a [À]' a = b avec À = X a, et /^ est engendré par

et par
^ = E X ^ûQa si %^1

el=T,^-(îo si x = l -

La base (êy) de /' est en dualité avec la base (e^ (q— 1)) de /. Par transpo-
sition, on déduit alors de (12) les formules

( eKfelff=^-l)w^^e^

(12bls) ] c /(^) :=^<x)l+l®^+-l^S,y=,^®^.

Pour pouvoir comparer G et G", introduisons la sous-C-extension C
de Q engendrée par les racines /Mêmes de l'unité, et soit D la fermeture
intégrale de D dans C. Notons \|/ un caractère non trivial de F + à valeurs
dans [ip (D). Alors \j/ permet de définir un 2)-morphisme de schémas en
F- vectoriel s

GD-^G^

qui envoie a e F ^ sur a\|/; F + —^ pp (D), considéré comme élément de

^(^Hom^F^D*).

Ce morphisme correspond à un morphisme de bigèbres

^ u ^

A'®^ D-> A ®p D,

a-^LieF^K^)^-
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On a alors : u (êy) = g (y) ̂  avec

(13) f ^ D - - ^
l ^ ( X ) = E a e F X ^Wû) pOUr 7^1,

1-Q' <?(x) est la somme de Gauss relative au caractère multiplicatif ^~1

et au caractère additif v|/).
En comparant avec les formules (12) et (12 bis), on trouve

^ _ 1 êWgW
Wy' y " —— -————— ———————————————— .

î-1 g(X'X")
On déduit alors de (7) :

(14) W, , = .———1____ S^)...g(ïn)x " " " Oî-ir1 g0ci...xj '
Notons encore les formules suivantes, conséquences des propriétés

élémentaires des sommes de Gauss :
Pour x ^ L on a ^(x)^(x-1) = ^x ( - l ) (c/. [14], p. 501).
Par suite, si chacun des %j est différent de 1, on a

es) »,„,„,.,,..,,,,=(̂ )-
Si l'on prend pour caractère additif \|/ le composé de la trace F—> Z/^Z

et d'un caractère non trivial de Z / p Z à valeurs dans Up CD), on a

gOc^gCc) ([8],p.93).
Par suite

<16) M;XP....^=WXl,...,Xn•

II résulte de cette dernière formule que les w^ „ se trouvent dans— X I » " " » Xn
le sous-anneau D^ de D formé des éléments invariants par le Frobenius
de Gai (C/Q).

Étudions maintenant le groupe diagonalisable G /®^ k, où k == k (p)
est le corps résiduel en p. L'action de F sur G' respecte l'idéal d'augmen-
tation / /, donc définit par passage au quotient une action sur l ' I I ' 2 et
aussi Hom^ ( l ' / I ' 2 , k) qui n'est autre que l'algèbre de Lie L de G' ®p k.
Par ailleurs, pour tout Z)-schéma T, on a

GW^Hom^F^nT,^)).
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Prenant pour T l'algèbre des nombres duaux sur k, on en déduit que L
est canoniquement isomorphe à Honigr (F +, k^). Or, si h : F +—> k ' ^ '
est un homomorphisme tel que h (1) = 1, h est un vecteur propre de L,
pour l'action de F*, si, et seulement si, h est multiplicatif, donc provient
d'un morphisme de corps F—>k. On voit ainsi que les caractères de F*
qui interviennent dans l'action de F* sur L, donc aussi sur Z'//'2, sont
les r-caractères fondamentaux /». Autrement dit, (/V7 '2)®^ admet
pour base les images ^ des éléments ^ = e^. Comme G' ®^ k est un
groupe radiciel de hauteur 1 (isomorphe à ^), la Â:-algèbre ^' ®^ À: est
engendrée par les e^ liés par les seules relations (e^ = 0.

D'après (16), w;, défini en (11 bis), ne dépend pas de i. On pose

(17) w = w,.

PROPOSITION 1.3.1.

1° Soit % e M et ^ = ]~[j ̂ l son écriture p-adique. Alors w^ est un élément
inversible de D^, et l'on a

w^ =E a^\ ... a^ (modp).

2° On a w = p\ (mod/?2) et w = pu, où u est une unité de D^ telle que
u =. — 1 (mod p).

Démonstration. — II résulte déjà de (15) que w^ et w sont inversibles
dans le localisé de D^ en (p). Par ailleurs, les considérations précédentes
montrent que l'on a

n^r^O (modp) et ef = 0 (modp).

En comparant avec (12 bis), on trouve que w^ est une unité de D^ tandis
que w =. 0(mod/?). Soient

x'=rL^ et x-=n.^
des caractères dont le produit ^ ^ ' soit un caractère fondamental ^. II
existe alors un indice j pour lequel on a a ' ^ a ' ^ p , et par suite
w^y,, == 0(mod/?). Il résulte de (12) que l'on a

c (e^) = 1 00 e^ + £^, (x) 1 (mod p).

Plus généralement, pour tout entier n > 0, le coproduit itéré c^ est tel que

^(£x.) = ̂  ® 1 ®. . . ® 1 + . . . +1 ®. . . ® 1 ® 8^ (modp).
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Prenons n = ̂  û?p et calculons ^ (s^) = €„ (]"[( s^) (12). Comme €„ est
un morphisme d'algèbres, on trouve que le coefficient de s^01 ( X ) . . . (x) s^
dans ^ (8y) est congru à a^\... ar\(moâp). Par ailleurs, compte tenu
de (12) et des définitions, ce coefficient est aussi égal à w^. De même, en
calculant le coefficient de ^ p dans le développement de Cp (s^), on trouve
w =. p\ (modp2). La dernière assertion de la proposition résulte de la
congruence ( / ?—!) != —l(mod7?).

1.4. CLASSIFICATION DES SCHÉMAS EN F-VECTORIELS. — Soient de nouveau
S un D-schéma, et G un 5'-schéma en F-vectoriels vérifiant (**). Nous
allons cesser de traiter symétriquement le point de vue algèbre et cogèbre,
et utiliser la proposition 2 pour écrire simplement la multiplication dans
l'algèbre ^ de G.

Notons y l'algèbre symétrique du fi^-module ©f^i- ^ors y est

somme directe des ^-modules inversibles « monômes » en les ^^ :

y-Qu^Ui^

On note can : j^®"1 ® . . . (g) ^^nr -^> j"^ ̂ ^ l'isomorphisme canonique.
Soient ^e M, et X = n» ^l?l son ecntuTe /?-adique. On reprend les

formules (11) et (11 bis) en posant

(18)

f c,=(can)oc, : ^-1^

^=(^)c(can)-1: n^^^r
) c, = (can) oc, : ^-^p,
1 ^=(^)o(can)-1: ^-^.^.

On a donc c, ̂  = w et <^ ̂  = w^, de sorte que d^ et c^ sont des isomor-
phismes (prop. 1.3.1).

Considérons alors le ^-module localement libre de rang q :

®0^a^p-lTli^ = ^®(®0^a^p-in»^) (et les a» non tous nuls)1

Grâce aux isomorphismes d on transporte sur ce module la structure
de bigèbre de ^.

On peut alors expliciter la multiplication de la façon suivante : si

x'=n^ et x'=nxf
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sont deux caractères tels que û;+< ^ p-1, pour tout f, la multiplication
de Y[i J^ et de fj, ̂ ai est donnée par l'isomorphisme canonique

(19) (rL^)®^^)^^^"^
Xi Xi Xi

tandis que l'élévation à la puissance j^-ième est donnée sur les généra-
teurs J^ par l'application

(19 bis) ~d,: ^-.^.

Explicitons maintenant la structure de cogèbre. Il nous suffit de décrire
l'application

^,x- ^-(n.^)®(0^)
pour tout i et tout couple de caractères // = ]~^ ̂  et ^ ' = T] ^ tels
q^ X' X" == Xi. Notons qu'il existe un unique entier h, 0 < h ^ r tel que
l'on ait

( ^'-/,+û/i^ = p,

(20) û ;_fc+af_fe = p-1 pour 0 < k < h,
\ a'} = a"} = 0 sinon.

Considérons alors l'application donnée par la comultiplication itérée :
^ -^ ^®^ /x\ ^-®P-1 ^ /o, ^-®P-1

- X i " 'Xi-h^^Xi-h+l vû/- • • ^ " X f - l •

En utilisant les règles d'associativité (6), on peut la calculer de deux façons
différentes de sorte que le diagramme ci-dessous est commutatif :

Ci-2®id
®P _^j^ ^^®P~1—————>^®P 00 ^ ® P - 1 .
Xi-l ^X i - l ^ ^X i - l ^ t i - l ^ ^ T C i - l ~^ ' ' •

—> ^®p 6^ ^®P~1 rso ^ <fP-i
-^^Xi -h^^Xf-h+ l ̂ ' ' • ^ ^X i -1

î\

^x' ® ̂ —>(^0ûl'-h ®. . . (a ĵ -i) ® (ĵ '-. 0... 0 ̂ ®"r-i
C^®C-^, xi-h X'-l X f -h X f - l ^

Comme c^ et c^. sont inversibles, on voit que c^ ^ est déterminé en fonc-
tion des Cj. Utilisant les isomorphismes d^ on peut écrire symboliquement

(21) c ' .. - ci~h ' ' ' ci~l
v / x » x — ——————~ *w^w^
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THÉORÈME 1.4.1. — Soit S un D-schéma. U application

G^(^., c, : ̂  -> ̂ , ri. : ̂ p -> ̂ ,)

définit une bijection entre les classes d'isomorphismes de S-schémas en
F-vectoriels G vérifiant (**) et les classes d'isomorphismes des systèmes
formés de r Os-modules inversibles ^\ et de r-couples d'applications Os-
linéaires :

f c, : J^.,.i-^f=ĵ ,
(22) ^ -v / 1 fî ' yp -. yl ^f * °z' » "^c>z' 1+1
^fa ^M^ d^o Ci = w id^^ ^WMr ^M^ f.

Démonstration. — Compte tenu de ce qui précède, il reste à montrer
comment on construit un schéma en F-vectoriels G à partir des données
(̂ , ïp rf.).

Pour ce faire, considérons l'algèbre symétrique y de ©,J^ :

^=--©^o(n^1).
Considérons le ^-module localement libre de rang q :

^= ©O^p-l (^^^©(©xeM^

où, pour tout X = ]"[» ^?1» on a P0^ ^x = rif °^T- On munit e^ de la
structure de ^-algèbre commutative définie par les formules (19) et
(19 bis). Alors l'algèbre ^ est engendrée par les faisceaux J^, de sorte
qu'il existe au plus une structure de bigèbre sur j3^, pour laquelle la comulti-
plication c vérifie (21). Nous allons voir que cette bigèbre existe effecti-
vement et que, munie de sa graduation de type Af, elle correspond à un
^-schéma en F-vectoriels G. On aura ainsi décrit une application inverse
de celle considérée dans le théorème 1.4.1.

L'existence du 5'-schéma, G ayant les propriétés requises, devient un
problème de nature locale sur S, ce qui nous ramène au cas où S est affine
et les oêff libres. Il nous suffit alors de vérifier l'existence de G dans le cas
« universel » où S = Spec (F), E étant le quotient de l'anneaux de poly-
nômes D [ï/i, . . . , U^ V^ . . . , Vy\ par l'idéal engendré par les éléments
U^Vt—w. Notons Ui (resp. Vi) l'image de £/; (resp. V^ dans E.

Nous sommes amenés à étudier la F-algèbre libre « universelle »
A=E[X,, ...,^]/û,

où a est l'idéal engendré par les éléments 27—î^A^+i.
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Notons que E est une D-algèbre intègre, dans laquelle p n'est pas divi-
seur de zéro. Il nous suffiit donc de vérifier les propriétés de la comuiti-
plication c après localisation par (p).

Soit E ' la ^-algèbre finie libre E [T]/(T4-1 -uf-1 î;f-2 ... ^). Comme E1

est fidèlement plate sur E, il suffit de vérifier les propriétés de c au-dessus
de E'çpv En fait, on va prouver le lemme plus précis suivant :

LEMME 1.4.2. - Soit S ' = Spec (E /), et soit H le S '-schéma en F-vec-
toriels constant défini par F +. Alors il existe un S '-morphisme de schémas
en F-vectoriels

H - ^ G s '

qui est un isomorphisme au-dessus de S[y
Considérons le système d'équations

(23) Tf=^T.-M.

Par élimination de T^ • • • » T^ on déduit de (23) que 7\ satisfait à l'équation
(24) r^r^r2...^.
L'image ^ de T dans E ' est solution de (24). Comme u^ v^ = w, où w est
le produit d'une unité par p, t^ est non diviseur de zéro dans E ', et les ^
sont inversibles dans E^y II est immédiat de vérifier que les équations (23)
admettent une unique solution dans E ' de la forme (?i, . . . , ty) et que
les ti sont inversibles dans Eçpy

Soit B la bigèbre de H. Il résulte de (12) que l'algèbre sous-jacente à B
est engendrée par les s^ liés par les relations s^ = s^^. Vu le choix des t^
il existe donc un morphisme d'algèbres

a : A' = A®EE ->B

qui envoie X^ sur ^ e^. pour tout ;, et a est un isomorphisme au-dessus
de E^.

Soient %' = Y[i 'C'1 et %" = ]~[, j01 deux caractères tels que ^' j" = %,
et vérifiant les conditions (20). On a alors

(a (g) a) [([L X? ® (]"[,• X^)]

^n.^xs^ex--)
= (.̂  t^\ i ... (.ri1 (s,, ® s,,,) d'après (20)
= r,-ft... i?,_ i (,(s^ ® s ,̂) d'après (23).
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Par définition de c, et d'après (21), la composante de c (X,) suivant
(FL x a / ) ® (n/ x? est ̂ ^ à (^i-h . . . M,_ i)/i^ M;^. Par suite, la compo-
sante de (a ® a) o c (X^ suivant e^ ® 8 ,̂ est égale à

U i - h ' " M f - i ^ - A . . . U » - i î^—————————————— ̂  = ——— ^
^x^x- ^x^x-

Par ailleurs, si on note c^ la comultiplication dans JB, il résulte de (12)
et de (21) que l'on a

w11

(̂  x- ̂  = ̂  x- ̂  ® ̂  = ———— ̂  ® ^Y-
^x' ̂ x"

11 en résulte que Cy o a (X^) et (a ® a) ° c (X^) ont même composante
suivant s^ ® s^.. Comme a est injectif, on voit, finalement que c se pro-
longe en une comultiplication sur A, pour laquelle a est un morphisme
de bigèbres compatible avec l'action de F.

1.5. REMARQUES ET EXEMPLES. — Soit S un Z>-schéma qui est le spectre
d'un anneau local R. Tout ^-module inversible est alors libre, et le
théorème 1.4.1 et la formule (21) donnent le résultat suivant :

COROLLAIRE 1.5.1. — Un S-schéma en F-vectoriels G vérifiant (**)
équivaut à la donnée de r couples (y;, ô^) d'éléments de R tels que y^ 8, = w
pour tout i. De plus, G admet pour système d'équations X? = ô,r;+i,
et la comultiplication est donnée par la formule

c(^) =x,® 1+1 ooz.+E^J^ ' • • ̂ -^Yljxf)®^^),
w^ w^

où Von a posé jj = ]"Iy X^ X" = Y[j K^, et où h est défini par les condi-
tions (20).

Déplus, des familles de couples (y,, ô^) et (y;, ô;), tels que y, ô, = y; ô; = w
our tout z, définissent des schémas en F-vectoriels isomorphes si, et seule-

ment si, il existe une famille d'unités u^ de R telle que

ô^ = Mfô;î^'+\ et y^==Mfy^~^ pour tout L

Supposons plus précisément que R est un anneau de valuation discrète
strictement hensélien, de corps des fractions de caractéristique 0 et de
corps résiduel de caractéristique p. Soient n une uniformisante, et v la
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valuation sur R normalisée par v(n) = 1. Notons e = v ( p ) l'indice de
ramification absolue.

COROLLAIRE 1.5.2. - // existe une bijection canonique entre les R-
schémas en F-vectoriels de rang q et les familles de r entiers n, telles
que 0 ^ Hi ^ e pour tout i.

En effet, reprenant les notations du corollaire 1.5.1, à un schéma en
F-vectoriels G, défini par les r-couples (y,, ô;), tels que y1 ô; = w, on fait
correspondre la famille d'entiers n, = v (8,). Il reste à voir que si a, est
une famille de r unités de R, le ^-schéma en F-vectoriels, défini par les
couples (y; = o^y;, ô; = a,"1 8»), est isomorphe à G. D'après le corol-
laire 1.5.1, il nous faut trouver une famille de r unités M, de R telle que

Sf^ i+ i = 8,Mf pour tout i.

Par élimination, on trouve que ^ doit être solution de l'équation

^-'^(^r-^a,^)^-2...^.,.
Cette équation admet une solution puisque R est strictement hensélien.

REMARQUES :

1.5.3. Si un 5'-schéma en F-vectoriels G est défini par un système
(J^p c^ di) du type considéré dans le théorème 1.4.1, on vérifie que le
dual de Cartier G" de G est le schéma en F-vectoriels défini par le système
(J^, Ci, di), où ^i est le ^-module inversible dual de J^, et c\ (resp. d^)
est le transposé de di (resp. c;).

1.5.4. Soit 5' un schéma local complet de caractéristique résiduelle p.
Alors, avec les notations du corollaire 1.5.1, on peut montrer que la
famille de couples (y^, ô,) définit un 5'-schéma en groupes isomorphe
au noyau de l'élévation à la puissance /?-ième dans un tS-groupe ^-divi-
sible [13], si, et seulement si, pour tout i, l'un des coefficients y^ ou ô^ est
une unité. C'est toujours le cas si S est le spectre d'un anneau de valuation
discrète, d'inégales caractéristiques, absolument non ramifié.

1.5.5. Rappelons que l'on a défini D^ comme étant le sous-anneau
de D formé des invariants sous le Frobenius de Gai (C/Q), et que D^
contient les coefficients w et w^. Soient alors S un schéma au-dessus de D^
et (J^ff, c^ d^ un système sur S du type considéré dans le théorème 1.4.1.
Ce système définit donc, au-dessus de S ®^ D, un schéma en F-vectoriels.
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Comme w et les w^ sont dans Z>i, la bigèbre de ce schéma en F-vectoriels
est déjà définie sur S, et correspond à un 5'-schéma en groupes fini, commu-
tatif G, localement libre de rang q. La bigèbre de G est une bigèbre graduée
par le groupe M des caractères de F*. Cette graduation définit canoni-
quement une action du groupe de type multiplicatif (F *)', dual de Cartier
du groupe constant F*. Comme (F*)' n'est pas en général constant
sur D^ G n'est pas nécessairement un 5-schéma en ^-vectoriels. Il est
néanmoins facile d'interpréter les ^-schémas en groupes ainsi obtenus.
En effet, pour tout ^-schéma en anneaux A, on a la notion de schéma
en A-modules. Ainsi, les schémas en F-vectoriels sont les schémas en
A-modules, où l'on prend pour A le schéma en anneaux, constant, associé
au corps F. Or, au-dessus de Z>i, il existe un schéma en anneau E, qui est
une « forme » du précédent, et qui est caractérisé par le fait que son groupe
des unités est isomorphe au dual de Cartier de F*. Sa bigèbre de groupe
est définie au-dessus de D^ par les équations (12); pour tout Z^-schéma T,
E (T) est égal à l'ensemble des morphismes (non nécessairement unitaires)
du monoïde multiplicatif de F dans le monoïde multiplicatif de F (T, Oj).
Ceci étant, les systèmes (Jêf;, c^ d^) classent les 5-schémas en modules
sur E, qui vérifient (**).

2. Adhérence schématique sur un anneau de valuation discrète

Dans ce paragraphe et les deux suivants, on considère un anneau de
valuation discrète R, de corps des fractions K, de corps résiduel k de carac-
téristique p. On désigne par n une uniformisante de R, et par v la valuation
normalisée (v (n) =1). Dans le cas d'inégales caractéristiques, on désigne
par e == v ( p ) l'indice de ramification absolue de R.

2.1. L'OPÉRATION « ADHÉRENCE SCHÉMATIQUE ». — Soient °K un R-schéma
de type fini, X = °K ®^ K sa fibre générique, JY un sous-schéma fermé
de X. On appelle adhérence schématique de Y dans 3C, le plus petit sous-
schéma fermé ^ de 3£ qui contient Y. Comme Y est fermé dans X, on a
Y = ^ ®^ K. Soit ^ un ouvert affine de 3C d'anneau j^, de sorte que
U = Xn ̂  a pour anneau A == se (x)^ K. Si Y n U est défini par
l'idéal 1 de A, ^ n ^ll est défini par l'idéal ^ de ^, image réciproque
de 7. En particulier, l'application j^/J^ —> A / I est injective, donc j^/J^
est sans torsion, et ^ est plat sur R (cf. [5], p. 33). Il en résulte que la
formation de l'adhérence schématique commute aux produits fibres sur R
et, par suite, si ^ est un 7?-schéma en groupes et Y un sous-schéma en
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groupes de X, alors ^ est un sous-schéma en groupes fermé de ^, plat
sur R. Si de plus 3C est fini sur R, il en est de même de ̂ , et le quotient °K^
(pour la topologie fppf) est représentable par un schéma fini sur R.

2.2. RELATIONS D'ORDRE SUR LES PROLONGEMENTS. — Soit G un K-schéma
en groupes, fini, commutatif, et soient ^ et ^' des ^-schémas en groupes
finis et plats (nécessairement commutatifs) qui prolongent G. Dans la
suite, on identifie les fibres génériques de ^ et ^' avec G.

DÉFINITION 2.2.1. — On dit que ^ domine ^/, et on écrit ^ ^ ^ ' s'il
existe un R-morphisme u : ̂  —> ̂ 1 qui prolonge l'identité de G.

Si un tel u existe, il est unique, et c'est un morphisme de ^-schémas
en groupes. Si l'on identifie les anneaux ^ et s e ' de ^ et ^' à des sous-
anneaux de l'anneau A de G, on a ^ ^ <^1 si, et seulement si, s e ' <= j^.
On définit ainsi une relation d'ordre partiel sur les classes d'isomorphismes
de prolongements de G qui sont finis et plats sur R.

PROPOSITION 2.2.2. — Soient ^ et ^ ' des prolongements finis et plats
d'un K-schéma en groupes commutatif G. Alors ^ et (êl possèdent une
borne supérieure et une borne inférieure.

Démonstration. — Considérons le produit ^x^\ sa fibre générique
Gx^G, et le noyau N du morphisme

Gx^G-> G,

(g, g') ^g-g'-

Soit e^r l'adhérence schématique de N dans ^ x ^ ' , et considérons le
diagramme

P2 ^<W '
S»

Les applications p ^ ° i et p^ o i donnent le même isomorphisme sur la
fibre générique, donc.//" est un prolongement fini et plat de G qui domine ̂
et ^ ' . On vérifie immédiatement que ^V est une borne supérieure de ^
pf ^'CL «7 •

Par dualité de Cartier, on échange les rôles des bornes supérieures et
des bornes inférieures.
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COROLLAIRE 2.2.3. — Soit G un K-schéma en groupes, fini, commutatif,
qui possède un prolongement sur R fini et plat.

1° Si G est étale (resp. de type multiplicatif), l'ensemble des prolonge-
ments finis et plats de G possède un maximum (resp. un minimum).

2° 5'; K est de caractéristique zéro, les prolongements finis et plats de G
possèdent un maximum et un minimum.

L'assertion 2° est un cas particulier du 1°. Les deux assertions du 1°
s'échangent par dualité de Cartier. Examinons le cas où G est étale de
A^-algèbre A. Si ^ est un prolongement de G sur R, fini et plat, sa J^-algèbre
est contenue dans la fermeture intégrale de R dans A, qui est finie sur A.
L'existence d'un maximum parmi les prolongements de G résulte de là
et de la proposition 2.2.2.

2.3. APPLICATION : COMPLÉMENT A UN THÉORÈME DE TATE. — SuppO-

sons R d'inégales caractéristiques, de caractéristique résiduelle p. Dans [13]
(p. 180), TATE a montré que si ^ = (^)^o et Jf = (^,)^o sont des
groupes ^-divisibles définis sur R, tout morphisme entre les fibres géné-
riques de ^ et ̂  se prolonge de manière unique en un morphisme entre ^
et c^f. Nous allons donner un critère d'existence d'un prolongement d'un
groupe /^-divisible de K à R.

PROPOSITION 2.3.1. - Soit G = (G^Q un groupe p-divisible défini
sur K. Supposons que, pour tout n ^ 0, G^ se prolonge en un R-schéma
en groupes fini et plat. Alors G se prolonge en un R-groupe p-divisible ^,
unique à isomorphisme près.

Démonstration. — L'unicité du prolongement résulte du théorème
de Tate. Prouvons l'existence. Pour tout n ^ 0, on note ^ (n) un prolon-
gement fini et plat sur R du groupe G^.

(a) Pour tout n ^ 0, on peut supposer que l'inclusion G^ c» G^+i se
prolonge en un ^-morphisme ^ (n)—> ̂  (^+1).

En effet, procédant par récurrence croissante sur n, il suffit de montrer
que l'on peut modifier ^(n+1) en un autre prolongement ^ (n-\-\)
de ^ Qî+l) de G^+i, de façon que l'inclusion ?„ : G^—> G^+i se prolonge
en un ^-morphisme

^(n)-^(n+l).

Par dualité de Cartier, on obtient des ^-groupes ^ (n)' et ^(n+iy et
un épimorphisme /„ : G^^ —> G^. Notons (^(^+1))' l'adhérence schéma-
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tique dans ^ (n+iy x ̂  (n)' du graphe de /;. On obtient ainsi un autre pro-
longement de G^+i et la projection canonique (^ Oz+l))' —> (^ (n))'
donne, par dualité, l'application cherchée ^ (n)—> ^ (n+1).

(b) Pour tout n. G,, est filtré par les sous-groupes G,, z ^ ^, et les quo-
tients successifs sont isomorphes à G^. Prenant les adhérences schéma-
tiques des Gi dans ^ (n\ on obtient une filtration de ^ (n) par des ^-sous-
schémas en groupes fermés et plats ^ (ri), et les quotients successifs
^00f/^00»-i = ^), 1 ^ î ^ n, sont des prolongements de G^ sur 7?.

Pour tout n et tout ? < n, les morphismes ^ Qz)-^ ^ (^+1) construits
dans (ûQ, induisent des morphismes ^ (n),-. ̂  (n+\), et, par passage
au quotient, des morphismes

W ^)->^D.

Autrement dit, pour ; fixé, la suite des Ï^ est décroissante.

(c) L'élévation à la puissance ;?-ième dans ^ (^), induit sur la fibre
générique des épimorphismes G^-> G,_^ pour 1 ^ / ^ ^, donc induit des
applications ^ (n), - ^ (n),_^ et, par passage au quotient, définit des
morphismes

(**) ^)-%1.

Pour n fixé, les ^\^ forment donc une suite croissante de prolongements
de Gi.

(d) Pour i fixé, il résulte du corollaire 2.2.3, que la suite décrois-
sante (*) est stationnaire pour n assez grand. Notons ^l la valeur
stationnaire.

Par ailleurs, pour tout n, on a, d'après (**), ̂  ^ ̂ 1. Il en résulte
que la suite des ^ est croissante, donc stationnaire pour ; ̂  io, toujours
d'après le corollaire 2.2.3.

(e) Pour établir la proposition 2.3.1, il est loisible de remplacer ^ (n)
par ^ O?)/^ (n)^ pour tout n, donc on peut supposer io = 1. Alors, pour
tout i, l'application (**) ̂  -> ̂ 1 est un isomorphisme pour n assez
grand. Par dévissage, on en déduit que, pour ; et j fixés et n assez grand,
la ligne horizontale du diagramme ci-dessous est exacte.

w.̂
•/ »

(*-*•*) 0 -^ ̂  (n), c? <S (n), +, ̂  y (n),̂  0
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Cela étant, pour tout n, notons ^ la valeur stationnaire de la suite
décroissante

^(n)--^(n+a-->...-^(n+r)^....

On déduit alors de (***) que, dans le diagramme ci-dessous, la ligne
horizontale est exacte

^y'/»
0-^,->^,,.,-^->0.

Ceci prouve bien que ^ == (^,) est un ^-groupe /^-divisible, qui
prolonge G.

3. Schémas en groupes finis et action du groupe de Galois

3.1. STRUCTURE DU GROUPE DE GALOIS MODÉRÉMENT RAMIFIÉ. —
Ce numéro est directement issu de [12] (paragraphe 1).

Supposons que l'anneau de valuation discrète R soit strictement hensé-
lien, et soit K une clôture séparable de K. Le groupe de Galois
Ga\(K/K) coïncide donc avec le groupe d'inertie /.

Rappelons que l'on a une suite exacte canonique de groupes profinis :

0 - ^ I p - ^ Ga\(KlK)-.I,->Q,

où If est d'ordre premier à p, et correspond à l'inertie modérée, tandis
que Ip est un pro-p-groupe correspondant à l'inertie sauvagement
ramifiée.

Plus précisément, pour tout entier n, premier à p, il existe une unique
sous-extension K^ de K, de degré n sur K. Elle est galoisienne, et on a un
isomorphisme canonique

i « : Gsi\(KJK)^^(K)

tel que, si v ' désigne la valuation normalisée de K^ on a, pour tout x ' G K^
et tout aeGsil(KjK) :

^=x'a„(a)rw(l+^) avec I/(M')^I.
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Si m divise n, le diagramme suivant est commutatif :

Gnl(KJK)^^(K) ©
can >l ^ <pn, m ^

îm

G^(KJK)^^(K) œ^.

Ainsi, le groupe d'inertie modérée 7^ s'identifie à \im^,p)=i ^ n ( K ) .

Les isomorphismes canoniques ̂ (K)-^ ̂  (k), pour (^, /? )=! , suggèrent
un autre système coflnal de quotients finis de T(. En effet, désignons par kq
le sous-corps fini de k ayant q = ph éléments. Les racines de l'unité conte-
nues dans k sont celles de ses sous-corps finis, et A:* = p^-i (k). Il en résulte
que /^ s'identifie aussi à lim^=^ k^. Dans cette nouvelle description

si q' == (f \ l'application de transition k^ —> k^ est la norme

Norme^OO = ̂ d+^-+^-1) = ̂ (^-D/^-D = ̂ -i)/(.-i)

On note
7 :: It ̂  lim fe^ = lim [iq _ i (fe)

l'identification canonique, et

7,: J^^-i(k)-^-i(K)

la surjection canonique.

3.2. DÉVISSAGE D'UN GROUPE DE TYPE (/?,..., /?). — SuppOSOSH R
hensélien, et soit G un J^-schéma en groupes commutatif, étale et annulé
par p. Alors G (K) est un espace vectoriel F de dimension finie sur le corps
premier Fp, et le groupe de Galois Gol(K/K) opère linéairement sur V.
Réciproquement, si V est un espace vectoriel de dimension finie sur Fp,
muni d'une représentation p : Gai (K/K)—> Aut (F), il lui correspond
un ^-schéma en groupes étale, commutatif, annulé par p.

Supposons qur G soit un ^-schéma en groupes simple, de sorte que p
est une représenation simple de GsiiÇK/K), et considérons la restriction
de p au pro-^-groupe Ip de l'inertie sauvage, qui est invariant dans
G2il(K/K). Comme V est un espace vectoriel non nul sur Fp, le sous-
espace V11' des invariants sous Ip est non nul ([11], p. 146), et il est stable
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par p. Comme p est simple, on en déduit que Ip opère trivialement sur V,
donc que la représentation p est modérément ramifiée.

Supposons de plus R strictement hensélien, alors p provient d'une repré-
sentation (notée encore p) du groupe commutatif 1^. Considérons le
commutant de p dans Aut(F) qui est un corps F, nécessairement fini.
Comme 1^ est commutatif, p (7^) est contenu dans le commutant de p,
donc est formé d'homothéties du F-vectoriel V. Enfin, comme p est simple,
V est nécessairement de dimension 1 sur F. On voit donc que le À-schéma
en groupes correspondant à p est un À-schéma en F-vectoriels vérifiant
la condition (**) du paragraphe 1.2 (prop. 1.2.2).

PROPOSITION 3.2.1. — Supposons R strictement hensélien. Soit G un
K-schéma en groupes commutatif, fini, annulé par une puissance de p. On
suppose G étale ou de type multiplicatif. Soit Gi, i e 7, la famille des quotients
successifs d'une suite de Jordan-Hôlder de G. Alors, pour chaque i, il existe
un corps fini Fp de caractéristique p, tel que G» soit un K-schéma en
Fi-vectoriels vérifiant (**).

Par dévissage, on voit que chacun des groupes G» est annulé par p. Le
cas étale résulte donc des considérations précédentes, et le cas de type
multiplicatif s'en déduit par dualité.

3.3. PROLONGEMENTS DES SCHÉMAS EN F-VECTORIELS. — Soit maintenant
^ un Tî-schéma en groupes fini et plat, dont la fibre générique G est un
schéma en F-vectoriels. En général, les opérations de F sur G ne s'étendent
pas à ^. Mais si G est étale (resp. de type multiplicatif), parmi les divers
prolongements possibles de G sur R, il en existe un ^+ (resp. ^~) qui
est maximal (resp. minimal) (cor. 2.2.3). Et il est formel de vérifier que
tout automorphisme de G se prolonge à ^+ et ^~. En particulier, la
structure de schéma en F-vectoriels s'étend à ^+ et ^~. D'où le résultat
suivant :

PROPOSITION 3.3.1. — Supposons R d'inégales caractéristiques, et soit ^
un R-schéma en groupes fini et plat, dont la fibre générique G est un schéma
en F-vectoriels. Alors la structure de schéma en F-vectoriels de G s'étend
au prolongement maximal ^+ et au prolongement minimal ^~ de G.

Les propositions 3.3.1 et 3.3.2 nous serviront au numéro suivant,
pour obtenir des informations sur l'action du groupe de Galois sur G (K).
Auparavant, nous allons étudier les divers prolongements de G sur R
qui possèdent une structure F-vectorielle.
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Dans la suite de ce numéro, on suppose R d'inégales caractéristiques,
et on désigne par F un corps ayant q == p1' éléments. Soit ^ un jR-schéma
en F-vectoriels, de rang q, de fibre générique G. D'après le corollaire 1.5.1,
le ^-groupe ^ admet des équations de la forme

(1) ^=8,Z^,

où ; parcourt un espace principal homogène sous Z / r Z et où les 8, sont
des éléments de R qui vérifient, pour tout i :

(2) 0^v^^e=v(p).

Tout autre R-schéma. en F-vectoriels ^', qui prolonge G, a des équations
analogues

(F) X^ = 8;X/+1 pour tout f,
(2') 0 ̂  v (8;) ^ e pour tout i.

De plus, il existe des éléments o^ de K *, tels que l'isomorphisme de schémas
en F-vectoriels ^ x ^ K ^ ^ ' x ^ K des fibres génériques soit donné par
des équations de la forme

(3) X,' = oCfXf pour tout î.

On en déduit des relations de compatibilité entre les 8p 8^ et les a» :

(4) 8^=a f8 f0c^+ \ pour tout i.

En particulier, pour que l'on ait ^ ^ ^', il faut et il suffit que l'on ait

(5) y(ûCt )^0 pour tout i.

Supposons ^ ^ ^/, et examinons les divers cas possibles :
(a) L'un des Oy n'est pas une unité (i.e. on a ^ > ^/). Alors il existe i

tel que v (o^) ^ 1 soit maximal parmi les v (a,). On a, d'après (4),
u(8p ^/?-1. Comparant avec (2'), on trouve e ^p—\.

Par suite, si e < p—\, on a nécessairement ^ = ^ ' . Compte tenu du
corollaire 2.2.3, on peut appliquer ce résultat avec ^ = ^+ et ^ ' = ^'~.
On en déduit qu'il existe au plus un ^-schéma en groupes fini et plat qui
prolonge G.

(b) Les Oy n'ont pas tous la même valuation. Alors il existe i tel que
v (o^) > v (o^+1). On a alors, d'après (4), v (8;.) ̂  p, donc ^ ̂  /? (d'après (2')).
Réciproquement, si on a v (8;) ^ /?, on peut prendre a; = TC et a, = 1
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pour / ^ i, et obtenir ainsi un prolongement ^ > ^/, pour lequel on a

Ey^ (§;•)> I>(ôy).

(c) Les a, ont même valuation > 0, et l'on a v (§'.) ^ p— 1, pour tout 7.
Alors, d'après (4), on a nécessairement v (a,) = 1 pour tout j, v (Sj) = 0
pour tout y, et v (ôy) = p-1 pour tout y, et donc

S^)>S^).

La condition v (8y) = 0 pour tout j entraîne que ^ est étale; si, de plus,
e = p—\, la condition v (8y) ==j9- l entraîne que ^/ est de type multi-
plicatif.

Par récurrence décroissante sur ^y v (ôy), les raisonnements précédents
entraînent l'assertion 1° de la proposition suivante :

PROPOSITION 3.3.2. - Soit G un K-schéma en F-vectoriels, de rang q,
qui admet un prolongement ^ sur R fini et plat.

1° Le prolongement maximal ^+ de G est caractérisé sur les équations
de type (1) par les conditions suivantes :

(û?) v (ôt) ^ p — \ pour tout î.
(b) 3 i avec v (ô^) < p— 1.

2° Si e < p— 1, ^ est, à isomorphisme près. Punique prolongement de G
sur R et c'est un schéma en F-vectoriels.

3° Si e == p— 1, si G est simple et R hensélien, alors, ou bien ̂  est Punique
prolongement de G, ou bien il existe deux prolongements de G, l'un étale,
l'autre de type multiplicatif. Dans tous les cas, ces prolongements sont des
schémas en F-vectoriels.

Démonstration. — II reste à prouver les 2° et 3°. On a prouvé le 2° dans
l'analyse du cas (a) ci-dessus. Reste à établir le 3°. Considérons les schémas
en F-vectoriels maximal et minimal ^+ et ^~ qui prolongent G. Suppo-
sons ^+ ^ ^~. Alors, d'après l'analyse des cas (a), (b) et (c) ci-dessus,
^+ est étale et ^~ est de type multiplicatif. Il reste à voir que ^ = ^+

ou ^~. Comme ^+ est étale, que R est hensélien et que G est simple,
^ (SR k est aussi un schéma en groupes simple. Par suite, si le morphisme
canonique u : ̂ + —> ^~ n'est pas un isomorphisme, u (x)^ k est nul.
Montrons que ^ est de type multiplicatif lorsque u ®^ k = 0. Pour établir
ce point, on peut supposer S strictement hensélien et, par dévissage, on
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se ramène au cas où G est de rang p. Mais alors ^ est un -^-schéma en
Fp- vectoriels, et comme il n'est pas étale, il est de type multiplicatif.

THÉORÈME 3.3.3. — Supposons R d'inégales caractéristiques et e < p— 1.
Alors tout K-schéma en groupes fini, commutatif G, annulé par une puissance
de p, admet au plus un prolongement fini et plat sur R.

Démonstration. — Compte tenu de la proposition 2.2.2, il suffit de
montrer que tout morphisme u : ^—> ^ ' , entre deux prolongements
de G, qui est l'identité sur la fibre générique, est un isomorphisme. Par
dévissage (prop. 3.2.1), on se ramène au cas où G est un schéma en
F-vectoriels. Le fait que u soit un isomorphisme résulte alors de l'asser-
tion du 2° de la proposition 3.3.2.

REMARQUES :

3.3.4. Les amateurs de cristaux constateront avec plaisir que la condi-
tion e < p—1 équivaut au fait que l'idéal maximal de R est un idéal à
puissances divisées.

3.3.5. Supposons que e == p—1, et soit G un ^-schéma en groupes-
fini, commutatif, annulé par une puissance de p, qui admet un prolon,
gement sur R fini et plat. Soit u : ̂ + —> ^~ le morphisme canonique
entre les prolongements maximal et minimal. Notons ̂  O^P- %) ^a

composante biconnexe de ^+ (resp. ^~) (c'est-à-dire le quotient de la
composante neutre par le plus grand sous-groupe de type multiplicatif).
Alors il résulte de l'assertion du 3° de la proposition 3.3.2 que u induit
un isomorphisme ^ -^ ̂ . Plus généralement la composante bi-
connexe ^bi ne dépend pas du prolongement ^ de G.

COROLLAIRE 3.3.6. - Supposons e < p-\, et soient ^ et ^ des R-
schémas en groupes commutatifs, finis et plats, annulés par une puissance
de p. Notons G et H leurs fibres génériques.

1° Tout morphisme de G dans H se prolonge de manière unique en un
R-morphisme u : ̂  —> e^f. De plus, Ker (u) et Coker (u) sont plats sur R.

2° L'application naturelle Ext^.gr (^, ^)—> Ext^.gr (G, H ) est injective.

COROLLAIRE 3.3.7. — Supposons R strictement hensélien, et e ^ p — [ .
Soit ^ un R-schéma en groupes commutatif, fini et plat, annulé par une
puissance de p. Alors ^ possède une suite de composition ^\ dont les quo-
tients successifs ^1/^+1 admettent des structures vectorielles sur des
corps Fi convenables.
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3.4. ACTION DU GROUPE DE GALOIS SUR UN SCHÉMA EN F- VECTORIELS. —
Supposons R strictement hensélien, d'inégales caractéristiques.

Soit G un ^-schéma en F-vectoriels, de rang q, donné par l'équation

(1) Z f = = ô ^ + i avec 5;eK* pour tout i.

Par élimination des Xp j 1=- i, on en déduit que les points de G dans K,
correspondent aux valeurs de Xi qui sont solutions de l'équation

(6) ^ = a,X, avec a, = ôf-1 Ôf;-i2... ô^,-,.

Le groupe G est donc trivialisé par l'extension modérée L de K de
degré q—\. Par suite, l'action du groupe de Galois 7^ sur le F-vecto-
riel G (L ) de dimension 1 est décrite par un caractère de la forme

(7) I^^.,(K)^F^

Rappelons que la coordonnée X^ est associée au caractère fonda-
mental %i (cf. § 1), et par suite, l'action de F sur G (L), provenant de la
structure de schéma en F-vectoriels, est donnée par la formule

(8) Xx = %iWx pour tout x dans G( L) et tout X dans F.

Par ailleurs, si l'on note v ' la valuation normalisée de L, les racines
non nulles de (6) ont pour valuation

^ = v(a,) = p'^vÇS^ ... +^(8^-0.
q-1

Compte tenu des rappels sur l'action du groupe de Galois modéré
faits au n° 3.1, pour tout aeJy et toute racine non nulle x de (6), on a

(9) a(x)=j,(a)v(ai)x.

Pour tout i, notons \|/f : [i^^(K)—> F * l'application inverse de /,
(de sorte que \|/f = v|/i-i). Il résulte alors de (8) et (9) qu'un élément cr
de 1^ opère sur le F-vectoriel G (L) par l'homothétie de rapport

^O'^))^.

Or v)/^00 = vl/^y ... vl/^01-"-0. On a donc prouvé le résultat suivant :

THÉORÈME 3.4.1. — Supposons R strictement hensélien, d'inégales
caractéristiques. Soit G un K-schéma en F-vectoriels, d'équations (1). Alors
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le groupe de Galois Gai ( K / K ) opère par homothéties sur le F-vectoriel G (K)
à travers le caractère

I^^.,(K)-^F^ avec v|/ = ̂ ) ... ^l+r-l>.

REMARQUE 3.4.2. - Pour que la représentation de Gai ( K / K ) dans G (K)
soit simple, il faut et il suffit que les composés de \|/ avec les divers auto-
morphismes de F soient distincts. Il revient au même de demander que
la suite des v (ôy) ne soit pas invariante par une puissance de la permu-
tation circulaire y h-» y+1 autre que l'identité.

THÉORÈME 3.4.3. — Supposons R strictement hensélien, d'inégales
caractéristiques. Soit G un K-schéma en F-vectoriels associé à un carac-
tère \]/ : n^_ i (K) —> F *. Pour que G se prolonge en un R-schéma en groupes
fini et plat, il faut et il suffit que v|/ puisse s'écrire sous la forme

\|/ = \)^ ... \|/ '̂7'-1 avec 0 ^ nj ^ e pour tout j .

Démonstration. — Si G admet un prolongement sur R fini et
plat ^, on peut supposer que la structure F-vectorielle de G s'étend
à ^ (prop. 3.3.2). Alors ^ admet des équations du type 1°, les condi-
tions du 2° étant les seules restrictions imposées aux coefficients ôp Le
théorème 3.4.3 en résulte, compte tenu du théorème 3.4.1.

Combinant 3.2.1 avec 3.4.3, on obtient le résultat suivant :

COROLLAIRE 3.4.4. — Soit G un K-schéma en groupes fini, commutatif,
annulé par une puissance de p et qui se prolonge en un R-schéma en groupes
fini et plat. Soit H un quotient de Jordan-Hôlder de G. Alors H est un
schéma en F-vectoriels, pour un corps fini convenable F. Si F à pY éléments,
le caractère \|/ : 7^ —> F *, qui décrit l'action du groupe de Galois Gai (KjK)
sur le F-vectoriel G^ (K) est alors de la forme

v|/ = \|/^ . . . \)/^ avec 0 ̂  Uj ^ e pour tout j.

REMARQUES :

3.4.5. Le corollaire 3.4.4 est le résultat annoncé dans [12] (1.13).
Il a d'abord été prouvé par SERRE dans le cas des sous-groupes finis d'un
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groupe formel de dimension 1 (loc. cit. 1.9 et 1.10). SERRE à ensuite conjec-
turé le résultat dans le cas général.

3.4.6. Faut-il souligner que le théorème 3.4.1 et le corollaire 3.4.4
ne nous apprennent rien pour e ^ p — 1 ? Par contre, il résulte de 3.4.3
que si e ^p—1, tout ^-schéma en F- vectoriels fini, se prolonge en un
R- schéma en groupes fini.

3.4.7. La situation est très différente en égale caractéristique p, où
l'on peut montrer que tout J^-schéma en groupes, commutatif, fini, annulé
par une puissance de p, se prolonge en un Tî-schéma en groupes fini et
plat (d'après B. MAZUR et M. ARTIN).

Exemple. — Supposons R strictement hensélien, absolument non
ramifié, et soit ^ une ^-courbe elliptique dont la fibre spéciale est d'inva-
riant de Hasse nul. Soient ^ le noyau de l'élévation à la puissance p'ième
dans ^, et G la fibre générique de ^. Alors ^ est un ^-schéma en groupe
fini et plat, de rang q = p2.

(a) G est un schéma en groupe simple, sinon il contiendrait un sous-
schéma en groupe H de rang p, dont l'adhérence schématique dans ^
serait étale ou de type multiplicatif, en contradiction avec le fait que
^ ®^ k est d'invariant de Hasse nul.

(b) G, étant simple, est un groupe F-vectoriel (prop. 3.2.1) où F est
un corps à q éléments. Mais alors ^ lui-même est un ^-schéma en groupes
F-vectoriels (prop. 3.3.2). Il admet une équation de la forme X^ = p X,
et le caractère \|/ : ̂ _i ( K ) —> F ^ , qui définit la représentation de
GSL\(K/K) dans F*, est l'un des caractères \|/f.

4. Déterminants

Dans ce paragraphe, on suppose R strictement hensélien, d'inégales
caractéristiques.

4.1. CAS DES GROUPES DE TYPE (p, ...,/?). — Soit ^ un ^-schéma en
groupes, fini, plat, commutatif et annulé par p. Notons G sa fibre géné-
rique, qui est un ^-schéma en groupes étale, et soit p11 son rang. On peut
considérer la puissance extérieure maximale de G : det (G) = A^ G, qui
est un groupe étale de rang p. On se propose d'étudier l'action du groupe
de Galois Ga\(K/K) sur det (G).
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Supposons d'abord que ^ est un R-schéma. en F-vectoriels, décrit par
les équations (1) de 3.3. Alors q = p1' = ^A On sait (th. 3.4.1) que l'action
du groupe de Galois Gai ( K / K ) sur G (K) est donné par le caractère \)/ ojq
avec

^=^...^+r-l\

L'action sur det (G') est donc décrite par le caractère

Norme^W = (^, . . . ̂ )^-^--0 : ̂ _,(lC)-.F;.

En fait, si on compose v|/f+i . . . \|/f+^ avec le morphisme canonique
It-^^q-i (K), on trouve le caractère

j p can

T,: J^^_,(JC)^F;.

D'autre part, des équations (1) de l'algèbre de ^, on déduit que la
différente î^/^ de ^ au-dessus de R est engendrée par P I fô» ; a fortiori,
il en est de même de la différente absolue î) (^) de ^ (appendice, déf. 8).
Finalement, on voit que l'action de Gal(K/K) sur le déterminant de la
fibre générique d'un .R-schéma en F-vectoriels est donnée par le carac-
tère modéré T^^. Par dévissage (cor. 3.3.7), on en déduit le résultat
suivant :

THÉORÈME 4.1.1. — Soit G la fibre générique d'un R-schéma en
groupes ^.fini, plat, commutatif, annulé par p. Supposons e ^ p—1. Alors
faction de Gai (KjK) sur det (G) est donnée par le caractère modéré T^^^.

REMARQUE 4.1.2. — On peut penser que la conclusion du théorème
reste vraie sans restriction sur e. On peut le déduire du numéro suivant,
lorsque ^ est le noyau de l'élévation à la puissance ̂ -ième dans un 7^-groupe
/^-divisible.

4.2. CAS DES GROUPES ^-DIVISIBLES. — Soit T (|ip oo) le module de Tate
des racines de l'unité de K, d'ordre une puissance de p, et soit

T : Gal(K/K)-^Z^

le caractère de la représentation du groupe de Galois G2i\(K/K)
dans T([ip oo).

THÉORÈME 4.2.1. — Soit X un R-groupe p-divisible de hauteur h et de
dimension à. Notons T(X) le module de Tate des points d'ordre fini
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de X ®^ K. Alors le caractère de la représentation du groupe de Galois
Ga\(K/K) dans det(T(X)) == /^ T(X) est égal à T^.

REMARQUE 4.2.2. — En utilisant les décompositions de Hodge-Tate,
TATE avait montré que la représentation du groupe de Galois dans /\11 T(X)
coïncide avec celle de T^ sur un sous-groupe ouvert de Gsi\(K/K),

Pour démontrer le théorème, nous allons utiliser une méthode de défor-
mation et le fait que le théorème est évident dans le cas où X est de type
ordinaire, c'est-à-dire est extension d'un groupe étale par un groupe de
type multipi icatif.

On peut supposer R complet, ce qui ne modifie pas le groupe de Galois
Gëi\(K/K) et, par dévissage sur X, on peut supposer que X = X (x)^ k
est connexe.

Soit (9 l'anneau local complet d'une déformation verselle sur R, du
groupes-divisible X. D'après les travaux de LAZARD, CARTIER, GROTHEN-
DIECK (cf. [2]), il n'y a pas d'obstruction infinitésimale à relever un
groupe ^-divisible, donc 0 est une ^-algèbre de séries formelles. Soit
S = Spec (^P), qui est donc un schéma régulier, et notons °K le 5'-groupe
^-divisible universel relatif au problème de déformation considéré.

LEMME 4.2.3. — Soient k un corps de caractéristique p > 0 et X un
k-groupe p-divisible connexe. Alors X peut être déformé en un groupe
p-divisible sur A:[[T]], qui est de type ordinaire au-dessus du point
générique.

Admettons un instant ce lemme, et prouvons le théorème. Soit x le
point générique de S = S ®^ k. Il résulte du lemme que °K est de type
ordinaire au-dessus du point x. Par ailleurs, la dimension du groupe
^-divisible X se conserve par déformation en caractéristique p, donc
°K ®5 k (x) est encore de dimension d. Soient alors S un hensélisé strict
de S en x, et °K l'image réciproque de °K sur 5'. Il résulte des remarques
précédentes que 3£ est extension d'un groupe étale isomorphe à (Qp/Zp)^"^
par un groupe de type multiplicatif isomorphe à (ppoo)4. Par suite, le
module galoisien /\11 T(^) ® T^pco)®"^ défini sur S est non ramifié
au point x. Comme il est aussi non ramifié aux points de S ®^ K qui
sont de caractéristique zéro, il est non ramifié en tous les points de codi-
mension ^ 1 de S. D'après le théorème de pureté de Zariski-Nagata ([6],
p. 118), il est non ramifié sur 5'. Par restriction à une section convenable
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de S au-dessus de R, on conclut que A^ T(X) ® Td^oo)®"^ est non
ramifié sur R, d'où le théorème, puisque R est strictement hensélien.

Démonstration du lemme. — Nous allons utiliser la théorie des courbes
typiques de Cartier. La littérature sur le sujet est bien incomplète; le
lecteur pourra consulter [l], [2], et surtout [9], dont nous nous sommes
largement inspirés.

Pour tout anneau L, notons W (L) l'anneau des vecteurs de Witt, à
coordonnées dans L, et A (L) l'anneau W(L) [[F, 77]], décrit dans [9].

Soit X un groupe ^-divisible connexe, de dimension d, défini sur un
corps k de caractéristique p > 0. Soit T le A (k) module de ses courbes
typiques. Notons e^ . . . , ̂  une base du fc-espace vectoriel T/ V T ^ Lie (X )
et m^ ...,m^ des relèvements des ^ dans T. Il existe alors des élé-
ments Qij, 1 ^ î , j ^ d , de ^(^)[[^]], uniquement déterminés, tels
que F(mi) = ̂ j Q^mj dans T.

Soient L=k[\T'}~\, et m^...,m^ la base canonique de A (Df.
Choisissons des relèvements quelconques Qij, 0 ^ i, j ^ d, des Qi ' dans
^(L)[[F]], et notons T le A (L)-module quotient de A (L^ par le
sous-module engendré par les éléments F w»—^. Q^ mj, pour i = 1, ..., d
Alors T est le module des courbes typiques d'un groupe formel X sur
L = k [[T]] qui relève X. De plus, la/?-algèbre de Lie de X est isomorphe
au Z-module libre de rang d égal à T/V T, et l'opération de puissance 7?-ième
provient par passage au quotient de l'action de F. Comme les relève-
ments Qij des Qij sont arbitraires, il n'y a pas de mérite à les choisir de
façon que l'opération de puissance p-ième sur Lie (X) ®j^]] k ((T))
soit injective, de sorte que Lie (X) soit une ^-algèbre de Lie génériquement
de type multiplicatif, d'où le lemme.

APPENDICE

Trace et différente

Soient S = Spec (R) un schéma affine, G un 5'-schéma en groupes fini,
commutatif, localement libre de rang n. Notons A sa bigèbre, c sa comulti-
plication, d sa multiplication, A' la bigèbre du dual de Cartier G" de G,
et < , ) l'accouplement naturel entre A et A\

TOME 102 — 1974 — N° 3



SCHÉMAS EN GROUPES 275

Pour nous y reconnaître, nous considérons A comme une algèbre de
fonctions sur G, et A' comme une algèbre de mesures sur G, la multipli-
cation devenant la convolution *. On note 1 l'élément unité de A et ô
celui de A\

Par transposition, on définit une action de A sur A\ et une action de A'
sur A. Plus précisément, pour /e A et ne A', on définit / ueA ' par

< ̂  f\^ > = </^ u > Pour lo^ ^ e ̂

[on obtient ainsi l'action naturelle de A sur A' = Hom^ (A, R')~^, et l'on
définit a*/eA par

<u*/, v> = </, H * V > pour tout veA',

[on obtient ainsi l'action naturelle de A' sur A = Hom^ (A',./?)].

LEMME 1. — Soit ^ e A ' . On a un diagramme commutatif

A. .A®nA

\ i p®fd^

R^pA/1-^*/\\ 1 1
A

En effet, l'application /I-»H*/ est la transposée de l'application
v ï—> [i * v et cette dernière est la composée des applications v h-» p (g) v
et a ® v »-» H * v. La commutativité du diagramme en résulte par trans-
position.

LEMME 2. — Soit \i e A'. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1° La mesure u, sur G est invariante par translations.
2° Le diagramme suivant est commutatif:

c®id^ id^®â

A ®pA——>A ®^A ®^A——>A (SRÂ
\

H®ld
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3° Pour toute fonction fe A, on a u, */ = <(/, [i > 1.

4° P^Mr toute mesure v e A', on a n * v = < l , v ^ n .

Démonstration. — L'application (p n'est autre que le comorphisme
de la translation universelle

G x s G -̂  G x s G,

(g,g) ^fe^)

d'où l'équivalence des 1° et 2°.

Prouvons que 2° <^> 3°. Considérons le diagramme

/->/®! P®»<4

A———>A(SRÂ——>A

c ^ ^ n®^ II

A®RÂ———)-A

Le triangle de gauche est commutatif; sur la première ligne on a
(H ® id^) (/® 1) = < ^,/> 1; d'après le lemme 1,

(H ® id^) o c (/) = a */.

Si le 2° est vérifié, le carré de droite est commutatif, d'où 2° ==> 3°. Réci-
proquement, si le 3° est vérifié, en utilisant la linéarité de (p par rapport
au facteur de droite de A (x)^ A, on trouve que le carré de droite est commu-
tatif, donc 3°=> 2°.

Enfin, pour tout v e A' et tout/e A, on a

<H*v-<l,v>u,/>=<u*/-<n,/>l,v>

d'où l'équivalence des 3° et 4°.
Voici une première application, qui relie la trace dans G à la trace

dans G". La démonstration m'a été communiquée par A. DOUADY.

PROPOSITION 3. — Notons G e A' la trace dans la R-algèbre A, et notons
T e A la trace dans la R-algèbre A\ Alors on a

<T, 6 > = n = r a n g ( G ) .
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Démonstration. — La trace 9 est évidemment une mesure invariante
sur G. D'où

< r, 9 > = trace de l'application [iï-> 9 * n

= trace de l'application ^^ < 1, [i > 9
= < l , 9 > = ? î .

LEMME 4. — SoitfeA. Les conditions suivantes sont équivalentes:
1° on a c(f) = 1 ®/.
2° /w^r ^M/ H e A\ on a [i */ = < ^, 1 >/.
Z)^ /?/M5', fcy 5'^î/Ây éléments de A qui satisfont à ces conditions sont ceux

de la forme \ 1, À, e R.

Démonstration. — Soit v e A ' . On a

<H*/-<H,I>/ ,V>==</ ,H*V>-<H,I></ ,V>
=<c(/) - l®/ ,H®v>,

d'où l'équivalence des 1° et 2°.
Par ailleurs, il est clair que les éléments 'k 1, 'k e R vérifient la condition

du 1°. Montrons que ce sont les seuls. Soient 7 l'idéal d'augmentation
de A, et

a ==U+feA=^©J.

On a
c(a)=U+f(x)i+l(x)t+7 avec JeJOO^L

Par suite, si c (a) = 1 ® a, on a ? = 0.
Revenons aux mesures invariantes sur G. Comme G' est localement

intersection complète au-dessus de S (par exemple, parce que G" est un
sous-schéma en groupes d'un groupe lisse), il résulte de la dualité pour
les faisceaux cohérents ([7], III, § 6 et 7), que le A '-module A = Hom (A\ R)
est localement isomorphe au ^'-module A\ On déduit alors du lemme 4
que les éléments 9 e A' tels que [i * 9 = < p, 1 > 9 pour tout n e A'
(c'est-à-dire les mesures invariantes sur G d'après le lemme 2), forment
un ^-module inversible D, facteur direct de A.

DÉFINITION 5. — Une mesure de Haar sur G est une base de D, c'est-à-
dire une mesure invariante sur G, qui induit une mesure non nulle sur
chaque fibre de G.
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Vu ce qui précède, G possède localement sur S une mesure de Haar,
et deux mesures de Haar sur G diffèrent par multiplication par une unité
de R.

LEMME 5. — Supposons que R soit un corps k, et soit fe A. Il existe un
plus petit sous-espace vectoriel E de A, contenant f et stable par les trans-
lations de G. De plus :

1° si Sf est une base de A et si c (/) = ̂  £; (x) ûp E est le sous-espace
de A engendré par les a^.

2° on a E = {v*/}, v e A\

Démonstration. - La description de E donnée dans le 1° est clas-
sique (cf. [6], p. 404). On a alors les équivalences suivantes :

< H , é ? > = 0 , V^e£ o < H 0 v , c ( / ) > = 0 , VveA'

^ <^*v, /> =0, VveA'
<=> < n , v * / > =0, \/veA\

d'où l'équivalence de 1° et 2°.

LEMME 6. — Si [i est une mesure de Haar sur G, [i est une base du
A-module A ' .

Démonstration. — On peut supposer que R est un corps /c, et il nous
faut montrer que si/e A est tel que/|i == 0, alors/ = 0. On a </^i, g > = 0
pour tout g e A , soit encore < H,/<§•>= 0. Donc l'orthogonal ^i1 de n
contient l'idéal fA de A. Comme p, est une mesure invariante non nulle,
H1 est stable par les translations de G. Or le saturé par translations d'un
idéal non nul est égal à A, donc f A == 0, et par suite/ = 0.

LEMME 7. — Soit D (resp. D ' ) la droite des mesures invariantes sur G
(resp. G"). La restriction à D x D ' de V'accouplement < , > est non
dégénérée.

Démonstration. — On peut supposer que R est un corps k. Soit \JL (resp. h)
une mesure de Haar sur G (resp. G"). Pour tout/e A, on a

<;î,/H>=<V,u>.

D'après le lemme 2, appliqué à la mesure invariante h sur G", on a
hf== < §,/> h et donc < h,f[i > == < 8,/> < h, \i >. Comme n est une
base du ^(-module A' (lemme 6), on ne peut pas avoir < A,/u > = 0 pour
tout /e A\ donc < A, p > -^ 0.
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Application à la différente. — Considérons le A-module inversible A ' ,
et soit 9 e A' la trace sur R de la ^-algèbre A. Alors 9 est une mesure
invariante sur G, de sorte que si [i est une mesure de Haar sur G, il
existe À e R tel que 9 = À-p. Par ailleurs, soit D l'idéal de .4 égal à la diffé-
rente de la .^-algèbre A. C'est un idéal invariant par les translations de (7,
donc provenant d'un idéal î) de R.

DÉFINITION 8. - Nous appellerons Vidéal î) la différente absolue de G.
D'après le lemme 6, la mesure de Haar a est une base du .^-module A'.

La théorie de la dualité pour les 7?-algèbres finies, localement intersection
complète (cf. [13], p. 165) montre alors que î) = ^ A, avec 9 = ^u. Par
suite on a 1) = A- R. De façon plus intrinsèque, si D est la droite des
mesures invariantes sur G, et si u : R —> D est l'application ^-linéaire
qui envoie 1 = sur 9, par dualité des ^-modules inversibles, on obtient
une application

v : D0-1-^

dont l'image est précisément l'idéal î). On déduit alors du lemme 7 et de
la proposition 3 le résultat suivant :

PROPOSITION 9. — Soit î) la différente absolue de G et î)' la différente
absolue de G'. Alors î) î)' est Vidéal de R engendré par le rang n du schéma
en groupes G.
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