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PROBLÈME DES INÉGALITÉS.
APPLICATIONS À LA PROGRAMMATION ET AU CONTRÔLE OPTIMAL

PHILIPPE MICHEL
[Nancy]

RÉSUMÉ. — La résolution d'un problème des inégalités implicites (condition suffi-
sante d'existence d'une solution) permet d'établir une condition nécessaire d'opti-
malité pour un problème de programmation où les contraintes et le critère sont des
fonctions qui sont sommes de fonctions convexes et de fonctions dérivables. Les
résultats sont établis dans des espaces de dimension infinie, ce qui permet de les
appliquer au cas du contrôle optimal en montrant que celui-ci peut se mettre sous
la forme d'un problème de programmation statique : la démonstration est faite pour
des commandes généralisées dans un cas simple et dans le cas de liaisons et contraintes
entre l'état et la commande; et on présente les modifications à opérer pour d'autres
types de commandes.

1. Données et définitions

1.1. On considère les données suivantes :
— une partie convexe fermée M d'un espace de Banach réel;
— un espace vectoriel topologique réel F muni d'une relation d'ordre

définie par un cône convexe pointé saillant F-+- ([3], chapitre 2, § 2,
proposition 13);

— une fonction f définie dans M et à valeurs dans F, et un point x
de M.

1.2. FONCTIONS CONVEXES ([13], chapitre 2, § 1). — On dit que f est
convexe dans une partie convexe A de M si, pour tout couple (xi, x^)
de points de A et tout nombre t de (0, 1), on a

f(tx, + (1 - t) x,) ̂  tf(x,) + (1 - 0 f(x,).

1.3. SEMI-CONTINUITÉ INFÉRIEURE. — On dit que f est semi-continue
inférieurement (en abrégé s. c. i.) dans une partie A de M si l'ensemble
des points (x, y) de A x F qui vérifient f (x) ̂  y est fermé dans A x F.
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414 PH. MICHEL

Si F est la droite numérique R, cette condition correspond à la notion
usuelle de semi-continuité inférieure.

Si F est l'espace R7 muni de la topologie produit et de l'ordre produit,
la semi-continuité inférieure de f résultera de celle de chacune de ses
composantes numériques; mais cette dernière condition n'est pas néces-
saire, même en dimension finie.

EXEMPLE. — On considère les deux fonctions numériques définies
dans R :

( 0 pourvu, pour.<0,
ft(x)=^ -1 pour^O, ^^{l pourvu,

la fonction f^ n'est pas s. c. L, mais la fonction f = (fi, fa) est s. c. i.
dans R au sens où nous l'avons défini.

1.4. DÉRIVABILITÉ STRICTE. — On dit que f est strictement dérivable
en x s'il existe une fonction linéaire continue f ' ( x ) sur le sous-espace
vectoriel engendré par M telle que

limite - - f(xl) ~~ f(x2) ~ ff (x)t(xl ~ ̂  - o
{xi,x^^{x,x);x^x^^ç.M,^ç.M M ̂  — 3;2 h —

Quand M est un voisinage de x, on retrouve la notion de dérivabilité
stricte de BOURBAKI ([6], 2.1.2).

1.5. FONCTIONS APPROXIMATIVEMENT CONVEXES S. C. I. — NOUS dirons
que f est approximativement convexe s. c. i. au voisinage de x s'il existe
un voisinage convexe V de x dans M, une fonction g convexe s. c. i.
dans V et une fonction d continue dans V et strictement dérivable en x
tels que f (x) = g (x) + d (x) en tout point x de Y.

On peut supposer qu'au point x, g est nulle et la dérivée de d est nulle :
il suffit d'ajouter à g et de retrancher à d la fonction d' (x). (rc — x) — g (x),
car la somme d'une fonction continue et d'une fonction s. c. i. est s. c. i.

2. Problème des inégalités

2.1. PROBLÈME. — On considère les données 1.1, et pour un point
donné y de F, on cherche un point x de M qui vérifie f (x) ̂  y ([10], problème
des inégalités).

Nous supposons que f est approximativement convexe s. c. i. au voisi-
nage de x.

2.2. NOTATIONS. — On désigne par g une fonction convexe s. c. i.
nulle en x, et par d une fonction continue strictement dérivable en x de
dérivée nulle, telles que g + d == f dans un voisinage de x.
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On désigne par r un nombre strictement positif tel que ces propriétés
sont vérifiées dans l'intersection de M avec la boule de centre x et de
rayon r.

On désigne par C l'ensemble convexe des éléments y de F tels qu'il
existe un point x de M qui vérifie

\\x-x\\^r et g ( x ) ^ y .

2.3. THÉORÈME. — Si C contient S + W pour un sous-ensemble S
de F et un voisinage W deO dans F, alors il existe un nombre c > 0 tel que,
pour tout nombre positif t ̂  s et pour tout point y de S, on peut trouver
un point x de M qui vérifie

\\x-x\\^tr et f(x)^f(x)+ty.

Démonstration. — II existe un nombre Si > 0 tel que, pour tout couple
(x^ Xî) de points de M qui vérifient [ [ Xi — x [ | ̂  £1 et [ [ x^ — x [ [ ̂  £1,
on a

d ( x , ) - d ( x . ) 1
\\x, -x. I I '-2r

Soit s le plus petit des nombres £i/r et 1. Considérons un nombre
positif t ̂  £ et un point y de S.

Pour tout point z de ty + t W, il existe un point A de M qui vérifie

\\h—x\\^tr et g ( h ) ^ z ;

en effet, le point tr1 z appartient à C, et il existe un point a; de M qui
vérifie

\\x—x\\^r et g Ç x ^ ^ t ^ z ;

le point h = tx + (1 — t) x vérifie alors

\\h—x\\^tr et g ( h ) ^ t g ( x ) ^ z .

On pose Xo == x, ho == x, Zo = 0 et z, = 2-1 ty; on a 2 (z, — Zo) == ty,
et il existe un point hi de M qui vérifie

P, -:r||^fr et g (h,) ̂  2 (z, - z,);

on pose Xi == 2~1 Ai + 2~1 ^; on a donc ^ (rci) ̂  Zi.
Supposons définis, pour 1 ̂  p ̂  n, des points ̂  de F, Xp et 7 ,̂ de M

qui vérifient

xp =2-?x+ S^i 2-^ /^, ^ = (2^ 2-^) ̂  - d (^_i) + /-Çr),
\\hp-x\\^tr, g {hp) ̂  2? (Zp - Zp^) et g{Xp)^Zp.

Posons
^ = (S^î 2-^) ty - d (a;.) + f(x);

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



416 PH. MICHEL

alors on a
2^1 (Zn^ - Zn) ==ty+ 2^1 (d (Xn-.) - d (Xn)) ;

II ̂ -i - Xn II ̂  2-^ II x - hn II ̂  2-" Zr;
d (^-0 - d (Xn) ç 2-11 tr (2 r) -W;

2^(2^ -Zn)çty + /W.

Ainsi, il existe un point 7^+i de M qui vérifie
[ I hn^ -x\\^_tr et g (hn^) ̂  2^1 (z,,-, - Zn).

On peut poser Xn^ = 2-n-l x + ̂ [2-v hç; et il résulte de la
convexité de g que l'on a

^ (̂ i) ̂  2^; 2-^ ^ (̂ ) ̂  2^; (̂  - z^_0.

La suite de Cauchy ^ converge vers un point x de M qui vérifie
[[ x — x I I ̂  tr; d étant continue, la suite Zn converge vers la limite
z == ty — d (x) + f(x); enfin, il résulte de la semi-continuité inférieure
de g que l'on a g ( x ) ^ z ; on obtient bien alors f(x)^f(x) + ty. Le
théorème est démontré.

2.4. REMARQUE. -- Dans le cas où M est un convexe fermé d'un espace
de Banach réflexif et où F est un espace localement convexe séparé,
le convexe C est fermé. En efîet, C est l'image d'un compact faible par
la multi-application T qui associe à tout x l'ensemble g (x) + F+; g étant
convexe s. c. L, le graphe de r est un convexe fermé pour les topologies
initiales; et il en est de même pour la topologie affaiblie sur M
([4], chapitre 4, § 2, propositions 4 et 10). Par contre, dans le cas d'un
espace non réflexif, C n'est en général pas fermé : c'est le cas de l'image
de la boule unité dans le bidual muni de la topologie faible.

Toutefois, si F est un espace vectoriel topologique métrisable, on peut
remplacer C par son adhérence dans l'énoncé du théorème 2.3, ainsi
que le montre le théorème suivant.

2.5. THÉORÈME. — Si F est un espace vectoriel topologique métrisable,
le convexe C a même intérieur que son adhérence C.

Démonstration. — Supposons qu'un point y est intérieur à C; on consi-
dère une suite décroissante Wn, n ̂  0, qui constitue un système fonda-
mental de voisinages de 0 dans F et telle que y + 2 Wo est contenu
dans C.

Nous allons montrer que C contient y + Wo. Soit y un point de y + Wo ;
on pose i/o == 2-1 y ; alors 2 (y — yo) appartient à C; il existe donc des
points hi de M et Zi de C qui vérifient

\\h, -x\\^r, g(h,)^z, et 2 ( y - y , ) ç z , + W,;
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On pose î/i == i/o + 2~1 2i — 2-'2 y; alors on a les relations suivantes :

4 (y - Vi) - y = 4 (y - yo) - 2 2i,
4(y- i /Oey+2W,.

Supposons définis, pour p ̂  n — 1, des points hp de M, 2^ de C et ̂
de F qui vérifient

Vp == ï/^-i + 2-^ ̂  - 2-^-1 y, \\hp -x\\^r, g (hp) ̂  Zp
et

2 / ?+ l(y-^)ey+2W^

alors le point 271 (y — y/z-i) appartient à C, et il existe des points hn
de M et Zn de C qui vérifient

\\hn—x\\^r, g(hn)^Zn et 2n(y — yn-i)^Zn + Wn;

le point yn = yn-i + 2-^ z^ — 2-"-1 y vérifie

2-1 (y - Vn) - y - 2 [2" (y - y._,) - 2.],
2^1(y-y.)ey+2W..

II résulte de la dernière relation que la suite yn converge vers y . D'autre
part, la suite de Cauchy de M :

/y. ___ V/î 0——? h 1 0—-7Z——1 ;y>
«^/Z ——— 2j/?=:l •(-' /l/? T ^ x

converge vers un point x de M tel que |[ x — x |[ ̂  r, et elle vérifie,
pour tout n ̂  1,

^ (̂ ) ̂  S î 2-^ ^ (h )̂ ̂  2^, 2-^ z/,;

en outre, il résulte de la définition de la suite yn, que l'on a, pour
tout n ̂  1,

Vn = S^ 2-^+2-— y;
g^^Vn -^-^y;

y étant s. c. L, on obtient à la limite g (x) ̂  y .
Le point y appartient à C; le théorème est démontré.

3. Application aux conditions nécessaires d'optimalité

3.1. PROBLÈME. — Minimiser y (x) sur F ensemble des points x de M
qui vérifient cp (x) = 0 et ^ (x) ̂  0.

M est un convexe fermé d'un espace de Banach; les fonctions y, 9
et ^ sont définies dans M et respectivement à valeurs dans R, dans un
espace vectoriel topologique G et dans un espace vectoriel topologique
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ordonné H; on suppose que cp, y et ^ sont approximativement convexes
s. c. i. au voisinage d'un point x de M, l'espace G étant muni de la rela-
tion d'ordre définie par l'égalité.

3.2. NOTATIONS. — L'espace produit Gx'RxH est muni de l'ordre
défini par le cône { 0 } xR+x2î+; alors la fonction (cp, y, ^) est approxi-
mativement convexe s. c. i. au voisinage de x et, dans l'intersection de M
avec une boule de centre x et de rayon r > 0, sont définies des fonc-
tions Z, m et n convexes s. c. i. qui s'annulent en x et telles que cp — Z,
y — m et ^ — n sont continues et strictement dérivables de dérivées
nulles en x (1.5).

On désigne par D, l'ensemble des points (y, À, z) de GXB.XH tels
qu'il existe un point x de M qui vérifie

[I x — x II ̂  r, l(x)= y, m (x) ̂  À et n (a;) + ̂  (x) ̂  z.

3.3. THÉORÈME. — Si x est une solution optimale locale du problème 3.1,
alors le point (0, 0, 0) n'est pas intérieur à D.

Démonstration. — Supposons que (0, 0, 0) soit intérieur à D-, alors le
convexe C == D + (0, 0, — ^ (x)) est un voisinage de (0, 0, — ^ (x)),
et il en est de même pour un point (0, — p, — ^ (x)), avec p > 0;
appliquons le théorème 2.3 en prenant pour S ce point : il existe un
nombre £ > 0 tel que, pour tout t de (0, s), on peut trouver un point x
de M qui vérifie

I I x — x I I ̂  tr, ÇP (x) = 9 (x) + Z .O = 0,
ï (x) ̂  y Çr) - Zp et ^ (a;) ̂  (1 - f) ^ Ce);

il en résulte que x n'est pas solution optimale locale du problème 3.1.
Le théorème est démontré.

3.4. HYPOTHÈSE (régularité faible). — Pour obtenir une condition
nécessaire d'optimalité sous une forme qui est classique en dimension
finie, nous ferons l'hypothèse suivante :

Si Uintérieur de D est vide, alors D admet un hyperplan d'appui fermé
en (0, 0, 0).

Si G et H sont localement convexes, il suffit pour cela que D ait un
intérieur non vide relativement au sous-espace fermé qu'il engendre;
en particulier, il suffit que D soit de dimension finie.

3.5. THÉORÈME. — 5l x est solution optimale locale du problème 3.1,
et si D vérifie l'hypothèse 3.4, alors il existe des formes linéaires continues u
sur G, a sur R et v sur H, non toutes nulles, telles que :

1° a et v sont des formes linéaires positives.
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2° On a v ̂  (x) = 0.
3° Pour tout point x de M à distance au plus r de x, on a

ul (x) + am (x) + un (x) ̂  0.

Démonstration, —- Le convexe D admet un hyperplan d'appui fermé
en (0, 0, 0) : cela résulte de l'hypothèse 3.4 si l'intérieur de D est vide,
et du théorème 3.3 si l'intérieur de D est non vide. Il existe donc une
forme linéaire continue non nulle (u, a, v) sur GxRx-ff telle que, pour
tout point (y, À, z) de D, on a uy + ci À + uz ̂  0.

Pour tout point a; de M à distance au plus r de x, tout nombre ^i ̂  0
et tout point z de -H+, le point de composantes

Z (x), m (x) + ̂ , n (x) + ̂  (x) + z

appartient à D; on a donc

ul (x) + am (x) + un (x) + v ^ (x) + a À + uz ̂  0;

il en résulte que a et y sont des formes linéaires positives, et que l'on a

ul (x) + am (x) + un (x) + u ̂  (x) ̂  0.

On obtient en particulier, pour x==x, u^(x)^Q; d'autre part,
u étant positive et — ^ (x) appartenant à J3+, on a u ^ (x) ̂  0. Par
conséquent, u ̂  (x) est nul, et le théorème est démontré.

3.6. ÉTUDE DE L'HYPOTHÈSE DE RÉGULARITÉ 3.4.

3.6.1. La condition nécessaire d'optimalité sous la forme du théorème 3.5
ne peut pas être obtenue sans hypothèse de régularité.

Exemple. — Pour H == { 0 }, M == G espace de Banach des suites
sommables de nombres réels, et des fonctions y et 9 définies pour tout
x = (Xn) par

ï (x) = 2, Xn et cp (x) = Ç^^Y

le point 0 est solution optimale du problème 3.1, mais les conclusions
du théorème 3.5 ne sont pas satisfaites.

3.6.2. Forme équivalente : On suppose que Z, m et n sont définies
dans M; alors, dans le théorème 3.5, la conclusion 3° est vérifiée par
tous les points de M, car la fonction ul + am + um est convexe dans M.
On désigne par A l'ensemble des points (y, À, z) de GxRxJÏ tels qu'il
existe un point x de M qui vérifie

Z (x) == y, m (x) ̂  À et n (x) + ̂  (x) ̂  z.
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Si D vérifie l'hypothèse 3.4, il en est de même de A, car A contient D,
et A est contenu dans le cône de sommet (0, 0, 0) engendré par D. Réci-
proquement, si G et H sont métrisables complets, on peut remplacer D
par A dans l'hypothèse 3.4 : si l'intérieur de A est non vide, il en est de
même du cône U/i^i nD qui contient A, et aussi d'un des ensembles nD
car Gx'RxH est un espace de Baire; il résulte alors du théorème 2.5
que l'intérieur de D est non vide.

3.6.3. Critères : On peut trouver des conditions suffisantes simples
pour que l'hypothèse 3.4 soit satisfaite. Si l'intérieur du cône positif H+
est non vide, il suffit que G soit réduit à { 0 } (problème sans liaison),
ou que l (A) ait un intérieur non vide pour une partie bornée A de M
telle que m et n soient majorées sur A, ou encore, M étant un voisinage
de x et G étant métrisable complet, que l soit un morphisme strict et
que m et n soient continues en x. On obtient des critères similaires en
décomposant ^ quand ^ est à valeurs dans le produit de deux espaces
ordonnés dont l'un a un cône positif d'intérieur non vide.

3.6.4. Cas particulier : Si certaines composantes de 9 sont linéaires
continues et certaines composantes de y sont convexes s. c. i., on peut faire
entrer ces liaisons et contraintes dans la définition de M, ce qui réduit
la dimension de Gx'RxH et allège l'hypothèse 3.4 : après l'application
du théorème 3.5, on est ramené à la résolution d'un problème de program-
mation convexe.

3.7. RÉGULARITÉ FORTE. — On considère l'ensemble convexe B des
éléments (y, z) de GxH tels qu'il existe un point x de M qui vérifie

[| x — x \\ ̂  r, l ( x ) = y et n (x) + ̂  (x) ̂  z.

3.7.1. HYPOTHÈSE : On suppose que D vérifie l'hypothèse 3.4 et en
plus que B n'admet pas d'hyperplan fermé d'appui en (0, 0).

Alors, si x est solution optimale locale du problème 3.1, les conclusions
du théorème 3.5 sont satisfaites avec a ̂  0 : si a est nul, la forme
linéaire (u, v) définit un hyperplan fermé d'appui en (0, 0) de B.

3.7.2. CRITÈRE : Si M est un voisinage de x, si G est métrisable complet,
et si l'intérieur du cône positif de H est non vide, pour que l'hypothèse 3.7.1
so it satisfaite, il suffit que l soit surjectiue, que m et n soient continues, et
qu'il existe un point Xo de M qui vérifie

l (x,) ==0 et n (x,) + ^ (x)ç - H^.

Preuve. — Soit fo ̂  r le rayon d'une boule de centre x sur laquelle m est
majoré.

On peut se ramener au cas où Xo appartient à la boule de centre x et
de rayon (1/2) fo; d'après la continuité de n, il existe un voisinage VxW
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de (Xo, 0) dont tout point (x, z) vérifie

n (x) + ̂  (x) - z ̂  0 et || x - x \\ ̂  J-o;

l'image de V par l est un voisinage de 0 dans G car / est surjective d'un
espace de Banach sur un espace métrisable complet et l est un morphisme
strict ([3], chapitre 1, § 3, théorème 1).

Ainsi B qui contient Z(V)xW, est un voisinage de (0, 0) et n'admet
pas d'hyperplan d'appui en ce point; en outre, D vérifie l'hypothèse 3.4
car l'intérieur de D est non vide : m est majoré par un nombre b sur la
boule de centre x et de rayon fo, et D contient l'ensemble
l (V) x ( b, + oo ( x W. Le critère est démontré.

On reconnaît dans ce critère les conditions usuellement posées en dimen-
sion finie tant pour la programmation différentiable que pour la program-
mation convexe ([l], chapitre 3, proposition 2 et chapitre 4, théorème 1) :
la surjectivité de l équivaut à l'indépendance linéaire de ses composantes,
et l'appartenance de n (xo) + ^ (x) à — H^. résulte des conditions n1 (xo) < 0
pour les contraintes saturées (^ (x) = 0), et n1 (x^) ̂  0 pour les
contraintes non saturées (^ (x) < 0).

3.8. CONDITION NÉCESSAIRE D'OPTIMALITÉ SANS HYPOTHÈSE DE RÉGU-

LARITÉ. — Dans le cas où l'adhérence de û est un convexe complet d'un
espace norme, l'ensemble des points de la frontière de D qui appartiennent
à un hyperplan d'appui fermé de D est dense dans la frontière de D
(théorème de BISHOP-PHELS [2]); on peut alors donner une condition
nécessaire d'optimalité, de type approché, sans hypothèse de régularité.

THÉORÈME. — Dans le cas où G et H sont des espaces de Banach, si x est
solution optimale locale du problème 3.1, alors pour tout nombre s > 0,
il existe des formes linéaires continues u sur G, a sur R et v sur H telles que
[ | u I I + a + I I u |[ == 1 et que :

1° a et u sont des formes linéaires positives.
2° On a — s ̂  u ^ (x) ̂  0.
3° Pour tout point x de M à distance au plus r de x, on a

ul (x) + am (x) + un (x) ̂  — s.

Démonstration. — L'adhérence de D est un convexe fermé de l'espace
de Banach G x R X H. Si l'intérieur de D est non vide, il en est de même
de l'intérieur de D (théorème 2.5), alors l'hypothèse 3.4 est satisfaite,
et le théorème est une conséquence du théorème 3.5.

Si l'intérieur de D est vide, le point (0, 0, 0) appartient à la frontière
de JD. Pour £ > 0 donné, il existe un point (z/o, Ào, Zo) de D, de norme
inférieure à £, tel que D admet un hyperplan d'appui fermé en ce point;
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il existe donc une forme linéaire continue (u, a, v) sur GxRxiî, de
norme 1, telle que tout point (y, À, z) de D vérifie

uy + a À + yz ̂  uyo + û Ào + yzo.

Il en résulte, comme dans le théorème 3.5, que a et y sont des formes
linéaires positives et que l'on a pour tout point x de M à distance au plus r
de x :

ul (x) + am (x) + un (x) + v ^ (x) ̂  uyo + a Ào + ^o ;

on a, d'autre part, en raison du choix de (yo, ^o, ^o) et de (u, a, v) :

Uî/o + û^o + VZo^ — £;

on obtient alors, pour x = x, v ^ ( x ) ^ — e ' , enfin, u étant positive,
on a v ^ (x) ̂  0, ce qui implique en outre

ul (x) + am (x) + un (x) ̂  — s.

Le théorème est démontré.

4. Cas de la programmation dynamique en temps continu

Nous étudions ici une condition nécessaire d'optimalité pour des
commandes généralisées [7], et nous montrerons ensuite comment procéder
dans d'autres cas (§ 5).

Nous dirons qu'une fonction X à valeurs dans un espace de Banach
est absolument continue sur (0, T) s'il existe une fonction Y intégrable
par rapport à la mesure de Lebesgue sur (0, F) dont l'intégrale sur
(t,, t.) est égale à X (U) — X (t,) pour tout intervalle (t,, U) contenu
dans (0, T) ; une telle fonction X est presque partout dérivable de
dérivée Y (t) ([15], théorème de Bochner).

4.1. PROBLÈME. — Minimiser y (X (F)) sur l'ensemble des fonctions X
absolument continues sur (0, T) à valeurs dans un espace de Banach E
qui vérifient

cpo(X(0))=0 et +o(X(0))^0;
9,(X(r))=0 et ^(X(T))^0;

et telles qu'il existe une famille A == (au)ueç de fonctions numériques
positives mesurables sur (0, T) qui vérifie les trois relations suivantes :

î^uçQ au (0 = 1 presque partout;
T

2«e<? ( a» (0 II f(,X (0, ", 0 1 1 dt <+ œ;
^0

d^f) = Su6<? a. (0 f(X (0> "> 0 Presque partout.
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Les fonctions y, cpo et cpi, ^o et ^i sont définies dans £ et à valeurs
respectivement dans R, dans des espaces vectoriels topologiques Go et Gi,
dans des espaces vectoriels topologiques ordonnés Ho et Hi.

Q est un ensemble donné (ensemble des commandes originelles); pour
tout élément u de Q, f ( . , u, .) est une fonction définie dans Ex (0, T]
et à valeurs dans E, telle que, pour toute fonction absolument continue X,
f (X (t), u, t) est mesurable en t par rapport à la mesure de Lebesgue.
Les conditions posées entraînent que, pour presque tout t, dX (t)ldt
appartient à l'enveloppe convexe fermée de l'ensemble des f(X (f), u, f)
pour ue Q.

4.2. MISE SOUS FORME D'UN PROBLÈME DE PROGRAMMATION

STATIQUE. — On considère une fonction continue presque partout déri-
vable X qui vérifie toutes les conditions du problème 4.1 pour une
famille A = (au)uçQ', et on se fixe un nombre h > 0.

4.2.1. Définition des coefficients : Pour toute commande u de Q, on
choisit une fonction mesurable ku (f) à valeurs dans (0, + °o) telle que,
pour tout t et tout couple (x, y) de points distincts appartenant à la
boule B( de centre X (f) et de rayon h, ku (t) majore les quantités

llf(x(0,u,()||, II f(^^^011 „ i.

Si E est séparable et si f(x, u, f) est continue par rapport à x pour
presque tout t, on peut prendre pour ku (t) la borne supérieure de ces
quantités.

Pour toute fonction u et tout point t tels que f(x, u, t) est dérivable
par rapport à x dans la boule Bf, il est équivalent de dire que ku (f) majore
les quantités

|[f(X(0,iU)||, ||f,(^u,0|| et 1

pour tout point x de Bt.
Il résulte de la définition de ku (t) que l'on a, pour tout u de Ç, tout t

de (0, T), et toute fonction X telle que X(f)eBt :

II f(X(Q,u, 0||^(1 +/OMO-

4.2.2. Espace des commandes et espace des solutions : On désigne
par o> l'espace de Banach des fonctions absolument continues sur (0, T)
et à valeurs dans E, pour la norme

x IL = |i x (G) [^ + dX(t)
dt x(o)i i+r

^0

dX(t)
dt dt.
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Pour toute famille A == {du)uç.Q de fonctions numériques mesurables,
on pose

r 1
II A II =I;.e<? / MOlMOI^.

^0

Sur l'ensemble £ft des familles A qui vérifient || A [| <+ oo, [| A i| définit
une norme pour laquelle fft est un espace de Banach.

Alors, pour tout A de ̂  et tout X de la boule de ^ de centre X et
de rayon h, la fonction

F (X, A) (0 = 2, e Q an (Q f (X (Q, u, 0

est définie et à valeurs dans LE, car on a

[| F (X, A) (0 |[ ̂  2^ç a. (0 | (1 + h) k^ (Q,
I I F (X, A) [|̂  ̂ (1+ A) I I A I I .

4.2.3. THÉORÈME : Si A appartient à 91 et si la fonction F {X, A)
est strictement dériuable par rapport à X au point X, a/ors la fonc-
tion F (X, A) est strictement dériuable au point (X, A) de dérivée

F' (X, A).(X, A) = F'^ (X, A) .X + F (X, A).

Démonstration. — La fonction F (X, A) étant linéaire par rapport à A,
on a la relation suivante :

F (X, A) - F (Y, B) - F'x (X, A).(X - Y) - F (X, A - B)
- F (X, A) - F (Y, A) - F'x (X, A).(X - Y)

+ F ( X , A - A ) -F (Y, A - A ) + F ( Y , A - B ) - F { X , A - B ) ;

on a, par hypothèse,

I I F (X, A) - F (Y, A) - F;̂  (X, A).(X - Y) | = | ] X - Y || s (X, Y),

où s (X, Y) tend vers zéro quand (X, Y) tend vers (X, X) ; on a d'autre
part :

I I F (X, A - A) (f) - F ( Y, A - A) (Q ||
^^Q a. (0 - a. (0 1 . 1 1 f(X (0, u, t) - f(Y (t), u, t) \
^ ̂ ÇQ | ̂  (0 - an (0 j kn (0 II X (0 - Y (/) II;

j l F (X, A - A) - F (Y, A - A) ||̂ , ̂  [ ( A - A[|. || X - Y

On établit de même que l'on a

I I F (Y, A - B) - F (X, A - B ) \\^ ^ \\ A - B \\. \ Y - X [|.
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On obtient alors

I I F (X, A) - F (Y, B) - F'^ (X, A). (X - Y) - F (X, A - B) \\
^( | |X-Y| ]+ | |A-J3| | ) (£(X, Y) + [I A - A [|+|| Y -X II),

et (s (X, Y) + I I A - A [| + I I Y - X || ) tend vers zéro quand (X, A, Y, 5)
tend vers (X, A, X, A). Le théorème est démontré.

4.2.4. Forme statique du problème 4.1 : On désigne par N l'ensemble
convexe fermé de l'espace 91 composé des points A qui vérifient :

S^ey du (0 = 1 presque partout,
et, pour tout u de Q, du (t) =: 0 presque partout.

Si X est une solution optimale du problème 4.1 qui correspond à une
commande A de N, alors (X, A) est une solution optimale locale du
problème suivant :

Minimiser y (X (F)) sur U ensemble des points (X, A) de cPxN qui
vérifient

9o(X(0)) =0 et ^o(X(0)) ^0;
cp,(X<T))=0 et ^(X(r))^0;

F(X,A)-^=0.

Pour appliquer le théorème 3.5, nous ferons les hypothèses suivantes.

4.3. HYPOTHÈSES. — On munit les espaces Go et Gi chacun de l'ordre
défini par l'égalité.

4.3.1. On suppose que cpo et ^o (respectivement cpi, ^i et y) sont approxi-
mativement convexes s. c. i. au voisinage de X (0) [respectivement de X (T)].

On désigne par lo et Ho (respectivement Zi, ni et m) des fonctions
convexes s. c. i. nulles en X (0) [respectivement en X (T)] dont les diffé-
rences respectives avec ces fonctions sont strictement dérivables de
dérivée nulle.

On a pu choisir h > 0 de manière à ce que ces fonctions soient définies
dans la boule de centre X (0) [respectivement X (T)] et de rayon A.

4.3.2. On suppose que A appartient à N et que la fonction F (X, A)
de X est strictement dérivable en X de dérivée

(F:̂  (X, A) .X) (0 = ̂ ^ a. (0 H. (X (0, u, t) .X (0.

Cette hypothèse porte exclusivement sur la commande optimale A;
elle est plus faible que les hypothèses usuellement faites, car elle est une
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