BULLETIN DELA S. M. F.

S.DELACHE

J.LERAY

Calcul de la solution élémentaire de I’opérateur
d’Euler-Poisson-Darboux et de I’opérateur de
Tricomi-Clairaut, hyperbolique, d’ordre 2

Bulletin de la S. M. F., tome 99 (1971), p. 313-336
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1971__99 313_0>

© Bulletin de la S. M. E,, 1971, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. E. » (http:
/lsmf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique 1’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http:/www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1971__99__313_0
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Bull. Soc. math. France,
99, 1971, p. 313 a 336.

CALCUL DE LA SOLUTION ELEMENTAIRE
DE L'OPERATEUR D'EULER-POISSON-DARBOUX
ET DE L'OPERATEUR
DE TRICOMI-CLAIRAUT, HYPERBOLIQUE, D'ORDRE 2

PAR

Soranege DELACHE gr Jean LERAY
[Nice; Paris]

RisumE. — Cet article calcule explicitement la solution élémentaire hyperbolique
de Vopérateur d’Euler-Darboux-Poisson (incomplétement explicitée par R. Davis
en 1956) et de opérateur de Tricomi-Clairaut d’ordre 2. Les formules obtenues
donnent donc des exemples d’allure de solution élémentaire hyperbolique a la frontiére
du domaine d’hyperbolicité; elles donnent de nouveaux exemples d’opérateurs hyper-
boliques d’ordre 2 ayant des lacunes (en dimensions paires > 6). Elles emploient
une distribution hypergéoméirique, définie par 1’équation hypergéométrique, et sa
composée avec une fonction réguliére, positive dans un demi-cone, nulle hors de ce
demi-cone; I'étude de ces distributions est un complément au t.1 du traité Distri-
butions de GEL’FAND et SILov. Signalons, par exemple, que la formule de Kummer
s’applique & cette distribution hypergéométrique; elle permet de déduire la solution
élémentaire de l’opérateur de Tricomi-Clairaut de celle d’Euler-Poisson-Darboux.

Introduction

Ces solutions élémentaires se calculent au moyen de la fonction hyper-
géométrique (voir théorémes 2 ef 3, n® 6 et 9).

1. Historique.

R. BADER et P. GErRMmAIN [1] l'ont établi en 1952 pour loperateur de
0? , d Jd
oz’ qui équivaut a I'opérateur d i + 3x1 PE

celui-ci est un cas partlculler de T'opérateur dEuler—Pozsson-Darboux

02
Tricomi z, —; d -+

0?2 . 0> 2a 0
ox; ox; x, 0x,
j=2

1.1)
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qui fut étudié par A. WEINSTEIN et son école (Maryland); en particulier,
R. M. Davis [2] a prouvé en 1956 que la solution élémentaire de cet
opérateur s’exprime au moyen de la fonction hypergéométrique.

Nous nous proposons d’expliciter et de compléter ce résultat, puis de
Pétendre a certains opérateurs de Tricomi-Clairaut d’ordre 2.

Nous complétons ainsi l'article de S. DELAcHE [3], qui exprime par
des intégrales la solution élémentaire de certains opérateurs de Tricomi-
Clairaut.

2. Méthode.

Le chapitre II calcule la solution élémentaire d’un opérateur d’Euler-
Poisson-Darboux (1.1) en employant la théorie des disiributions; il n’a
pas besoin de la théorie de M. Riesz des équations du second ordre [6]
qu'emploie R. M. Davis. Des changements de variables appropriés
permettent les prolongements analytiques qui établissent les théoremes 2
et 3 (chap. II, n° 6; chap. IV, n° 9).

Le chapitre I définit les distributions nécessaires a 1’énoncé des théo-
remes 2 et 3; les lemmes 4.1, 4.2 et le théoréme 1 (n° 5) résument leurs
propriétés. Ces distributions ont été définies par GEL’FAND et SiLov [4],
qui les ont étudiées par le prolongement analytique qui est & la base
de la théorie de M. Riesz [6]. Mais il nous faut modifier les notations,
et compléter les résultats de GEL’FAND et StLov.

Le chapitre III précise les particularités se présentant en dimension 2.

CHAPITRE I

Définition de quelques distributions

3. La distribution y, (.).

Elle est définie sur la droite réelle T = R, de coordonnée f; elle est
fonction holomorphe du paramétre gqe G.

Si Req> — 1, c’est la fonction localement sommable ayant pour
valeur

1 . .
3.1) X"(t):l—‘m si > 0; 2@ =0 sitL0;
(7 = e, ou log t est réel, si t > 0). Elle est holomorphe en ¢ et elle

vérifie

d t
% () = ‘—qutl_( )3

elle se prolonge donc analytiquement en une fonction entiére de q.
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Ses propriétés sont évidemment les suivantes : y, (.) est une distri-
bution sur T, fonction entiére de g€ G; on a, en employant la dérivation
généralisée de Riemann-Liouville (cf. [4], ch. 1, § 5) :

dr oy, (¢
3.2 Xg—p () = ;CZ”() pour tout pe C;

% (.) est positivement homogeéne de degré q, c’est-a-dire : y, (ct) = ¢7 3, ()
pour toute constante ¢ > 0; on a donc la formule d’Euler

3.3 Ly () = q 14 O.
Note. — GEL'FAND et Sirov [4] notent

q
%g = 071V si q est entier <0, % (O = i—((ﬁ sinon.

4. Distributions composées.

La distribution composée y, ({(.)) peut étre définie pour divers types
de fonctions £ (.) (voir) [4]); nous aurons besoin de fonctions ¢ (.) du
type trés spécial que voici

t@) =f(@)k()=0

est défini sur un voisinage ouvert X de 0 dans R¢; k (.) est égale 4 une
forme quadratique hyperbolique [c’est-a-dire de signature (1, [ — 1)]
dans I'un des demi-cones convexes, C, ou cette forme est > 0; k=0
hors de ce demi-cone C; f(.) est une fonction > 0, définie sur X, indé-
finiment différentiable. Nous emploierons dans X des coordonnées
telles que

l
* * ¥
k(z) =z} —Z x} si x,>‘ /2 z3 <2 =2>,
. ﬁ*
=0 si x1é\/2‘ x5,
7

Si Req > —1, la distribution composée y, ({(.)) est la fonction
localement sommable sur X, ayant pour valeur en x

@.1) 0 @) = o Py

Elle est holomorphe en g, pour Re ¢ > — 1; elle vérifie
“.2) 2o (@) = [7 (@) xg (k (2));
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or f7(x) est indéfiniment différentiable en z et holomorphe en ¢, quel
que soit ¢; pour étudier le prolongement analytique de x, (¢ (.)), il suffit
donc d’étudier celui de y, (k (.)). Or, le dalembertien étant noté

02 * 02

Oe =0 —au o2’
J

on a, pour Re (q) > 0,
(4.3) 2(1+29) (k) = Oz gg+1 (kK (@));

%q (k (.)) se prolonge donc analytiquement en une distribution, fonc-
tion méromorphe de ¢, dont les pdles, tous simples, sont les points

q z_é—n (n : entier > 0),

xs (k (x)) =0 hors de C,
_ @
IR NCEY

donc Supp [y, (k (.))] = dC (bord de C) si q est entier < 0, = C sinon.
On a

dans C;

.4 o k@) = 2 g (k @),

la restriction de 3, (k(.))4 X = X _0 est donc une fonction holo-
morphe de q.

Le résidu de y, (k (.)) en son pole —é— n est donc une distribution
homogeéne en z, de degré — [ — n, de support 0; en particulier, le résidu

de %, (k(.)) en son pole ~—£est donc un multiple de la mesure de

2
Dirac ¢. Vu (4.3),

@5 xés il (6 (D] = gy 0" Tésin [y (K (O]

.6)  réspn [ K= 07 k()= 5ad (),

¢; étant une constante que nous allons calculer : I'intérét de ce calcul

est que, vu (4.6),;—)(,1_1/2 (k (.)) est la solution élémentaire de [J.
!

Calcul de ¢;, — Notons X’ = R/, ¢’ la mesure de Dirac sur X',

x, == (x19 ® e oy xl—l)’
1—1 P l—1 o
@)=z —¥a, 0O =55—N373"
@) == ; / ox; el 02

Jj=2
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Un calcul élémentaire donne, pour Re (¢) > —1 :

S wt@ydn =250 e @) [a—eya
donc

S k@) do =V gy K @),

cette formule vaut pour tout ¢; en appliquant f +°=o dz; a (4.6), on
obtient donc -
Ve O gap-ip (K @) = e 8 @),
c’est-a-dire
G = \/ T Ca;
or, vu (4.6),

6 = e = 2,
TGP r
Donc
“.7) ¢ = 2nir1,

Nous avons donc prouvé les deux lemmes suivants :

LemMmE 4.1. — La distribution composée y, (t (.)) est une distribution
sur X, positivement homogeéne en t, de degré q; c’est-a-dire :

% @) L) =u () (EC))

pour toute fonction u (.) > 0 indéfiniment dérivable; elle est fonction

méromorphe de q; ses poles sont les points ¢ = —n — é(n : entier > 0);

ils sont simples; le résidu de y, (t(.)), en le pole —n — é,est
, — 1 [/2_1 fq (0) n
TeS_n—1/2 [X'? (t ())] = Qn (__ 4)n nl ara ()'

LEmME 4.2. — La solution élémentaire du dalembertien [J est
1 1—1/2 k
5T Xa—1p2 (K (.))-

Note. — GEL’FAND et SiLov [4] prouvent des propriétés beaucoup
plus générales de la composition de y, et des fonctions; mais elles
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n’impliquent pas le lemme 4.1. Ils prouvent le lemme 4.2 quand [
est pair.

Plus généralement, soit ¢ (.) une distribution définie sur T, du type

4.7) 9 ()= ¢rs () + ()

g€Q

ot ¢;€ G, Q est un ensemble fini de points sur lequel ¢ + én’est jamais

un entier =< 0, et ¢ (.) une fonction localement bornée; la donnée de ¢ (.)
définit donc sans ambiguité le second membre de (4.7). Etant donnée { (.),
nous pouvons donc définir sur X la distribution composée ¢ (¢ (.))
comme suit :

QU =X e () + YA

gEQ

5. La distribution hypergéométrique ® (4, B, C; r, {).

La distribution hypergéométrique ® (4, B, C; r, ), qui est du
type (4.7), va étre définie au moyen de 'opérateur hypergéométrique

@ﬂh(&ﬂ@u%%aa—ng+u>4A+B+nq%_A&

elle s’exprimera au moyen de la distribution y, (f) et de la fonction hyper-
géométrique

. (A+n—1)B...(B+n—1),
nlC...(C+n—10) ’

(1t < 1).

Fmﬁmm=1+ZA'

n=t

6.2)

Rappelons que F est défini, sauf quand C est un entier -~ 0; F est la
fonction, holomorphe et égale a 1 a I'origine, que h annule; h annule
aussi

(.3) #~¢CFA—C+1, B—C+1,2—C; 0.

Rappelons que, pour tout pe G, on a (en employant la dérivation de
Riemann-Liouville) :

d\dr _ dr . d
G4 h(A B Cit )3 = gk (A—p B—p C—pit i)
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Rappelons enfin la formule, due & KuMMER : si s =4f(1 —1{) et
C— A+B+1
=—a

,d\ . (AB . d
(5.5) h <A, B, C, t, Et) == 4h <§7 2" C’ S’ ag)'

, alors

Le chapitre II emploiera la solution du probléme de Cauchy suivant :

Définir sur R, au voisinage de { = 0, une distribution ¢, dépendant
du paramétre re G, telle que

(5.6) h<A, B, C; rt,%%)cp(t) —0, =0 pour <0

TuEorEME 1. — Les solutions de ce probléme de Cauchy (5.6) sont
9 = ¢ D, ¢ élant une constante, et ® étant la distribution, indépendante
du choix de pe G, et holomorphe en r :

G.7) ®(4,B,C;r, 1)

:jT’;[X,m_c(z)F(l 4+ A—C14+B—C p+2—C;ri)

@ est définie sur la demi-droile t < %si r> 0, sur R sinon.

Note 5.1. — GEL’FAND et SiLov [4] [eh. I, § 5, n° 5, formule (20)]
donnent un résultat analogue a ce lemme.

Note 5.2. — On peut définir ® sans employer la fonction hypergéomé-
trique, puisque

FA, B ANHN=FB AAH=01—0)7

en choisissant p =4 —1 ou p =B —1, on a donc

A—1
6.8) ® (A, B,C;r,l) = (‘117__1[)(4_0 O (1 — rty+5—c],

ds—1
= =ilin—c (O (1 —ry=4=¢],
Ces formules équivalent & la représentation classique de F par une
intégrale.

Note 5.3. — Pour expliciter @, il est cependant commode d’employer
la fonction hypergéométrique. Si C n’est pas un enfier > 2, on peut
choisir p = 0; donc

(5.9) ® (A, B, C;r, ) = c() F1 + A —C, 1+ B—C, 2— C; ri).
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Si C est un entier > 2, on peut choisir p = C —1; donc
(b10)@(4,B,C; 1, 0)

C—1
=%c—~TX0[(t)F(1 +A—C1+B—C,1;1]

d
= x-c(®
c (1+A—C)...(n + A—C)
UL XOEBZO 0 EO) g
ol +HA—=0. A=) +B—0...B—1)

C—1n1
Xr¢—t F (4, B, C; rt).
Les formules (5.8), (5.9), (5.10) supposent ® défini, c’est-a-dire r <0
ou !l < 1
r
Note 5.4. — On a évidemment, vu le développement de Taylor (5.2)
de F,
G11) ®(A,B,C;r,t) = yu—c (D)

- 5(1 +A—C)...n+A—C)
YU XA+B—0)...a+B—0)

n=1 n!

XTI Ynt1—c (t)
pour |ri| <1,

Preuve du théoréme. — L’ensemble des solutions du probléme de
Cauchy (5.6) est un espace vectoriel; notons-le V (4, B, C, r); les fonc-
tions contintiment dérivables appartenant & V constituent un sous-
espace v (A, B, C, r) de V.

Si C n’est pas un entier > 1, notons

(.12) ®(A, B, Cir,)=yc(® F(A+1—C, B+1—C, 2—C; ri),

® (A, B, C; r, .) # 0; un calcul aisé, employant la formule d’Euler (3.3),
montre que ® (A, B, C;r, .)eV (A, B, C, r); donc

dim V. 1.

Si C n’est pas un entier, les fonctions ¢ (.) continiment dérivables
telles que

1d
h(A,B, c;rt,;m>q,(t)=0
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sont donc, sur lintervalle )0, 1(, du type
@)= FA, B, C;r)+ . -“F(A+1—C,B+1—C,2—C;ri),
donc
dimv (4, B, C,r) =0 (c’est-a-dire » = 0) si ReCXx0,
dimv(A4,B,C, 1) =1 si ReC < 0.

Or (5.4) montre que, pour tout peC &

s 3 ——-définit un isomorphisme

V(A—P,B—P, C‘—P’ l‘)——> V(A, B, C, l');

évidemment, tout élément de V (A, B, C, r) appartient, pour p entier
assez grand, a

dtPD(A p, B—p, C—p,1);

donc, puisque dimv <1 et dimV>x1:
dimV = 1;
V (A, B, C, r) est sous-tendu par le vecteur

dr
L—lt—ﬁdl(A—p,B—p,C—p,r, s

quel que soit p tel que C — p ne soit pas un entier > 1.
On déduit aisément de (5.12) que la partie principale au point { = 0

de la fonctlond— ®(A—p, B—p, C—p;r, 1) est indépendante de p;

nous avons donc

(6.13) @ (AB Cr.)=2e@A—pB—p C—p;r,.)

pour tout p tel que C — p ne soit pas un entier > 1, si C n’est pas un
tel entier; sinon nous pouvons définir, par (5.13), ®, qui sous-tend V;
(5.13) vaut alors sans restriction.

Preuve de (5.10). — Pour toute fonction}:‘c,,rf—’;holomorphe a

n=0
I’origine, on a

p—1
%o (f)_.,ﬁt" =X ntn® + (t>\ ol
n=0 n= 0 n=p

BULL. SOC. MATH. — T. 99, FASC. 4. 21
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dong, si p est un entier > 0, vu (3.2) :

p—1 S
dtp [XO ([)2 on tn:I y Cn Yn—p (t) + Xo (t) dtr <H rfnl>

n—o
dot (5.10).

Lemme 5.1 (KumMER), — Si C = A_+_£2?+_C, on a, pour tout {

sir<0, pourt<§1—r sir>0:

A

(.14 ®(A, B, C;r, f) — 47 1@(2 z

5 G, 4t(l—rt)>

le second membre représente le composé de l'application croissante

t>4t(1—ri

et de la distribution ® <A

5 27C r, )

Preuve. — Vu (5.5), on a

1d A B 1d
<A B, Cirt 1 dt) h<§,2,c s, _%>

A+B+1et
2

si €= s = 4t(1 —rf); donc

@(g 2’0 r, 4t(1—rt)>€V(A B, C, r);

d’ot (5.14), la valeur 4¢—* du coefficient résultant de I’allure des deux
membres au voisinage de ¢ = 0.

L’homogénéité de y et (5.7) ont pour conséquence évidente le lemme
suivant :

LeEmMME 5.2, — On a, siu>0:
®,B,C;r,uf)y =u-°® (A, B, C; ru, 1).

Note 5.5. — Soit r (.) une fonction numérique complexe de xe X c R¢;
soit ¢ (.) la fonction de x que définit le n° 4; supposons ceci :

r@t@E) <1 pour zeX;

é—- C n’est pas entier < 0;
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alors la distribution ® (4, B, C; r(.), t(.)) est évidemment définie
sur X; c’est une fonction holomorphe de A, B, C et des paramétres
dont r est fonction holomorphe; (5.14) reste valable quand on compose
chaque membre avec (r (.), £(.)) : c’est évident quand (5.14) est une
fonction de £, c’est-a-dire quand Re C > — 2; or chacun de ces membres
est une fonction méromorphe de C.

CHAPITRE 11

L’opérateur d’Euler-Poisson-Darboux

6. L’expression de sa solution élémentaire.

Notons X I'espace affine de dimension I, de coordonnées (x;, ..., ;)
soit = le dual de I'espace R’ des vecteurs de X; soient (¢4, ..., &) les
coordonnées de =, telles que la valeur de {€Z en z€ X soit

CGhrr=bLx +...+ LT

Nous étudierons I'opérateur, un peu plus général que I'opérateur (1.1),

7} 0" 20 7}
(6.1) aa<x,%>= Q<d-—‘x)+ mQ(Lx,—d—:‘v>’
ol Q (¢) = %ZQ” £t (Qiy = Qj:) est une forme quadratique réelle

ij
sur Z, hyperbolique de signature (1, [ —1);

QE )= %EQU‘ E:im; est sa forme polaire;
i
oL (z),
Jx '’

L est une fonction affine (*) sur X; L, =

a€ G est un parametre.

Notations. — Sur I'espace R’ des vecteurs de X, définissons la forme
quadratique ¢ (.) en éliminant £ des équations

6.2) Goy=g@ BE-u

() Linéaire, homogéne ou non, a valeurs complexes.
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q (z) est donc définie par I'équation

(6.3)

et a méme signature que Q. Le cOne caractéristique de sommet z' a
pour équation
gx—2z)=0.

Nous notons k (.) la fonction égale a4 ¢ (.) dans I'un des deux demi-
cones convexes ¢ (.)> 0 et nulle ailleurs. Notons enfin

6.4) H = (— 1)** Hess: (Q) = (— 1)~ dét (Q;;) > 0.

Ce chapitre II va prouver ceci :

TuatoreME 2. — Soit E, la solution élémentaire de a, dont le support
appartient a ce demi-cone

(6.5) E. (z, ¥') = mi—% H-[L &')/L (z)]* @,

ou
l l l_ 1 Q (L) ,
¢ = (I)<2————a, 2~—1 -+ a, 53) "5 L—~—————( )L( ,), k(x——a:))

est la distribution composée définie par la note 5.5.
Bien entendu [L (x)/L (z')]* =1 pour = = z'.

Note 6.1. — Le support singulier de E, (x, x') appartient donc a la
réunion des hypersurfaces suivantes :

le céne q (x —x') = 0;
les deux hyperplans L (x) L (') = 0;

le cone, coupant le précédent sur ces hyperplans :
(6.6) QLy)gq@x—2z)+2L@x LE)=0.

Si L est réel et Q (L) > 0, ce cone (6.6) n’appartient pas au support
singulier du prolongement analytique réel de E, (., .).
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Note 6.2. — Vu (5.9) et (5.10), nous avons dans (6.5), en notant

t=k(@—a), r=—Q(L)?2L@ L),

6.7) @ =x1_,,2(t)F<a,1—oc,2—é; rt> silest impair;
=y (@) F(a,1—a,1;1) si l =2;
=0{)+yo®a(l—a)yrF{l +a,2—a,2;rf) sil=4;

f2—2

)...(x+n—1)

nl

=g @+ X, (— 1) (e—1

n=1

X rt An-+1—172 (t) + X0 (t) (_ 1)1/2-—1

@+1—12)... (c—2+1U2) ,, |
X Jz—1n1 r

l l l . .
L h Z. >~ 0.
><F<2—a,2—|—a 1,2,rl> si lest pair>. 6

Note 6.3. — Vu (6.6), les cas ou Popérateur a. a une lacune, c’est-
a-dire o E, (z, ') = 0 hors du coéne caractéristique, sont les suivants :

10 [ est pair et « est un entier tel que Q—Eéaéé—l;

2
20 [ est pair > 2 et Q (Ly) = 0.

Jx oz
quand il existe une application x > y (z) et deux fonctions f(z) et ¢ (z)

Note 6.4. — Deux opérateurs a <x, i) et b <x, i) sont équivalents

telles que b (y, 7)%) soit le transformé de

f@)a <x, d_(;c> [9 ().] par x>y ().

Supposons a et b hyperboliques; on vérifie aisément que cette équi-
valence équivaut a la propriété suivante de leurs solutions élémentaires
hyperboliques E (z, ') et F (y, y') : x + y (xr) transforme

1 , , / , ,
T@T@E @) de A Ndepen F(,y)dyi AN dyi

Vu (6.5), (6.6) et le lemme 4.1 (homogénéité de yx,), les cas, ou

0? .
dyg, sont donc les trois
7

l

aN\ , . .0
ay <x, oz > équivaut au dalembertien e —Z
j=2

cas suivants :
o =0; a=1; Q(Ly =0.
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La note 6.3 donne donc de nouveaux eremples d’opérateurs d’ordre 2
non équivalents au dalembertien et ayant une lacune : a, pour [ pair > 6
et « entier tel que 2——ééaé——l ou 2éaéé—l.

Rappelons que N. H. IBraciMov et E. V. MarmonTOV [5] ont récem-
ment trouvé de tels opérateurs en dimension [ = 4.

7. Galcul de E, dans un cas particulier.

Pour prouver le théoréme 2, étudions d’abord le cas particulier suivart :

(7.1) aa<x,d%>=%[jx—l——%5%, otz > 0;
choisissons
7.2) 00 —3(5-X'5) L@==
nous avons ’
7.3 1@ =2 —Y "z

j

a, est invariant par le groupe qui laisse z; invariant et qui transforme
(@, . .., z;) par déplacement euclidien; a, est homogéne en x de degré — 2.
Donc E. (z, ') doit étre la composée de I’application

(@, 2') > (21, 1%, ¢ (x —2))

et d’une distribution homogéne de degré 1 — é, en les points ou

z x; dx, A\ dx; )\ dg(x—2') F#0,
. * 7
c’est-a-dire ot x, # 0, x; & O,Z (r; —x;)* =0.
J
Nous allons constater, plus précisément, que E, est une somme de

mondmes :
T T Y (ke (T — ).

Appliquons a, 4 ces mondmes : on a

J : '
a. <x N

1 , 1 o
=58 O -+ 52 (L =) T* T Ly
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donc, vu le lemme 4.2,

d ’ !
a (o 5 )l 2 1 G (6 — )
= WA @) s (L — ) T g
on a de méme, vu (4.3) et (4.4), si n n’est pas entier Z0 :
d —%—n L —n
Ay | X, or [ x, Xnr—ip]
1 .
= i(n Fo)y(n+1—a)x * "2 x* i1 ip
+ 2n xl—tx—n—i x'loc——n+1 Xn—l/z-
Les deux formules précédentes prouvent que

E,(z, 2') = ni—lﬂZ Ca X7 E T Y1 (k (X — "))

n=—0
si ¢ = 1,%(n—1 +a)(n—a)cpy +2n¢, =0 (n=1, 2, ...),
c’est-a-dire si

Cn=< 1>na...(n“—1—l-a)(l—oc)...(n—a).

T4 nl

4

D’ou, vu (5.11) :

LemMmE 7.1. — La solution élémentaire de I'opérateur (7.1) est
(7.4) E, (x, ') = n'—12 (x;]x,)* D,
ou ® = @(%—a,é—l— a—l,é;—ﬁi—xz,k(x—x’)»
Note. — Vu (7.2), le théoréme 2 s’applique donc a 'opérateur (7.1).
Evidemment :
LemMME 7.2, — Le support singulier de E, appartient a la réunion

des deux hyperplans z, = 0, ; = 0 et des deux coOnes

*
@ +z) =Y @ —z)
7

Le premier de ces cones n’appartient évidemment pas au support
singulier du prolongement analytique réel de E,.
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8. Preuve du théoréme 2.
E,(x,2)dx, \...\ dx; et H*2dx, A\ ...\ dz; sont indépendants du

choix des coordonnées affines de X; donc H'? E, (z, ') est indépen-
dant de ce choix.

Supposons L réel et I’hyperplan L () = 0 spatial pour 'opérateur
Q 9 c’est-a-di
oz ) ¢ est-a-dire
@.1) QL) > 0;

choisissons alors des coordonnées telles que

0@ = %(a% —2*a3->, L@=cr, >0
J
On a

*
g@=z1—Y 2, H=1;
J

a, a l'expression (7.1); donc, vu le lemme 7.1,
H'* E, (x, 2"y = m*—!2 [L (x')/L (x)]* @,

oit ‘I)=(I)<é—a,%—|—a~l,

) c? ,
2 TIL@L®) k“’“’”)’

Il suffit de noter que % ¢ = Q (L,) pour obtenir (6.5).

La relation (6.5) est donc vraie sous I’hypothése : L est réel et
vérifie (8.1); mais les deux membres de (6.5) sont holomorphes en L
si L ## 0; donc (6.5) vaut sans cette hypothése.

Le lemme 7.2 prouve la note 6.1.

CuariTrE III

L’opérateur de Tricomi-Clairaut

Un changement de variables, la formule de Kummer et un prolon-
gement analytique permettent de déduire du théoréme 2 le théoréme 3,
énoncé ci-dessous; il donne, pour le second ordre, la solution élémentaire
des équations de Tricomi-Clairaut qu’a étudiées Mme S. DELACHE en
tout ordre.
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9. L’expression de la solution élémentaire de l'opérateur de
Tricomi-Clairaut.

Notons Y = R!; = son dual. Nous étudierons I'opérateur’de Tricomi-
Clairaut

7} ) 0 0
on  nng)-o(3)+ (Sudh )i
J
ou :
yey;
Q¢ = % ZQ” £:£; est une forme quadratique réelle sur E,

y

hyperbolique, de signature (1, I —1);
L) =<L,t> est une forme linéaire réelle surj=;
B est un paramétre appartenant a C.

Notations. — Notons
H = (— 1)~ Hess (Q) = (— 1) dét (Q;y) > 0.
Sur Y, définissons la forme quadratique ¢ (.) en éliminant £ des équations
9.2 <&y>=4q®), T=y;

q (y) est donc défini par I’équation

9.3)

q (.) est hyperbolique de signature (1, I — 1); notons ¢ (., .) sa forme
polaire. Nous verrons que

9.4)  Hess: [Q ®+LEOYY a,-] — Hess; (Q) [ (L, y),

ol
9.5 oy =gy +1P—q@)q@);

si g (L) 2 0, 'hypersurface f (L, y) = 0 est un paraboloide de direction
asymptotique L; il décompose donc Y en deux domaines; bg est hyper-
bolique 4 T'origine, donc dans tout I'ouvert o

f(L,y) > ¢ [méme si q(L)=0].
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(Ce paraboloide est une caractéristique singuliére : tous ses hyperplans
sont caractéristiques; ils constituent une intégrale compléte de I'équa-
tion caractéristique, qui est du type de Clairaut.)

Nous aurons a employer la fonction f(L, y, y’), symétrique en (y, y'),
affine en y et en y’, telle que

f (L g, 9) = [ (L, 9);
de (9.5) résulte immédiatement que
f* Ly, y) — (L y) f(L, y') s’annule avec ¢ (L);

ce sera essentiel lors du plongement analytique que nous effectuerons.
Plus précisément, on a

9.6) &y y)— L y) (L y) = g (L) ko (L, 3, §),

ou
q (L) gL,y +1 qL y)+1

0.7 kLyy)=—|qLy +1 q@® 9@y |
qLy)y+1  q@7Y) 7"
car, pour tout (4, B, C, X, Y, Z)eC¢ :
X C B
X|C Y A|=XY—()(XZ—B?)—(AX — BC).
B A Z

Nous verrons que ’équation du cone caractéristique de sommet y’ est
9.8) ko (L, y, y') = 0.

[Ce cone est évidemment circonscrit au paraboloide f (L, y) = 0, le long
de son intersection par le plan f(L, y, y') = 0, si ¢ (L) 2 0; si ¢ (L) = 0,
ce cone caractéristique contient la quadrique d’équations

gL,y +1=q@) =0

dont les hyperplans tangents sont caractéristiques.] Si y’ est fixe et
appartient au domaine d’hyperbolicité f (L, y’) > 0, alors ko (L, y, y') > 0
quand y appartient & la réunion de deux demi-cones convexes opposés,
car k, (L, y, 0) = ¢q (y), de signature (1, I — 1); nous choisissons I'un de
ces demi-cOnes, variant contintiment avec y’, et nous définissons

9.9) k(L,y, y)=k (L, y,y) dans ce demi-cone,
=0 hors de ce demi-conec.
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Ce chapitre III va prouver ceci :

TatoreME 3. — Soit &g la solution élémentaire de bg dont le support
appartient & ce demi-cine

(9.10) 63 (y, ) = m'—'n H-P (L, g)'=P% [ (L, y))b=0% d,

"L}D
I

oa@:q><' ! kL, y, ¥) )

[—B 1 k& y y)
5 33 1O @

Note 9.1. — Le support singulier de &g (., .) appartient donc a la
réunion des hypersurfaces suivantes :

le cone k(L, y, y') = 0;
le paraboloide f (L, y) = 0;
le paraboloide f (L, y) = 0.

Preuve de la note 9.1. — Si
9.11) C:A+B+%,

alors la composée des fonctions

_ &y y) , .
z_l_m de (y,y) et F(A, B, C;f) det

est une fonction de (y, y') holomorphe pour
(9.12) f* @y, y) =Ly (L y)#0,

car si 2 0 et si (9.11) a lieu, F est une fonction holomorphe et multi-
forme de /1 —{. Vu (5.9) et (5.10), ® (A, B, C; r, {) est donc une fonc-

tion holomorphe de (y, y') quand (9.12) est vérifié.
Note 9.2. — L’opérateur bg a une lacune dans les cas suivants :
10 [ est pair, B est un entier tel que 2 =03 —1—1;
20 | est pair > 2 et ¢(L) = 0.

Note 9.3. — Les cas ou I'opérateur bg équivaut au dalembertien sont
les trois cas :

B=3 5:é+1, q(L) =0.
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10. Galcul de 63 dans un cas particulier.

Etudions le cas particulier suivant :
2 c 7} d .
(10.1) bg(y, @> = c<zy,-d_y7 + 5)07;2’ ot ¢ 0.
7

Pour cela il suffit (P. GeErmain) d’utiliser dans X les coordonnées.
(s ..., y)) définies par

(10.2) m=g(ﬁ—z%y—g, z—y (D
J

on obtient, en définissant a, par (7.1), et en posant 8 = a + é

0 d
bg y’d_y =Cau| T, 5 )

Eg (Y)Y, A\ N\ dy; = ¢ Ea(x, ) dry Ao\ day,

donc

c’est-a-dire, vu le lemme 7.1, siz, >0etz, > 0:

(10’3) 5‘3 (y’ yl) = qi—l2 et xg—l/z x;ﬁ—x—l/z ®,
ol
! 1 ,
P :(I)<ﬁ*——1,l~—5, Q;—m7x(x-'x) ’

r(x—2) = (x, — 7)) _Z* (& — 113'1)2
J

dans un des demi-cones ou le second membre est > 0, »x = 0 hors de
ce demi-cone.

Or les définitions (9.3) et (9.5) donnent :
@ =L 2_2*2. (L, y) = (L) = ¢
qy“c Y1 Yis ) q (L J) = Y, q =,
j ;

* *
fLop=1+25+X 8 [Cyy)=1+5+8+> 5
i J

J

la vérification de (9.4) est aisée. L’équation caractéristique de bg est
une équation de Clairaut, admettant pour intégrale compléte I’hyper-
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plan de Y d’équation
QB +LE Dty =0
J

qui, vu (9.4), enveloppe le paraboloide d’équation
f(L, y) = 0.

Le cone caractéristique de sommet y’ est le cone circonscrit a ce para-
boloide; son équation est

Ly y)=FfL yfLy), c’est-a-dire k, (L, y, y') = 0.

bg est hyperbolique dans le domaine f(L, y) > 0, ol nous I'étudions.
Vu (10.2), =, = Vi, y), x, = \/f(L9 ¥

(10.4) x(x—2a)=2f(L, y, y)—2Vf(L YL y) six>0,
= 0 sinon.

La formule (10.3) s’écrit donc, vu le lemme 5.2,
(10.5) &g (y, y') = m—ir 1 fu—Bir (L, y) fB-02 (L, y') @,

ol

L1 x@—2)
¢ = “’(B‘l’ S T N T AT T A2 y"))’

c’est-a-dire, vu le lemme 5 (KUuMMER),

g (B—11—8 1 1 4x[VI@ )T@y +*4]\,
® =4 "’(T T T T @@ Y) >

or on a, vu (10.4),
4x[VIIL YT T y) + /4] = 4[f* L, g, y) — L y) f (L, )]
i x > 0; = 0 sinon. Donc, vu (9.6), ou ¢ (L) = ¢, et (9.8),
4x[VfT Y@ y) + /4] =4ck Ly ¥
Y’expression précédente de ® s’écrit donc :

— Alrp—1 B_l l-—@ _l__l k(L’y’y’)
O = 4! (I)< 5 ) 5 ’2, 4’4cf——————(L,y)f(L,y’)’
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c’est-a-dire, vu le lemme 5.2,

— el {3_‘1 l_f3 l. k(L y’y)
—ore (B0 5 g~ )

Or ¢ =q (L), H=c'; vu (10.5), nous avons donc :

H 85 (g, y) = =2 {082 (L, y) [B-17 (L, ) @,

ou

ESRES NS k(L y, ¥)
¢ = ®<2 55— O g e )

Nous avons donc prouvé que le n° 9 et le théoréme 3 s’appliquent a
l'opérateur (10.1).

11. Preuve du théoréme 3.

H'” &g (y, y') est indépendant du choix des coordonnées (cf. n° 8).
Or si g (L) > 0 nous pouvons choisir des coordonnées telles que bg ait
Pexpression (10.1). Vu le n° 10, la formule (9.4), I'équation (2.8) du
cone caractéristique et le théoreme 3 valent donc pour ¢ (L) > 0. Un pro-
longement analytique montre qu’ils valent quel que soit L.

CuAPITRE IV

Le cas particulier de la dimension 2

12. Deux particularités.

Deux particularités se présentent quand [ =2 :

— L’équation, quand elle est hyperbolique a quatre solutions élé-
mentaires a4 supports contenus dans des angles : on les obtient en appli-
quant le théoréme 2 4 a. et — a., le théoréme 3 4 bg et — bg.

— La distribution ®, qu’emploient les théorémes 2 et 3, est une
fonction, dont (5.9) donne I’expression.

On obtient ainsi les théorémes suivants.
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13. Opérateur d’Euler-Poisson-Darboux.

Employons les notations du n® 6, en prenant [ = 2 :

THEOREME 2 bis. — Soit E, la solution élémentaire de a,, dont le sup-
port appartient @ Uun des quatre angles fermés, sur les bords desquels
g @—a)=o;

(13.1) Eo (v, ') = (sgn q) H'* [L (@)/L (x)]* F,

ou sgn q est le signe de q et

. Q (L) .
F:F(l—a, a, 1,—§—Imq(x—x)>,

(13.1) vaut sur la composante connexe, confenant x = z', de la partie de
cet angle ot

(13.2) L@)L@)>0, —Q(L)g@—=z)<2L @)L ).

14. Opérateur de Tricomi-Clairaut.

Employons les notations du n° 9, en faisant [ = 2.

TutorEME 3 bis. — Supposons y et y’ dans le domaine d’hyperbolicité
fL,y)>0, f(Ly)>0.

Soit &g la solution élémentaire de bg dont le support appartient a lun des
qualre demi-cones fermés sur le bord desquels

fLyfLy) =@y y),
(14.1) &y, y) = = H7[f (L, I'~P»[f (L, y)]P»—* F,

o = =sgnq (L) [f* (L, ¥, y)— (L y) [ (L ¥,

p(B=1 B [y .
P F(B5 =G 1 — el )

(14.1) vaut sur la composante connexe, contenant y = y’, de la partie de
ce demi-cone, ot

(14.2) f L, y) >0, f(L, y)>0.
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