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LA CONDITION « INTEGRALEMENT CLOS »
DANS QUELQUES STRUCTURES ALGEBRIQUES II

PAR

Guy MAURY.
(Lyon).

Cet article se compose de cinq parties. Il fait suite au Mémoire [15].
La condition « intégralement clos » dans quelques structures algébriques,
dont les résultats du chapitre III sont utilisés dans les parties III, IV et V
du présent travail. Nous faisons agir en méme temps que la théorie, déja
ancienne, des ordres maximaux réguliers au sens d’Asano ([1], [2]), des
méthodes récentes de théorie des anneaux : C’est ainsi que nous consi-
dérons, dans les parties I et II de cet article, des localisations au sens de
GABRIEL, en particulier des localisations plates, d’un anneau noethérien o,
sans diviseurs de zéro. ordre maximal régulier de sen corps des fractions K;
de méme, dans la partie IV, nous utilisons la puissance symbolique
n-iéme d’un idéal premier, introduite récemment par GorpIE [8].

La premiere partie définit et caractérise les localisations bilatéres de ©.
Signalons le résultat suivant, obtenu grace & un résultat récent de
HacqQue [9] : Si © est un ordre maximal régulier, noethérien, sans diviseurs
de zéro, ordre maximal de son corps des fractions K, dont tous les idéaux
premiers non nuls sont maximaux, tout sous-anneau B de K contenant O
est plat en tant que ©-module a gauche et en tant que ©-module & droite.

La deuxiéme partie, assez maigre, étudie les suranneaux plats d’un
ordre maximal © contenus dans K.

La troisiéeme partie caractérise, parmi les anneaux, noethériens, sans
diviseurs de zéro, ordres maximaux réguliers de leurs corps de fractions,
ceux qui sont 4 idéaux (4 gauche, & droite) tous bilatéres. Il existe de tels
anneaux qui ne sont pas commutatifs.

La quatriéme partie constitue un essai pour étendre au cas non commu-
tatif la caractérisation de Mori-Yosipa ([21], [26]), appelée caracté-
risation (C) en [15], des domaines d’intégrité, noethériens, intégralement
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clos. En réalité, nous ne parvenons a généraliser la caractérisation (C)
que pour les seuls ordres maximaux, noethériens, sans diviseurs de zéro,
dont tous les idéaux (a gauche, a droite) sont bilatéres. Cependant quelques
résultats sont obtenus sous des hypothéses plus générales.

La cinquiéme partie établit principalement que la localisation @,
associée & un idéal premier < minimal non nul d’un ordre maximal régu-
lier, noethérien, sans diviseurs de zéro, est un anneau de fraction classique
selon un sous-demi-groupe ¢’ défini & partir de €, sous une certaine
condition (H).

Si on applique au cas commutatif les résultats obtenus dans les cinq
parties, on retrouve des résultats connus.

I

I.1. LEMME. — Soit ' une famille non vide d’idéaux bilatéres non nuls
d’'un anneau unitaire, noethérien a gqauche © telle que (WeF', u' €F')
entraine (' € F'). La famille 5 de fous les idéauxr a gauche de O, qui
contiennent un idéal bilatére appartenant a ', est topologisante et idem-
potente ([4], exercices, p. 157 et suiv.).

Démonstration. — (FeF, FC G) entraine (Ge¥); et (Fe#, F'e¥)
entraine (FnF’€ ). On peut écrire par ailleurs :

(FeF, VYaeo, 3ued’ tel que uCF)= uaCucF et F'.ae¥).
Soit enfin un idéal & gauche I de O, soit F € &, démontrons :

(VaeF, I'.aef)= (I€7).
n
On a F=2@a,~; il existe u;€ 5’ -tel que w,a;=u;,0a,<1, i =1, ..., n.
i=1
Posons U =1;. ....U,, on a u€F’ et uFCI. Soit u' €7’ tel que u'CF,
on peut écrire uu’'C 1, ce qui prouve I€#.

1.2. Définition.— Une famille & qui satisfait aux conditions du
lemme I.1 est dite bilatére. La famille §' correspondante est dite une
base de 7.

1.3. LemMe. — Soif & une famille bilatére. Soit F' une base de 7.
Soit O le localisé de O selon & ([4], exercices, p. 157 et suiv.), © désignant
un anneau unitaire, noethérien, sans diviseurs de zéro, dont K désigne le
corps des fractions [7]. On a

O;={z€K|3Fed, FrCo}={zeK|JuesF ,uzCol.

Démonstration. — En effet, comme O n’a pas de diviseurs de zéro,

FOo={x€0|0.x€F|=0. On sait qualors O; est I'enveloppe
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F-injective [24] de ©. Comme K est une enveloppe injective de O, consi-
dérée comme O-module a gauche (appliquer I’exercice 22 de [4], p. 162,
au cas ou la famille & considérée dans cet exercice est la famille des idéaux
a gauche essentiels 7, de ©. Le corps des fractions K de © est alors iso-
morphe & O qui est I'enveloppe injective du O-module & gauche 0).
On montre alors que I’enveloppe F-injective de O, comprise dans K,
est alors définie par

O;={xe€eK|3AFe7 telque FxCO .

I.4. Définition. — Une localisation O, associée a une famille bilatére &
de O, sera dite une localisation bilatére. Si &' désigne une base de 7,
on notera aussi O au lieu de 0.

I.4 bis. Exemples de localisations bilatéres.

1° Soit, dans cet exemple, comme dans le suivant, © un anneau noethé-
rien, sans diviseurs de zéro, unitaire, de corps des fractions K. Soit < un
idéal premier de O. Soit #,, la famille des idéaux bilatéres 0s0O, s¢ <.
Soit F, la famille des idéaux a gauche de © contenant un idéal bila-
tére 050, s¢2; Og,, sera noté aussi O (la famille 7, est une famille

bilatére). D’apres (1.3), on a
O,={x€cK|Is¢<,s0xCO}.

20 Soit p une famille d’idéaux premiers <; i€l, de O. Soit 7, la
famille des idéaux bilatéres de © qui contiennent, pour tout i, i€ I, un
élément s;, s;¢%;. Le produit de deux idéaux de Fp, u et u’, est un
idéal de Fp. Soit Fp la famille des idéaux & gauche de O, qui contiennent
un idéal de Fp, Og , sera notée Op et, d’apres le lemme I.3, on peut écrire

Op={xeK|JueFp, uxlo|.

1.5. TukorEME. — Si Uensemble ¥, 5 désignant une famille bilatére,
posséde un sous-ensemble cofinal constitué d’idéauxr a gauche projectifs
de Uanneau © unitaire, sans diviseurs de zéro, noethérien, l'inclusion cano-
nique © — O est un épimorphisme d’anneaux plats (a gauche). En parti-
culier, si O est un ordre maximal régulier de son corps des fractions K [1],
dont tous les idéaux premiers non nuls sont maximaux, toute localisation
bilatére de O, est plate (a gauche).

Démonstration. — La premiére partie résulte d’un résultat de
M. Hacque ([9], corollaire 3.7, p. 111). La seconde partie résulte du fait
que, dans un ordre maximal régulier, noethérien, sans diviseurs de zéro,
de son corps des fractions K, dont tous les idéaux premiers non nuls sont
maximaux, tout idéal bilatere de © est projectif de type fini en tant
qu’idéal a gauche (et d’ailleurs aussi en tant qu’idéal & droite) : en effet,
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tout idéal bilatére de O est maximal dans sa classe modulo 'équivalence ]
de ArTIN [1], donc inversible, et on utilise alors le lemme 1.2 de
Rosson [23].

1.5 bis. Exemples de localisation bilatére plate.

19 Soit © un anneau unitaire, noethérien, sans diviseurs de zéro,
< désignant un idéal premier de ©. Supposons, de plus, que tous les
idéaux (a gauche, a droite) de © sont bilatéres. Les idéaux ©s, s& <, sont
libres en tant que ©@-module a gauche, et forment un systéme cofinal
de 7, : le théoreme I.5 prouve que l'inclusion canonique O—> 05, est
un épimorphisme plat d’anneau (a4 gauche).

20 Simaintenant © n’est pas a idéaux (a gauche, a droite) tous bilateres,
mais si S = 0-— % vérifie la condition suivante : ¥V s€ S, s’ S tel que
0528’0, un systéme cofinal d’idéaux a gauche de 7, est constitué par
les idéaux a gauche libres Os, s€ S, et 9, est plat (en tant que ©-module
a droite).

I.6. — Dans toute la suite de cette premiere partie, nous allons supposer
que O est un anneau noethérien, sans diviseurs de zéro, ordre maximal
régulier de son corps des fractions K [1]. Nous nous proposons d’étudier
les localisations bilatéres de ©. Pour cela, nous nous inspirons direc-
tement d’'une méthode mise en ceuvre par Asano [2] pour I'étude de
©,, ¢ désignant une famille d’idéaux premiers minimaux non nuls du
demi-groupe ¢’, ordre maximal régulier d’'un demi-groupe S.

Soit donc le treillis multiplicatif % des ©-idéaux (bilateéres) de o [2].
Considérons I’application qui, & a € %, fait correspondre

A=0.0.a=0.("0q),

le plus grand ©-idéal (bilatére) de la classe de a modulo I'équivalence
d’Artin ®. Les 0-idéaux a’ seront appelés les c-idéaux (©-idéaux clos).
Si T'on définit, dans l’ensemble des c-idéaux, une multiplication
a’.b’= (a’b’)', il est bien connu que les c-idéaux forment un groupe [2].
Rappelons que, pour un O-idéal a, on pose a!=0-.a=0."qa, et que
lI'on a @'=0 et

a’.a~'=a""'.a’=0, avec a—'=(a").
I.6 bis. LEMME. — On a la condition de chaine ascendante pour les

c-idéaux contenus dans un c-idéal firé c.

Démonstration. — Soit N un ensemble de c-idéaux contenus dans c.
Soit aeN, on a alors ¢1.aC0O. Il existe donc un c-idéal maximal b
dans 'ensemble { ¢—'.a, a€ N }. On a alors

c.b=c.ct.ap=nq,

en posant b =c¢~'.a,, a,€N, et q, est visiblement maximal dans N.
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I.7. LemME. — Si a est un ©-idéal, il existe des éléments c,, ..., ¢,
dans a, tels que a' est un c-idéal engendré parc,, ..., ¢, :

n !
a'=(Cy, ..., ) =(90¢,0, ..., 0c,0) = <2(c,-)> ,
1

(a) = ©a0 désignant le ©-idéal engendré par a ([1], th. 1.5), noté aussi (© a®).

Démonstration. — Remarquons d’abord que
n
0ao = ¥ hap, neN, k, uie@}
1

est un ©-idéal, car O est un ordre régulier ([1], th. 1.5). Soient ¢,, ..., ¢y,
m éléments non nuls de a. S’il existe c,,... & (ci, . . ., cn), alors nous formons
(Cis -+ +5 Cms €)' €a’. En utilisant le lemme 1.6 bis, on voit qu’il existe
n tel que (¢, ..., ¢,)'2a, donc (¢, ..., €)' =a'.

I.8. Définition. — Soit A un ©-©-bimodule non nul, sous-bimodule de K.
La réunion ensembliste de tous les c-idéaux engendrés par un nombre

fini d’éléments de A s’appelle la cléture de A, et se note A. Sil'on a
A=A, A est dit clos.

1.8 bis. Remarque. — Il résulte du lemme I.7 que la cloture a d’'un
©-idéal est a’.

I.9. ProposIiTION. — A est un ©-O-bimodule, sous-bimodule de K, et
Uon a :
(]

-

N
=]
o b

_A;
CB implique ACB;
BCAB <par AB, on entend Uensemble des sommes finies Zaibi,

30
40

a,€A, b;eB, lorsque A et B sont des sous-0-0-bimodules de K>.

B

Démonstration. — Soient x et y appartenant a A, il existe des éléments

n

de A, a, ..., Qs Qu+i, ..., appartenant a A, tels que er(a,),
1

!

ye 2 (a;), donc tels que

n—+-1

= 7 71
z +ye Y (@) + Y (@) =Y ()

n+41 1



374 G. MAURY.

(propriété de la fermeture a->a’'=74q, a ©-idéal, voir [2]). De facon
immédiate, on établit, pour x€ A, ac A, rac A, axe A. Ainsi A est @-0-
sous-bimodule de K. Les relations 1° et 30 sont évidentes. Soit a un élément

non nul de A, il existe un c-idéal (a;, ..., a) contenant aq, @A,

i=1, ..., r. Il existe (bi‘, Cee, bLs;) contenant a;, avec b €A,
j=1, ..., 8 i=1, ..., r. Soit b,, ..., b, '’ensemble de tous les by,
Alors on peut écrire a;€(by, ..., b)), i =1, ..., ret (b, ..., b)) €A,
donc

P @Sy s by = -y YA
1

et ac A. On en déduit A — A.
Soient maintenant A et B deux O-O-sous-bimodules de K non nuls.

Soient a€ A, a7~ o, be B, b~ o, il existe a,, ..., a,€Aet b, ...,b,€B
tels que ae(a;, ..., @) et be (b, ..., bs)’; on a donc

abe(a, .., ) .(biy -..» by

=Y (@). ¥ (b)) = [z(ai)J [Z(b,-)] = .r )

ouic;appartient é[ 2 (a,»)J [ 2 (b,-)] CABpouri=r, ...,t Onendéduit
1 1
abe AB. Toute somme finie d’éléments de la forme ab est donc dans AB
qui est un ©-O-sous-bimodule de K, et A BCAB.

1.10. LEmME. — Soient A, B, deux ©-O-sous-bimodules de K non nuls.
Soit M un sous-ensemble de K tel que AM C B, alors AMCB. En particu-
lier, si a et b sont des O-idéaux :

aMCbhb=aMC<h

(on note AM = { am|a€ A, me M} lorsque M n’est pas un sous-0-©-bimo-
dule de K).

Démonsiration. — Lorsque M est nul, le lemme est évident. Lorsque M
est non nul, (O M©) est un ©-0-sous-bimocule de K, en notant

n

©M0) ={ ¥ himyp, ne N, ki, €0, meM ;:
1

AMCA(OMO)CA@©MO)CB.
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I.11. LEMME. — Soient a, b, ¢ des c-idéaux. Soit aMC<bh, on a
(¢c.a) M Cc.b. En particulier, ce K, acCb=ce€a.b.

Démonstration. — Puisque (ca) M € cb, on peut écrire ca M < cb, c’est-a-
dire (c.a) M Cc.b.

I.12. Définition. — Soit a un c-idéal. Soit & une famille bilatére
d’idéaux & gauche de © de base F'. Soit G la famille bilatére d’idéaux a
droite de base F’'. Posons

a;=0a;={2zeK|Jued’,uzCal,
g0 =ga=[z€K|Jued, zulal.

1.12 bis. Remarque. — a; est la réunion ensembliste des u—'.a
lorsque u parcourt 5’ : en effet, de uxCa, ued’, résulte d’apres (I.10)
et (I.11), xeu~'.a. Réciproquement, de xeui—.a résulte (x)eii!.q,
donc 1i(x) Cu.(x) Ca et uxCa. Mais a; est un 0-O-sous-bimodule de K :
soient x et y appartenant a ag, il existe u, u’ appartenant a ' tels que
uxCa et u'yCa, donc

uw'(x +y)Sux +u'yCa, avec uu'ed’.

On voit donc que ag est aussi la somme des ©-idéaux i—.a lorsque u
parcourt F'.

I1.13. LEMME. — Si a et b sont des c-idéaux tels que ai:Sb, alors
on a az;x<hy.

Démonstration. — De axzCb résulte (u—'.a)xCu—'.b, d’aprés (I.11), et

\J (@02 = [ U ﬁ—1.a] zc | (@.0),
donc a;xCh. —
I.14. LEMME. — g.a = a4, pour lout c-idéal a.
Démonstration. — On sait que —'.a = a.u~, et par suite z.a = a,.
I.14 bis. LEMME. — ag est un Og-idéal.

Démonstration. — Compte tenu de la remarque I.12 bis, il suffit de
démontrer que si A€ K, A 7 o est tel que a2AC O, on en déduitazA<o,.
Or ceci résulte du lemme I1.13. De méme, € K, o, 1a <0 entraine
p(50) S 50, donc prag SO,

I.15. LEMME. — O est un ordre réqulier de K.

Démonstration. — Pour tout x€ K, il existe un élément non nul z€ 0,
tel que (Oa®)x <O, donc

205 2C 5 (0a0)x = (QaO) x:
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en effet, pour z€ O, il existe ue ' tel que zu €O, donc

azuCa®Coal,
22€ 5(000) = (0 0)g
et

%05 C(0a0),, 20,r<(000);xC0O, (lemme I.13).
De méme, il existe 3€© tel que z05;3C0,.
1.16. LEMME. — Si a est un c-idéal, alors a; = a.

Démonstration. — Soit a un élément de a,. Il existe des éléments en
nombre fini a;, ..., a. tels que ae(a, ..., @), a;€a, i =1, ..., I

-
Il existe des ;€ 5',i =1, ..., r tels que u;aq;€a. Si I'on pose u =] | u;,

1
onaued etuaq;Su;a;<a, donc q;€i—'.a<a;. On a donc

D

aez(ai)gﬁ—l.aSa;,,
1

et a; = a,.

I.17. LEMME. — Si a est un c-idéal, alors

a5 =050 =005 = 05a0;.
Démonstration. — On peut écrire
a; = Z @t.a)< 2 U '.a) = Z un'.a.
ueF’ ueg’ ues’

Oronaun'Co; VYued’, donciu—'.aCoza et

zﬁ—‘.ag%a et 0z S0z;aCa; = ag.
ues’

Ainsi on a

g =050 =005 = 05005 (a:F = 0305 =0500; = (050) 05 = 0:7‘1@:7>'

1.18. TutoREME. — La cléture & d’un O4-idéal & est aussi un ©;-idéal.

Démonstration. — Soit a un élément de @, et soit ¢ un élément de Os.
Il existe un c-idéal (a;, ..., @)’ contenant a, ;€@, i =1, ..., r et
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u—! contenant ¢, u€d’. On peut écrire alors

caci'.(a,...,a) =u" Z(ai) SEu”‘(ai)

1

= (b, ..., b))’ (lemmel.7),
b,-eZﬁ—’(ai), j=1,...,8 On adonc b;ed@,j=1, ...,s On a donc
1

cae@, et de méme ace . Puisqu’il existe A 7% o tel que A1 €, on en
déduit, lemme I.10, A2CO, = 0.

I.19. TuforEME. — Si & est un Og-idéal contenu dans O, alors
a=Aano est un O-idéal, el A = (a);.

Démonstration. — De @Da, on déduit Adu—'a et A2u'.q,
ADa,. Soit a un élément de &. Onaae(a, ..., a), €, i =1, ..., I.
Il existe ued’ tel que ua;CO, et de plus ua; €&, donc uaq;<a,
i=1,..., 1, donc a;€eu"'.a, donc

E—
ae Y (@)Su'.acay,
1
et ACaq,.

1.20. COROLLAIRE. — Si @ est un Og-idéal clos dans O (@ = @),
alors il existe un c-idéal a tel que A = a.

I.21. THEOREME. — Les Og-idéaux clos &, @&, ¢, ... forment un
groupe G, par rapport au produit .03 = QG le groupe G est homo-
morphe au groupe G de fous les c-idéauzx.

Démonstration. — Nous allons montrer que

a;.b; =az;bs; = (a.b);.
On a

=0zab0; =05ab05 =05ab0; =04 (a.b) 05 = (a.b);.

a;b,

S

L’application a— a; est un homomorphisme de G dans Gg. Si & est
contenu dans Og, il existe un c-idéal a tel que & = a;. Si @ n’est pas
contenu dans O, il existe a; tel que a;.3C0O; [on a A€o, LZo
avec ABC0O,, donc

(95205) BCO, (0;0205)BCO et (O5204)C0,,



378 G. MAURY.

done (0;20,) = a;]. On a donc agz.3 =b,, b désignant un c-idéal, et
(@ )g.05.08=0=(1);.b;=("'.D0);:

tout élément de G; est image d’'un élément de G.

I.22. THEOREME. — O est un ordre maximal réqulier de K.

Démonstration. — Soit L le demi-groupe ordonné en treillis des
Oz-idéaux. L’élément unité de O, est un idempotent maximal de O car
CLC=CLC et C.C £ 0, et €204, doll €04, On applique
alors successivement les théorémes (2.8), (2.7) et (2.2) de [2] : 'ordre &
droite (et I'ordre a gauche) d’un ©g-idéal est ©; ce qui prouve que O
est un ordre maximal de K d’ailleurs régulier.

1.23. PropPOSITION. — Soit a un c-idéal contenu dans ©. Alors on a
a; = Og si et seulement si a contient un ©-idéal, u, appartenant a F'.

Démonstration. — De a2u, ued’, on déduit a*Cu'1Co,,
a;=0za2a'a=0 et a;20, donc az;= 04 Réciproquement, soit
a; =0, alors 1 appartient a ag, u =u, est contenu dans a pour un
certain ue 7'.

I.24. Définition. — Un sous-anneau S de K sera dit un ©-anneau s’il
contient O, et s’il est clos en tant que @-O-sous-bimodule de K.

I.24 bis. Remarque. — Un sous-anneau S de K est un O-anneau si
et seulement si, pour toute famille finie d’éléments de S, ¢;, ..., ¢y, le
c-idéal engendré par 1, ¢, s, ..., s, est contenu dans S. Par exemple,
O est un ©-anneau pour une famille bilatére 7 de ©.

1.24 ter. LEmME. — Soit S un O-anneau. Si S n’est pas conienu dans
O, @ premier minimal non nul de ©, S contient 2.

Démonstration. — Soit ¢ un élément de S n’appartenant pas a O, :
VseS =0—2, s0c¢O; on a (1, ¢))20 et [(1, ¢)']"' SO. Supposons
quil existe s€ S, tel que s€[(1, ¢)']~' =u. On en déduirait

[T =(1,0)
u'eo, et ced,, contrairement & I'hypothése. On a donc uC<% et

S$2(1, ¢)/2z.

I.25. THEOREME. — Soit % un idéal premier minimal de ©; O, est un
O-anneau mazximal de K, et tout ©-anneau non éqal a K est contenu dans un
tel O,.
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Démonstration. — Soit S22 0, et S# K, S désignant un ©-anneau de K.
D’aprés le lemme I1.24, S contient 2—', donc S contient ©,2-!, et

Op 2= (21, =(22)", car S est clos. De ce fait, S contient toutes
les puissances de €,. Or ¢ étant premier minimal, les seuls ©,-idéaux
clos sont les puissances de <, [se servir de (I.21) et de (I.23)]. Par ailleurs,
tout élément de K est contenu dans un ©.-idéal, donc appartient a S.
Tout ©-anneau S de K, S:2 K, est contenu dans un certain 0, % idéal
non nul premier minimal de O, car, sinon, d’apreés lel emme I.24, S contient
tous les 2!, donc tous les O-idéaux, et on a S = K, contrairement
a SZK.

I.26. THEOREME. — Un ©-anneau S dislincts de K coincide avec un
Op, P désignant une famille d’idéaux premiers minimaux non nuls de ©.

Démonstration. — Soit P l’ensemble de tous les 2 premiers minimaux
non nuls de © tels que O, 2 S. Démontrons que 0, = S. Si S est distinct
de Op il existe un élément a, contenu dans ©, et non dans S. On a
0p2(1, @)'20 et [(1, a)]*CO. Soit donc [(1, @)]'=a, ... a. une
décomposition en facteurs premiers de [(1, a)']~'. Puisque

(Lay=aqa7"...q;"

n’est pas contenu dans S, il existe un a;', par exemple aj', non contenu
dans S. Puisque a7' est contenu dans (1, a)’, donc dans ©p, donc dans
Og, €€ P, on déduit de a7' €0, que a, n’appartient pas a P. On a donc
S§o, et, d’aprés le lemme (I.24 fer), S2a7", et il y a contradiction.
On a donc ©pCS.

Par ailleurs, ©p contient S : soit x€ S, il existe pour chaque 2, 2€P,
un élément s, ¢ tel que s,0xCO et s, €0, donc, en posant

u _—_Z 05,0, uxCoO et TEO,.

TEP

On a donc ¥p= S. Remarquons que l'on a Op= m 0.
zEer
1.27. CoroLLAIRE. — Les localisations bilatéres de O distinctes de K sont

les anneaux { \ Og, ol P est une famille quelconque non vide d’idéaux pre-

TEP
miers de ©, non nuls, minimaux. Ce sont des ordres maximaux réquliers de K.

1.28. Remarque. — Rien dans ce qui précede d’affirmer ne permet
qu'une localisation bilatére ©; de © est noethérienne comme ©O. Ce
probléme est lié a la platitude de O, en tant que ©-module a droite et
©-module a gauche.
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I.29. TutorEME. — Si fous les idéaux premiers de © sont maximauz,
O désignant, rappelons)-le, un anneau noethérien, sans diviseurs de zéro,
ordre maximal réqulier de son corps des fractions K, tout sous-anneau S de K
contenant O est une localisation bilatére plate des deux cotés de ©O.

Démonstration. — On sait en effet ([1]), th. 3.12 et 3.13) que tout sous-
anneau S de K contenant @ coincide avec un O,. Par application du
théoréeme 1.5, on obtient le résultat.

I.30. Remarque. — Sous les hypothéses du théoréme précédent,
en utilisant SILVER [25], on s’apercoit que, si & désigne un idéal a gauche
de ©p, on a, en posant a =XTNO, & = O, a. Mais ce résultat était déja
connu par Asano ([1], lemme 3, p. 116).

II

Dans cette partie, © est un anneau, noethérien, sans diviseurs de zéro,
ordre maximal (non nécessairement régulier) de son corps des frac-
tions K. Soit B un sous-anneau de K, tel que ©C BC K, tel que B soit
plat en tant que ©-module & droite et en tant que ©-module a gauche.
I’anneau B est-il un ordre maximal de K?

II.1. LemMmE. — Sous les hypothéses énoncées ci-dessus, linjection
canonique « : © — B est un épimorphisme d’anneau.

La démonstration est laissée aux soins du lecteur.

I1.2. LEMME. — On garde les hypothéses énoncées ci-dessus. Soit b
un idéal bilatére de B. On a

b.b={zeK|bxCh =B

et
b.b={xeK|2zb<b|=B.

Démonstration. — D’aprés un résultat de SiLveR ([25], prop. 1.6, p. 48),
on a
b=a®sB=DBQ,a, avec a=bno.

D’aprés unlemme de HARADA, ([10], lemme 1, p. 62), onab .- b= Homj(b, b),
en identifiant x€ K au morphisme qui & b€ B fait correspondre bz, et de
méme b -.b = Homj (b, b).

Or, d’aprés BourBaxki ([5], prop. 1, p. 106), il existe un Z-isomorphisme
entre Homj(a ®,B, B®,a) et Hom!; (a, Homj, BR,a)] : cet isomor-
phisme associe & he Hom}(B ®,a, BR®,a) l'application linéaire h’ de a
dans Homj(B,B ®.0) = B®ea, qui, & =xe€a, associe, VyeB,
R’ (x) y = hxy (on identifie a Y, B 4 aB, et BR,a a Ba), donc b’ (x) = hz.
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Par ailleurs, d’aprés BourBaxi ([4], prop. 10, p. 38), il existe un $-isomor-
phisme entre Homg(a, B ®ya) et B®, Hom}(a, a) qui a k', application
de a dans B @.a, associe y @ u, ye B, ue Hom/;(a, a) tel que Vzea,

M@E)=yQu@ =yQ uz,

donc hx = yux et h = yu. Ainsi B ®,Hom/} (a, a) s’identifie 8 Homj (b, b),
et © étant un ordre maximal de K, on a

Hom/}(a, a) =a*.a=¢ et B =Homj(b,b)=Db".b.

On obtient de méme b.b = B.

11.3. ProrosiTION. — Soif © un anneau sans diviseurs de zéro, ordre
mazximal de son corps des fractions K. Soit B un sous-anneau de K conte-
nant O, plat en tant que ©-module a droite et en tant que ©-module & gauche,
dont tous les idéauzx (a droite, a gauche) sont bilatéres, alors B est un anneau
noethérien, sans diviseurs de zéro, ordre maximal de K.

Démonstration. — Le fait que B est noethérien résulte de l’article [25]
(prop. 1.6, p. 46). Soit b un B-idéal ,il existe 2€ B tel que b2 CB, donc
il existe un idéal b’ de B tel que b = b’2-'. On a alors

b/ b'={xecK|xb'Sh’} =b-.b.

En appliquant le lemme II.2, on prouve b’-.b’=0b-.b=DB. On démon-
rerait de méme b .°b = B. Ainsi B est un ordre maximal de K.

Remarque. — Le résultat précédent appliqué au cas ou @ est commu-
tatif (donc aussi B) redonne un résultat de J. Marot [14].

III

Nous nous proposons dans cette partie de caractériser parmi les
anneaux R/, noethériens, sans diviseurs de zéro, a élément unité, ordres
maximaux réguliers de leur corps des fractions K, ceux dont tous les
idéaux (a gauche, a droite) sont bilatéres.

Dans toute cette partie, sauf au théoréme III.14, R désigne un anneau,
unitaire, noethérien, sans diviseurs de zéro, ordre maximal régulier de son
corps des fractions K, vérifiant la condition (C) suivante :

(C) : Pour tout idéal premier minimal % de R (non nul), tout idéal a
gauche Z-primaire (et tout idéal a droite %-primaire) est contenu dans <.

La condition (C) est en particulier vérifiée lorsque tout idéal a gauche
(et tout idéal a droite), £-primaire, est bilatére. Nous utiliserons le théo-
réeme suivant ([15], p. 96, th. 2.8) :






