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SUR CERTAINS ESPACES FIBRES HOLOMORPHES
SUR UNE VARIETE DE STEIN;

PAR

Yoz6 MATSUSHIMA et Akiniko MORIMOTO
(Nagoya).

Introduction.

Dans un Mémoire fondamental sur les variétés de Stein, J. P. SergE [9] a
posé le probléme suivant : Un espace fibré holomorphe dont la base et la
fibre sont des variétés de Stein, est-il toujours une variété de Stein ?

Le but de ce travail est de donner une réponse affirmative a ce probléme
dans le cas ou le groupe structural est connexe. Dans la premiere partie de
ce travail, nous étudierons d’abord le cas d’un espace fibré principal sans
supposer que le groupe structural soit connexe. Nous prouverons qu’un
espace fibré principal holomorphe dont la base et la variété du groupe
structural sont des variétés de Stein est une variété de Stein (théoréme 4).
Ce théoréme est déja connu dans les deux cas particuliers suivants :

1° Le groupe structural est isomorphe & un sous-groupe fermé du groupe
linéaire complexe (SERRE [9]);
2° Le groupe structural est discret (SteN [10]).

Pour traiter le cas général, on a besoin de trouver une condition en termes
de groupes de Lie pour que la variété d’un groupe de Lie complexe soit une
variété de Stein. Cette condition sera donnée dans le théoréme 1. Dans la
démonstration du théoréme 1, on utilisera essentiellement le résultat de
Serre cité ci-dessus. Utilisant le théoréme 1, nous pouvons éclaircir la
structure algébrique d’un groupe de Lie complexe et connexe dont la variété
sous-jacente est une variété de Stein. Nous trouverons que la variété d’un
groupe de Lie complexe et connexe est une variété de Stein si et seulement si
le centre connexe de ce groupe est isomorphe au groupe C” x C*? pour cer-



138 Y. MATSUSHIMA et A. MORIMOTO.

tains entiers n, m> o (théoréme 2). Comme application du théoréme 1,
nous verrons que, si un groupe de Lie complexe opére effectivement et holo-
morphiquement sur une variété de Stein, la variété de ce groupe est néces-
sairement une variété de Stein (théoréme 3). Le théoréme & sera démontré
en utilisant ces résultats sur les groupes de Lie ainsi que les résultats de
SERRE [9] et de SteN [10] cités plus haut. Dans la deuxiéme partie de ce
travail, nous étudierons un espace fibré holomorphe £ dont la base B et la
fibre F sont des variétés de Stein et dont le groupe structural & est connexe.

Notre but est de prouver que la variété £ est une variété de Stein (théo-
réme 6). Utilisant les résultats obtenus dans la premiére partie ainsi qu'un
résultat récent de GRAUERT [ 4], nous verrons d’abord que le groupe structural
de Pespace fibré principal associé a £ se réduit holomorphiquement a un

sous-groupe A de G qui est le « complexifié » d’un sous-groupe compact
maximal K de G. Si 'on désigne par P I'espace fibré principal holomorphe

de groupe structural K ainsi obtenu, E est associé & P et la variété E est le
quotient de P < F par la relation d’'équivalence

(z,8) ~(x.a, a1.5) (zeP,teF, ack).

P < F se munit d’une structure d’espace fibré principal holomorphe de base &

et de groupe structural K. La variété P est une variété de Stein d’aprés
le théoréme & et, par suite, P < I I'est aussi. Notre probléme se raméne ainsi
a la démonstration de la proposition suivante : Soit.P un espace fibré prin-
cipal holomorphe de base B et de groupe structural G. Si P est une variété
de Stein et si G est le « complexifié » d’un sous-groupe compact maximal,
la base B est une variété de Stein (théoréme 5). Cette proposition sera
démontrée en fabriquant, d'une certaine maniére, des fonctions holomorphes
dans la base B a partir des fonctions holomorphes dans P et en utilisant un
théoréme de H. Cartan et le théoréme d’approximation d’Oka-Weil. Pour
utiliser le théoréme d’Oka-Weil, le résultat suivant sera essentiel : Dans un
groupe de Lie complexe et connexe G dont la variété sous-jacente est une
variété de Stein, I'enveloppe K d’un sous-groupe compact maximal K de G
coincide avec K (proposition 8),

Premiére partie.

1. — Soit & un groupe de Lie complexe et connexe, et soit A un sous-
groupe compact maximal de G. Soient g et k les algébres de Lie de G et de K
respectivement. Nous dirons que G satisfait a la condition (P) si l'on a
kny—1k=(0). Puisque les sous-groupes compacts maximaux de G sont
conjugués entre eux [6], cette condition ne dépend pas du choix de K.
kny—1k étant la plus grande sous-algébre complexe contenue dans k, on

)

voit que la condition (P) est équivalente 4 la condition que G r'a pas de
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sous-groupe complexe et connexe de dimension positive contenu dans un
sous-groupe compact de G.

TutoriME 1. — Soit G un groupe de Lie complexe et connexe. Pour que
la variété de G soit une variété de Stein, il faut et U suffit que G satisfasse
a la condition (P).

Avant d’entrer dans la démonstration du théoréme 1, nous ferons quelques
remarques sur la condition (P) qui seront utilisées plus loin.

A. — 1l résulte immédiatement de la définition de la condition (P) que
tout sous-groupe complexe et connexe (pas nécessairement fermé) d'un
groupe satisfaisant 4 la condition (P) satisfait & la méme condition. D’autre
part, le groupe linéaire complexe GL (n, C) satisfait & la condition (P). En
effet, le groupe unitaire U(n) étant un sous-groupe compact maximal de
GL (n, C), soit n(n) l'algtbre de Lie de U(n). Les valeurs propres d’une
matrice dans u(n) sont toutes imaginaires pures et, par suite, les valeurs
propres d’une matrice dans \/— 1u(n) sont toutes réelles. De plus, les
matrices dans u(n) sont semi-simples. Il en résulte immédiatement que
w(n)ny—1n(n) = (o) et donc quele groupe GL (n, C) satisfait & la condi-
tion (P). 1l résulte de ce que nous avons montré que tout sous-groupe
complexe et connexe de GL (n, C) satisfait & la condition (P).

B. — Soient G et G’ des groupes de Lie complexes et connexes. Suppo-
sons qu’il existe un homomorphisme holomorphe de G dans G’ qui soit un
isomorphisme local. Si G’ satisfait a4 la condition (P), il en est de méme
de G. 1l résulte de la et de A que tout groupe complexe et connexe admet-
tant une représentation linéaire holomorphe localement fidéle satisfait a la
condition (P). En particulier, tout groupe complexe et connexe & centre
discret vérifie la condition (P), car la représentation adjointe d'un tel groupe
est localement fidele.

C. — Soit G un groupe de Lie complexe et connexe et soit L un sous-
groupe complexe et connexe contenu dans un sous-groupe compact de G.
Montrons que L est contenu dans le centre de G. En effet, soit ¢ la repré-
sentation adjointe de G. D’aprés A, I'image ¢(G) de G par ¢ satisfait a la
condition () et, par suite, () ne contient pas de sous-groupe complexe
et connexe de dimension > o contenu dans un sous-groupe compact de ¢(G).
Par conséquent, on a ¢ (L) =1 et ceci signifie que L est contenu dans le
centre de G. Il en résulte immédiatement qu’'un groupe de Lie complexe et
connexe satisfait a la condition (P) si et seulement si son centre connexe
vérifie la méme condition.

2. ProrositioN 1. — Tout groupe de Lie complexe semi-simple connexe
est isomorphe d un sous-groupe fermé complexe du groupe linéaire
complexe.
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Cette proposition est connue. Mais, pour étre complet, nous donnons ici
une démonstration. Soit G un groupe de Lie complexe semi-simple connexe.
Désignons par ad G le groupe adjoint de G. Le groupe fondamental de ad G
est fini, parce que la variété de ad G est produit de la variété d’un groupe
semi-simple compact connexe par un espace euclidien (¢f. [6]) et parce que,
d’aprés le théoréme de Weyl, le groupe fondamental d’un groupe semi-

simple compact connexe est fini. Soit G le revétement universel de ad G et
donc de G. Soit Z le centre de G. Le groupe Z est isomorphe au groupe
fondamental de ad G et donc fini. 11 en résulte que Z est contenu dans
chaque sous-groupe compact maximal de C.;', car, si L est un sous-groupe
compact maximal de G, le groupe Z.L est aussi compact et, par suite,
Z.L—=1I. Soit G= a/Z, ou Z est un sous-groupe de Z. Soit K un sous-
groupe compact maximal de G. Le groupe Z étant fini, il existe un sous-

groupe compact maximal K de G tel que K:I?/Z. Soit @ une représen-
tation unitaire fidéle du groupe compact K dans le groupe linéaire complexe
GL (n, C) (c¢f. C. CHEvALLEY [3]). Soient g et k les algébres de Lie de G et
de K respectivement. On a alors

g=k+\—1k  kn/—1k=(o0).

Soit ¢’ la représentation linéaire de l'algébre k définie par ¢. Pour tout
élément X =¥ 4 \/—1 Z(¥, Zek)de g, soit 3 (X) = ¢'(¥) + yV—1¢'(Z).
On vérifie facilement que 3’ est une représentation linéaire complexe fidéle
de T'algébre complexe g. ' définit une représentation linéaire holomorphe §
du groupe simplement connexe G. Il résulte de la définition de § que si gelz,
on a §(g) =9 (m(g)), ™ désignant la projection canonique de G sur G.

~

Puisque la représentation § est localement fidéle, le noyau Z' de § est un
sous-groupe de Z et, par suite, K>Z'. Montrons que Z=2Z2'. En effet,
puisque 3 (g) = ¢ (m(g)) pour tout g€ R, sigeZ ona

G(g)=9(n(g))=9(e)=r1

et, par suite, g€ Z'. Réciproquement, sig€ Z', ona 1=3(g) =9 (7m(g)) et
donc m(g) = e, car la représentation ¢ est fidéle. Par conséquent, on age Z.
On a donc Z=2Z2'. La représentation § de G définit alors la représentation
holomorphe fidéle ¢ de G = g/Z D’aprés un théoréme de K. Yosida [11],
tout sous-groupe semi-simple connexe de GL (n, C) est fermé. L'image Y(G)
de G est donc fermée dans GL (n, C). La proposition 1 est ainsi démontrée.

Comme la variété d’un sous-groupe fermé complexe du groupe linéaire
complexe est une variété de Stein [1], il résulte de la proposition 1 que la

variété d’un groupe de Lie complexe semi-simple connexe est une variété
de Stein
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ProrosiTioN 2. — Soit G un groupe de Lie complexe abélien connexe.
St G satisfait a la condition (P), G est isomorphe au groupe C"x C*™
pour certains entiers n, m>o.

Soit G —=A/D, ou A désigne un espace vectoriel complexe et ou D désigne
un sous-groupe discret de A. Soient d,, ..., d, des générateurs libres
de D; d,, ..., d, sont linéairement indépendants sur les nombres réels.
Soit B le sous-espace vectoriel réel de 4 engendré par dy, ..., d,. L'image
de B dans G est le sous-groupe compact maximal de G et la condition (P)

s\

est équivalente 2 la condition que Bny/—1B = (o). Supposons que G
satisfasse & la condition (P). Soit V=B +\/—1B. Alors V est un sous-
espace vectoriel complexe de 4 de dimension complexe m et les dy, ..., d,
constituent une base complexe de V. Soit W un sous-espace vectoriel com-
plexe de A4 tel que A = W + V (somme directe). On a alors

G=A/D>~W x (V/D), e V/D~Cm e WxCr

n désignant la dimension complexe de W. La proposition 2 est donc
démontrée.

ProrosiTioN 3. — Soit G un groupe de Lie complexe abélien connexe. Si
la variété de G est une variété de Stein, G satisfait a la condition (P).

Nous utiliserons les notations introduites dans la démonstration de la
proposition 2. Soit G = A /D. Soit ¥ la famille des fonctions holomorphes f
sur A telles que f(z + d) = f(z) pour tout z€ 4 et d€ D. La variété de G
étant une variété de Stein, la famille £ satisfait & la condition suivante

(ef- [1])

(%) Pour tout point z € A4, il existe r fonctions dans # qui induisent un
systéme de coordonnées locales au point z (r désigne la dimension com-
plexe de A). :

D’autre part, la restriction a B d’une fonction dans ¥ est bornée, car
I'image de B dans G est compacte. En particulier, la restriction a Bn\/:_IB
d’une fonction dans £ est bornée. Bny/— 1 B étant un sous-espace vectoriel
complexe de A, cette restriction est une fonction holomorphe sur Bn \/:B.
Il en résulte que la restriction & Bny/—1B d'une fonction dans § est
constante. 11 résulte de la et de la condition (%) de £ que Bny/— 1B = (o)

et ceci montre que le groupe G satisfait a la condition (P). La proposition 3
est ainsi démontrée.

Il résulte des propositions 2 et 3 la proposition suivante :

ProrosiTION k. — Soit G un groupe de Lie complexe abélien conneze.
La variété de G est une variété de Stein si et seulement si G~ Cr x C*
pour certains entiers n, m>- o.
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La proposition suivante est due a J.-P. SErre [9] :

ProrosiTION 5 (SERRE). — Un espace fibré principal holomorphe dont la
base est une variété de Stein et dont le groupe structural est isomorphe a
un sous-groupe fermé complexe du groupe linéaire complexe est une
variété de Stein.

3. — Soit G un groupe de Lie connexe et soit 4 un sous-groupe fermé,
invariant et connexe de G. D’aprés un résultat d’Iwasawa ([6], p. 531), il
existe un sous-groupe compact maximal K de G tel que 'image de K
dans G/A et le groupe K n A soient les sous-groupes compacts maximaux
de G/A et de A respectivement. Alors, en utilisant le fait que les groupes
compacts maximaux de & sont conjugués entre eux et le fait que A est inva-
riant dans G, on voit que, pour tout sous-groupe compact maximal L de G,
Vimage de L dans G/A et le groupe L N A sont les sous-groupes compacts
maximaux de (/A4 et de A respectivement.

ProrositioN 6. — Soit G un groupe de Lie complexe et connexe satis-
Jfaisant a la condition (P) et soit K un sous-groupe compact mazximal de G.
Soit A un sous-groupe fermé, invariant, complexe et connexe de G.
Soient g, k et o les algébres de Lie de G, de K et de A respectivement. Alors
une condition nécessaire et suffisante pour que le groupe quotient G/A
satisfasse a la condition (P) est qu'on ait I’égalité suivante :

(1) (k+yV=1k)na=(kna) +y—1(kna).

Soit m la projection canonique de g sur g'—g/a. Alors m(k) =k est
l’algébre de Lie d’un sous-groupe compact maximal de G/A. Supposons
d’abord qu’on ait I'égalité (1). On va montrer que k' ny/—1k'= (o). Soit
Z' ek ny/—1k. 1l existe alors des éléments .1, ¥ €k tels que

Z=n(X)==n(J=1T).
Soit W =¥ — /=1 Y. Alors = (W) =o et, par suite W e (k+y—1k)n a.
Puisqu’on a I'égalité (1) et puisque la somme k + \/— 1 k est directe, on a ¥,
Yekna. Alors n(X)==n(¥)=o et, par suite, Z'=n(L)=0. On a
donc k' ny/— 1k = (o). Soit, réciproquement, k' ny/— 1k’ = (0). Soit

Ze(k+y—1k)na et soit Z=X+4+\—1V, X, Yek
Alors n(Z) =n(X) +\/—17(¥)=o0 et, par suite, 7 (A) =— V/:n(Y)

appartient 2 k' n\/— 1K . Puisque k' ny/— 1K= (0), ona 7(X) == (¥)=
et, par suite X, ¥'€kna. On a donc P'égalité (1).

ProrosiTioN 7. — Soit G un groupe de Lie complexe et connexe satisfai-
sant a la condition (P). Si G n’est pas simple, il existe un sous-groupe
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Jfermé, invariant, complexe et connexe A de G de dimension positive et
différent de G satisfaisant aux conditions suivantes :

a. Le groupe quotient G/ A satisfait a la condition (P);
b. A est isomorphe a un sous-groupe fermé complexe du groupe linéaire
complexe.

Si G est abélien, il existe un tel sous-groupe A d’aprés la proposition 2.
Si G est semi-simple, il existe un sous-groupe fermé, invariant, complexe et
connexe A de G qui est semi-simple et qui est différent de G et de (e) (¢f. la
proposition 1). D’aprés la proposition 1, le groupe A satisfait aux condi-
tions @ et b. Supposons donc, dans tout ce qui suit, que G ne soit ni abélien
ni semi-simple. Soit R le radical de G (R est, par définition, le plus grand
sous-groupe invariant, résoluble et connexe de G). R est fermé et complexe.
Nous allons chercher un sous-groupe fermé, complexe et connexe A de R qui est
invariant dans G et qui satisfait aux conditions @ et . Pour montrer que G/ A
satisfait & la condition «, il suffit de montrer que R/A satisfait a la condi-
tion (P), parce qu’on sait que G/ 4 satisfait a la condition (P) si et seulement
si le centre connexe de (/A4 satisfait & la méme condition, et parce que le
groupe RR/A étantle radical de G/ A, R/A contient le centre connexe de G/A.
Remarquons ici que, si A est abélien, la condition & est toujours satisfaite,
car, comme A est un sous-groupe de G, A satisfait a la condition (P) et,
par suite, d’aprés la proposition 2, A est isomorphe au groupe C"x<C*.
Soit Z le centre de R et soit Z, la composante connexe de Z. Alors Z, est
un sous-groupe fermé, invariant, complexe et connexe de G. Puisque R/Z
est isomorphe au groupe adjoint de R, d’aprés 1, A, R/Z satisfait a la condi-
tion (P). D’autre part, Papplication canonique de R/Z, sur R/Z étant un
isomorphisme local, d’aprés 1, B, R/Z, satisfait a la condition (P). Par
conséquent, la condition @ est vérifiée pour 4 = Z,. Z, étant abélien, Z, est
isomorphe & un sous-groupe fermé complexe du groupe linéaire complexe.
Donc, si la dimension complexe de Z, est positive, Z, est un sous-groupe
cherché. Supposons donc dans tout ce qui suit, que Zy= (e). Soit /V le
radical nilpotent de G (/V est, par définition, le plus grand sous-groupe
invariant, nilpotent et connexe de G). /V est fermé et complexe et VC R.
Soit L un sous-groupe compact maximal de /. On va montrer que L est
contenu dans le centre de /V. Soit ¢ la représentation adjointe de /V. Alors
les valeurs propres des matrices de ¢(/V) sont toutes égales a 1. D’autre
part, L étant compact, les matrices de ¢ (L) sont unitaires. Il en résulte
immédiatement que ¢ (L) =1 et ceci entraine que L est contenu dans le
centre de /V. Puisque les sous-groupes compacts maximaux de /V sont conju-
gués entre eux dans /V et puisque L est contenu dans le centre de /V, tout
sous-groupe compacl maximal de /V coincide avec L. Il en résulte que L est
un sous-groupe invariant de &, car, pour tout g€ G, gLg~" est un sous-
groupe compact maximal de g/Ng—'=—N et, par suite, gLg—'=1L.
Supposons d’abord que la dimension de L soit positive. Soit C, le centre
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connexe de /V. On a alors L c Cy. Soient | et ¢ les algébres de Lie de L et C,

respectivement et soit ¢ =1[-+\/— 1l (remarquons que cette somme est
directe). Alors aCc et o est un idéal complexe de 1'algébre de Lie de G.
Soit 4 le sous-groupe de G correspondant & I'algébre a. Alors A4 est complexe
et invariant dans G. On va montrer que A est fermé. C, étant fermé, il suffit
de montrer que A4 est fermé dans C,. D’aprés la proposition 2, il existe un
isomorphe a de C» < C*" sur C,. Soit M le sous-groupe compact maximal

de Cnx C*™ et soit m l'algebre de Lie de M. Alors m + \/— 1m est 'algébre
de Lie de C*" et l'on a o' (m) =1, ou &' désigne l'isomorphisme de I'algébre
de Lie de Cx C** sur ¢ défini par a. Alors a’(m -+ \/T:Tno —a et, par
suite, a(C*?) = A. Donc A4 est fermé dans ;. On va montrer maintenant
que R/A satisfait & la condition (P). Soit K un sous-groupe compact
maximal de R et soit k 'algébre de Lie de K. Alors KnA = L et, par suite,
knae=1L. Donc

e=l+\/=1l=(kne) +V—1(kNa).

Par suite, aCk+\/— 1k et donc (k+ \/:—lk)na:a. Par conséquent, la
condition (1) de la proposition 6 est vérifiée et R/A satisfait & la condi-
tion (P). Le groupe A étant abélien, A satisfait aux conditions requises.

Supposons maintenant que L = (e¢). Alors /V est simplement connexe.
Soit R = R, et soit Ri—=[R,, R,], le groupe dérivé de R. Définissons par
récurrence

R,=[R,, Ry}, ..., Re=[Ri,, Ri,].

Alors R, > R,D> ... et puisque R est résoluble, il existe un entier positif & tel
que Ri7(e) et Ri.,= (e). D'aprés le théoréme d’Engel, on a Ry C/N.
/N étant simplement connexe et nilpotent, tout sous-groupe de Lie connexe
de /¥ est fermé et simplement connexe (voir CHEVALLEY [2]). En particulier,
Ry est fermé et simplement connexe. f2; étant abélien, fi; est isomorphe a un
sous-groupe fermé du groupe linéaire complexe. Il est clair que Ry est un
sous-groupe invariant de G. Nous allons montrer que le groupe quotient
R/R; satisfait & la condition (P). Soit K un sous-groupe compact maximal
de R. R étant résoluble, K est abélien. Soient r et k 'algébre de Lie de R et
de K respectivement. Alors l'algébre dérivée [r, r] est l'algebre de R;.
Montrons que (k+y/—1k) n[r, ] = (o). En effet, soit ¢’ la représentation
adjointe de r. Utilisant le théoréme de Lie, on voit facilement que les
matrices dans {'([r, t]) sont toutes nilpotentes. D’autre part, K étant

compact abélien, les matrices dans §/(k + /— 1k) sont toutes semi-simples.
I1 en résulte immédiatement que

V' ((k+y=1k)n[r, £]) = (o),

ce qui entraine que (k+\/—1k)N[r, r] est contenu dans le centre de r.
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Puisqu’on a supposé que le centre connexe de R se réduise a I'unité, on a

(k+yV=1k)n[r, t]= (o).

Soit v 'algébre de Ryi. Alors txC[x, t] et, par suite,
(k —+- \/:-[k>nr,(: (0).

La condition (1) de la proposition 6 est alors trivialement vérifiée pour a ==
et, par suite, R/R; satisfait & la condition (P). Le groupe R; satisfait alors
aux conditions requises. La proposition 7 est ainsi démontrée.

ExempLE. — Soit G le groupe des matrices diagonales de degré 2 a coeffi-
cients complexes. (7 est isomorphe & C*>< C*, Soit A le sous-groupe de G des

matrices de la forme
exps o
PR b
0 expy—13

s parcourt les nombres complexes. On voit facilement que A est fermé dans &
et isomorphe & C'. On va montrer que (/.1 est un tore complexe. En effet,
(7 est un espace fibré principal de base /4 et de groupe structural 4. Le
groupe A étant isomorphe a C', cette fibration est topologiquement triviale.
Il en résulte immédiatement que le groupe fondamental de G/A est iso-
morphe a celui de G. Par conséquent, le groupe fondamental de G/A est un
groupe abélien libre a deux générateurs. La dimension complexe de G/A
étant égale & 1, ceci entraine que G/A est un tore complexe. Le groupe
quotient G/ A ne satisfait donc pas a la condition (P).

k. DEMONSTRATION DU THEOREME 1. — Soit G un groupe de Lie complexe et
connexe. Supposons que ( satisfasse a la condition (P) et nous allons montrer
que la variété de G est une variété de Stein. Nous raisonnons par récurrence
sur la dimension complexe de G. Si la dimension complexe de G est égale a 1,
G est abélien et, d’aprés la proposition 2, G est une variété de Stein.
Supposons donc qu’on ait déja démontré que la variété d’un groupe de Lie
complexe et connexe satifaisant a la condition (P) de dimension complexe
plus petite que n est une variété de Stein. Soit G un groupe de Lie complexe
et connexe de dimension complexe 7 satisfaisant & la condition (). D’aprés
les propositions 1 et 2, si G est semi-simple ou abélien, la variété de G est
une variété de Stein. On peut donc supposer que G ne soit ni semi-simple ni
abélien. Soit 4 un sous-groupe de G satisfaisant aux conditions de la propo-
sition 7. La dimension complexe (/A étant plus petite que n, d’apres
I'hypothése de récurrence, la variété de G/A est une variété de Stein.
D’autre part, G est un espace fibré principal holomorphe de base G/A et de
groupe A. D’apres la proposition 5, la variété de G est une variété de Stein.
Nous avons donc démontré que la variété d’un groupe de Lie complexe et
connexe satisfaisant & la condition (P) est une variété de Stein.
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Nous allons maintenant montrer que tout groupe de Lie complexe et
connexe dont la variété sous-jacente est une variété de Stein satisfait a la
condition (P). Soit G un groupe de Lie complexe et connexe. Supposons que
la variété de G soit une variété de Stein. Soit Z le centre de G et soit Z, la
composante connexe de I'unité de Z. Comme Z, est un sous-groupe fermé
complexe de G, la variété de Z, est une variété de Stein, car une sous-
variété fermée complexe d’une variété de Stein est une variété de Stein
(¢f. [1]). Z, étant abélien, le groupe Z, satisfait alors a la condition (P)
(proposition 3) et, par suite, d’aprés 1, G,  satisfait 4 la méme condition.
Le théoréme 1 est ainsi démontré.

5. 1l résulte du théoréme 1, de la proposition & et de 1, C le théoréme
suivant :

TuneoriME 2. — La variété d'un groupe de Lie complexe et connexe est
une variété de Stein si et seulement si le centre connexe de ce groupe
est isomorphe au groupe C*>< C*" pour certains entiers n, m>x o.

Pour démontrer le théoréme 3, on utilisera le lemme suivant dont la
démonstration est facile :

Lemye. — Si une fonction holomorphe sur la variété d’un groupe de Lie
complexe abélien connexe est bornée, c’'est une constante.

THEOREME 3. — Si un groupe de Lie complexe opére holomorphiquement
et effectivement sur une variété de Stein, la variété de ce groupe est une
variété de Stein.

Soit G un groupe de Lie complexe opérant holomorphiquement et effecti-
vement sur une variété de Stein V. Soit G, la composante connexe de l'unité
de G. Comme on voit facilement que la variété de G est une variété de Stein
si et seulement si la variété de G, est une variété de Stein, on peut supposer
que G est connexe. Soit Z, le centre connexe de G. D’apreés le théoréme 2 et
la proposition 4, il suffit de montrer que la variété de Z, est une variété de
Stein. Soit L un sous-groupe complexe et connexe de Z, contenu dans un
sous-groupe compact K de Z,. Soit z € V. L'orbite L.x de x par les opéra-
tions des éléments de L est une sous-variété complexe et connexe de F
contenue dans le sous-ensemble compact K.x de V. Soit j l'application
identique de L.z dans V et soit f une fonction holomorphe sur V. Alors la
fonction holomorphe fo; sur L.z est bornée, car L.z est contenue dans le
sous-ensemble compact KA.« de V. D’autre part, la variété L.z est holomor-
phiquement homéomorphe a la variété d’un groupe quotient du groupe abélien
complexe et connexe L. Il résulte alors du lemme que toute fonction holo-
morphe bornée sur L.z est constante. Par conséquent, pour toute fonction
holomorphe f sur V, la fonction fo; est constante. D’autre part, ¥ étant une






