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LES DECOMPOSITIONS DE L'HYPERCUBE
EN PRODUIT TOPOLOGIQUE;

Par

Vatestin POENARU

(Bucarest).

Ce travail établit le théoréme que voici :

1l existe une variété a bord, quadridimensionnelle V, qui a les propriétés
suivantes :

VAL  Vex =1,

C'est-a-dire que V, n’est pas homéomorphe a I,, tandis que V, < 1, est
homéomorphe a I;; I, désigne le cube a n dimensions, E, Uespace euclidien

a n dimensions. (Quand on aura A parler & la fois de plusieurs cubes on

oy . . ~ b T
utilisera aussi les notations 7, 1;,, I}, 1,, 7,,, ...).

Récemment, R. Bixé [1] a construit un ensemble B qui n’est pas une
variété, tel que B < I,—=FE,. Dans notre théoréme, il ne s’agit que de
complexes finis (d’ailleurs tout dans ce travail devra étre entendu au point
de vue « semi-linéaire », c’est-a-dire que toute application sera supposée
simpliciale, etc.).

Une conséquence de notre théoréme est l'existence des décomposlions en
produit topologique de [, autres que K, > E,_,, les deux facteurs étant
‘tout de méme des variétés.

Le probléme général de la fibration de £, par des fibres connexes a été
étudié pour la premiére fois par J. Lerav (voir [3], [6]). C’est cette étude
qui nous a suggéré le présent travail.

Je tiens & remercier mon collégue 1. BERNSTEIN, de I'aide qu'il m’a apportée.

Je suis reconnaissant & M. R.H. Bing, qui a lu les épreuves, pour son aide
trés efficace.

BULL. SOC. MATH. — T. 88, rAsc. 2. 9
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1. Construction de V,. — Soit un complexe A, défini de la maniére sui-
vante () : on considére une boule (2) B; et une courbe I reliant deux points
P, Q de sa frontiére, et dont lintérieur est contenu dans int B;. Clest la
courbe ponctuée de la figure 1.

Fig. 1.

On enléve de B; un cylindre 7’; entourant I'. Il reste une variété a bord,
qui est par définition 4,. Soit maintenant une boule B, et sur sa frontiére S;.
la « bande » (c’est-d-dire un complexe homéomorphe & r?Zz?+ y*Z R?)
I'} de la figure 2. Expliquons cette figure : sur un cube /;CS; on considére

Fig. 2.

la bande I'; ayant les propriétés suivantes :

I,—=1I, < I' < I; on considére une courbe simple fermée Y C ;. x n’est
jamais parall¢le 4 7. La bande I'} est engendrée par un segment paralléle a

(1) Nous ferons la convention suivante : Pindice droit, inférieur, désignera toujours
la dimension. Par exemple, K est un complexe & quatre dimensions.

(?) En général on désigne les boules par B, les sphéres par S,. Quand on aura a parler
de plusieurs sphéres A la fois, on utilisera aussi les notations S, Sy Spy -+« (de méme
pour les boules).
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I, < I} = I,, orthogonal & y. On considére aussi un tube 73 C /; ayant I'} sur
sa frontiére, engendré par un segment paralléle & ) ayant une extrémité
sur I';. 7'} a donc une structure d’espace-produit s; < 7} < ; que tous les
homéomorphismes que nous allons construire vont respecter.

On suppose que

s < i< o=1I}.
On a
Ti= By I}, By—=A;U (B, < I}),

A3nT3:A3n(Bg><I,;):S1><II1I;

désignons cette derniére bande par I'}. Choisissons un homéomorphisme { :
I'}—TI} qui applique le segment P’ de la figure 2 sur une génératrice
de I’} allant de P & Q et y (fig. 2) sur une courbe orientée comme z (fig. 1).
On suppose que ¢ respecte les structures d’espaces-produit de I'}, I'2 :

AP

Iy=si< 1}, ;=S I,
Soit maintenant
Ay I'D S, < Il < I =T < I''=—= T?.
On suppose que
S It < o=T3.

Soit un homéomorphisme " :

$1—> S, =1, i =1,

(donc ¢* : Ty — T73).
II est choisi de telle maniére que
s}l xo—=>SxI;xo0

coincide avec §. On considére enfin I'espace-quotient
Vi=[(A4;< I})UB]/({Y),

ou peS;x I x 1, est identifié & {*(p)es, < i} x ;. Cest cette variété
a bord V, que nous allons étudier.

2. Preuve que V, < I,=1I;. -— Dans la frontiére §3 de E,, on considére
une bande I''=— 8, I (homéomorphe a I'; et I'}) appartenant & 'une
sphére S, contenue dans S, (cette inclusion étant une application topolo-
gique) (*) L

I';cS.cS..

En procédant avec I'} exactement comme on a procédé avec I'} on obtient

(%) Bien entendu on suppose que S, est sous-complexe de S, donc d’aprés un résultat
classique, chaque composante de §3— §2 est une cellule.
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une autre variété bornée a quatre dimensions V. Il suffira de prouver que :

1° V, est homéomorphe a /,;
2° V, < I, est homéomorphe a V', < /,.

3. Preuve que V', est homéonﬁorphe a I,. — Soitla paire
(T5, I3) = (B. < I, Si < I).

Soient S, la sphére a deux dimensions, frontiére de B;, et sur S,, une zone Z,
comprise entre deux cercles paralleles. (7%, I'}) est évidemment homéo-

morphe a (B, Z,) (*).

Nous énoncons sans démonstration le lemme suivant :

LeMyMe a. — Soit sur S, frontiére de B, une bande Z', (homéomorphe a
rrZax*+ y*Z R?) appartenant « une sphére a deux dimensions S,
contenue dans S, :

(%) Z,c8,cs;

(Uinclusion de S, dans S, étant une application topologique). Alors lu
paire (Bi, Z', ) est homéomorphe (*) a la paire (B; < I,, Z, < o).

[On observe que (B,, S,)et (B; < I, S, < o) sonthoméomorphes, il s’agit
de la sphére S, frontiére de 5, ].

Nous avons dit que pour construire V', on procéde avec I'; exactement
comme on a procédé avec I'). Tout d’abord on considére un homéomor-
phisme ¢ (I'}) =TI} analogue (°) a .

Sans perdre la généralité on peut supposer qu’il y a un cube

=7 <T <Ic§, T.o1:.

Bien plus, on peut considérer que I'} est une couronne circulaire contenue
dans un plan paralléle a I < I En prenant un segment variable, paralléle
all, ayant une extrémité sur I'}, on obtient un tube 7'}, muni d’une facon
naturelle de la structure d’espace-produit : §, X< T <7 (.“9'1 X 0% 0= [‘_f)

On considére un homéomorphisme : ¢*(¢* : 7 — T73)

o> S, I, T

(%) Nous entendons, comme d’habitude, par un homéomorphisme des paires (X, ¥),
(AX'y ¥'), une paire d’homéomorphismes : 2 : ¥ <> X', b, : ¥ <>}’ qui commultent avec
les inclusions ¥c.X, F'c X',

(®) La notation (B, I, Z,>< 0) a un sens bien clair car il s’agit en fait de

(B, [0, 1], Z,<0).
(%) Donc ¢ respecte aussi les structures d’espaces-produit.
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choisi de telle maniére que
SZixlixo—>8 x1I)x<o
coincide avec ¢. On considére I'espace-quotient
V=[x 1)V B (o),

oupe S, x I x I estidentifié & ¢*(p) €T, < S
Le lemme a affirme I'existence d’'un homéomorphisme

®: (B, I3~ (T, x<TI,,I2x0)

(on peut supposer que la restriction de ® a I'] est ¢). De I'existence de @ on
déduit aisément 'existence d’'un homéomorphisme @, :

@, : (B, T (Tyx< I, T2 I})

(@, est facile a construire a partic de @, va que Di=-s, <7 < o,
Ti=s > xt) (7). _

Il en résulte que V', = (A; < I)u(Ty < 1)), ou p < ¢, t€|o, 1], pel;
considéré comme partie de 4; et p < ¢, p€l'; considéré partie de 7', sont
identifiés. C'est dire que

V/ly:('/l}UT;) > 111:BJ><1’1:[k.

k. Preuve que V, xx /, est homéomorphe & V', < I;. — Cette preuve est un
peu moins aisée. Choisissons un homéomorphisme t]: : Ty —T3, respectant
les structures d’espaces-produit, tel que le diagramme suivant soit com-
mutatif :

~

X

WN\L@
r;

(on peut aisément construire { ). ¢ peut étre prolongé a un autre homéo-

morphisme {* : T} — T3, respectant toujours les structures d’espaces-produit,
tel que le diagramme suivant soit aussi commutatif :

~

U

T — 1
(a) AW NG

Lty =17

(") D’ailleurs on peut observer aisément ceci : Soit S,c .S, = Fr B,. Attachons a chaque
PES: un petit segment ¢(p)cS,;, t(p)nt(p')= G, t(p)nS,=p, t(p) variant d’une
fagon continue avec p [par exemple, £(p) un petit segment normal & S, dans S,, d’un
méme cdté de S,] alors si S, =FrB) :

(B> I, 84 =< I,) est homéomorphe & (B,, Ut(p)).
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V', < I, = I n’est autre que
((Asx< I}) x 1)U (B x 1)) /(9),

ou (g, t), gelsx I, tel et((9*)"'(g), t) pour chaque ¢, et ¢ sont iden-
tifiés.
De méme V, < 1, est

((Asx< 1) x1)u(Bix 1)) /(9)

ou (q,t),qels <11, tel et ((§,)~*(q), ¢) pour chaque g, ¢ sont identifiés.
Nous allons prouver qu'il existe un homéomorphisme

W (Bix Iy, Tix< £)—>(Box< I, T3 I,)

tel que pour Pe 77},
W (P, t) = (J*(P), t).

Ceci et la commutativité du diagramme (o) implique
VLX ]1:: V’,‘ > 11:15.
Tout revient donc & construire ¥'. On observe immédiatement que (®) :

T';X IICFI‘(BAX 11):': S/,;

de méme 7% x I,cS,= Fr(Ek x 1,). Pour construire W il suffit donc
d’avoir un homéomorphisme

W, (S, Tix 1)~ (8, T3 1)
tel que
W, (P, t) = (J*(P), t)

pour PeT;, te|o, 1]. Car, W, une fois construit, l'existence de ¥ en
découle par un prolongement immédiat. Le procédé de la construction de W',
est analogue au procédé habituel d’efficement de nceuds dans l'espace a
quatre dimensions. Le « nceud » que constitue  sera transformé en une
courbe « sans nceuds ». Cela explique notre choix des dimensions.

5. Construction de W,. — Nous allons donner tout d’abord une défini-
tion : Soient deux paires : (S;, '), (S5, f’) ou f', f", sont deux sous-
complexes de S; homéomorphes & S; < B, (donc deux tubes). Comme on le
verra par la suite on ne suppose pas en général que les deux paires consi-
dérées soient homéomorphes.

(%) Byx< I, = B; (4 un homéomorphisme prés), sa frontiére est bien.S,.
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DermNiTiON 1. — On dira qu’on passe de la paire (S;, f’) a la paire (S, /)
par une « operatlon-*( » sl

1° Il existe dans S; un sous-ensemble homéomorphe a I;: I, tel que si
nous y introduisons un systéme de coordonnées rectangulaires : o = & <4,

0Ly L4, 0oLz L4, I, N f' est la réunion des deux ensembles suivants :
oZxL4; 2—hZyZ2o+h; 3—hZz23+ hi,
2—hZx2+h, 0=y =h; 1—hZsZ1+hj.
Bien entendu £ est supposé assez petit pour que ANB = (.

2° On choisit une fois pour toutes une fonction y(z, y) définie sur
o, 4] < [0, 4] telle que

— (2, 2) = 2;
x(0, ) =x(4: y) =x(®, 0) =x(=, 4) =1;
— Sur chaque segment reliant (2, 2) a la frontiére de [o, 4] X< [o, 4],
v(2, y) est linéaire.

3° On choisit un /V positif assez grand, tel que pourz, y€[2 — A, 2 + A ],

on a
N 73 + aaE®
4 < 7 ) <1—h.
4

4° On considére le sous-complexe A’ de T; défini par

el Prnes

(Il est évident que A'NFrl,=— AnFrl,).

5¢ La paire (S;; (f'— A)uA’) est homéomorphe a (S;, f’). [Il n’y a
pas d’ambiguité, car, pourvua que /¥ soit suffisamment grand, la paire
(S35 (f'—A)uA'), comme on s’en convainct aisément, ne dépend pas —
a un homéomorphisme prés — du choix de /V].

Avant d’aller plus loin nous allons introduire la notation suivante : i toute
opération-y est associé un homéomorphisme canonique

T fl(ff—A)yuA = [f"
défini par
(P)==P si Pef'— A

FAV(ESIA
(P): <,17, " A <7> ]>
A4

si P€ A et a comme coordonnées (dans 1) : , y, 5
Si 'on applique & la paire (S;, f') successivement plusieurs opérations-y,
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on passe de la paire (S, f') a la paire (S, fi?). Ceci définit un homéomor-
phisme canonique 7 : f'— f1?) composition des homéomorphismes canoniques
des opérations-y successives.

Maintenant nous allons donner quelques lemmes :

LEMME a. — On peut passer de (S,, T;) a (S,, T3) par une suite de
deux opérations-+y, et ' homéomorphisme canonique respectif coincide avec

@* (donc respecte les deux structures d’espace-produit de T, T?).

Nous ne démontrerons pas ce lemme qui résulte de considérations géomé-
triques simples dans l'espace & trois dimensions : il suffit de regarder la
figure 3.

Donnons une nouvelle définition :

DeriNition 2. — Soit S; S, immersion étant faite de la maniére habi-
tuelle (donc chaque composante de .S, — S, est une cellule).

Choisissons une fois pour toutes pour chaque p € S; un segment v(p) C S,
orthogonal & S;, variant d’'une facon continue avec p, tel que v(p)n S, =p,
v(p)nv(g) =@. Si AC.S; estun ensemble quelconque alors, par définition :

)=\ v

pEA

2(A) a donc d’'une fagon naturelle une structure d’espace-produit; il est
canoniquement homéomorphe & 4 < 7,.
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LemMe b. — Les paires (S, T} < I,), (g,,, T < I,) sont respectivement
homéomorphes « (S,, 2(T})), (S’,,, Z(T;{)). L’homéomorphisme

Tl I, —>3(T})

induit par (S,, T} < 1,)— (S, 2(T})) coincide avec I homéomorphisme
canonique T < 1,—3(T}). (De méme pour T}, etc.)
La démonstration est immédiate [on doit seulement remarquer que si

S;=FrB,, S,—=Fr(B, < 1,) alors 'immersion naturelle S; < oc S, est telle
que chaque composante de S, — S, < o est une cellule].

Lemme ¢. — Soient deux paires (Si, f'), (S, f"). Supposons qu’il
existe une opération-y passant de la premiére « la seconde, T étant
Uhoméomorphisme canonique associé. Alors il existe un homéomorphisme

ke (8, () = (Si, (/"))

tel que la restriction de koa 2(f") soit compatible avec les structures
d’espaces-produit de X(f') et X(f"). [ Cest-a-dire qu’on a un diagramme
commutatif

zUW;fTﬁ
z(f//) >?/// e II

ou 1, 3 sont des homéomorphismes canoniques entre X(f"), Z(f") et f' < 1,
S 1, 2 est le produit de 'homéomorphisme 7 (définition 1) avec Phoméo-
morphisme identique de /; et & est la vestriction de ha Z(f/)].

Prevve. — On peut considérer dans S, un ensemble £ homéomorphe
a [, < F;, muni d'un systéme de coordonnées « rectangulaires » z, y, 7, / :
o= x4, oLy 4, 0= 3524, — o<l t<<oo

tel que

1° En S:;:]g (voir définition 1); de plus | (z, y, 5, 0) | = 7. etle point
de £ (x, y, 5, o) coincide avec le point (z, y, z) de I.

20 3(T)=1{(0=a=4); (0=y=04); (0=3524); (0=t =1))] et ]e
segment v (p), ou pei;», a comme coordonnées &, v,, 5, est I'ensemble

{20, 0, 50, L€ [0, 1]1.

On peut réaliser 'homéomorphisme cherché A, comme composition de
plusieurs homéomorphismes que nous allons décrire explicitement :

1° L’homéomorphisme A, défini par

((Z‘, NERD Z)—}(x, VAR l+ k.x;(t'l‘, v, 5)),
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ou x, (%, y, 5) est une fonction définie sur £} telle que :
x1 (2, ¥, 5) est o en dehors du parallélipipéde;

A={(oLxL4); (2—2h=y—2+2h); 3—2hZLz3+42h)};
x1(2,y,8) =03
Sur A (voir déf. 1) 3 (2, y, 5) = w [On observe bien

que A cAc i;; On suppose dés le commencement A assez petit pour
que AnB=0.]
k est un nombre positif, assez grand pour que
koyo(lz, ¥, 5)>2
dés que

2o —hLx Lo+ h; 2-—hZyZ2+h; 3—hZLz 3+ h.

2° L’homéomorphisme A, :

(@, 7, 5 1) > (x’ ;. 4[<§>x[.r,)-)Nx(l):|’ t>,

olt /V,(¢) est une fonction continue définie par

Nz(t) =N, (N, suffisamment grand, voir définition 1, 3°) sl £ 2;
Nie(t)=o0 si tLu; pour o<t L1, Ny(t)

est définie par linéarité.

3° L’homéomorphisme A; :
(2, ¥, 3, 8) > (2, ), 3, ¢ — X2 (z, ¥, 3))

ou ys(z, ¥, &) est définie de la maniére suivante : on considére tout d’abord
I'application continue :
i [0, 4P —[o, 4]

2 \y iz, 1)Na (k. %1 (275 2))
:J-Z(;l',)’,:)—} x,.}/vfl Z )'

Cette application n’est pas un homéomorphisme, mais sa restriction & 4,
|4, vu les propriétés de X, est bien un homéomorphisme. X,(z, y, z) est
une fonction continue > o, définie sur [0, 4]*, nulle en dehors d’un petit
voisinage de p.(A4). Si (x,y, z)€.(A), on considére le point univoquement
déterminé (x4, ¥4, 31) € A4, tel que

B2 Y 81) = (2, ¥, 3)
et on pose :
Lo (@, y, 3) =k Xy (2, y, 3).
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L’homéomorphisme £ est par définition :
/';:hgo/lgo/l“
REMARQUE. — Par I’homéomorphisme considéré («, y, 5,0), ou (z,y,3) € 4,

. . / AV .
n’a pas comme image précisément (x, ¥4 <7) mais
. 4

Z\L T 3~)Nm(k"/_1(-7“:)'»5))
= (3) '

Mais vu les propriétés de ¥, ¥, etc., (I,, A'UB) et

~ y (e, ) Vo (kY1 (7, 2))
<13,{x,y,4[<§> ’ ]}uB) ou (z,y, z)€d

sont évidemment homéomorphes.
On voit aisément que les lemmes a, &, ¢ permettent de construire W,.

6. Preuve que V,#1,. — Il suffira de prouver que II, (FrV,) n’est pas
banal.

Déterminons d’abord 11, (S; — T3). En prenant le systéme de générateurs
%, B, v, 0=a, ¢, ¢ de la figure 2 et en utilisant un procédé classique
(voir [2] ou [&], chap. IlI, §3, p. 44) on obtient les relations entre ces
générateurs

[ategeT! ==,
o tagat =,
3"’1cpaq)—’ =1,

(1) (

—1 a—1 p—
Bty tay =,

—1R14,73 —
A R

Ce procédé donne en eftet II, (S;— C) ou € est un nceud, par les opérations
suivantes : on oriente C; on choisit un point w& S;— C et I'on projette C
sur un plan, c’est-a-dire que I'image de p € C sera le point d’intersection du
rayon wp avec le plan considéré. En prenant quelques précautions trés
simples, la projection a des points au plus doubles. Si les directions des
rayons wp, wq coincident, et si wp est plus long que wqg, on «coupe la
projection de € au point qui correspond a p ».

La projection deviendra donc une suite d’arcs orientés disjoints i2;, R, ...,
R,(R,.1=R,) et, en chaque point double, un certain segment R, ; sépare
R; de R,,,. Bien entendu les R; sont numérotés « dans leur ordre naturel ».

Soit o; I'arc de C dont la projection est R;.

Les générateurs de II, (S; — C) s’obtiennent de la maniére suivante : on
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prend un petit cercle y; autour de chaque ¢;. On oriente chaque v; de telle
maniére que « en tournant une vis dans le sens indiqué par 7; elle se meut
dans le sens de g;». Soit f; un'segment allant de w a y;. Les classes d’homo-
topie des chemins f;v;f;' (dans ce travail nous adoptons constamment la
convention suivante : le chemin C,C, est le chemin qui commence par C,
et finit par C,) sont les générateurs de II; (S;— C). On désigne le générateur
correspondant & £;v;f;7* toujours par R; (c’est un abus de langage qui ne donne
lieu a aucune confusion). Les relations s’obtiennent de la maniére suivante :
pour chaque point double on écrit

— =1 g
Hiﬁ—]lﬁ)\(i)BiR;\—(i)_Iv

ol ;=1 (—1) si Ry, peut étre amené dans la position de R; R, par une
rotation d’angle inférieur & 180° dans le sens trigonométrique inverse (direct).
Revenons a II, (S, — 7'}); posons

ay =B = Pa—=uo, QA = &g — wE =T,
On voit que I, (S;— 7)) a pour générateurs a, o, 7, liés par les relations
(2) gl = aoua; T = ata.

Quant au groupe I, (Fr (S, — 7)) il est somme directe (on prend comme
origine le point R, fig. 2) du groupe qu’engendrent ¢ et la courbe y repré-
sentée par un trait épais dans la figure 2.

Il est facile & voir que (on utilise la description des « générateurs » z, 3, ...
donnée plus haut)

y=c'vaBe~ta 1=1'gir 2,

Etudions maintenant Fr( A, < 1); cest
(A:; P O)U (A:; > [O, I])U(A,3 > l),

ou (FrA;) =< o du premier terme et (FrA4;) < o du second terme [ de méme
(FrA;) <1 du second terme et (FrA;) < 1 du troisiétme terme | sont iden-
tifiés point par point.

L’ensemble (A; < o) U[(Frd,) =< ;] est homéomorphe a A;. Il peut étre
représenté dans .S; de la maniére suivante. On y considere tout d’abord
Ay < o (c’est-a-dire A;) avec son immersion naturelle dans S; (fig. 1).
Ensuite on considére un petit vecteur normal & (FrA;) > o variant d'une
facon continue, orienté vers l'extérieur de (Frd;) x< o. L’extrémité de ce
vecteur, décrit une surface homéomorphe -2 FrA;, (Frd,) > 1. La portion
de S; comprise entre ces deux surfaces est homéomorphe a (Frd;) =< /|.
Donc (A; < 0)U[(FrA;) < I;] est une boule B; a laquelle on a enlevé un

cylindre 7% (et est donc homéomorphe a 4,).



DECOMPOSITIONS DE L'HYPERCUBE. 125
De méme que nous avons utilisé la décomposition
Frd,=u(Fr4,—-T13%),
nous utilisons la décomposition analogue
Fr{(d4;<o)u[(Frd,) < I]]} = <xnu((Frd,—173) x1).

Quant & A;x<1 il () peut étre réalisé de la maniére suivante : On prend
O¢€ B,— T,. On fait une inversion J de péle O. L'image de

By—Ty= (Az>x<0)U[(Frdy) < 1],

c’est-a-dire que J(_[—fs— Tg) est homéomorphe a A4;< 1. De plus J(p x< 1),
oupelrd,, etp x1€Fr[(4;<0)U[(Frd,) x<1;]], est px1e€Fr(d;x1).
Les deux ensembles (Fr4,—1T'}) <1, partie de Fr{(4;x<o0)u[ (FrAd;) < 1;]],
et (Frd;—1T7%) =<1, partie de Fr(4,>1), sont ainsi identifiés point par
point.
C’est-d-dire que J(p < 1) = p X 1 ou le premier p X< 1 est un point de
(FrA4,—T2) < 1cFr[(4:x<0)U[(Frd;) x I,]]
et le second p < 1, un point de

(Frd,—T3) <1cFr(4d,;x<1)].

Tout cela est représenté dans la figure 4.

I'2 < 1, partie de Fr[(A4;<0)U[(FrA,) < I;]], est la surface latérale du
cylindre 7', et est désigné par (I'? > 1) dans la figure 4. De méme I'} < 1,
partie de Fr(4;>< 1), est la surface latérale de J(T5). Elle est désignée dans
la figure par (I > 1)".

(T3 1)'n (I} < 1)" est constituée par les deux cercles (P>, { Q> de la
figure 4; (P >U Q) est identifié a

(i< nn[(Frd,—T3) x<1].
L’ensemble représenté dans la figure 4 est

On voit aisément qu'il est homéomorphe a .S;— T'j. On le désignera par
Xy Fr(A4, < I]) est un espace-quotient de _T';. En effet, .I'; est

(Az<o)u(Az; < [o, 1)U (A, x< 1),

(?) Sa frontiére est
(r3<nuU[(Frd,—T3}) x<1].
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ol toutes les identifications pour obtenir Fr(A4;< I;) ont été faites, sauf

celles de

I’} <1, partie de (Frd;) x<[o, 1]
avec

I'2> 1, partiede 4;x1.

~ On déduit donc Fr(4;>1;) de X en identifiant p < 1€ (I'; < 1)’ avec
J(p < 1)€(I'?x 1)". D’une maniére explicite cela revient a faire I'opération

Fig. 4.

suivante : on considére les génératrices a, 6 de (I < 1)’ et les génératrices
o, b de (T'; < 1)" (fig. 4). On construit un homéomorphisme ¢’ :
C (Tixa)y—> (Txa)
tel que
pour tout ge{ PH>u Q>,
¢(9)=¢;
gla)=d, ¢(b)=""

Enfin, on identifie p et ¢'(p).
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On voit maintenant sans peine que
Fr(A;>< 1) —T2x< 1, (P2 1;)c(Frd,) <1I))

est homéomorphe & X, donc & S;— T'j. DoncIl, (Fr(4, < I}) -T2 x1I;)
est engendré par A, B, C, D, E, F qui satisfont des relations tout & fait
analogues a celles que satisfont a, 3, v, 0, ¢, @ [on peut introduire S —AC,
T—FA et obtenir les analogues de (2), n°6].

D’une maniére analogue Il {Fr(Fr(A4,x<1])—T3x1])| est engendré
par F et

H--E"CABF-'A-,
FrV, est
((Frd, < 1})—Tix< I)Hu(S,— T}),

ou les frontiéres de ces deux variétés a bord sont identifiées point par point
(ces deux frontiéres sont d’ailleurs homéomorphes). On voit aisément que
par un choix convenable des origines des groupes fondamentaux, cette iden-
tification peut étre réalisée de telle maniére que

(H--o,
(3) —
X = N

(Ceci résulte de la maniére dont I'2 < /; et 7"} sont identifiés.)

Donc le groupe fondamental de FrV, est engendré par o, 3, v, 0, ¢, @
[ satisfaisant (1)] par 4, B, C, D, E, F [satisfaisant les analogues de (1)],
I'ensemble de ces générateurs vérifiant en outre (3).

[Pour arriver a ce résultat on a appliqué le paragraphe 52, page 179, de [5]
qui donne le procédé suivant pour obtenir II, (XU ¥) & partir de II, (.X),
I(Y) et IL(XNY) : on écritles relations qui lient les générateurs de
IL (X) et de II,(¥') et en outre les relations qui identifient les générateurs
de I, (AN Y) a des éléments de II, (LX) et de I, (F) ].

7. Propriétés de 1L, (FrV,). — En définitive II, (Fr¥V,) est un groupe
engendré par o, a, 7, S, A4, T, que lient les relations

o?— aca,

T2— ata,

S2=— 484,

12— ATA,
Tt T 1837 2,

TA ' —=11g37t2

Eliminons « et A (qui peuvent étre calculés en fonction de o, 7', 7, S vu
les deux derniéres relations). Imposons les relations supplémentaires S =g,
=17 : on trouve comme image homéomorphe de ce groupe II, (FrV,) le
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groupe & deux générateurs S et 7', liés par les relations
=T8T ST* ST,
1= S3T3S3Tm.

En posant S$°—=7"7-—1 la seconde relation est satisfaite, et la premiére
devient (S7*)2—=1. Donc, I, (Fr¥,) a comme image homomorphe le groupe
i deux générateurs, S et 7', liés par les relations

SS=T"=1, (ST*)*=1.
Ce dernier peut étre représenté par des permutations : il suffit de prendre

3

r (' ? 4 5 6 7 8
“\2 6 3 1 7 8 4 5)°
o (1 2 3 4 5 6 7 8)

ST\ 8 1 4 3 2 7 6)°

Par suite II, (FrV,) n’est pas banal, donc V, n’est pas homéomorphe a /,.
Il s’ensuit que la variété int V, n*est pas F,. Car, si 'on compactifie int V,
en lui adjoignant un point & l'infini, II, (FrV,) sera le groupement fonda-
mental en ce point (') (voir [5], §32, p. 121).

8. Corollaires. — Notre théoréme a les corollaires immédiats que voici :
a. Il existe une variété I?,;éEA et telle que f}k x B, = Fj.

b. 1l existe une variété « bord contractible V, telle que :

1 IL (FrV,) Z o.

2° Kn considérant un homéomorphisme y (V,) =V, U'espace-quotient

(ViuVi)/(§), ou peFrV, est identifié a L(p)e¥rV;, est la sphére i
quatre dimensions.
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