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SUR LES C'-ALGEBRES

par

Jicoues DIXMIER

( Paris).

Introduction.

Soit 4 une C*-algébre (c’est-a-dire une algébre de Banach involutive dans
laquelle la norme vérifie I'axiome |[z*z | =||«|]?). Nous noterons A/
Iensemble des idéaux primitifs de 4, muni de la topologie de Jacobson :
rappelons que, dans cette topologie, I'adhérence d’'un ensemble d’idéaux
primitifs (P;) est 'ensemble des idéaux primitifs contenant N P;.

Par définition, une CCR-algébre est une C*-algébre A satisfaisant a la
condition suivante : pour toute représentation irréductible = de 4 dans un
espace hilbertien, les opérateurs m(x) (x€Ad) sont compacts. Pour une
CCR-algébre A, KAPLANSKY a établi les propriétés suivantes :

1. A/ est un espace de Baire ([1]; autrement dit, toute réunion dénom-
brable d’ensembles fermés sans points intérieurs est sans point intérieur).
Ceci résulte de [T], théoréme 5.1, du fait qu'une partie ouverte de A/
s’identifie & £/, ou I est un idéal bilatéere fermé de 4 ([T], lemme k. 1), et
du fait que 7 est une C'('R-algébre (cf., par exemple, [T], théoréme 7.4).

2. Si A n’est pas primitive, il existe dans A/ au moins deux parties
ouvertes non vides disjointes. (Ceci résulte par exemple de [7], lemme 7.4,
et du fait que, si deux idéaux bilatéres / et J de A4 ont un produit nul, tout
idéal primitif de 4 contient, soit /, soit J.)

3. Il existe dans 4/ une partie ouverte localement compacte partout
dense. (Ceci résulte de [ 7], théoréme 6.2, en considérant dans 4/ une partie
ouverte séparée maximale.)

Bien entendu, les propriétés 1 et 2 sont des conséquences de 3. (En fait,
dans [7], on doit établir la propriété 1 d’abord.)
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Dans la premiére partie de cet article, nous montrerons que, pour toute
C*-algébre A, la propriété 1 est vraie; de méme pour la propriété 2, du
moins si A est séparable (le probléme reste ouvert dans le cas général).

Dans la deuxiéme partie, nous construirons un exemple de C*algébre
A mettant la propriété 3 en défaut : plus précisément, dans A/, toute partie
ouverte non vide est non séparée.

Une GCR-algébre est une C*-algébre admettant une suite de composition
(éventuellement transfinie) a quotients CCR (c¢f. [T]). (Alors que les
groupes de Lie semi-simples ou nilpotents ont pour C*-algébres des
(/CR-algébres, beaucoup de groupes de Lie résolubles ont pour C*-algébres
des GCR-algébres.) On sait [3] que deux représentations irréductibles de
méme noyau d’une G'CR-algébre sont équivalentes. Dans la troisiéme partie
de cet article, nous démontrerons la réciproque, du moins pour les
(*-algébres séparables.

Notations et rappels.

Par « homomorphisme » de C*-algébres, on entend toujours k-homomor-
phisme ; par «représentation » d’'une C*-algébre dans un espace hilbertien,
on entend toujours sk-représentation. Si A est une C*-algébre et / un idéal
bilatére fermé de A, / est auto-adjoint, et A/J est une C*-algébre; si ¢ est
un homomorphisme de noyau / de 4 dans un C*-algébre B, ¢(A) est une
sous-C*-algébre de B, et I'isomorphisme de A/I sur ¢(A) déduit de ¢ par
passage au quotient est isométrique. Si 7 est une représentation de A dans
un espace hilbertien, I'irréductibilité topologique de m équivaut a son irré-
ductibilité algébrique. Toute représentation algébriquement irréductible
de 4 dans un espace vectoriel complexe est algébriquement équivalente a
une représentation de 4 dans un espace hilbertien. Si deux représentations
irréductibles de 4 dans des espaces hilbertiens sont algébriquement équiva-
lentes, elles sont unitairement équivalentes. Pour tout espace hilbertien #,
nous noterons £ (H) la C*-algébre des opérateurs linéaires continus dans #.

LemMe L. — Soient I un espace hilbertien, A une sous-C*-algébre de 22 (H),
telle que la représentation identique de A dans H soit topologiquement
irréductible. Soient % et n des vecteurs de H tels que ||t|| =1, || n]|| <¢, et
tels qu'il existe un opérateur hermitien de £ (H) transformant % en n
[autrement dit, tels que (% |m) soit réel]. Alors, il existe un élément hermi-
tien x de A tel que xt=mn et || x| < 2.

Cf. [6], p. 274. Le lemme n’est pas explicitement énoncé dans [6] (avec la
majoration || z || < 2¢), mais le raisonnement de [6] donne en fait ce résultat.
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Du lemme 1, Kapison déduit que, pour les représentations des C*-algébres
dans un espace hilbertien, I'irréductibilité topologique equwaut a l'irréduc-
tibilité algébrique.

Lemme 2. — Soient A une C*-algébre, I un idéal bilatére fermé de A,
P un idéal primitif de A, » une représentation de A de noyau P dans un
espace hilbertien I, - et r; des vecteurs de H tels que ||L|| =1, [|n ]| <-e.
On suppose PP 1. S'il existe un opérateur hermitien de 2 (H) transfor-
mant £ en 7, il existe un élément hermitien a de I tel que p(a).—=m et

la] <a:.

Puisque o est algébriquement irréductible et que p (/) = {0/, la restriction
de p & [ est algébriquement irréductible [5]. D’aprés le lemme 1, il existe
un élément hermitien % de p(/), de norme < 2z, tel que 4% =n. Or, I'appli-
cation de 7/(/nP) sur o (1) déduite de o est isométrique. Donc il existe un

élément b de [ tel que || D ]| <<2cet A=0(d). Soit a = é(b—i—b*)e[. On a

la]| <2&pla)= é(h —+ I*) = h, et a est hermitien.

Lexme 3. — Solent A une C*-algébre a élément unité, a un élément her-
mitien de A, et I! un ensemble fermé de nombres réels. L'ensemble des
le i, tels que 'image canonique de a dans A/l ait un spectre contenu
dans E, est une partie fermée de A/.

Ceci est I'adaptation évidente du lemme %.2 de [7] au cas d’une C*-algébre
A élément unité.

TutoriMe 1. — Soient A une C*-algébre. Alors A/ est un espace de
Baire.

Comme toute partie ouverte de .4/ est 'espace des idéaux primitifs d'un
idéal bilatere fermé de A, on est ramené & prouver ceci :

Soit (Cy, €'y, ...) une suite croissante de parties fermées rares (== sans
points intérieurs) de A7, Alors A/~ C,uC,u ... (si A/ 0, c'est-a-dire
siA#{o}).

La démonstration consiste pour les trois quarts & recopier celle de [7],
théoréme 5.1. Nous considérerons d’abord le cas ou A posséde un élément
unité. Supposons que 4/=—= C, U, U .... Nous allons définir par récurrence
les objets suivants :

. Une suite strictement croissante d’entiers & (1), £k(2), ...:
/). Des idéaux primitifs Py, P,, ... de A; soit o; une représentation de A
de noyau P, dans un espace h)lbertlen ;; '
. Un vecteur %; de norme 1 dans /7,;
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d. Des éléments hermitiens «;; de 4, définis pour j =1, 2, ...et 1 i L)
satisfaisant aux propriétés que voici :

1° Si I; désigne l'intersection des noyaux des représentations de Cy,
on a Pj:DIj, PjD[/_M;

20 pj(ay) s =—15;

30 ((,'/'Eli; '

4 aj— i €155

2 |y — i, jy || Z 2.

On pose k(1) =1. Puisque C,= A4/, il existe un idéal primitif P, tel
que Py D1y, ce qui permet de choisir g, et H,. D’apres le lemme 2, il existe
un élément hermitien «,; dans 7, et un vecteur £, de norme 1 dans H, tels
que py(¢y3)E =—=E;. Supposons définis les k(j), les P;, les &; et les a;;
pour 1 =i ;7 n, de facon a satisfaire aux propriétés précédentes. Nous
allons définir k(1 + 1), Pyiq, Epvy et les @ .

Puisque A/=C,u C,u ..., 1l existe un k(n +1) > k(n) tel que P, € Crpppps).-
On a alors 7., c P,. Posons

b,= (14 ) . .+ (1 ).

On a p,(b,)%,= 0, donc o appartient au spectre de 'image canonique de b,
dans 4/P,. 1l existe un idéal primitif P, ., ne contenant pas [, tel que le
spectre de l'image canonique de b, dans A/P,., rencontre lintervalle
| — 27=* a2=27~*[ (sinon, le spectre de b, modulo / serait contenu dans le
fermé complémentaire pour tout /€ A/— Cj,yyy, donc, compte tenu du
lemme 3 et du fait que (Y}, est rare, pour tout /€ A/). Nous venons donc
de choisir P,.,; choisissons p,,4 et H,,,. Il existe un vecteur 7,., de
norme 1 dans H, tel que || 0,11 (b,)Enpy || << 272%%. Alors,

n

n
2 ” (I -+ (Jn+1 ("i/z)) E_n+1 ”'):Z ((I =+ Pu+1 (Uz’u>)2£u+1 l En-{—i)
i=1 i—1
- (Pn +1 (bn) 2114—1 | ‘E_IL M) < 2~2n~t,
donce

[ opscs (14 @) Bpga || << 2772 pour tout {.

D’aprés le lemme 2, il existe un élément hermitien g; de /,.,, de norme
< 271, tel que

Ont1 (é’z) EJHA = Dnt1 (I -+ ain) ;:,11+1 .
Posons alors

i nv1 = Qi — 8 pour Iéiéll-
On a

Ui, n1 — Uip el,.,, donc i1 € i+ 1,.,=1,

et

” az’,n+1 — Ui, ” < 24—11—1.
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D’autre part, 0, (@, us1)éns1=— Zusq. Pour achever la construction par
récurrence, il suffit de définir a, ;. € i tel que o,y (@i ) Erer =— Enns
ce qui est possible par un nouvel emploi du lemme 2.

Ceci posé, la suite (ay, @ i1, i i, -..) converge d’aprés la propriété 5
vers un élément ¢;, qui appartient a /; d’aprés la propriété 3. D’autre part,
soit j 05 les éléments a; ;. — a;j, @; j2— @, j1q, ... appartiennent & 1, .,
donc a P, d’aprés les propriétés I et 1; donc

0j(c)t; =0, (a;)E;—=—1%; d’aprés la propriété 2.

Sot I=A(1+¢))+A(1+¢)+.... 31 L2 A, I est contenu dans un
1déal & gauche maximal /'; soient ) un idéal primitif de 4 contenu dans /',
et n un entier tel que /,C (J); pour tout z€ A, on a

x=x(1+c,) —xc,el +1,cl,
ce qui est absurde. Donc /= A. 1l existe donc x4, ..., x,€ 4 tels que

x(14+¢) +...+2,(14+¢,) =1.
Alors
Enm= 0 (1) (1 + .‘0,,(01))’;’_,1,+. co o (@) (1+ p,l((?,L))Z',[: o,

ce qui est absurde.

Enfin, si A n’a pas d’élément unité, .1/ s’identifie au complémentaire d’un
point fermé rave w dans B/, B étant la C*-algébre déduite de A par adjonc-
tion d’un élément unité. Alors C;U{w |, (LU{®wj, ... sont fermés et rares,
donc il existe un point de A/ qui n’appartient pas & leur réunion.

TueorkMe 2. — Soit A une C*-algébre séparable non primitive. 1l existe
dans A/ deux parties ouvertes non vides disjointes.

Raisonnant par Iabsurde, supposons que toute partie ouverte non vide
de A/ soit partout dense. Soit x € A. Pour tout Pe A/, soit (L) I'image
canonique de 2 dans A/P. Alors la fonction P — ||z (L) || est semi-continue
inférieurement ([2], lemme 2.1). Soit ¢>o0. L’ensemble des PeA/

tels que ||z (P)||>]«|—=: est une partie ouverte de A/, non vide
(car ||z || = sup || z (P)||), donc partout dense.
red

Soit (x,, x», ...) une suite partout dense dans 4. Pour tout couple d’entiers
{>o0, > o0,soit U; I'ensemble des P e A/ tels que || z;(P) || > || z: || — 1/].
D’apreés ce qui précéde, U;; est une partie ouverte partout dense de A/. Donc
(théoréme 1) V' = ‘ \ U;; est partout dense dans A/.

i

Soit P € V. Pour tout i, on a

[l — /i <|l@:(P) [ <]

&

| quel que soit j,
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donc || z;(P) || =|| «:||. On en conclut que
lz(P)||=]|l=]|| pourtout zeA.
Donc P=1{o0} et A est primitive, contrairement a 'hypothese.
CoroLLARE 1. — Soit A une C*-algébre séparable dans luquelle le pro-

duit de deux idéaux bilatéres fermés non nuls est non nul. Alors A est
primitive. Autrement dit, tout idéal bilatére premier fermé dans une
C*-algébre séparable est primitif.

Car si A est non primitive, il existe d’aprés le théoréme 2 deux idéaux
bilatéres fermés 7 et J non nuls de A possédant la propriété suivante : tout
idéal primitif de 4 contient, soit /, soit J. Alors InJ=1{o0}, donc /.J={o].

CoRrOLLAIRE 2. — Soit A une C*-algébre séparable.

(1) 8¢ (1) est une famille totalement ordonnée d’idéaux primitifs de A,
alors n 1, est un idéal primitif de A.

(1) Towt idéal primitif de A contient un idéal primitif minimal.

Ce sont la des propriétés connues et faciles des idéaux bilatéres premiers
dans les algébres quelconques.

CoOROLLAIRE 3. — Soit A une C*-algébre séparable. Le noyau d'une
représentation factorielle de A est un idéal primitif.

Ceci se déduit du corollaire 1 de la méme facon que, dans [T], le théo-
réeme 3 se déduit du lemme 7.4.

REMARQUE. — Le corollaire 3 peut s’obtenir directement par une autre
méthode. Soit 4 une C*-algébre séparable, et soit 7 une représentation

52}
factorielle de 4 dans un espace hilbertien H. Soit ‘F.':f m,dv(t) une
s

décomposition de 7 en intégrale hilbertienne de représentations irréductibles.
Pour toute partie v-mesurable S’ de S, soit £ le projecteur correspondant
dans H, qui est permutable & 7 (A4). Si Es5. 70, on a

|n(x)|| =] Esn(x)| pourtout ze€4d,
puisque 7 (4) engendre un facteur. Autrement dit, || 7 () || = ess sup || 7, () ||.
tes
Il en résulte que || 7, () || = || 7 («) || sauf sur un ensemble v-négligeable /V,.

Si D est un ensemble dénombrable partout dense dans A4, soit /V = m Ny,
xeD
qui est négligeable. Pour ¢&/V, on a ||7,(2) || =|| 7 («) || pour tout z€ D,
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donc pour tout z€A. Donc le noyau de 7, est égal an noyau de m pour
tgN. D’ou le corollaire 3.

Comme I'a remarqué J. M. G. FeLL (non publié), on déduit de ce raison-
nement que, si deux représentations de méme noyau de 4 sont équivalentes,
les 7, sont deux a deux équivalentes pour t&/V, donc 7 est de type /. Ce
fait résulte aussi de [7], théoréeme 7.3, et du théoreme 5 ci-dessous, mais le
raisonnement de FELL est beaucoup plus simple.

I1.

Lemme . — Soit A une C*-algébre primitice. On suppose qu’il existe
dans A/ une partie ouverte non vide séparée U. Alors .

(1) U est réduite a un point, partout dense dans A/ :
(1) Il existe dans A un plus petit idéal bilatére fermé non nul.

Soit P l'idéal o}, qui est un élément de /. Tout idéal primitif de A
contient { o}, donc est adhérent a . Donc { P} est partout dense dans /.
Donc PeU, et { P! est partout dense dans U. Puisque U est séparée,
U={P|. Dou (i).

Soit Q l'intersection des idéaux primitifs non nuls de A, c'est-a-dire
P'intersection des idéaux appartenant & A/ — { P |. Puisque { P} est ouvert,
P n’est pas adhérent & 4/— { P}, donc {o] ne contient pas (), donc Q= {o].
Comme tout idéal bilatére fermé de 4 est I'intersection des idéaux primitifs
le contenant, () est aussi 'intersection des idéaux bilatéres fermés non nuls
de A. D’ou (ii). Le lemme est démontré.

Soit (H,, H,, ...) une suite d’espaces hilbertiens de dimension g&,. Soit
(¢, £7, ...) une base orthonormale de //;. Dans le produit tensoriel hilber-
tien H, Q@ H,... au sens de [9], nous considérons le produit incom-

plet H correspondant a la Cy-suite (£}, 21, £}, ...) ([9], déf. 3.3.1 et &h.1.1).
Rappelons quelques propriétés de I'espace hilbertien /. Pour toute suite de
vecteurs «, € H,, x, € H,, ... tels que

2"1”“"’”"‘]<+°° et Eil(xilEi])—l!<—’roc,

il existe un élément x, @ x, Q... de H qui dépend linéairement de
chaque «;. Si y,€H,, y,€H,, ... est une autre suite de vecteurs tels que
Syl =t <+e et N|(ulE) —1]<+e,

le produit des (| y;) est absolument convergent et

(1@ 22 @ .. .| Vi Q@1 Q.. '):H(“’i“f)'

i=1
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Les ;@ x,@ ... forment un ensemble total dans . Les (i@ Q... tels
que 7,71 seulement pour un nombre fini d’'indices n forment une base
orthonormale de H, qui est donc séparable.

Pour tout entier /> 0, on peut de méme former le produit tensoriel hilber-
tien incomplet H; @ H;.»Q... correspondant & la suite (£}, £L,, ...),
et /] s'identifie canoniquement &

HQ..Q H)® (H@H.,®...).

Ceci posé, soit 4; 'ensemble des opérateurs dans # de la forme T'®1,
ou 7" est un opérateur compact dans H,®...Q H; et ou 1 est 'opérateur
identique dans H; Q@ H; . Q. ...

LeMME 5. — (1) A; est une sous-C*-algébre séparable de s2 (H).

(ll) Pour lé[, on a AiA/'CA/‘, A/'A,-CAI'-.

L’application T— 7T Q1 de £(H,Q...Q H;) dans £ (H) est un homo-
morphisme de C*algébres, d'ou (i1). Soit iZ;. Si S€A; et €A, on a
S=TQ1,S=TQravec T, T"e £ (I,Q...Q H;), T' compact. Alors
SS=(TT"Q1, S'S=(T"T)R1, et TT', T'T sont compacts, d'ou
SS'ed;, S'SeA;.

Lemme 6. — Soient Bi=A;+ A, +..., et C; adlérence uniforme de
B, dans £ (H). Alors C; est une C*-algébre séparable, et C,, C,, Cs, ...
sont des idéaux bilatéres fermés décroissants de C,.

D’aprés le lemme 5 (ii), B; est une sous-algébre involutive de £ (), et B;
est un idéal bilatére de B;. D’ou le lemme.

LeEMME 7. — La somme des A; est directe.

Soient i < j, et montrons que (A;+...4+ A)N (A —+...+A4;) ={o}.
Un élément de cette intersection est, d’une part de la forme 7"®@1, avec
Ter,Q...Q H;), et d’autre part de la forme 7, @1 +...+ T;Q1,
ou

TieeH,Q..QH.), ..., Tes(®...QH),

Tiv1s ..., T; étant compacts. Soit e € ll;®Q...Q H;. Quand n —>—+oco, les
vecteurs

aQL €@ .. Q Hi, a@t QL E€EMNQ. . .Q i, SRR
(R DB QL. . @ H,

tendent faiblement vers zéro. Donc les transformés de ces vecteurs respecti-
vement par 74, ..., T; tendent fortement vers zéro. Donc

(701 @1+...+ T/Q1) (¢ QL QL ®LHLQ. - . QLR ®...)
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tend fortement vers zéro. Donc
H(T®1) (@, ®% @@ ) || = Tl
tend vers zéro. Donc T’a — o et finalement 7" — o. Ceci montre que

(Ai+...+A)N (A + A+ .0) = |

=]

1
i

On a, de méme, (A, +...+A;y)NnA;—={o}. Donc

An(A+...+A + A+ Ais+...) =10 3
Lemve 8. — Sii =), A;~+...+A; est fermé.

On procéde par récurrence sur j—i. Le lemme est évident si i —.
Supposons prouvé que A; 4 +...+ A; est fermé. Soit A=A, +...+ A,.
Alors A; +...+A; est un idéal bilatére fermé de A d’apres le lemme 5 (i1).
Dans I’'homomorphisme canonique A -—>A/(A; 4+ ...+A;), 'image cano-
nique de A; est, d’'une part partout dense, d’autre part fermée d'apres les
propriétés générales des C*-algébres. Donc A = A;+...+ 4.

LemMe 9. — Soit x€ Ay +... + A;. La distance de x a A; ...+ A;
est égale a || z ||

D’aprés le lemme 8, A4,+...+ A; est une C™algébre. D’apres les

lemmes 8 et 5(ii), 4; ;1 +...+ A; est un idéal bilatére fermé dans cette
C*-algébre. L’homomorphisme canonique

@ ./11—|-—...+.4/—>(A1+...'Jr-Aj\)/(fl[—kl‘f‘...—{-'A/‘)

a une restriction & A, +...+ A4; qui est injective (lemme T), donc isomé-
trique. L’égalité || o () || = || || n’est autre que le lemme, si I'on se souvient
de la définition de la norme dans (A4, +...+ A;) /(A +...+ dj).

Lemve 10. — CnConCin...={o}.

Soit zeC,NnCsNnCyn .... On va construire une suile croissante d’entiers
k() <<k(2)<<... et des x;€ Ary+ Arijyrs + « -« &+ Akjiyn—, tels que
[|2;—a|| < 1/i. On prend k(1) =1. Il existe x4 € By, tel que ||, — x|| 1.
Par définition de By ), il existe k(2) > k(1) tel que &, € Ayy+ ...+ Aga—1.
Puisque @ € Cya), il existe z, € By tel que || x,— x || <1 /2. Par définition
de By, il existe un entier £ (3) > k(2) tel que z, € Ao+ ..+ Ay ay +onn
On a x>, donc z;— xi—>o0. Or, d’aprés le lemme 9, || 2;|| < || 2i— iy |].
Donc #;—> o0 et x —o.

Lemme 11. — La C*-algébre C, est primitive.

On va voir en effet que la représentation identique de (', dans / est topo-
logiquement irréductible. Soit C I'adhérence faible de (', dans £(H). On a

BULL. SOC. MATH. — T. 88, FAsc. I. 8
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T®1 el pour tout opérateur compact 7" de & (H,®...Q ;). Donc

S®i1e pour tout Ser(H,®Q...QH;). Donc C=r(H), d’aprés le

théoreme X(II) de [9]. (On pourrait aussi utiliser le corollaire 2 du

théoréme 2). '
Rapprochant les lemmes &, 10 et L1, on voit que :

THeOREME 3. — Il existe une C*-algébre primitive séparable non nulle A
telle que, dans Uespace A/, toute partie ouverte non vide sott non séparée.

111.

Lenye 12, — Soient H un espuce hilbertien, A une sous-C*-algébre de
7 (H) ne contenant pas d’opérateur compact non nul, « un nombre > o,
a un élément hermitien positif de A tel que ||z || > x, et K un sous-espace
vectoriel fermé de dimension infinie de H tel que Pyx Py— z. Il existe
alors des éléments hermitiens positifs y, 5 de A et un sous-espace vectoriel
fermé de dimension injinie K' de K tels que -

() PeyPr=y, |lyll==a, »:i=uapour:ekK,
() Pzl —s3, z570;
(i) tout vecteur de H annulé par x est annulé par y et s.

La décomposition spectrale de .z montre qu'il existe un sous-espace vecto-
riel fermé A’ de /7 tel que :

10 alPy= Prax>aPy;
20 z(1— Pr) = (11— Pg)oe Za(1— Py);
3¢ o n’est pas valeur propre de x (1 — Pg).

Comme PyxPyg=—=ux, ona K CK.Soit§ le spectre de . Puisque ||z || > «,
ona S =S8n]a, +o|F@. 81§ était fini et composé de valeurs propres
de multiplicités finies, une fonction continue convenable de x serait un opé-
rateur non nul de rang fini, et appartiendrait & 4, contrairement a '’hypo-
thése faite sur . Donc, ou bien S’ est infini, ou bien certains points de §'
sont valeurs propres de multiplicité infinie. Dans les deux cas, on conclut
que K' est de dimension infinie. Soit ¢ — f(¢) la fonction continue de variable
réelle définie par

J({t)y=o pouri—o;
S(t)y=1tpour ot u;
J(t) =2 pour > a.

Sotent g (1) = f(t —2), y = f(x), 5= g(x). Alors, )y et 5 sont des éléments
hermitiens positifs de - vérifiant la propriété (ii1) de I’énoncé, donc aussi
Py y Py =y. Par construction de f, on a ¥ —= & pour  orthogonal i A" et
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yi=ua: pour ;€K'; donc || y| = a. Par construction de g, on a 5% o0, et
z% = o pour { orthogonal a K’, donc Pygs Py —z.

Lemme 13. — Soient H un espace hilbertien, A une sous-C*-algébre irré-
ductible de 2 (H) ne contenant pas d’opérateur compact non nul, I un
idéal bilatére fermé non nul de A, a un nombre > o, x et y des éléments
hermitiens positifs de A, avec y £ o, et K un sous-espace vectoriel fermé
de dimension infinie de H tels que

PryPi=y; z:=||z||t pour LK.

Soient, en outre, %y, ..., E, des vecteurs de H.
1l existe alors des éléments hermitiens positifs x', y' de I et un sous-
espace vectoriel fermé de dimension infinie K' de K tels que

(1) Pra' Py=2', ||2'||=a, 2'i=aipouriek’, x2'i,—=..=2'i,—o;
(ii) |z + 2" | =] + || «"|I;

(i) Py Pgo=y", y' 7 o.

Si y'/2 (H) était de dimension finie, A contiendrait I'opérateur compact y'/%,
contrairement a I'hypothése faite sur 4. Donc y'/*(H) est de dimension
infinie et contient, par suite, des éléments non nuls orthogonaux a 'y, ...,
¥'2E,. Doncil existe € [/ tel que y'/*v soit non nul et orthogonal a y'/2¢,, ...,
y'2E,. L'algébre d’opérateurs / est irréductible ([5]). D’aprés [6], il existe
un élément hermitien « de 7/ tel que

wy'*n = y'*uq, wy'"?o,=. .= uy'*z, = o.

En remplacant « par |u«]|, on peut en outre supposer u« positif. Soit
¢ = y"?uy'?, qui est un élément hermitien positif de /. On a

i =...=¢E, = o, v =ynZ o, donc ¢ o;
en outre,

o Z Y|y = ]|y, donc ProPy—=v.

En multipliant au besoin ¢ par un scalaire, on voit qu'on a construit un
¢élément hermitien positif ¢ de 7 tel que

Pl =, P T =0, =0, [|[¢] > a.

Appliquons le lemme 12 (dans lequel on remplace A par / et x par ¢). On
obtient des éléments hermitiens positifs ', )y’ de / et un sous-espace
vectoriel fermé de dimension infinie K’ de K tels que :

(1) Pra' Py =2, ||a'||=a, a'Z=uaz pour e k’;
(i) Pry' Pyr—=y" 7 o0;
(i) @'l —=...=«'t, =o.
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SizeK'cK, ona
(z+2)e=lz||g+at=(|z[+] 2D
donc
o+ |>lla]+ ||, donc |a+a|=]z]+]]
Lemye 1. — Soient H un espace hilbertien séparable, A une sous-
C*-algebre irréductible de £ (H) ne contenant pas d’opérateur compact

non nuly A=1,>1,>1,> ... une suite d’idéaux bilatéres fermés non nuls
de A.

1l existe alors un élément hermitien positif x de A tel que :

(1) ||z || n’est pas valeur propre de x;
(1) ||z mod/, || < ||« || pour tout n.

(On note x mod I, I'image canonique de x dans A/1,.)

Soit (%4, £3, ...) une base orthonormale de /.
Il existe des éléments hermitiens positifs z,, y, de /, et un sous-espace
vectoriel fermé de dimension infinie K, de I tels que || «, || =1, 295 =F pour

te Ky, Pk, yoPr,=yo(yo70). (On le voit par exemple en appliquant le
lemme 12 avec « =1, K = H, x hermitien positif dans 4 de norme >1.)

D’apres le lemme 13 (appliqué a H, 1,, 1., 1/2, x, ¥y, Ky, £1) il existe des
éléments hermitiens positifs 2, y, de /;, et un sous-espace vectoriel fermé
de dimension infinie K, de K, tels que :

() Py Pry= o1, || 21]| =1/2, (20— 21)%=[1+ (1/2)]% pour Z€ K,
x,5=o0;
(1) ||wo+ 2 || =1+ (1/2);

(lll) PKL}QPK’:)Q, Y1 # 0.

D’aprés le lemme 13 (appliqué a /1, 1y, I,, 1 /4, .+ 21, yi1, Ky, 1, £s), il
existe des éléments hermitiens positifs x,, y, de [/, et un sous-espace
vectoriel fermé de dimension infinie K, de K tels que :

(1) Prxy P,= s, [|2a|| =1/b, (20 + 21+ 22) E =14 (1/2) & (1/4) | £
pour € K,, x5 = x,f,=—o0;

(i) ||@o+ &+ @ || =1+ (1/2) + (1/4);

(iii) PK2y2 PI\“::y'-” )/3¢ 0.

Par récurrence, on obtient ainsi deux suites (z,, Z1, L, ..-); (Vo) Y1y Y2y +--)
d’éléments hermitiens positifs de 4, avec z,€/,, y,€1,, et une suite
(K,, K,, K,, ...) de sous-espaces vectoriels fermés de dimension infinie de H
tels que :

(i) PK'L_‘J,',LPK"_I—__.—[L‘,” “ L || — 1/2”7
(o4 21+ ..+ 2,)i=[1+(1/2) +...+1/2"]; pour L€ K,
= x b= . .= x5, = o0;

(i) || ey + 214 o2, || =14 (1/2) +. ..+ 1 /27
(lii) ])I\',,‘)//l I)A’n:ylzy )//1¢ o.
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Alors la série #, + ... converge vers un élément hermitien positif x de A.
Onallz||=lim| zy+ x+...+ &, || = 2. D’autre part, z,+ x4 +... €1,
donc

||zmod/, || =||(xo+...4+ @, ) modl,]||
e | S e | B L VL A P | B

Supposons enfin qu'il existe un

=i+ b+ el avec |4,

T A P =0y
tel que 27 = 2%. On aurait
2= (22|2) = (L] 2) + (2ag]2) +. .

:(.Z'g()\121 -+ )\222 —+.. .)l7\1E1—{— )Lg"‘_)_*—' . )
+(’L‘1(7QE_>-I— }~::£:x+- ..) I 12534— e |

Zllao |+l =2 P) + 2| (= [ =2 ) +...
=2 —[la || h =2 (M P A ]2) —. . .,

d'olto =2%,==2,= ..., ce qui est absurde puisque |2, [*+ |2, |*+...Z 0.
Lemye 15. — Soit A une C*-algébre primitive séparable. Il existe une
sutte I, I, ... d'idéaux bilatéres fermés non nuls décroissants de A tels

que tout idéal primitif non nul de A contienne l'un des [,.

Puisque A est séparable, la topologie de A/ admet une base dénom-
brable [3]. En particulier, I'idéal { o} de A, qui est un élément de 4/, admet
un systéme fondamental dénombrable (U, U., . ..) de voisinages ouverts. On
peut supposer U; D U,> .... Soit /, l'intersection des idéaux de 4/ — U,.
Alors les 7, sont des idéaux bilatéres fermés décroissants de A. Puisque
U,#@,onal,z{o}. Soit P un idéal primitif non nul de 4. L’ensemble #
des idéaux primitifs de A4 contenant 7 est une partie fermée de 4/ ne conte-
nant pas {o}. Donc il existe un entier n tel que FcAd/— U, et ceci
entraine 7/, c P.

Lemme 16. — Soient A une C*-algébre, © une représentation irréductible
de A dans un espace hilbertien H, et I ’ensemble des opérateurs compacts
de H. On a n(A)nI={o} ou n(A)D>I. Ce dernier cas se présente
toujours si A est GCR.

Sim(A)nIz{o}, m(A)Nn1 est un idéal bilatére non nul de 7 (A4). Donc
la représentation identique de w(A)NI7 est irréductible [5]. Comme
w(A)nIcl, on en conclut que n(A)nI=1 (cf. par exemple [T], p. 222-
223), c'est-a-dire que /C7(A). Enfin, si A est GCR, il en est de méme
de m(A) [7], donc m(A) contient un idéal bilatére CCR non nul, soit J.

L’application identique de J est irréductible, donc J = 1.
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TueoreMe k. — Soient I un espace hilbertien, A une sous-C*-algébre irré-
ductible séparable de 2 (H). On suppose que toute représentation irréduc-
tible de A de noyauw {0} est équivalente a la représentation identique.
Alors A contient ’ensemble I des opérateurs compacts de H.

D’aprés le lemme 13, il existe une suite /;, /,, ... d’idéaux bilatéres
fermés non nuls décroissants de A tels que tout idéal primitif non nul de A
contienne 'un des /,. Puisque A est irréductible et séparable, I est sépa-
rable. SiAn/={o}, nous sommes donc dans les conditions d’application du
lemme 1%. D’aprés ce lemme, il existe un élément hermitien positif z de 4 tel
que || z || ne soit pas valeur propre de x et que ||  mod Z,, || << || || pour tout 7.
1l existe une représentation irréductible = de A telle que ||« || soit valeur
propre de w(x) [11]. Certainement, m est inéquivalente & la représentation
identique de A. Soit P le noyau de ©. Supposons P = {o}. Alors il existe un
entier n tel que /,c P. Donc |7 (x)| <L ||« modl, | <| x|, ce qui est
absurde puisque || || est valeur propre de (). Donc P ={ 0}. Mais ceci
contredit I'hypothése faite sur 4. Donc AN/ {o}, et par suite 4>/
(lemme 16).

(Ce théoréme redonne facilement le théoréme & de [107].)

LemMe 17. — Solent A une C*-algébre, et I l'ensemble des x€ A tel que
(&) soit compact pour toute représentation irréductible © de A. Alors I
est le plus grand idéal bilatére CCR de A.

Il est clair que / est un idéal bilatére fermé de A. Soit p une représentation
irréductible de /. Alors, p se prolonge en une représentation irréductible 7
de A. Pour z e/, n(x) = p(«) est compact. Donc / est CCR. Enfin, soit J
un idéal bilatére CCR de A. Soient ¢ une représentation irréductible de 4,
« un élément de J, et montrons que o(x) est compact. C'est clair si
o(J)=1{o0}. Sinon, larestriction de 7 a J est irréductible, et o(x) est encore
compact puisque J est CCR. Donc J /.

Lemve 18. — Soient A une C*-algébre, U une partie ouverte de A/, x un
élément de A. On suppose que :

(1) pour toute représentation irréductible m de A dans un espace hilber-
tien dont le noyau appartient a U, 7 (x) est compact;

(i1) il existe une représentation irréductible m, de A dont le noyau
appartient a U et telle que m,(x) = o.

Alors A contient un idéal bilatére CCR non nul.

Soit I l'intersection des idéaux primitifs de 4 qui n’appartiennent pas
a U. Puisque U est ouvert, le noyau de m, ne contient pas /. Donc la
restriction de 7, a / est irréductible non nulle. Donc il existe y €7 tel que
To(2) T () 7 0. Alors zy est un élément non nul de /. Soit p une représen-
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tation irréductible non nulle de / dans un espace hilbertien. Elle se prolonge
en une représentation irréductible = de 4 dont le noyau appartient a U.
Donc 7 (&) est compact, et par suite p(xy) =7 (x)7(y) est compact. Donc
le plus grand idéal J bilatére CCR de I est non nul (lemme 17). Or, J est un
idéal bilatére de A comme il est bien connu (car AJA = AJSP AclJIcJ]).

TutorkME 5. — Soit A une C*-ulgébre séparable. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(1) A est une GCR-algébre;

(i1) Pour toute représentation irréductible m de A dans un espace
hilbertien H, T (A) contient I’ensemble des opérateurs compacts de H;

(1) Deux représentations irréductibles de méme noyau de A sont
équivalentes.

(111) => (ii) : ceci résulte aussitot du théoreme k.

(i1) => (ili) : supposons satisfaite la condition (11). Montrons que deux
représentations irréductibles m;, 7, de 4 qui ont méme noyau /V sont équi-
valentes. On se raméne aussitdt au cas ou /N ={o}. Alors 4 contient un
idéal bilatere fermé / isomorphe a I'algebre des opérateurs compacts dans un
espace hilbertien. Les restrictions de 7, el 7, a / sont équivalentes, donc m,
et T, sont équivalentes.

(i) => (i1) : ceci résulte aussitét du lemme 16.

(i1) => (1) : nous supposons salisfaite la condition (ii) et, par suite, la
conditlion (iii).

Pour tout idéal primitif P de A, il existe une représentation irréductible
7p de A de noyau /> dans un espace hilbertien //p, bien déterminée i une
équivalence prés. It mp(A4) contient I'ensemble des opérateurs compacts
de Hp. Autrement dit, il existe un idéal bilatére fermé bien déterminé de A
contenant P, que nous noterons D, tel que mp définisse un isomorphisme
de P/P sur la C*-algeébre des opérateurs compacts de Hp. Choisissons un
xp€ P, hermitien positif, tel que ||y (2p)||=1. Soit S, 'ensemble des
Qe Al tels que

|apmodQ|==2/3 et |2zpmodQ| <1/3.
SiPedl—Sp onal x,.r—;zl;,,H >1/3. En effet, ou bien ||2pmod P’ || < 2/3,

auquel cas
| (zp — xp) mod P || >1— (2/3) =1/3;

ou bien || 2, mod &' || > 1/3, auquel cas
| (2 — xp) mod P “ = “ zpmod P “ >1/3.

Dans les deux cas, on en tire bien la conclusion annoncée.
Soit P, un point quelconque de A/. Si Sp = A/, nous ne définissons
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pas .. Si Sp £ A/, choisissons un P, € A7 —S,. Si Sp U Sp,= A/, nous ne
définissons pas P;. Si Sp U Sp, 2 A/, soit Py€ A/ — (Sp,USp,). On continue

par induction transfinie, en définissant Py € A/'—< U Spp> si U Sp,# Al
B<a B<a

D’aprés I'alinéa précédent, on a || zp, — Zp, | >1/3 pour o 7 (3. Puisque 4
est séparable, la famille des /°, est dénombrable. Changeant de notations,
nous avons donc construit une suite de points Py, P,, ... de A/ tels que
Al = SplUSPZU e

Soit ¢— f(¢) une fonction continue croissante de variable réelle telle
que f(¢)=o pour t £ 1/3, f(¢) =1 pour ¢ > 2/3. Soit y;= f(xp,), qui est
un élément hermitien positif de 4. Pour Q€ Sy, on a

|emod Q| =1/ (s, mod Q) || =1

et

| yimod @ | = | fCan,mod B) | =o.

Donc 7y (y:) est compact et de norme 1 pour Q€ Sp,.

Nous utilisons maintenant le mode de raisonnement de 7], p. 242. Soit
t—g(t) une fonction continue croissante de variable réelle, égale 4 o dans
un voisinage de o et & 1 en 1. Soit 5,== & (), qui est un élément hermitien
positif de A. Alors, pour Q€S,, mo(s) =g(m(y:)) est de norme 1,
compact et de spectre fini contenu dans |[o, 1]. Soit S;, I'ensemble des
Q€ Sp, tels que le spectre de 7 (5;) soit contenu dans {o}u[1/n, 1]. Alors
Sp,=8,1US;,U.... Soit ¢— h,(¢) une fonction continue croissante de
variable réelle telle que %, (0) = o0, A, (¢) =1 pour ¢ > 1/n. Soit z; ,= h,(3),
qui est un élément hermitien positif de A. Pour Q€ S, ,, 7y(5:,,) est un
projecteur non nul de rang fini. Soit S;,, , 'ensemble des Q&€ §; , tels que le
projecteur 7 (5;,) soit de rang = p. On a

Si,n: Si,n,1 U Si,rz,z V...,

donc A/ est réunion de la famille dénombrable des S; , ,. D’aprés le théo-
réme 1, il existe des indices iy, no, p, tels que, posant S=S; . ,., S soit
d’intérieur non vide (si A/ # @, c'est-a-dire si A #{o}). Soit =13, ,,.
Pour Q€ S, mo(z) est un projecteur non nul de rang < p,.

Nous allons en déduire que my(x) est un projecteur de rang =~ p, pour
Qe S, grice & un raisonnement di encore 2 Kapransky. D’abord, 22— z€ Q
pour Q€ S, donc pour Q€ S, de sorte que my(x) est un projecteur pour
Qe S. D’aprés [8], il existe un polynome non commutatif P (X, ..., X;)
tel que :

1° Palgébre des matrices & p, lignes et p, colonnes satisfait a l'identité
Py, ..., X.)=0;
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2° Pl'algébre des matrices & p,-+1 lignes et p,+ 1 colonnes ne satisfait pas
a cette identité.

Alors, quels que soient w,, ..., u,€ A, on a
P(mg(x)mo(us) mo(x), ..., To(x)Te(ur) mo(x)) =0,

cest-a-dive P (zw, z, ..., zu,.x) € Q, pour tout Q€ S, donc pour tout Q€ S.
Puisque my(A4) est irréductible, mo(2) mo(A) m(2) est I'ensemble des
T e £ (1l,) satisfaisant d mo(2) 7 = T'ng(x) = T. Ce qui précéde montre
que, pour Q€ §, onalP (T, ..., T))=o quels que soient 7', ..., T,.€ £ (Il)
tels que

wo(2) Ti=T;mo(x) =T; (rZiLr).

Donc 7y () est de rang = p, pour Q€ S.

Soit U V'intérieur de S. Pour Qe U, my(x) est compact. Puisque U~ @,
il existe un Q,eUNS. On a my (z) # o. Appliquant le lemme 18, nous
avons donc prouvé ceci : si 474 {0}, A contient un idéal / bilatére CCR
non nul.

La C*-algeébre séparable A// vérifie encore la condition (ii) du théoréme .
D’aprés le raisonnement précédent, elle contient, si 4 2 I, un idéal bilatére
CCR non nul. Continuant transfiniment, on voit que 4 est GCR.

COROLLAIRE. — Soit A une C*-algebre séparable. Pour que A soit GCR,
i faut et il suffit que tout quotient primitif de A soit GCR.

RemMARQUES. — Soit 4 une GCR-algébre.

a. Le lemme 17 prouve que A possede une suite de composition canonique
dont les quotients sont CCR.

b. Soit /I le plus grand idéal CCR de A, de sorte que I/ s’'identifie & une
partie ouverte de A/; alors I/ est partout dense dans A/; en effet, s’il existe
une partie ouverte non vide U de A/ disjointe de I/, U correspond & un idéal
bilatére fermé non nul I’ de A tel que I'.1—=o0; I' est GCR, donc contient
un idéal /" bilatére CCR non nul, et / + 1" est un idéal bilatére CCR de A,
ce qui est absurde.

c. 1l est facile de voir que, si P € //, P est un idéal primitif minimal de A4;
J'ignore si la réciproque est exacte.

d. Dans le langage de [2], I'équivalence (i)« (iii) du théoré¢me 5 peut
s'exprimer en disant que la C*-algébre séparable B est GCR i et seulement
si B est un T-espace. De facon analogue, le théoréme it de [10] entraine
facilement que B est CCR si et seulement si B est un 7'-espace.
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