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ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES
A COEFFICIENTS OPÉRATEURS NON BORNÉS;

JACQUES L. LIONS (*).
(Nancy).

1. Introduction. — Dans un espace de Banach H on donne une famille
d'opérateurs non bornés A(t), tçjR (ou tç.^, cf. n° 6). Soit N ( t ) le
domaine de A(t). On suppose toujours que les A{t) sont des opérateurs
fermés, avec un domaine de définition dense dans H. On cherche une fonc-
tion t — ^ u ( t ) de R dans H^ qui soit une fois continûment différentiable
pour ^^ o, avec
(i) u{t)ç.N(t) pour tout ^ ̂  o ;

(ii) A(t)u(tY ^(t)=f(t) [ u f ( t ) = ^ u ( t ) ~ \ ,

où t—>f{t) est une fonction continue donnée de ^^o dans H\

( iii ) u ( o ) == o.

On s'intéresse à la question suivante (parmi un grand nombre d'autres
possibles) : quand le problème (i) , (ii), (iii) admet-il une solution unique^.

Lorsque A(t)z=zA est un opérateur ne dépendant pas de ^, ce problème
est résolu par le théorème de Hille-Yosida. Dans le cas d'opérateurs A(t)
pouvant dépendre de ^, mais avec un domaine ^V(t) essentiellement indé-
pendant de t^ le problème est résolu par T. KATO [9].

Lorsque l'espace If est un espace de Hilbert ( 1 ) on peut aller plus loin,

(* ) Conférence d'exposition.
( l ) En réalité, avec les notations du n° 2, le point essentiel est que F soit un espace

de Hilbert, mais ce n'est pas nécessaire pour If.
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i. e. considérer des cas où N ( t ) dépend essentiellement de t^ ceci : a. sous
des hypothèses suffisantes portant sur les A ( t ) (cf. n° 2) ; b. avec des défini-
tions convenables de solution (cf. n° 3).

On énonce un résultat au n° 4, en donnant le plan de la démonstration;
des applications sont données au n° o et des généralisations indiquées au n° 6.

2. Construction (T opérateurs A(t). — Soient V et // deux espaces de
Hilbert séparables, avec VcII (algébriquement et topologiquement), Fêtant
dense dans 7 .̂ Si u, cç F, on désigne par ((^, ^)) leur produit scalaire dans V
et par [| u \\ la norme de u dans V. Si /, g ç . H , (/, g-) désigne leur produit
scalaire, et \f\ la norme dey.

On donne une forme sesquilinéaire continue a(u^ (;) sur V [i. e. linéaire
en u et semi-linéaire en c, ce qui signifie en particulier : a(u^ 7?) = la(u, v)
pour 7e<7) . La donnée de cette forme continue définit un opérateur non
borné A avec son domaine de définition N (cf. [12], [13]) :

On désigne par N le sous-espace de V formé des u tels que la forme semi-
linéaire

c —>a(u, ^)

soit continue sur V muni de la topologie induite par H. Alors, V étant
dense par H^ cette forme est définie par un produit scalaire dans H :

(2 .1 ) a(u, ç')=(Au, P),

ce qui définit A u e 11^ pour u ç. N.
En général, i. e. sans aucune hypothèse sur a(u^ ^), N n'est pas dense (on

peut avoir N = { o j ) et A n'est pas fermé. Mais si l'on suppose qu'il existe
un nombre réel }. tel que

(2.2) [ a(v, v) + 1\ p [ 2 |^a \\v\\1 , a > o, pour tout ^ç F,

alors on voit facilement que A est un opérateur fermé à domaine de défini-
tion dense.

Comme on a déjà signalé dans ( j ) , le fait utile dans cette construction est
que V soit un espace de Hilbert, mais H peut être un espace vectoriel topo-
logique localement convexe quelconque (cf. [12]).

Les opérateurs A(f) utilisés dans la suite sont construits par le procédé
ci-dessus : on se donne une fami l le a ( t - , u^ c) de formes sesquilinéaires
sur V (pour tout t f ixé) ; ceci définit, pour tout t, un opérateur A ( t ) avec
son domaine de définition N(t). Naturellement, il faudra faire une hypothèse
sur la façon dont les a(t\ u, v) dépendent de t(u^ v fixés) : continûment,
dinerentiablement, etc.

REMARQUE 2.i . — Plus généralement, on peut considérer une famille
d'espaces de Hilbert V(t), dépendant de t.
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3. Les définitions possibles des solutions du problème. — Le pro-
blème (i) , (ii), (iii) est le problème « naturel », avec les hypothèses de
différen fiabilité les plus raisonnables. Une solution du problème (i), (ii), (iii)
sera dite solution usuelle.

En fait (comme il est classique dans la théorie des équations aux dérivées
partielles) il peut être utile, voire fondamental, d'introduire des solutions
généralisées du problème. Voici comment on peut procéder.

SOLUTION PRESQUE PARTOUT ( p . p ) (cf. [H]). — On cherche une fonc-
tion u ( t ) absolument continue à valeurs dans H^ ( i) et (ii) ayant lieu p.p.

SOLUTION FAIBLE ( 2 ) . — II suffit évidemment de résoudre le problème dans
le cas d'un intervalle fini [o, |JLJ. Soit ^€ l'espace des fonctions t->h(t) une
fois continûment différentiables de [o, p-] dans 11^ avec h ç. L2 (o, p.), F)=espace
des fonctions de carré sommable à valeurs dans Ï7, et avec h(^i) == o. Alors
si u est solution usuelle du problème et si l'on suppose par exemple que

t — ^ a ( t ' y ?/, v) est continue,
alors

^ ^v- ^
(3.i) \ a(t', u(t), h(t))dt- (u(t), ^(1))^= (f(t),h(t))dt.

^0 ^0 ^0

Mais sous la forme (3. i) le problème naturel est le suivant : on cherche une
fonction u dans -^((o, ^), F), vérifiant (3.i) pour tout hçSC, la fonction/
étant donnée dans Z^o, ^JL), H ) .

Une solution de ce problème sera appelée solution faible du problème (i),
(ii), (iii).

SOLUTION ULTRA-FAIBLE. — Soit A* ( t ) l'opérateur adjoint de A(t) dans H,
N * ( t ) son domaine de définition. Soit ^i l'espace des fonctions hç.^1 et
telles que

h ( t ) ç N * ( t ) pour tout ^€[0 , ^.]
et que

A * ( t ) h ( t ) soit dans ^((o, pi), H).

Alors si u est solution faible, on a

(3 .2) F ( u ( t ) , A * ( t ) h ( t ) ) d £ - f (^),/^))^= f ( f ( t ) , h ( t ) ) d t .
^ O v 0 t/0

Sous cette forme, le problème naturel est : on cherche une fonction u
dans -^((o, ^), H) [et non plus -^((o, ^JL), V)] vérifiant (3.2) pour

( 2 ) Les solutions faibles et ultra-faibles ont été introduites dans le cas particulier
d'opérateurs hyperboliques du deuxième ordre par SOBOLEFF, [21].
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tout h ç ̂ €j. Une solution de ce problème sera appelée solution ultra-faible
du problème (i), (ii), (iii).

REMARQUE 3 . i . — Dans le cas d'espace V{t) dépendant de t, l'espace
Z^o, |JL), V) sera remplacé par une somme mesurable (cf. [^]), d'où
aussitôt la généralisation à ce cas de la notion de solution faible ( 3) .

REMARQUE 3 .2 . — On arrive aussi à la notion de solution ultra-faible en

considérant A (t) 4- -y- comme opérateur non borné dans l'espace Z2 ((o, pi), H).

Naturellement dans ce cas les espaces V ne jouent aucun rôle.

SOLUTION DISTRIBUTION VECTORIELLE (cf. [12], [13]). — Si E est un espace
de Banach (pour fixer les idées), on rappelle {cf. [20]) qu'on appelle distri-
bution en t à valeurs dans E toute application linéaire continue de CQ dans E^
où cQ désigne l'espace des fonctions indéfiniment différentiables à valeurs
complexes et à support compact, muni de la topologie de Schwartz.

On désigne ensuite par (D'^{E) l'espace des distributions en t à valeurs
dans E et à support limité à gauche.

On suppose maintenant que a{t\ u^ P) est donnée pour tout t et que la
fonction t->a(t\ u, v) (u^ v fixés) est indéfiniment différentiable.

Si u(t) est une fonction continue de 7? dans ï7, à support limité à gauche,
on désigne par

a{t', Ï, p)
la fonction

t->a(t; u(t), v);

évidemment a(t\ u^ v) est dans l'espace (X)^des distributions à support limité
à gauche; on a ainsi défini une application

u—>a{t\ u. v ï{t\ tî, p)

de l'espace des fonctions continues à valeurs dans V et à support limité à
gauche dans l'espace ^; il résulte de [20] que cette application peut se
prolonger par continuité à l'espace <^_( V) ; est ainsi définie une application
linéaire continue

Î6->a{t, tî, p) de ^)+( V) dans ̂ .

Par ailleurs si ^€^0+(17), et si D=-,^ (Z^M, v ) est défini et appar-dt
tient à C D ' , .

( 3 ) II n'y a pas de difficulté spéciale pour les théorèmes d'existence, en utilisant la
méthode [16]. Nous n'avons pu démontrer l'unicité que dans des cas particuliers.
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On est alors conduit au problème suivant : étant donné T dans ^(ff)y
on cherche u dans ̂ ( V) vérifiant

(3.3) a{f, îi, ^)+(Z^, v}={T, v) pourtout^€ V.

Une solution de ce problème sera appelée solution-distribution à valeur
vectorielle du problème (i) , (ii), (iii).

AUTRES QUESTIONS. — Pour avoir une liste complète (?) des questions rela-
tives aux solutions, il faut ajouter ceci : étant donnée une fonction /, k fois
continûment différentiable à valeurs dans 77, que peut-on dire de la régu-
larité de la solution ?

Il faut également signaler le travail de TRÊVES [22], à paraître.

h'. Un résultat. — II y a dans les travaux cités des résultats relatifs à tous
les problèmes posés ci-dessus, les hypothèses variant avec les énoncés. On
donne ici un résultat sur les solutions-distributions vectorielles (solutions
qui donnent lieu aux énoncés les plus simples).

THÉORÈME ^.i. — On suppose que la fonction t—^a{t\ M, v) est indéfi-
niment différentiable sur /?, et que pour tout nombre fini |JL il existe À
tel que

Rea(^; ^, P) + À [ v '^a [ [ v ||'2, a > o, pour tout pç F, tç. ] — oo, pi].

Dans ces conditions^ pour tout T donné dans CO'^(H') il existe u unique
dans (D'^( V), solution de (3.3).

-̂  ^
En outre^ si T est nulle pour t -< /o, alors u est nulle pour t <^ to.

On donne seulement ici le plan d'une démonstration.

a. Il suffit de résoudre le problème sur un intervalle fini. Or on sait que
sur tout intervalle ouvert borné, une distribution à valeurs dans un espace
de Banach est dérivée d'ordre fini d'une fonction continue (ou k fois conti-
nûment différentiable) à valeurs dans cet espace de Banach. Ceci permet de
transformer le problème (3.3) en un problème relatif à des fonctions, pour
une équation analogue, mais avec des termes complémentaires intégro-
différentiels.

Pour simplifier, on ne considère pas ces termes complémentaires.
b. On a alors à construire une solution de (3.3), T étant une fonction,

par exemple, une fois continûment différentiable.

On utilise pour cela une méthode d'approximation de la solution par des
solutions approchées (méthode de FAEDO-GALERKINE, cf. [5], [3], [7], [8],
[H], [13], [23], W.
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Précisons ce point. Soit Wi, . . . . Wn, . . . une base de l'espace F; on
définit les fonctions g-in(t), i=ï, ..., n, comme étantles solutions du système
différentiel

^^(^(^•, Wj)-^-^g^(t)a{t', w,. w,)=(T(t), Wf) (J=ï, ..., n),
i i

avec ^in(o) ==o [en supposant T(t) == o pour t ̂ o].
On pose ensuite

Un(t)=\^n(t)w,,

ce qui définit les « solutions approchées ». A l'aide de majorations a priori,
on peut en déduire par passage à la limite, une solution locale du problème.
On passe ensuite à une solution globale.

L'unicité est démontrée en raisonnant directement sur l'équation avec
termes complémentaires.

L'hypothèse essentielle

Rea (^ ; p, P) 4 -7[ ( . ]^a |[ p n'-

intervient dans l'obtention de majorations a priori ( 4 ) .

5. Applications. — Dans les applications, t est le temps, A ( t ) un opéra-
teur différentiel, son domaine 7V (7) étant défini par des conditions aux limites.

Nous prenons pour H le cas le plus simple : H= Z2^) = espace des
(classes de) fonctions de carré sommable sur un ouvert ^2 quelconque de 7?^;
alors, avec les notations précédentes :

(f^)= f/W^)
^o

x ) g ( x ) dx
o

On désigne par H'11 ( ̂  ) l'espace des classes de fonctions u telles
que DPuç.U-^l) pour tout \p ^ m (les dérivées étant prises au sens des
distributions sur Î2). On pose

j_

\\^n=( 2 \Dpll\^

On désigne par H^ la fermeture dans H'11^!!'11^) du sous-espace des
fonctions à support compact dans 12. On désigne par V un sous-espace

( 4 ) Pour une démonstration détaillée dans le cas plus général d'opérateurs

AW+BW^+CW^ cf. [13].
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vectoriel fermé de II'n^ avec
ff^C VcH111.

On considère

(5.i) a ( ^ ; M , p ) = V f CLpci^x, t) D^ u7)P~v dx (u.vç.H^),
, , ̂  . JQ.

^ ^i y ) — ^ i ^pq
\P\,\q\^m û

a^(x, ^ )eZ a o (^ ) pour tout ^^o (ou tçjR).

On suppose que t—>a{t\ u^ v) est continue ou suffisamment différentiable
et que

Rea(^; v, ^)+^H2^a[|^|[;^ a > o, ^€ [0 , ^],

ce qui est une hypothèse d'ellipticité.
L'opérateur A ( t ) est donné (sur H'1^ par

^(^^S^1^1^^^^^ t )Dq)^
on voit facilement que dans ce cas l'espace ^ V ( t ) est l'espace des fonc-
tions uç. V telles que A(t)uç.Lsi(^) et que

.(A (t)u^ v) == a(t\ u^ v) pour tout vç. V.

Cette dernière condition, jointe à « uç V )) exprime que u vérifie certaines
conditions aux limites (Dirichlet, Neumann, mêlé, etc. ; pour des exemples,
cf. [12], chap. I).

Plus généralement, on pourra prendre des formes a ( t ' y u^ v) du type (.^.i)
mais augmentées d'intégrales superficielles. Cela conduit aux problèmes de
dérivée oblique (cf. [15]).

Le problème (i) , (ii), (iii) devient dans ce cas : on cherche une fonction
(ou une distribution) u(x^ t), solution de

A(t)u^^u=T,

avec
u(x, o)=o ( 5 )

et u(x^ t) vérifie pour tout t >> o les conditions aux limites équivalentes à
l'appartenance à ^V(t).

On a des critères d'existence et d'unicité pour les solutions usuelles, les
solutions faibles, etc. Ceci résout de très larges classes de problèmes mixtes
au sens de M. HADAMARD.

( 5 ) Cette condition est remplacée par une condition de support lorsqu'on pose le
problème dans des espaces de distributions.
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Il faut ici faire la remarque suivante : supposons que nous ayons trouvé
une solution usuelle (au sens du n° 2) du problème mixte; cela signifie
que t->u(t) est une fois continûment différentiable de t^o dans Z2^), et
continue de t^o dans V\ il en résulte facilement que pour tout ^^o fixé,
u ( t ) est dans A^), donc que u ( t ) vérifie les conditions aux limites du pro-
blème mixte dans un sens faible en x.

Ceci n'est donc pas une solution classique du problème mixte, en appelant
solution classique une fonction suffisamment différentiable en x et t^ et véri-
fiant les conditions aux limites en tout point de la frontière de ^.

II n'est pas possible d'obtenir l'existence de la solution classique par des
résultats généraux abstraits; et avec ^=7^(12), il faut naturellement faire
des hypothèses de régularité sur les coefficients de A ( t ) et sur la frontière
de ^l (i2 était jusqu'ici quelconque). Avec ces hypothèses, et en utilisant les
résultats et les méthodes de [l], [19], on démontre l'existence de la solution
classique (cf. [13]).

Pour des cas particuliers relatifs à l'ordre 2, cf. [6], [18].

REMARQUE 5.i. — On peut naturellement poser les problèmes mixtes dans
des ouverts non cylindriques. Nous reviendrons sur ce point, à l'aide des
espaces V(t). Pour des méthodes directes, cf. [2], [16].

6. Quelques variantes. — Par des méthodes analogues à celles brièvement
indiquées au n° h- on peut étudier les problèmes suivants :

i° Conditions différentielles à la frontière. — Bornons-nous à un
exemple : dans un ouvert borné i2 de 7?^, on considère le laplacien A et l'on
cherche u(x^ t ) solution de

A ^ ( c r , ^ ) = = o pour ^^ o,

avec les conditions aux limites

—- u -{- — u= o sur la frontière T de i2,on àt

u(x^ o) étant donné sur r (des problèmes de ce genre interviennent en
Hydrodynamique). Bien entendu il s'agit de définir de façon précise ce qu'on
entend par « solution » de ce problème, ce qui peut être fait au sens classique
ou comme au n°3. On peut montrer des résultats analogues au théorème ^.i
(^ [13]) ( 6 ) .

2° Equations aux dérivées partielles à coefficients non bornés. — Bor-
nons-nous à renvoyer à[17]).

( 6 ) Dans l'exemple ci-dessus, on peut plus simplement utiliser une transformation de
Laplace en t.
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