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THEOREMES D’EXISTENCE
EN MECANIQUE DES FLUIDES RELATIVISTES;

PAR

M™¢ Yvoxne FOURES-BRUHAT.

(Reims).

INTRODUCTION.

1. Nous nous proposons, dans ce travail, de démontrer des théorémes
d’existence, dans le cas non analytique, pour les solutions des équations de
la Relativité générale avec tenseur d’impulsion-énergie au second membre,
d’abord dans le cas matiére pure, puis dans le cas fluide parfait. Dans les
deux cas, les résultats s’étendent aux équations de Maxwell-Einstein et aux
équations de la théorie unitaire de Jordan-Thiry des fluides chargés sans
induction.

Nous utiliserons, tout au long de ce Mémoire, les coordonnés isothermes
de G. Darmois, aprés avoir montré tout d’abord qu’a toute solution des équa-
tions d’Einstein on pouvait faire correspondre, de facon unique, une solution
en coordonnées isothermes.

Nous montrerons, dans la premiére partie, que le systéme des équations
d’Einstein, puis de Maxwell-Einstein, jointes aux conditions de conservation,
forme dans le cas matiére pure un systéme hyperbolique au sens de Leray,
pour lequel le probléme de Cauchy est bien posé. Le méme résultat est
valable pour les équations de Jordan-Thiry.

Dans le cas fluide parfait, chargé, puis non chargé (deuxiéme partie), nous
établirons d’abord, & l'aide des conditions de conservation, des équations
relativistes correspondant aux équations d’Helmholtz donnant la propagation
des tourbillons (tels qu’ils ont été définis en Relativité par LicHNEROWICZ),
puis des équations donnant les vitesses en fonction des tourbillons dont les
caractéristiques sont les fronts d’onde hydrodynamiques, confondus avec les
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fronts d’onde gravitationnels pour un fluide incompressible. Nous montrerons
enfin que I’ensemble des équations d’Einstein et des équations précédentes
est encore un systéme hyperbolique au sens de LEraY pour lequel le probléme
de Cauchy est un probléme bien posé.

Dans les deux cas, un théoréme d’unicité physique (c’est-a-dire & un chan-
gement de coordonnées prés) est valable et la solution en un point x ne
dépend que de ses valeurs initiales & l'intérieur du conoide caractéristique
engendré par les rayons lumineux issus de 2, c’est-a-dire ne dépend que du
passé de ce point. Nous montrons ainsi la cohérence, au point de vue du
déterminisme de la mécanique des fluides relativistes.

Coordonnées isothermes.

2. Nous utiliserons dans les démonstrations, les coordonnées isothermes
de G. Darmois. Dans ces coordonnées les potentiels satisfont aux quatre
équations

. 1 d o=
Fe=VgwW=——x —(y/[g]g"*) =o0.
V+1g] 92

On sait que, dans de telles coordonnées, la composante /2,3 du tenseur de
Ricci ne contient que les dérivées secondes du potentiel g43, la compo-

1 . Poe
28— - &3 R ne contient que les dérivées secondes de la den-
5¢

sante S,g =R

sité tensorielle G,g. On a par exemple;

(2.1) Ry3= R;"é + Lag.
. v, 0°8a8 .
(2.2) Fys= g dﬂﬂb—;;ﬂ + [ (S ‘)yglu)s

O

(2.3) Lapz égﬁi*d“FP'_*" ;glu()BF!*.

Nous résoudrons le systéme des équations d’Einstein

Sag =y Tag,

i

en coordonnées isothermes. Nous résoudrons donc le probléme de Cauchy
pour le systéme d’équations

. ) y t
S53=7Tag, cest-d-dire  R)p =7, ( Tys— 5 5B T) )
V1 T3 —

(1D

Nous allons montrer tout d’abord que, moyennant des conditions vérifiées
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‘

par les données de Cauchy, la solution trouvée vérifie les équations tenso-
rielles initiales (I).

Supposons que I'hypersurface initiale S, portant les données de Cauchy,
ait pour équation locale 2°=—o0. Les quatre « équations initiales » nécessai-
rement vérifiées par ces données sont alors.

(2.4) e=y TS pour x°=o.

Supposons, de plus, que les données de Cauchy vérifient les conditions
d’isothermie initale

(2.5) Fv—=o pour z'=o,
on déduit alors de (2.1), (2.4), et (2.5),
aFv

()J,‘O

2.6)

—o0 pour x°=o.

Soit gug la solution trouvée des équations (II). Construisons le ten-

seur Sy = Ry — =8B R relatif a cette solution. 1l vérifie les identités de
conservation

2.7) VaS*=o.

gag vérifie donc, compte tenu de (2.1), (2.7) et (1I),

\

V1<La:ﬂ_ égxﬁL): o,
c’est-a-dire (1)
I 02 Fv .
53‘“)‘ T + Py (0. F*)=o.

Les quantités F* vérifient donc un systéme d’équations du second ordre,
hyperboliques si la forme quadratique g)\pXXXM est hyperbolique normale,
d’un type connu (!), pour lequel est valable un théoréme d’unicité.

D’ou, d’aprés (2.5) et (2.6),

Fr—o

dans le domaine d’existence de la solution gyg.

Nous supposerons désormais le tenseur .S,3 écrit en coordonnées iso-
thermes, S,g= S&%. Nous supposerons toujours que les données initiales
satisfont aux conditions (2.4) et (2.5), les équations (II) entrainent alors (I).

Unsiaité. — On montre que la solution du probléme d’évolution est phy-
siquement unique, c’est-a-dire unique & un changement de coordonnées prés,

() ¢f. 2]
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en montrant que, pour tout systéme de potentiels g*3 prenant des valeurs
initiales satisfaisant & (2.4), (2.5) sur une hypersurface S d’équation
locale #°=o0, on peut construire un systéme de coordonnées isothermes ou
S ait encore pour équation 2°=o et ot les données initiales conservent en
chaque point la méme valeur (¢f. la démonstration dans [2]).

Potentiel vecteur électromagnétique.
Condition de normalisation.

3. Dans le cas de matiére chargée nous utiliserons d’abord les équations
de Maxwell-Einstein

(31) Saﬁ:/((Ta§+TlB>»

ou Tg est le tenseur matériel du paragraphe précédent et 7,3 le tenseur de
Maxwell

gngk%F)\g — Fof Fg,,

TaB—
b

= -

F,, est le tenseur antisymétrique champ électromagnétique.
ap 5
Les raisonnements précédents montrent encore que toute solution g*8 des
équations d’Einstein en coordonnées isothermes,

S = 1 Tup+ ),

Vo (T 798) =0
satisfait aux équations tensorielles (3.1) si elle satisfait aux conditions ini-
tiales correspondant a (2.4) et (2.5).

Considérons maintenant les équations de Maxwell qui sont, en désignant
par F la forme différentielle extérieure,

F—= Fagdx* )\ dzh,
(3.2) dF —o,
(3.3) OF == J,

ou J est la forme courant électrique, qui vérifie I'équation
oJ =o.

Le premier systéme d’équations de Maxwell (3.2) se traduit par I'existence,
locale, d’un potentiel vecteur, forme différentielle linéaire ¢ telle que

F=dy,

__ 998 _ 994,
Fop= g0 — 328
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le deuxiéme systeme d’équations de Maxwell (3.3) s'écrit alors

3.4) 3dq;:.]»
ou

R NS dog  dy
(3.()) (Od@)ﬁ:——vx<m’—‘5‘;—;>'

Normalisons le potentiel vecteur ¢ par la condition habituelle

Les seuls termes du second ordre figurant dans (3.5) sont alors, en coor-
données isothermes, ou g*v l‘fY = o, les dérivées de g,

0 99a 9™
b gy 9798 Ya 057"
(O(lCP) =—g* () %02 0xT ().I'r

oY .
Pov =435

pour un potentiel vecteur non normalisé, on a
(3.6) ddy — (ddo) — div.

Nous remplacerons donc les équations de Maxwell, en coordonnées iso-
thermes, par les équations

(3.7) ad:g'ir’::D ® = J.
ou [ est I'opérateur de De Rham,
0O =do + od
et ou J vérifie
3.8) oJ = o.
Dans ces équations, les dérivées secondes des inconnues sont séparées.
Nous allons montrer que toute solution des équations (3.7) et (3.8) vérifie

I'équation (3.4) & condition que le potentiel vecteur ¢ vérifie, d'une part la
«condition initiale », sur une hypersurface d’espace S, I'équation locale 2" = o,

3.9 (0dg)'=J° pour z'=o;
la quantité figurant au premier membre ne contient pas, en eflet, de dérivées

transversales a S d’ordre 2, et s’exprime donc uniquement a 'aide des don-
nées de Cauchy (o et dérivées premiéres), et que, d’autre part,

(3.10) 0o=—V,09*=o0 pour x°=o.

On déduit de (3.9), (3.10) et (3.6) que les solutions de (3.7) vérifient
aussi

3.11) 0:/60 (do)=o pour z°=o.



160 Y. FOURES-BRUHAT.
Il résulte, d’autre part, de (3.7) et (3.8), que
(3.12) 3(0¢)=0(3) =o.
On déduit alors de (3.11) et (3.12), par un théoréme d’unicité, que
dg = o,

donc que ¢ vérifie I'équation primitive (3.4).

Nous supposerons désormais, quand nous utiliserons le potentiel vecteur,
qu’il est normalisé.

Si nous ne supposons pas lUexistence d’'un potentiel vecteur global dans
le domaine d’espace-temps envisagé, nous écrirons les équations de

Maxwell (3.2) et (3.3)
DF:()J,

ce qui nous permettrait des raisonnements analogues a ceux fails dans la
suite pour établir I'existence de ¢, pour établir I'existence du champ Fg.
Les théorémes d’existence que nous établirons ayant pour corollaires des
théorémes d’unicité, on voit que, si le potentiel vecteur existe globalement
A linstant initial, il en est aussi dans tout le domaine d’existence de la
solution Fiyg.

II. — CAS MATIERE PURE.

A. — Cas purement gravitationnel.

k. Les équations du cas matiére pure. — Si l'on néglige les autres
formes d’énergie que I'énergie pondérable, le tenseur d’impulsion-énergie Tog
prend la forme

Tog=pugug,
ou p est la densité propre de la matiére et wu, son vecteur vitesse unitaire
satisfaisant a

(h.1) g“zeuaugzi.
Les équations d’Einstein s’écrivent alors
(1) Saf = ypusug.
Les équations de conservation s’écrivent, compte tenu de (. 1),
(2) u*Vaug = o,
(3) Va(pu*) —=o.

Les équations (2) sont dites équations du mouvement, elles expriment le
fait que les lignes de courant sont des géodésiques de la métrique d’univers,
L’équation (3) joue le role d’une équation de continuité.
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5. Caractére hyperbolique du systéme (1), (2), et (3). — Dérivons les
équations (1) le long des lignes de courant, nous obtenons, compte tenu de

(2) et (3),
(1) Y Vy Sy =— yougugVyul.

Les équations (1), (2) et (3) forment un systéme de 15 équations avec 15
inconnues : les dix g,5 (soit g I'une quelconque d’entre elles), les quatre u,
(soit « 'une quelconque d’entre elles) et p. Affectons les inconnues g, w et 5
respectivement des indices suivants (?) :

s(g) =3, s(u)=n2, s(p)=1
et chacune des équations (1'), (2) et (3) des indices
t(1)=r, 1(2)=2, t(3)=r.

Les parties principales des équations (1') pour les inconnues g, « et p sont
alors respectivement d’ordre 3, 2 et 1. Pour les équations (2), elles sont
d’ordre 2, 1 et o [les équations (2) ne contiennent d’ailleurs pas I'inconnue p].
Pour V'équation (3), elles sont de nouveau d’ordre 3, 2 et 1. La matrice
constituée avec ces parties principales est une matrice diagonale. Les élé-
ments de la diagonale principale sont pour les dix premiers (inconnues g),
équations (1'),

wigh % ;
oxY dzt O

pour les suivants (inconnues u et p),

Le systéme considéré est donc hyperbolique pour des valeurs des incon-
nues telles, d’une part que la forme quadratique g**.X; ¥, soit hyperbolique
normale, d’autre part que, en chaqne point, le vecteur courant u* soit inté-
rieur au céne élémentaire gy, dz* dz* = o (c’est-a-dire orienté dans le
temps) : les cones duals ont alors un intérieur non. vide, le dual du c6ne
élémentaire de lumiére.

6. Probleme de Cauchy. — Donnons-nous sur une hypersurface S les
inconnues g et leurs dérivées premiéres et secondes, u et p telles que la
forme quadratique g3, Z*E¥ soit hyperbolique normale, I'hypersurface S
orientée dans l'espace et la tangente 4 la ligne de courant, u’, orientée dans
le temps. Les théorémes de Leray montrent alors que, moyennant des condi-
tions de différentiabilité et de continuité des données de Cauchy, le systéme

(*) Nous appliquons les résultats de LERAY [5], et utilisons ses notations (¢f p. 206).

BULL. SOC. MATH. — T. 86, FAsc. 2. 11
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des équations (1'), (2), (3) admet une solution et une seule au voisinage
de §; la valeur de cette solution en un point 2 ne dépend que des valeurs
des données de Cauchy intérieures au conoide caractéristique de sommet 2
(ce conoide est engendré par les géodésiques de longueur nulle de la
métrique gy dxt daw).

ConcLusioN. — Considérons le systéeme des équations d’Einstein (1), (2),
(3). Donnons-nous sur I'hypersurface S les potentiels gog et leurs dérivées
premiéres, la vitesse u) et la densité p (suffisamment différentiables). Détermi-
nons les dérivées secondes des g43 par les équations

(6.1) . Slg_—_ yAXZAL:) pour a’=o.

La solution du probléeme de Cauchy corvrespondant pour les équations (1'),
(2) et (3) vérifiant
YV (Sup— xpuaug) =o0

vérifie donc aussi, d’aprés (6.1
P s

Saf — ypUlaug = 0,

B. — Equations de Maxwell-Einstein.

7. Pour un milieu pulvérulent chargé les équations d’Einstein sont
(7.9) Sup== Y (pUsUup + Ta3),

ol Tog est le tenseur d’énergie d’un champ électromagnétique Fyg3
¥ A
Taf = Z‘-ga‘@ F7‘P'F),lu — FyrFg,.

Le tenseur F,g satisfait aux équations de Maxwell, soit
(7.1) Vg F3%= pu?,

ou . est la densité de charge propre du fluide (nous supposons ici la conduc-
tivité du milieu nulle) et

(7.2) Vol g+ VgFpo+ Vi, Fog=0

qui expriment que, localement, le champ électromagnétique dérive d’un
potentiel vecteur ¢,

(7.3) Fog==03¢s— 0a9p-
Les conditions de conservation donnent encore une équation de continuité :

(7.8) Vi(pu*)=o
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et les équations du mouvement :

(7.6) u“VauS:%Fgau“.

La conservation de I'électricité se traduit par I’équation
(7.7) Va(pu*) =o.

Désignons par F' la forme extérieure du second ordre définie par le tenseur
antisymétrique Fg
F == Fapd.z‘“ N daB
et par w la forme linéaire
W= Uy A2y,
les équations de Maxwell (7.2) et (7.1) s’écrivent alors
dF — o, oF = pw.
Les équations (7.3) se traduisant par

F=do,
ou ¢ est la forme linéaire

¢ == @, dz*
dans le cas ou il existe un potentiel vecteur ¢.
L’équation (7.4) s’écrit [cf. (3.6)], ¢ est normalisé par d¢9 = o
(7.10) 0do = pw.

L’ensemble des équations (7.6), (7.7) et (7.8) et des équations (1) et (2)
obtenues par dérivation le long des lignes de courant des équations (7.9) et

(7.10) s’écrit, en posant %: k

(2) WiV (O9)a=A(—uapVyul+ putVyug),
(3) w*Vqug=kFqgu*

(4) u®dyk=o,

(5) Va(pu*)=o;

S (1) WiV Sug=y(— uqugpVyu? + putVy(uqug) = utVytag,
(I

ce systéme est un systéme hyperbolique au sens de Leray comme on le voit
en affectant les équations et les inconnues des indices suivants :

s(1)==s(2)=3, $(3) =2, s(4) =2, s(5) =13,
t(g)=1t(g)=1, t(u) =2, t(k) =2, t(p) =3,

les parties principales des équations (I) sont, ‘pour les inconnues g, ¢, v, &
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et p, respectivement d’ordre :

— pour les équations (1) : 3, 3, 2, 2 et 1;
— pour les équations (2) : 3, 3, 2, 2 et 1;
— pour les équations (3) : 2, 2, 1, 1 et 0;
— pour 'équation  (4): 2, 2, 1, I et o;
— pour I'équation (5): 3,3, 2, 2et1.

La matrice correspondante est une matrice diagonale dont les éléments
o

sont, comme dans le cas matiére pure non chargée, soit w¥ght ———-—,
0z dx* dx#

soit uYF- Le systéme considéré est donc encore hyperbolique si le vec-
A

teur uY est orienté dans le temps par rapport a la métrique hyperbolique
normale gy, dz* dz¥.

L’application des théorémes de Leray montre donc que le systéme
d’équations (I) est, pour le probléme de Cauchy, un probléme bien posé.

Des raisonnements analogues a ceux de la section A montrent que la don-
née sur une hypersurface S de potentiels g,3, 9, et de leurs dérivées pre-
miéres satisfaisant aux conditions d’isothermie et de normalisation initiale,
ainsi que des vitesses «* et des densités de masse et de charge p et px déter-
minent, de maniére physiquement unique, les quantités dans un voisinage
de .S (on suppose évidemment, pour les g, donnés, .S orientée dans 'espace

et u* orienté dans le temps, et les données initiales suffisamment différen-
tiables).

La valeur de g48, 9a, u*, p et . en un point x ne dépend que ides valeurs
des données de Cauchy intérieures au conoide caractéristique de sommet z.

C. — Théorie unitaire de Jordan-Thiry.

8. Dans la théorie de Jordan-Thiry, I’élément primitif est une variété
riemannienne ¥V a cinq dimensions, satisfaisant aux mémes hypothéses de
différentiabilité que la variété espace-temps de la Relativité générale. Sur V;
est définie une métrique do?, partout de type hyperbolique normal, d’expres-
sion locale :

do? = v,3 dz* da? (ay, =0, 1, 2, 3, 4),

V; admel un groupe d’isométries : dans des coordonnées adaptées, les yag
sont indépendantes de 20.

Les équations du cas unitaire intérieur, schéma matiére pure s’écrivent

(8.1) Sag=Rag — éﬂ.'a.ei?:rwie,
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ou R,g est le tenseur de Ricci de V;, 7 un scalaire positif, ¢, un vecteur uni-
taire de V.

Les conditions de conservation, V,.S*3 =0 (*), donnent, comme dans le
cas purement gravitationnel, les équations du mouvement et I'équation de
continuité qui s’écrivent respectivement

(8.2) $2Vypg =0,
(8.3) Va(re*) =o.

Les raisonnements faits a la section A pour le systéme des équations (1),
(2), (3) s"appliquent exactement ici pour les équations (8.1), (8.2), (8.3)
aux 20 inconnues Yag, 7', ¢4 si les équations (8.1) ont été écrites préalable-
ment en coordonnées isothermes pentadimensionnelles (*). Un raisonnement
identique & celui de 4 permet de montrer ensuite que la solution trouvée du
probléme de Cauchy est effectivement la solution, unique a un changement
de coordonnées prés, des équations tensorielles.

Des quantités vug, 7, ¥4 on déduit le tenseur gravitationnel, le potentiel
vecteur électromagnétique et un quinziéme potentiel (cf. Licuxerowicz [8]),
ainsi que les densités propres de matiére et de charge et la vitesse unitaire
quadridimensionnelle.

HI. — CAS FLUIDE PARFAIT.

A. — Cas purement gravitationnel.

9. Tenseur d’impulsion-énergie et équations du mouvement. — Le ten-
seur d’énergie d’un fluide parfait est

Topg == (p + p) Ug U3 — PZa3,

o estla densité propre, p la pression, u, la vitesse unitaire. Nous supposons
que le fluide admet une équation d’état reliant la densité propre et la pression

(9.1) o==e(p).

Les conditions de conservation, V,7*%-—o0, donnent les équations du
mouvement

(9.2) u*Vyug— D()—T—Pp (8% —u*ug)=o

(%) V, : dérivation covariante dans V..

(*) On montre qu’on obtient de telles coordonnées en prenant des coordonnées iso-
thermes sur 'espace-temps (quotient de ¥ par le groupe d’isométries), et en satisfai-
sant une condition supplémentaire correspondant a la condition de normalisation usuel-
lement imposée au potenticl vecteur électromagnétique (¢f. Yvonne Fouris-Brunar [3]).
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et une équation de continuité

(9.3) Val(p +p)u*) — u*dyp =o.

Suivant LicuNerowicz nous désignons par f, indice du milieu, la quantité
sulvante :

(" dp
(9-4) [= ) 5p
nous pOSOllS
Co = fuy

—2
et désignons par ds la métrique conforme & la métrique d'univers
—2
ds :.:f2 ds?

et surmontons d’un trait les opérations relatives a cette métrique. Les équa-
tions (9.2) s'écrivent alors

et I'équation (9.3), en posant r = p + p,

(9.6) Vo C¥==— C* 9, log(f~r).

10. Equations d’Helmholtz. — Définissons, avec LiCHNEROWICZ, le tenseur

tourbillon par =
-Qzﬁ == 0y Cﬁ — 03 C.=V, Cfi - VB Ca-

—_—2 —_—
Le vecteur C, étant unitaire dans la métrique ds on a C*VgC,=o0. Les
équations (9.5) s’écrivent donc

(10.1) Q- o0.
D’ou
VA( Ca‘('zaﬁ) = V*(Szaﬁ -+ 'roﬁ V.,: C*=o0.

La forme Q =R,3 dz* )\ dxP étant la différentielle de la forme o —= C, da*
est fermée, donc

Va{u(zg‘ﬁ + Vg &yy + Vo‘QgY -—=o,
d’ott les équations suivantes qui sont les équations d’'Helmholtz relativistes
(10.2) C* Vo Q== 82,3V, C* 4 ., Vg C*.

Remarquons ¢u’on déduit de ces équations, que si un mouvement est irro-
tationnel & un instant donné (£2,3 = o sur une hypersphére d’espace), il I'est
ultérieurement.
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11. Relations entre les tourbillons et les vitesses. — Les relations entre
2,3 et Cysont données par
(11.1) dw == Q

et 'équation de continuité (9.6) qui s’écrit, en utilisant le symbole de codif-
férenciation d dans la métrique ds?

(11.2) dmn = C*dylog(f2r).
Remplacant (11.1) et (11.2) par
(11.3) O w=0R + d[ C*dy (logf~2r)]
ou
= do +od
c’est-a-dire, o étant de degré 1,

(Ow)y=—g*VsVoCy— R3C,.

Posons, d’autre part, pour le fluide considéré
IOg (f"z I‘) i (D(/l),
ou ® est une fonction déterminée par I'équation d’état (9.1). L’équation
(11.3) s’écrit, puisque C*C, = f*.
0w =02+ d[(*0,®(CPCy)],
or
0, (CECy) = 2@ (CBCR) CEV, Cy,
d’ou, en utilisant la relation C3Qs, = o et I'équation
VyVouCg — VoV, Cg= Rhgy Ch,
{d[C*0,®(C3C)] |y =2C*CBWV, V3Cy+ 2 C*®' Vg C, Vo CF
+2@'V, C*C8V, Ca+ 4@ C* 8V, Cg OV, (.
Les équations (11.3) s’écrivent finalement

(U1.4) { g%+ 2 C%CBA' | Vo Vg Cy+ 2 C*D' (Vg €, V;, CF + V, CBV C)
< 4" CHCIV, Cy OV, Cr+ RECy— Vi Ry = o

Si le fluide a pour équation d’état g =—=¢(p ), on a
v d
— __“r
J=exp f, ep)+p’

dlogf 1 .
dp  e(p)+p’

d’ont
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on en déduit qu’inversement

dp .
()logj-"‘ C([))+]).

donc
ip . e(p)+p.
afr o f?
D’ou aussi, si ®(f*)=log(f~2r)=log[f2(e(p)+p)]

O — d[(l)(/l)] — (,‘/([)) — 1 .
af: g

Les coefficients des termes du deuxiéme ordre en C, sont donc

CxCh

oy

[4}
&+

(€ —1) =g 4 wrud(e —1),

on reconnait la métrique hyperbolique donnant la propagation des ondes

hydrodynamiques, orientées dans le temps, pour ¢/> 1 ( vitesse de propaga-

tion —= si la vitesse de la lumiére est prise pour umte).

€ /

Cas incompressible : Un fluide incompressible relativiste admet pour
équation d’état p — p — Cte, alors ¢’ =1, ®=o0. L’équation de continuité
se réduit a

VoC*=—0dw=o0
et I'équation (11.3) &
[ o = 0L2.

12. Probléme de Cauchy. — Nous remplacons I'ensemble des équations
de la Mécanique des fluides relativistes par les équations

C.C

(I) ‘gaB:X(‘]. ;‘ZB__[)O()"“B>.

(2) C“VQ‘QB.(::: Qagv.{ C* 4. Q*{aVB Cx,

o n CJ‘CB / i

(3) gt ((3»—l)lVanCY—%—WY:*V“Qap,

ou l'on a

g0, Co= 1,

r et p sont des fonctions de f qu'on calcule, dans le cas du fluide parfait,
par I'équation d’état p=e(p). Les fonctions W', dépendent des g,g et de
leurs dérivées premiéres et secondes ainsi que des C, et de leurs dérivées
premiéres.
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Remplacons les équations (3) par les équations (3') déduites des précé-
dentes par dérivation le long des lignes de courant (opération C*V,), et ou
I'on a remplacé C*V,€g. parsa valeur tirée de (2). Affectons aux inconnues
& (potentiels de gravitation g4g), € (pseudo-vitesses () et Q (tourbillons £,3)
respectivement les indices

(g =3, $(C)=2,  s() =1
affectons aux équations (1), (2), (3') respectivement les indices :
t(r)=2, t(2)=r, t(3)=o.

Les parties principales pour les{inconnues g, C et £ sont respectivement
d’ordre :

— dans les équations (1) : 2, 1
— dans les équations (2) : 3, 2
-— dans les équations (3') : 4, 3, 2;

on voit alors que la matrice correspondant & ces parties principales est une
matrice diagonale dont les éléments sont I'un des trois opérateurs

N 0? . 0
L e Al
C Cw ¥

6“[_6"‘” 7@ |m

Si la forme quadratique g™+ ¥, est hyperbolique normale, le vecteur C*
orienté dans le temps pour cette métrique g** et si ¢ 1, le cone I' défini
par

)
[g"#ﬂ— (,ff'pt (e — 1)

A5 uT=0

est un cone convexe, extérieur au céne g 15X, = o, et ne coupant pas le
plan C*.13,—=o. Le systéme d’équations (1), (2), (3') est alors un systéme
hyperbolique. Son domaine de dépendance en un point x est le conoide
caractéristique formé des rayons lumineux issus de .

Le céone I' de sommet « est le dual du cdne caractéristique en = de I'équa-
tion du premier ordre :

[gl&*—q— —CATZC—EJ (e — I)J )9 Oyv = 0.

Les hypersurfaces ¢(2*) = o0 solutions de cette équation sont les fronts
d’ondes hydrodynamiques. Sous les hypothéses précédentes ils sont orientés
dans le temps.

Probléeme de Cauchy : Les théorémes de Leray montrent que, sil’on prend
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des données initiales (g** et dérivées premiéres, 248, Cy et dérivées premiéres
et secondes) suffisamment différentiables, sur un domaine d’une hyper-
surface S, telles que les hypothéses du paragraphe précédent soient vérifiées
et que S soit orientée dans I'espace pour les g™ considérés, le probléme de
Cauchy correspondant a pour les équations (1), (2) et (3') une solution et
une seule qui dépend continiment des données initiales.

Montrons que cette solution est solution des équations primitives [ équations
d’Einstein et conditions de conservation (9.2), (9.3)], & condition que les don-
nées initiales soient compatibles avec ces équations. Les quantités g** et leurs
dérivées premiéres, ainsi que les «* et p, étant donnés arbitrairement sur S
[ satisfaisant évidemment & (2.4), c'est sous-entendu ici], les équations (9.1),
(9.4), (9.5) permettent de déterminer les valeurs sur S des C* et de leurs
dérivées premiéres et secondes, et des L,3. L’ensemble de ces quantités
(ol g™ et ses dérivées premiéres, u* et p sont seuls arbitraires) est un
systéme de données initiales compatibles avec les équations primitives. Pour
montrer que la solution correspondant a de telles données des équations (1),
(2) et (3') vérifie les équations primitives, on remarque que, pour des données
initiales analytiques, ces équations ont une solution et une seule (°) qui
coincide alors avec la solution correspondante des équations (1), (2) et (3').
Un passage a la limite montre alors que cette derniére solution vérifie égale-
ment les équations primitives dans le cas de données suffisamment différen-
tiables.

13. Cas incompressible. — Un fluide relativiste est dit incompressible s'il
admet pour équation d’état
p—p= Cte.

Alors ¢'(p) =1, ® = o. La vitesse de propagation des ondes hydrodyna-
miques a la vitesse maximum, celle de la lumiére.
Pour un fluide incompressible, 'équation de continuité (9.5) se réduit a

— 0w =V, C*=o.
L’équation reliant les vitesses aux tourbillons est alors

0o =08,

c’est-a-dire
g*PVg Vo Cy+ Rff, Co=V*2y,.

Les variétés .caractéristiques de cette équation sont les mémes que celles
des équations d’Einstein. ,
Lesystéme obtenu est un cas particulier du cas général traité précédemment.

(®) Cf. Licuxerowicz, [8].






