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Bail. Soc. math. France^
83, 1955, p. îo3 à IÔQ.

CONTRIBUTION A LA THÉORIE DES ÉQUIVALENCES
DANS LES DEMI-GROUPES ;

PAR M. GABRIEL THIERRIN.

INTRODUCTION.

Le présent travail consiste, dans sa plus grande partie, en l'étude des équivalences
dans les demi-groupes. Sa lecture nécessite l'étude des trois Mémoires suivants
de P. Dubreil : Contribution à la théorie des demi-groupes^ I, II et II! ( i ) .

Dans le premier chapitre, j'établis quelques propriétés nouvelles des homo-
groupes introduits par A. H. Clifïbrd et D. D. Miller (2 ' ) sous le nom de « demi-
groupes avec éléments zéroïdes )> . J'étudie les équivalences régulières dans les
homogroupes et je donne une caractérisation de ces équivalences dans une classe
particulière d'homogroupcs.

Dans le second chapitre, je montre d'abord que certaines propriétés deo J , ':-
valences réversibles généralisées ( 3 ) , établies par P. Dubreil, pour le ces d'un
sous-dcmi-groupe, peuvent s'étendre au cas d'un complexe quelconque. Deux
catégories d'équivalences sont ensuite étudiées, toutes deux définies à partir d'un.
complexe quelconque H d'un demi-groupe. L'une de ces équivalences peut . ^ous
certaines conditions, coïncider avec l'équivalence réversible généralisée ̂  associée
à H, tandis que l'autre contient l'équivalence principale ( -') R» associée à ce même
complexe.

Le dernier chapitre est consacré à la caractérisation, dans les demi-groupes, des
équivalences régulières et simplifiables, des équivalences régulières et réductives
et des équivalences régulières. Toutes ces caractérisations sont laites au moven
d'équivalences principales. Je donne, en outre, une caractérisation des groupes
au moyen de leurs équivalences régulières ou simplifiables.

Une partie des résultats contenus dans ce Mémoire a fait l'objet de commu-
nications à l'Académie des Sciences de l'Institut de France ( 5 ) et n. l'Académie

( 1 ) Mémoires de V Académie des Sciences de l'Institut de France., t. 63, 1 9 4 ' » p. i-oa. Référé DGL
Rendiconti di Mathematica e délie sue applicazioni, IQÔI, p. 188-200. Référé DG II. Bulletin de
la Société Mathématique de France, t. 81 , IQÔS, p. 289-306. Référé DG III.

(2 ) Amer. J. Math., vol. 70, 1948, p. 1 1 7 - 1 2 5 .
( 3 ) DG II, chapitre II.
( * ) DG I, chapitre I.
(s) C. 7?. Acad. Se., t. 234, p. i5i9 et 1595; t. 236, p. 565, 1899 et 1723.
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Royale de Belgique (° ) , Je remercie vivement MM. A. Denjoy et L. Godeaux
d'avoir bien voulu les présenter aux Académies respectives.

Je suis très heureux d'exprimer ici ma profonde reconnaissance à M. P. Dubreil
•pour l'attention qu'il m'a accordée et les conseils qu'il m'a donnés durant l'élabo-
ration de ce travail. Je suis également très reconnaissant à M. A. Denjoy de m'avoir
tait l'honneur de présider mon Jury, et je remercie M. J. Favard du bienveillant
intérêt qu'il m'a témoigné.

CHAPITRE I.
HOMOGROUPES, HOMODOMAINES ET ItOMOCORPS.

1. Homogroupes. — Un homogroupe est un demi-groupe possédant au moins
un élément net ( 7 ) ou zéroïde. Dans le Mémoire cité dans l'introduction,
A. H. CJifford et D. D. Miller ont établi en particulier le résultat suivant :

L'ensemble N des éléments nets d\in demi-groupe D, s'il n'est pas vide^ est un
groupe et ce groupe est un idéal bilatère de D. Si e désigne Vêlement neutre
de N, e est permutable avec tout élément de D, et N est homomorplie a D par
V application x —> xe == ex.

Dans la suite, l'ensemble N des éléments nets d'un homogroupe D sera appelé
le nodule de l'homogroupe, et l'élément neutre e de N 'sera dit l'élément unitif
de D. Un élément x ' tel que l'on ait x x ' =e sera appelé un inverse unitif a droite,
On a la définition symétrique.

THÉORÈME 1. — Tout demi-groupe abélien fini ̂  est un homogroupe.

Nous allons montrer d'abord que tout demi-groupe cyclique fini A est un homo-
groupe, et cela en partant de la proposition suivante établie par D. Rees ( 8 ) :

Si A est engendré par l'élément a, il existe deux entiers m et n tels
que a"1-^ a11 (m << n) ; n étant choisi minimum dans la relation précédente, on a

et l'ensemble G= {a"\ . . . ̂  a71"1 } est un groupe cyclique.
Soient alors a' un élément quelconque de G, et a1 un élément quelconque de A.

Si a1 e G, il existe un élément a'^ tel que a1 a'1 == a' ' . Si a1 ̂  G, alors i < m ̂  r, et
l'on a aiar~i==ar. Donc a ' ' est un élément net de A qui est par conséquent un
homogroupe.

Le demi-groupe abélien F étant fini, il existe un élément idempotent e € F, tel que
l'idéal R==Fe n'a comme idempotent que l'élément e. Si .z-eK, le demi-groupe
cyclique X engendré par x est un homogroupe, d'après ce qui précède et XCK.

(°) Bulletin de la Classe des Sciences, t. 39, p. 942. Référé ER.
( 7 ) DG I, p. 8. Un élément net a d'un demi-groupe D est un élément tel que pour tout x € D, il

existe y €D, zçD vérifiant xy == zx = a.
( 8 ) D. REES, On semi-croups (Proc. Cambridge Phil. Soc., t. 36, 1940, p. 388).
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II existe alors un élément XQ de X tel que xxo == e.ci où e^ est an idempotent de X,
ce qui entraîne e.jc== e. Par conséquent, R est un groupe, et F un homogroupe, car
ori voit immédiatement qu'un demi-groupe contenant un groupe comme idéal est
un homogroupe.

THÉORÈME 2. — Si D est un demi-groupe possédant un élément a, net à droite
et permutable avec chaque élément de D, et si le demi-groupe cyclique A
engendré par a est fini', alors D est un homogroupe.

En effet, A contient au moins un élément idempolent a' '= e, et cet élément est
aussi net à droite, car si r ^> i et si xx'= a, on a x . x ' a7"1 = a ' . D'autre part, e est
aussi permutable avec tout élément de D. Par conséquent, De ==eD est un idéal
dans D, ayant l'élément e comme élément neutre. Pour tout .y e e De, il existe r € D
tel que l'on ait xe.y = e. D'où xe .ye == e .e = e, avec ye e De. Par conséquent
De est un groupe et D un homogroupe.

THÉORÈME 3. —• Tout homogroupe H, tel que la relation xe=ye. e étant
Isolément unitif de H, entraîne x=y, est un groupe.

En effet, on a
{ x e ' ) e = xe, (Toù xe = x

quelque soit xçîî. Par conséquent, e est élément neutre de H. Comme e est
net, H est un groupe.

COROLLAIRE 1. — Tout homogroupe, vérifiant la règle de simplification à
droite ou à, gauche, est un groupe.

COROLLAIRE 2. — Tout anneau A, dont l } ensemble A*= A— j o ; est un homo-
groupe pour la multiplication^ est un corps.

En effet, A* est un semi-groupe multiplicatif. Donc, d'après le corollaire 1.
A* est un groupe.

COROLLAIRE 3. — Un anneau A, possédant un élément a, non diviseur de zéro
à droite et net dans V'ensemble A* = A— { o }, est un corps.

L'ensemble A* est un demi-groupe multiplicatif. En effet, soient x e A*, y ç, A*
avec xy == o. Il existe z tel que yz == a. Mais xyz === o, et donc xa = o, contre
l'hypothèse.

Le demi-groupe A*, possédant un élément net, est un homogroupe et A est donc
un corps d'après le corollaire 2.

Tout homogroupe H, tel que chacun de ses éléments n^ait qu^un inverse
unitif à droite, est un groupe.

En effet, soient N le nodule de H et e l'élément unitif de H. Si a*€H,
l'élément xe € N et son inverse unitif dans N est (xe)~^. Les éléments xe et x sont
des inverses unitifs à droite de (xe)~1. Donc xe == x, et H == N.

Tout. homogroupe H, tel que, pour tout couple aboiements (a, b) de H, il
existe un complémentaire à droite, est un groupe.

BUL. SOC. MATH. — T. 83. FASC. II. 7
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En effet, soit d un élément quelconque de H et c un élément quelconque du
nodule N de H. Il y a dans H un élément y tel que cy == d. Mais N est un idéal
dans H. Donc d ç. N, et H = N.

Un élément a d'un demi-groupe quelconque D est dit simplifiant à droite si.
les relations (a . • x) r\ (a . • y) ̂ . e, (a . • a?) C (a . • y) entraînent ( 9)

a*==y.

THÉORÈME 4. — Pour qu'un demi-groupe D soit un groupe, il faut et il suffit
qu'il possède un élément a simplifiant à droite et net.

La condition est évidemment nécessaire. Elle est aussi suffisante. En effet, D est
un homogroupe, puisque Pélément a est net. Soit e l'élément unitif de D et
soit x e D. Si y e (a . • x), on a xy == a, d'où

xye = ae == a

puisque a appartient au nodule de D. L'élément e est permutable avec tout
élément de D, donc

xe.y == a

etye (a . • xe). D'où
(a . • .r)C(a .' xe} et x == xe

puisque a est simplifiant à droite. Par conséquent, e étant élément neutre de D et
élément net, le demi-groupe D est un groupe.

Un sous-demi—groupe de l'homogroupe H est dit un sous-homogroupe de H,
s'il est lui-même un homogroupe. Remarquons que l'élément unitif d'un sous-
homogroupe de H n'est pas nécessairement celui de H. Un sous-homogroupe
de H est dit régulier, si son élément unitif est le même que celui de H.

THÉORÈME 5. —U intersection?^ de deux sous-homo groupes régulier s Hi etH^
de l'homogroupe H est un sous-homogroupe régulier de H.

L'intersection A de Hi et Ha n'est pas vide, car elle contient l'élément unitif <?
de H, qui est aussi l'élément unitif de Hi et H2, et cette intersection est un sous-
demi-groupe de H.

Soit x e A, et soient x ' un inverse unitif à droite de x dans Hi et x" un inverse
unitif à droite de x dans Ha. Les éléments xe^ x ' e etx'^e appartiennent ail nodule N
de H. D'autre part

.reeA, a/<?eHi, x"eç.^.

( » ) Si H et K sont deux complexes de D, le quotient à droite ou résiduel à droite H . • K de H
par K est l'ensemble des éléments x de D vérifiant la relation

K.rCH.

Voir DG I, p. 7 ; DG III ; P. DUBREIL, Algèbre (Paris, Gauthier-Villars, 1946) ; M.-L. DUBBEIL-JACOTIN,
L. •LESIEUB, R. CROISOT, Leçons sur la théorie des treillis^ des structures algébriques ordonnées et
des treillis géométriques^ (Paris, Gauthier-Villars, ig53 ).
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Les éléments x1 e et x" e sont des inverses de xe dans le groupe N. Par conséquent
x ' e •==- x" ç. A.

Mais
x^x' e == xx\e == e.e •== e.

Donc l'élément ç est net à droite dans A. Comme e est permutable avec tout élément
de H, donc aussi de A, et idempotent, le sous-dcmi-groupe A est un homogroupe,
diaprés le théorème 2.

LEMME. — Si H est un homogroupe et si x' est un inverse unitif à droite de x,
x'e est un inverse unitif à droite et à gauche de x, e étant Vêlement unitif de H,

En effet, si N est le nodule de H, x ' e e N, et Pon a
e = x » x ' e == x e » x ' e .

Mais xe € N qui est un groupe. Donc
x' e.xe == e et x' e.x == e.

THÉORÈME 6. — Le centre Z d'un homogroupe H est un sous-homo groupe
régulier de H.

En effet, l'élément unilif e de H appartient à Z qui est par conséquent un sous-
demi-groupe de H. Soient z e Z et s1 un inverse unitif à droite de z. On a

xz = zx pour tout x € H.
D'où

et d'après le lemme,

Donc

c'est-à-dire

z e.xz.z e •==- z e.zx.z e

z e .xe == ex .z e.

z e .x == x .z e.

z e ç Z .

L'élément e est donc net dans Z qui est alors un homogroupe.

THÉORÈME 7. — Si x' est un inverse unitif à droite de x, V ensemble T =xfïloX,
où Ho est un sous-homo groupe régulier de ^homogroupe H, est un sous-homo-
groupe régulier de H.

En effet, si y et z sont deux éléments de Ho, on a

x ' y x . x ' z x = x ' . y e z . x et x ' . y e z . x ç T , puisque j'ezeîlo'

D'autre part, l'élément unitif e appartient à T, car x ' e x = e.
Si y ' est un inverse unitif à droite de y dans Ho, on a

x ' y x . x ' y ' x = x'yey'x = x ' ex = e.

Par conséquent, e est net à droite dans T qui est ainsi un homogroupe, d'après le
théorème 2.
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COROLLAIRE. — L'ensemble V === ̂ •Ho.y, o^ xi parcourt tous, les inverses unitifs
a droite de x^ est un sous-homogroupe régulier de H.

2. Homodomaines et homocorps-. — Un domaine H, où existent une addition
et une multiplication, est un homodomaine s'il a les propriétés suivantes :

i° H est un homogroupe abélien pour l'addition ;
2° H est un demi-groupe pour la multiplication ;
3° La multiplication est distributive par rapport à l'addition ;
4° L'élément unitif o de l'homogroupe additif est multiplicativement permis

dans H.

Un domaine D, ayant les propriétés précédentes i°, 2° et 3° et dans lequel
Vêlement unitif o de Vhomo groupe additif est multiplicativement permis dans
l'ensemble des éléments x de D tels que x + o == o, est un homodomaine.

Nous avons d'abord o.o==o, puisque 0+0=0. SiyeD, o.y est additivement
idempotent, ainsi que o.y + o. Comme o.y 4- o appartient au nodule de l'homo-
groupe additif, on a

o.y -)- o = o.

D'où
o.(o.y) == 0.7= o,

c'est-à-dire l'élément o est permis à droite dans D. On montre de môme qu'il est
permis à gauche.

THÉORÈME 8. — U ensemble N des éléments x 4-0, où x parcourt tous les
éléments de V homodomaine H, est un anneau homomorpîœ à H.

D'après le paragraphe précédent, nous savons que N est un groupe vis-à-vis de
l'addition et qu'il est homomorphe à H par rapport à l'addition, en faisant corres-
pondre à l'élément xçH l'élément x + oeN. Si maintenant x et y sont deux
éléments quelconques de H, nous avons

ç^c -+- o).(y -+- o) == xy -+- x.o -+- o.y -+- o.o = xy -+- o.

Donc N est un demi-groupe multiplicatif, homomorphe à H suivant la même
correspondance.

L'anneau N sera dit le nodule de l'homodomaine H.

THÉORÈME 9. — Si V homodomaine ^possède un élément a 7^0, multiplicati-
vement idempotent et permutable avec chaque élément de H, f ensemble P = ïîa
est un homodomaine homomorphe à H, avec a comme élément neutre multi-
plicatif.

En effet, si x et y sont deux éléments quelconques de H, on a

xa -+- y a = ( x -+- y ) a, xa. y a == xya^

c'est-à-dire que P est un demi-groupe additif et multiplicatif, homomorphe à H
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par la correspondance x -> xa. Si x ' est un inverse unilif de x dans Phomogroiipe
additif H, on a

xa -h x ' a = (x -+- x' }a = o.a = o.

Par conséquent, P est un homogroupe additif, avec l'élément o comme élément
unitif.

Un homodomainc K, dont le nodule contient au moins un élément différent
de o, et dans lequel l'ensemble K*= K.— j o } est un homogroupe par rapport à la
multiplication, est dit un homocorps.

THÉORÈME 10. — Le nodule N d'un homocorps K est un corps (gauche ou non),
fiomomorphe àK. L'élément-unité de ce corps N par rapport à la multiplication
est Vêlement unitif e de V homogroupe multiplicatif, et l'ensemble N — j o j == V
se confond avec le nodule Ni de Vhomogroupe multiplicatif, c'est-à-dire
l'ensemble K*e.

D'après le théorème 8, N est un anneau homomorphe à R. Le produit de deux
éléments de N* est encore un élément de N*, puisque R* est un homogroupe et N
un demi-groupe par rapport à la multiplication. Soit x un élément de K tel
que ^ + oeN* et soit x ' un inverse unitif multiplicatif à droite de x— o. Nous
avons

( X -+- 0 ) . X' = XX -+- 0 = <°,

c'est-à-dire que l'élément unitif e appartient à N* et donc e -r- o == e.
D'autre part, nous avons

{x -h o)(^'-+- o) = xx'-+- o = e,

Par conséquent, x1—oçN*, et l'ensemble N* est un homogroupe par rapport
à la multiplication (théorème 2), avec e comme élément unitif. De là suit, d'après
le corollaire 2 du théorème 3, que N est un corps.

Montrons maintenant que N*= N4. En effet, N* est un groupe multiplicatif, dont
Pélémcnt-unité est e. Si .rçN*, x==xeç^i. Inversement, tout élément y e de Ni
appartient à N*, car nous avons

ye = y . ( e -+- o ) = ye -+- o.

Par conséquent, N*==:Ni.
Dans un homocorps K, l'égalité x + o ==: o entraîne x == o. En effet, si x ^= o,

il existe x ' y ^ o, tel que xx' = e. Mais alors

{x -+- o)jc' = o.j.'', xx'-\- o.x'-= o, e -+- o == e = o,

ce qui est impossible.
Dans un homocorps K, V égalité x + x = x entraine x = o, c'est-à-dire o est

le seul élément additivement idempotent. En effet, il existe Xo tel que x -r- Xo= o,
puisque K. est un homogroupe additif. Nous avons alors

X -t- X -+- J?o = •V -+- .̂ 'o Çt X -4- 0 = 0 ; d'Oll X = 0.

THÉORÈME 1 1 . — Tout Jiomocorps K, dans lequel l'ensemble K — j o j est un
groupe par rapport à la multiplication, est un corps.
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II suffit de montrer que R coïncide avec son nodule N et pour cela qu'on
a x 4-0= x, pour tout a-eR. S'ix==o, c'est évident. Soit alors x 7^ o, et soit x~1

l'inverse dex dans le groupe multiplicatif R — j o }. Nous avons

{x -+- o)x-l= xx-^-^r- Q.X-^^ e \ o = <?,

où e est Pélémenl-unité de R— j o j. D'où

{x -+- o^x-^-.x = e,x, (a? -4- o).e == x, x.e-^-o^e=x et x -+- o = ,r.

On sait qu'un corps fini est toujours commutatif, mais un homocorps fini n'est
pas nécesssairement commutatif, comme le montre l'exemple de l'homocorps
défini par les deux tables suivantes :

o e a b x | o e a b

e e e o
o o o e
o o o a
o o o b

o o o o
o e e e
o e a b
o e a b

La caractéristique d'un homodomaine se définit d'une manière analogue à celle
d'un anneau, l'élément unitif additif o jouant dans l'iiomodomaine le rôle de
l'élément nul dans l'anneau.

Une condition nécessaire pour qu'un ;homodomaine soit de caractéristique non
nulle est qu'il ne possède aucun élément additivement idempotcnt autre que o.

Soit maintenant un homodomaine H tel que l'ensemble H— ; o ; soit multipli-
cativement fermé et soit x e H, x ̂  o. Si r est un élément quelconque de II, nous
avons pour tout entier positif n :

Pour que l'on ait alors
ny == o pour tout re H

il faut évidemment et il suffit que ?zx=o^ puisque par hypothèse 11 n'a pas
véritables diviseurs de zéro.

Pour trouver la caractéristiqoe de H, si elle n'est pas nulle, il suffi t donc de
chercher pour un élément x 7^0 quel est le plus petit entier positif N tel que l'on
aitN.y= o.

Un homodomaine H, tel que H— \ o } soit multiplie ativement fermé et qui
possède un élément a -^ o, multiplicativement idempoteni, a une caractéristique
égale soit à zéro, soit à un nombre premier p.

En effet, si la caractéristique de H n'est pas nulle, elle est, d'après ce qu'on
vient de voir le plus petit entier positif N tel que Na == o. Si N n'est pas premier,
N === nnr, avec n, n^> i , nous avons

N a == ( nn! ) a = ( na ). ( n' a ) = o,

ce qui exige que l'an au moins des facteurs na ou n'a soit égal à o, contrai-
rement à l'hypothèse.
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Remarquons que la caractéristique d'un homocorps est celle de son nodule, qui
est un corps.

3. Équivalences régulières dans les homogroupes. — On sait que si Pi est une
équivalence régulière ù droite dans un groupe G, la classe-unité rnod Pi est un sous-
groupe de G. On a une propriété analogue dans les homogroupes.

TniiORÈMi-; l^. — Pour toute équivalence régulière à droite Pi dans un home-
groupe H, la classe unitive S, c'est-à-dire la classe modPi contenant V élément
unitif e de H, est un sous-homo groupe régulier de II.

Soient s y e S, s ' î . ç, S. Les relations
.s-.i--<? ( } \ ) , s^e ( } \ )

entraînent
•<?i .̂  : -. e f>.î = s.î e •--^. e ( K )

donc SiS^ € S.
Soit s ' un inverse u n i l i f à droite de l'élément s ç, S. Nous avons

s : ^ e ( R ^ , d'où e = ss' ^= e s ' = s ' e (R) ,

c'est-à-dire s ' e ç S . Mais s . s ' e = s s ' .e == e. Par conséquent, e étant net à droite
dans 'S, la classe unitive S est un sous-homogroupe régulier de H.

On voit facilement qu'un groupoïdc homomorphe à un homogroupe, est
lui-même un homogroupe. Par conséquent, si R est une équivalence régulière
dans rhomogroupc II, l'ensemble-quotient H/R est un homogroupe homo-
morplie a II.

TII^ORKMI-; 13. — U ensemble-quotient H/R d^un homogroupe H par V équi-
valence principale (1 0) R= R^==^R associée à un sous-homogroupe L régulier
et symétrique (n), est un Iiomogroupe Jiomomorphe à H, et on a Inégalité

\]e = Se.

La première partie est immédiate puisquel'équivalence principale associée à un
complexe symétrique est régulière.

Soient u € U et s ç. S. Si x € U . * <?, ex € U et uex ç. U. D'où

,v e II . • ne et LI . • e c L^ . • ue.

Si j 'eU . • ue^ ueyç.\]. Si u' est un inverse unitif à gauche de u dans U, nous

//' ney = ey e LJ et /) e L . • e, U . • ne c L
Donc

U . • e == U . • ue,

( 1 0 ) DG I, p. -7. Si K est un complexe quelconque du demi-groupe D, l'équivalence principale à
droite RK associée à K est définie par

a== b ( RR ) ^ K . • a. = K . • b.
( 1 1 ) DG I, p. 22 .
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c'est-à-dire
e=.ue (R) et UeCS,

puisque S est la classe unitive modR. Mais Ue .e==Ue; donc UeCSe.
Nous avons d'autre part

s^e (R),
c'est-à-dire

U . • s = U . • <?.

Comme ^e == e e U, e € U . • e. Donc
5e eU et Se eu,

ce qui entraîne

d'où enfin
Se? == Se.eC (J<?,

U e = S e .

THÉORÈME 14. — Dans les homogroupes^ les équivalences régulières a droite
et simpli fiables à droite sont les équivalences principales à droite définies par
des complexes forts et jzets.

En effet, on sait que l'équivalence principale à droite associée à un complexe
fort et net à droite est régulière à droite et simplifiable à droite (DG I, théorème 8).

Soit R une équivalence régulière à droite et simplifiable à droite dans l'homo-
groupe H, et soit K une classe modR. Si a € K et si e est l'élément unitifde H,
nous avons

ae.e==a.e (R), d'où ae == a (R).

Par conséquent, la classe K contient au moins un élément ae du nodule de H, et
cet élément est net. D'après le théorème 21 de DG I, K est fort et l'on a R == RK,
où RK est l'équivalence principale à droite associée à K.

Pour qu^un complexe M de Vhomogroupe H soit net, il faut et il suffit
que M nMe 7^ e.

La condition est nécessaire. En effet, il existe xçîî tel que xe==mçM.
Mais xe. e ==• xe. Donc me =•= m € M n Me.

La condition est suffisante. En effet, il existe m^ € M, m^ € M tels que Wi == m^e.
Comme m^e appartient au nodule de H, m^e == mi est net.

Un élément a d'un demi-groupe quelconque D est dit semi-simpli fiant si la
relation

a . • x == a . • y ^ e entraîne x •==• y .

THÉORÈME 15. — Si le demi-groupe D a comme image homomorphe un
demi-groupe F possédant un élément f net à droite, et semi-simpli fiant
a droite^ si R est I'1 équivalence dhomomorphisme et si K est l} ensemble des
éléments de D ayant f comme image, on a

R=RR

et le complexe K est homogène (12) à droite et net à droite.

( 1 2 ) DGI , p. 27.
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D'après le théorème 20 de DGI, on a

RCRK.

Soit.c==y(RK), c'est-à-dire R . • a?==R . -y. Si .z'^y(R) et si ^ et y sont les
images respectives de .y et y dans F, on a ~x-^-~y. D'où, puisque / est semi-
simplifiant à droite, / . • ~x T^/. • y. Par conséquent

K . • ^K. - y
contre l'hypothèse. Donc

x==y (R)

et R == RK. Le complexe R est évidemment homogène à droite et net à droite.
Ce théorème est valable en particulier dans le cas où le demi-groupe F est un

homogroupe dont le nodule possède un élément scmi-simplifiant à droite dans F.

THÉORÈME 16. — Si K est un complexe homogène à droite et net à droite, et
si V équivalence principale à droite RK est régulière^ le demi-groupe-quotient
F == D/RK est un demi-groupe possédant un élément net a droite et semi-
simpli'fiant à droite.

Le complexe R étant une classe mod RK, si /est l'élément de F correspondant
à R, / est net à droite dans le demi-groupe F. Montrons que / est semi-
simplifiant à droite dans F. Soit

/.• a=f .' 6^0,

avec a€F, bç¥. Si x et y sont deux éléments de D appartenant respectivement
aux classes a et 6, et si z e R . • x, on a xz ç. R, et donc y z e R, ^ e R . • y. Par
conséquent R . • x C R . • y. On montre de même que R . • y Ç R . • x et donc

D'où
K . • x = K . • y.

x ^ y (RR) ,
c'est-à-dire a == b.

Si le complexe R est net, F est alors un homogroupe.

4. Homogroupes résorbants. Caractérisation des équivalences régulières dans
les homogroupes résorbants. — Soit H un homogroupe satisfaisant la condition (a)
suivante :

(a) Pour tout a e H, // existe un élément êa et un élément a' tels que Von ait

Ça'a == a.Ça = ci, a.a'== a', a = en.

On sait (l:t) que, pour qu'un demi-groupe quelconque D vérifie la condition (a^.
il faut et il suffit qu'il soit la réunion de groupes disjoints deux à deux. D'autre
part, ces groupes sont maximaux dans D, car tout sous-groupe de D est contenu
dans Fun de ces groupes.

( 1 3 ) A. H. CLIFFORD, Semi-groups admitting relative inverses (Ann. Math., vol. 42, i941)-
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Nous désignerons dans la suite par Ga le groupe maximal dans H contenant a,
par Ça Vêlement neutre de Ga, et par a-1 F inverse de a dans G,,. On a
évidemment G,,== G^. [Soient d'autre part e l'élément unitif de H et N le nodule
de II. On a N --== île == 6?H, et N est un groupe maximal dans H.

Soit R une équivalence régulière à droite dans H, et soit S la classe unitive mod R.

T H É O R È M E 17. — Si x e S, ex e S et x~1 ç S. D'autre part, les relations êy ç S
et e. y e S entraînent y € S.

On a
x = e (R), d'où <?,(.= xx-^^ex-^ (R) , e.^e -= ex-^e (R ) .

Mais ex~Y e = ex~^. Donc
e^.e=^e., (R ) .

D'autre part, e^eç^ et e^e est idempolent. Comme le nodule n'a que l'élément c
comme idempotent, on a e^.e = e et

e===e., (R) , e.z.€S.

x--e^ (R) ,
II en résulte

XX'-1 == 6<(.J7—1 = .2—1 ( R).

^.=s.r-i (R), ^-ieS.
Si ey e S, on a

f0 , -^»0 (R), y = ̂ ^..y == e.y ^= <f (R); d'où yeS.

COROLLAIRE. — La classe unifiée S ^^ un homo groupe vérifiant la
condition (oî).

Un homogroupc II est dit résorbant s'il a les deux propriétés suivantes :

i° H vérifie la condition (a) ;
2° Z<? produit de deux éléments idempotents différents de II est l'élément

unitif e de H.

Pour qu'un demi-groupe D, vérifiant la condition (a), ^o/^ ?//^ homo groupe
résorbante il faut et il suffit qu'il possède un idempotent e tel que le produit de
deux idempotents différents soit e.

La condition est évidemment nécessaire.
Elle est aussi suffisante : soit x e D ; il existe x~i tel que l'on ail

x~ ̂ x == xx~^ == e.-c, d'où ex~1 .x •==• <°.e.-c== e, x.x^e = e_r. c == e.

Par conséquent, e étant net, D est un homogroupe résorbant ayant l'élément e
comme élément unitif.

THÉORÈME 18. — Si H est un homogroupe résorbante on a
Ca.X = X.ea

pour tout x et tout êa- JYautre part, l^ inégalité ea~^- eu entraîne ab eN.
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Si <?„== <?j-, on a évidemment e,,,.x= x,€a. Soit donc Ça ̂ - <?./ . On a

6'a*^ == ^•ff.i-^ == ^«^.r»^ == '?•r;

.T^a == "ce.t ;̂». == x»ey:ea. = xc.

Mais e est permutable avec tout élément de H. Donc

CcrX = X . C a -

Si en^ et,, on a
ab == 0,6(1*6 f,b == a»eaC^.b = ae6 = abeç.^.

Dans la suite de ce paragraphe, à moins d'indication contraire. H désigne
toujours un homogroupe résorbant et Pi une équivalence régulière à droite.

Un sous-homo groupe K de II est dit résorbant s'il est lui-même un homogroupe,
résorbant par rapport à l'opération de H. Si x est un élément de K, il existe alors,
dans K, un groupe maximal dans K et contenant x. Nous désignerons ce groupe
par G^. et l'on a

G K C G ' -

TII^OHKMI- : 19. — Soient K un sous-îtomogroupe résorbant régulier de H. NK le
nodule de K et a un élément quelconque de II .

i ° S/' e,, -=- e, ou si e,, ̂  K, on a,

\\.a == NK.^.

2° Si e,, y^- e el si e,, € K, on a

K,^ = NK.^U G'^.^.

Remarquons d'abord que. puisque K est régulier, on a

N K = K.c = ^ . K C N .

i" Si x e K, 6'., € K, puisque ( « K C G ,. el G^. C K. Si e,, = <\ ^,, . e., = (?. Si e., ̂  K.
6^,^^.,, el donc e.r»eii==(\ d'où

.r.c? == .r^.,.«^,,<y == ,re»n e ^*K»^

el K . < / C I S , ^ . ( 7 . Comme -^ iv^K, on a

K . c y == NI^.^.

2° Posons F==G^. Si K = = N K J F , c'est immédiat. Supposons ensuite que
le complément E de N ^ u F dans K ne soit pas vide. On a

K = = N K u F u E et K.<7 = Np.r tu F .<7U E . < ? .

Si .ceE, on a c^,^^.. En enet si nous supposons c,,=e.r on a G,,=G.,.
Mais G^C G.v. Donc ^, e G^. et 0^.== F. D'où .r € F, ce qui est impossible, puisque
E n F -==- o. On a donc

x»a == ;re.i.«6'^ <7 = .re.n e NK.<7.

Par conséquent
E.<7 c NI,.^ et K. (î = NK.^ u F .<y .
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THÉORÈME 20. — La classe unitive S modR est un sous-homo groupe résorbant
régulier de H.

D'après le corollaire du théorème 17, S est un homogroupe vérifiant la
condition (a). L'élément unitif e de H est aussi l'élément unitif de S. Par
conséquent, le produit de deux idempotents différents de S est Félémcnt unitif de S,
puisque H est résorbant.

Toute classe T mod R contenant au moins un idempotent de H est dite une classe
se mi-unitive.

THÉORÈME 21. — Si T est une classe semi-unitive mod R, différente de la classe
unitive S, T est un groupe.

La classe T ne contient qu'un idempotent <?/. En effet, si a est un idempotent
de T et si e/^ <?;, on a

et=ei (R) , e^eie^e (R) .

Donc et ç. S, contre l'hypothèse.
Soient ^ e T, y e T. On a ei = e.r. En effet, si <?/ ̂  e,^ e, e.,. = e. De

x == et (R) suit x = .r<?.,.= eie^-= e ( R )

et x e S, contre l'hypothèse.
D'autre part, x~1 eT, puisque

ei = e^ = xx—^ == È-^—1 = ,r-1 ( R ).
Comme (^==<^., on a

xy==et,y^y ( K )

et xy e T. Par conséquent, T est un groupe.

THÉORÈME 22. — L^ ensemble Ho des cléments de H appartenant aux classes
semi-unitives modR est un sous-homo groupe résorbant régulier de II.

Soient .y e Ho, y e Ho. On a d'après les théorèmes 20 et 21 f

x=e^ (R) , y ' ^ e , . (R).

Si €j-== e,., on a évidemment xy € Ho. Si e, ̂  <?, -, on a alors

.ry = ̂ .y = <°y (R) , ye == e, e *= e ( R ), puisque <?,z.y = ^.,..(?,y = ey.

Mais ey = ye. D'où
,2-y-e ( R ) , ^yeScH,.

D'autre part, ^-1 ç. Ho, d'après les théorèmes 20 et 21. Donc x .x~le == e^,-e === e,
avec .r'^eeHo, et Ho est un sous-homogroupe de H. De plus, Ho est résorbant
(théorèmes 20 et 21 ).

Nous appellerons Ho le sous-homo groupe résorbant complet associé à
l'équivalence R.

Si Nj^ est le nodule de Ho et si Ns est le nodule de S, on a

N n - N s .
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En effet, puisque S C Ho, on a
Ns= S . ^ C H o . e = \ H , .

Si x e Ho, x =E e.r (R). D'où
;r<? ==; e:c e •==• e ( R )

cl a-c € S, ce qui entraîne .z-<? € Se. Par conséquent, N,^ C ̂ .
Posons I F = = N s U ( H u — S ) . Autrement dit, H* est rensemble formé par les

éléments du module de S et les éléments des classes semi-unitives différentes de
l.i classe unilive, pour autant qu'elles existent.

T H É O K K M I : 23. — L'ensemble ÏF est un sous-homogroupe résorbant et régulier
de IL

En effet, IF est la réunion de groupes disjoints deux à deux. Cela découle du
théorème 21, et du f.ii.t que le .nodule d'un homogroupe est un groupe.
Soient x ç. IF, y € II*. Si x et y appartiennent au même groupe, il en est de même
de x . y ^ donc .rj'eIF. Si x et r font partie de deux groupes différents, on
a e.,-^ Cy et alors

.ry = .re. ...Cy}' = .cey = .rr.e'e Hu.<? = Niio-

Mais Nn,== NS- I^onc xy ç. Ns C IF.
Par conséquent, II* esl un demi-groupe vérifiant la condition (a). On voit

facilement que c'est un sous-homogroupe résorbant et régulier.
Nous appellerons II* le sous-Jiomogroupe résorbant réduit ( l t ) associé à

l'équivalence R.
Soient G un groupe maximal dans H. g l'élément neutre de G et Go l'ensemble

des éléments de G équivalents à ^-modR.

TiiÉouÈ-ME24. _xS' / . reG.yeG, la relation x== y (R), entraîne Go. x= Go. y .
et inversement.

Si l'on considère la trace de R sur G, on voit immédiatement que Go est un
sous-groupe de G et donc que la relation

^ == y ( K ) entraîne Go..r=Go.^'.

Inversement, soit Go.x === Go.y. On a

x •==. gx = §\y^ avec g\ e Go.

Comme g ̂  g\ (R), on a
y ^ ^ y ^ § ^ y W et x==y (R).

Si K est un complexe de H, nous désignerons par (RR l'équivalence régulière à
droite ( i 5 ) définie par a^^a' si et seulement si l'on a Ra= K a ' .

( 1 4 ) Remarquons que tout groupe maximal G de H*, G 7^ Ns, est une classe mod R.
(1 5) Symétriquement, nous désignons par RÇ l'équivalence rcgulicre i\ gauche définie p a r r t R S < 7 ' si

et seulement si aK = a ' K .
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THÉOBÈME 25. — Si K est un sous-homo groupe résorbant régulier de H, le
sous-homo groupe résorbant réduite associé à l'équivalence <?& est K lui-même.

Soit NF le nodule de F, c'est-à-dire Np== Ve. Remarquons que le nodule de la
classe unitive mod (pp est aussi Np. Si x € Np, on a

x==e (OR), d'où K . r = K e C K , puisque (?eK.

Comme ex = ̂ , on a xçK et NpCR. Si F contient encore d'autres éléments
n'appartenant pas à Np et si y est un tel élément, y appartient à une classe semi-
unitive T mod 9^ différente de la classe unitive. D'après le théorème 21, T est un
groupe et êy est l'élément neutre de T. On a donc

y==ey (OR), d'où Ky = Këy.

Montrons que ^ eK. En effet, si ̂ K, on a d'après le théorème 19,

K.y = NK.V, d'où K^y= K.yy-1 == NK.yy^^ NK.^-.

Mais NK==K.<?. Donc
K.^.==K.e^.=K.^ et ey=e (?K),

ce qui est impossible, puisque €y n'apparlient pas à la classe unitive. Donc êy € R,
et Ry = K^.CK. En particulier, ^..y =yeR. Des considérations précédentes,
il suit donc

FCK.

Montrons ensuite que KCF. Soit d'abord x eNi,, et par conséquent ex = x.
On a

K.;y == ]\.ex = NK.^'

Comme NR est un groupe, on a
N R . ^ = = N K et K . ^ = N K = K . C .

D'où
dïse (?R)

et .c appartient à la classe unitive mod c^ et au nodule de cette classe, car xe === x.
Par conséquent, x € F.

Si maintenant il existe un élément yeK, y^, y est contenu dans un
groupe G^ maximal dans R, avec G^.C G,, et ey est l'élément neutre de G.. D ou

GK..y=G^-.

Commey.eeNKet^6 î==<? , on a

N R = = N K . y = = N K . ^ y .

Par conséquent
G K t .yuNR.y= GX.^uNK.^y.

Puisque ̂  -^ e et ̂  € K, on a d'après le théorème 19, en considérant que G^ === G^ :

K.y^G^.yuNR.y, K.ey= G^.eyU^.éy.
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D'où

K.y=K.^ et y-= Cy (çx).

L'élément Cy n'appartient pas à la classe unitive mod (p^. car la relation

ey==e ((pu.) entraînerait K;^.= K.e = N&

et, puisque eyCK, 6y==ey.€ye^^ c'est-à-dire ey==e, ce qui est impossible.
Par conséquent, ey [et y appartiennent à une classe semi-unitive autre que la

classe unitive et l'on a donc
y€F, KCF.

D'où
K = F .

THÉORÈME 26. — Si R est une équivalence régulière à droite dans Vhomo-
groupe résorbant H, et si K est le sous-homo groupe résorbant réduit de H
associé à R, on a

R == ?R.
i° Soit;r==y (R). On a

e^ = xx-^ == yx-^ ( R ), €y == ry-1 == xy-^ ( R ).

D'après le théorème 18, e.v et Cy appartiennent au centre de H. Donc

ex ey == yx-^ ey = yey. x-^ = yx-^ ( R ),
ey e.v = xy-^ e.v = vex •y""1 = xy-^ ( R ).

D'où
yx-^^xy-^ (R) et ^=^. (R).

D'autre part, xe == ye (R). Si NK et Ng sont respectivement les nodules de K et
de la classe unitive S mod R, on a N^=N5 et N K ^ N . Le nodule ]\ de H est un
groupe maximal dans H et xe € N, ye ç. N. Comme Ns est l'ensemble des éléments
de N équivalents à e mod R, on a d'après le théorème 24-,

NK.^C = Np.re,
d'où
(1) N R . ^ = N K . r .

a. Si e^ appartient à une classe semi-unitive T ̂ z S, T est un groupe maximal
dans R (théorèmes 21 et 23). Par conséquent, e^= ey et G.^.== G,. Comme x e G.i.,
y e Gy, il résulte du théorème 24,

(2) T..y=T.y.

Les égalités ( i ) et (2) entraînent
NK..ruT..r= Np.yuT.y.

On a donc, d'après le théorème 19, puisque e^e et e.r€K et que d'autre
partG^T^G^:

K.a- == NK..TUT..I: = NK.yuT.y = K.y,
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c'est-à-dire
^^y (?R)- .

b. Si er e S, il en est de même pour ey et l'on a

€x= e -ou «a:$K, €v== e pu e , ^ K ,

car K étant le sous-homogroupe résorbant réduit associé à R, ne contient que le
nodule Ng de S. D'où, d'après le théorème 19,

K.a" == NK.a?, K .y=NK.y .

De l'égalité ( i) résulte alors
K..r==K.y,

c'est-à-dire
K..r==K.y,

^==y (?K).

R^ÇK,

^==y (?K).
Par conséquent

2° Soit -y=y (?R)î c'est-à-dire K.a?==K.y. D'après le théorème 2o, le sous-
homogroupe résorbant réduit associé à cp^ est K lui-même, qui est aussi le sous-
homogroupe résorbant réduit associé à R. Par conséquent, tout groupe maximal
dans K, différent de N^, est, s'il existe, une classe modcpK et modR.

Comme sous i°, on montre que

ex==ey (ÇK) .
D'autre part

xe==ye (ÇK) et K.sce == K.ye, NK..T = NK.r.

a. Si e^ appartient à une classe semi-unitive T*modo^ différente de la classe
unitive S*modîp^, T* est un groupe maximal dans K et l'on a

e, = ey,. G., == G ,̂ G^ = T* = G^..

Il suit, d'après le théorème 19,

NK-.TUT*.^ = K.a- = K.y == NR.yuT*.y.

D'autre part, G^nN==0, car ^.c^e. Comme N^.a-ÇN, et T*..yCGa;, on a
Ns-a-n T*.d7===0'. De même, N^.^n T*.y==0. Ceci entraîne, puisqueNR.a?==NK.y :

T*.a-=T*.y.

D'après ce qui a été dit au début de 2°, T* est une classe mod R, puisque T* est
un groupe maximal dans K. Comme T* C Gx et a? e Ga;, y € Gxi on a

x^y (R)
d'après le théorème 24.

6. Si ^a; € S*, il en est de même pour ey. On a alors

e^=ey=e (ÇK).
D'autre part

NK.^ ==NK.ye.
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Les éléments xe et ye appartiennent au groupe N maximal dans H, et N^ est
l'ensemble des éléments de N équivalents à emod^ et modR. Donc d'après le
théorème 24,

.re ==ye (R).

De e.v=e(^) et du fait que R est le sous-homogroupe résorbant réduit associé
à <PK e^ a R» il résulte €x= e(^-) et de même ey~= ^(B.)- D'où

;r === e x ' x == e.x == >re (R),
y = e y . y = = e . y = y e (R)

et

Par conséquent

et donc

x = y (R)

<?RCR

< ? K = = R .

Ainsi ̂  dans un homo groupe résorbant H, ^ équivalences régulières à
droite sont les équivalences cp^ associées aux sous-homo groupes résorbants
réguliers R û?e H. On montre d^une manière symétrique que les équivalences
régulières à gauche sont les équivalences ^cp.

THÉORÈME 27. — Pour que I'1 équivalence cp^ associée au sous-homogroupe
résorbant régulier R de H soit simplifiable à droite, il faut et il suffit
que R.e == R.

La condition est nécessaire. En effet, on a pour tout idempotent ̂ eH,

e = ce = ey:€f d'où ee == e^e (OK.) et e = ex (?K.).

Par conséquent, la classe unitive S est la seule classe semi-unitive mod<p^. D'après
le théorème 25, R est le sous-homogroupe résorbant réduit associé à o^, donc R
ne contient ici que le nodule de la classe unitive Ng== N^. D'où

K . e = N K . e = N R = = K .

La condition est suffisante. Soit

ax=bx (cpK).

On a, puisque 9^ est régulière à droite,

aex = axx-^ == bxx~^ = bex (CE.)?
c'est-à-dire

K. aex = K. bex-

Comme ex appartient au centre de H, il suit

K.ea.a = K.e.r6.

Par hypothèse, R.e ==R. Donc

Ke.ea;a= Ke.ea.6, K<? .a=Ke.6 et K.o=K.6,
BUL. SOC. MATH. — T. 83. FÂSC. II. 8
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c'est-à-dire
a ==6 (çp).

THÉORÈME 28. — Pour que U équivalence (D^ associée au sous-homo groupe
résorbant régulier R de H 50^ régulière^ il faut et il suffit que K. soit
central (1 6 ) et Von a <pR=R9.

La condition est suffisante, c'est immédiat. Elle est aussi nécessaire. En effet,
d'après le théorème 25, K est le sous-homogroupe résorbant réduit de H, associé
à (pp. Si NR est le nodule de R, N^ est donc l'ensemble des éléments de N équiva-
lents à emodcpK. Comme N et NK sont des groupes, N^ est sous-groupe invariant
de N. D'où, pour tout x ç. H :

NR.^ = 'Nme.x = NK.^? = ^.NK == .r.eNK = ^.NK, puisque ^.réN.

D'autre part, si êx^- e et si e.r€K, le groupe G^ maximal dans K est une
classe modcpK, et G^ÇG.e. Par conséquent, G^ est sous-groupe invariant du
groupe Ga; et x. G^ == G^. a*.

On a donc, d'après le théorème 19,

K.x==iX.K pour tout a? € H.

THÉORÈME 29. — SiR est une équivalence régulière dans Vhomogroupe
résorbant H, le demi-groupe-quotient H/R est un homo groupe résorbant
homomorphe à H.

On voit immédiatement que H/R est un homogroupe vérifiant la condition (a).
Soit X une classe modR idempotente et soit x €X. On a donc

xx = x (R), d'où xxx~1 ==xx~~^ (R), x == e.y(R), e.-c^X.

Si Y est une classe modR idempotente, telle que X 7^ Y, et si y € Y, êy ç, Y.
Mais ex-€y= e. Donc X.Y= S, où S est la classe unitive modR, donc l'élément
unitif de H/R qui est ainsi résorbant.

U intérieur (1 7) de l'homogroupe résorbant H est H lui-même. On a en effet,
pour tout a € H et tout x € H :

xa == xe^ct = xae^-^- xax—^.x^

ax = aejcX = e^ax == x.x—^ax.

THÉORÈME 30. — Le centre, Z de H est un sous-homo groupe résorbant
régulier^ central et abélien de H.

Le centre Z n'est pas vide, puisque tous les idempotents de H appartiennent
à Z, d'après le théorème 18. Par conséquent, d'après le théorème 41 de DGI,
Z est un sous-demi-groupe central et abélien de H. D'autre part, si x € Z, a?~1 e Z.

(16) DGI, p. 4°- Un sous-demi-groupe S d'un demi-groupe D est central si l'on a x S = Sa? pour
tout a; de D.

( 1 7 ) DGI, p. 46.
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En effet, pour tout Œ€ H, on a
xa = ax,

d'où
e^cix—l == x~~1 xax~1 == "̂"̂ a.r.y1 == x~lae3c et a.z""1 == j^1^

Par conséquent, Z vérifie la condition (a). De plus

;y*r—1 = e^eZ, (TOÙ .r. x—^ e = Cyc. e = e

et Z est un sous-homogroupe résorbant régulier de H.
Soient maintenant a un élément de H et a l'application de H dans lui-n^ême

définie par
(1) y.x == axa—1.

Comme H est résorbant, à chaque élément de H correspond une telle application.
Cette application est régulière pour l'opération de H, puisque

a(.ry) == axya~^ = aea'xya—1 = ax.ea'yci~^ =^ axer-1 .aya~1 == a(^) a(y).

Les applications définies par la relation (i) sont donc des endomorphismes de H
et nous les appellerons les endomorphismes intérieurs de H.

THÉORÈME 31. — L'ensemble r des endomorphismes intérieurs de H forme
un homo groupe résorbant homomorphe à H et Von a V isomorphisme

r - H/çz.

En effet, soit l'application
(2) a->a

de H sur l'ensemble r, définie par (i). Au produit ba correspond l'endomor-
phisme TT définie par

r: je == ba.x.Çba)—^.

Montrons que (&a)-l= a""1^""1. Si ea=- ̂ , ce et h appartiennent au même groupe
maximal dans H et l'on a bien alors (ba)~i= a-1^"1. Si ^7^^, ^.^==e, et
d'autre part on a

e<i= ea~1, e/)= e/,-1.

D'où d'après le théorème 18,

a6eN, 6a6N, Œ-i^eN, 6-ia-icN.

Le nodule N est .un groupe maximal dans H et e est son élément neutre. On a

6<2.a— lÀ- l= b.ea.b-^= Ca.bb-1 = ea.e&= e.

Donc a"16~1 est l'inverse de ba dans le groupe N et l'on a

(6(7)-1= CT-1&-1.

Par conséquent

îca? = ba.x.(ba)-^=. ba.x.a-îb~l= ,3((7J;rt-l)= p(a.r)= .Sa^:
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et l'application (2) de H sur F est un homomorphisme. Il en résulte que t est un
^emi-groupe homomorphe à H, donc T est un homogroupe résorfcant (conséquence
du théorème 29). Il existe alors dans H un sous-homogroupe résorbant central R
•tel que Ton ait risomorphisme

r ~ H/yR, avec ÇK = A,

A étant l'équivalence d'homomorphisme.
Montrons que R == Z. D'après le théorème 28, K «si le sons-homogroupe

résorbant réduit associé à (ps. A toute classe senn-unitivemodcpR,. correspond un
endomorphisme intérieur idempotenty et inversement, puisque d'après la déittonsr-
tration du théorème 29, toute classe idempotente est semi-unitive.. D'autre part,
si ei et ôa sont deux idempotents différents de H, les. applications correspondantes
£1 et £3, Si çr, £3 er, sont différentes. En effet,, on peut toujours supposer alors
e^-^. e et l'on a

£, d = ei 6.2 ei = Cy £< e.i =-- e:i e^e'-î. = e-^

II en résulte que la classe unitive S mod^ ne contient qu^un idempiotent, d<Mac se
confond avec son propre nodule Ng, puisque S est IEH sous-homograupe résorbant
de H, Par conséquent, R est la réunion de toutes les classes seuM-unitiveSy et R
est Pensemble des éléments r de H auxquels correspondent dans. F les endomor-
phismes idempotents. On a donc pour tout s-e H :

r( r.rr—1 ) /—1 === rxf'—^y

d'où
rxr-1 == r-^Çrxr-^r = er^€r== xer et rxer^ xeri\ rx = xr,

c'est-à-dire r e Z, et par conséquent R Ç Z.
Si z € Z, on a

CzX = ZZ—1 X == Z^.Z—^Xf

et d'après le théorème 30,

zxz-1 = z9 xz-^ == z, ( zxz-1 ) z-1.
Nous avons donc

zçK et K == Z.

Gomme exemple d'homogroupes résorbants, nous avons évidemment les groupes.
Les pseudo-groupes (18) sont également des homogroupes résorbants. Un demi-
treillis contenant un élément e tel que la relation a ̂  b entraîne a u b == e est un
homogroupe résorbant.

Soit un groupe G et soit S un sous-groupe invariant de G. Les complexes S .y,
avec x parcourant G, et les éléments de G forment un homogroupe résorbant H,
en considérant H comme sous-demi-groupe du demi-groupe des parties de G
(voir DGI1I). L'élément unitifde H est le sous-groupe S. Le nodule N de H est

(18) DG I, p. 5. Un pseudo-groupe est un demi-groupe formé de la réunion d'un groupe et d'un
élément permis.
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formé des complexes Sa? et H est la réunion de N et G. L'élément neutre g de G
est aussi élément neutre dans H.

Remarquons qu'un homogroupe résorbant possède un élément neutre si et
seulement s'il contient au plus deux éléments idempotents.

CHAPITRE IL
ÉQUIVALENCES RÉGULIÈRES DANS LES DEMI-GROUPES.

1. Propriétés des équivalences réversibles généralisées définies par des com-
plexes quelconques. — Dans ce paragraphe, nous étendons au cas d'un complexe
quelconque quelques propriétés des équivalences réversibles généralisées établies
par P. Dubreil (10) pour le cas d'un sous-demi-groupe.

Soit le demi-groupe D. Un complexe R Ç D est dit intègre à gauche si la rela-
tion toçK2, avec Â:€K, entraîne xçïi. On définit d'une manière symétrique
un complexe intègre à droite.

Un sous-demi-groupe S unitaire (20) à gauche est intègre à gauche^ et
inversement.

En effet, si S est unitaire à gauche, la relation sx ç. S2 avec s € S, entraîne sx € S,
donc x e S. Inversement, si S est intègre à gauche et si sx = Si e S, on a, si s' e S,
s ' s x == s ' S i € S2. Comme s ' s e S, a* e S.

Soient H un complexe quelconque de D et in l'équivalence réversible généra-
lisée à droite associée à ce complexe. Par définition, on a a == ^(^n) sl et seule-
ment s'il existe un nombre fini n d'éléments Wi, . . ., mn € D tels que

H a j [ H w i j ( ... j ( H m ^ j [ H 6 ,

la notation H.r](Hy signifiant H .z-nHy 7^ 0. Posons

v=^J(H2.-A)
A C H

et soit T l'extension saturée de H par ̂

THÉORÈME 32. — On a
H C V C T .

Pour que H == T, il faut et il suffit que H soit intègre à gauche. SiK est un
complexe intègre à gauche contenant H, on a

TCK.

En effet, si .2-eV, il existe A ç H tel que l'on ait hx^=-hth^ avec AieH,
Àa eH. Donc

x=h^ (Su) et H S V C T

(19) DG II, p. 10-18.
(2 0) DG I, p. 16. Un sous-demi-groupe S est unitaire à gauche si les relations s€S, sxçS entraî-

nent xçS.
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Si H==T, la relation hx^h^h^ entraîne .ce H, c'est-à-dire H est intègre n
gauche. Inversement, supposons H intègre à gauche et soit tçT. Il existe alors
un élément h € H tel que

h==t (Su)

et l'on a une suite de relations de la forme
( i ) ho h == h'o /ni, Ai my = h\ m^ . . ., /hi "hi = ^'nt-

Comme H est intègre à gauche, cela entraîne successivement
mi€H, 7^2 e H, • ..., /^neH, teïî.

Par conséquent, H === T.
S iHÇR, onain^K- Si tçT, on a

t^h (Sn), où À e H C K ; d'où ^ = A (Su)

Mais K est intègre à gauche, donc t € K et T C R.
On sait (21) que si H est un sous-demi-groupe, l'extension saturée T de H

par ^H est un sous-demi-groupe unitaire à gauche, donc intègre à gauche, et l'on
a l'égalité 2ji== 2^. Nous allons montrer par des exemples que si H est un com-
plexe quelconque ces propriétés ne subsistent pas nécessairement.

Considérons d'abord le groupe G d'ordre 2, G = ( e, a) , e étant l'élément
neutre. Si H == { a }, nous avons T == { a j , et T n'est pas un sous-demi-groupe.

Soit ensuite le demi-groupe D donné par la table suivante :

X Y Z

y z z

z z z

Soit le complexe H = = { y j . Les classes mod J^ sont { a ? } , (y, z \ == T. Il n'y a
qu'une classe mod Zp, le demi-groupe D lui-même. Par conséquent, ïu-^^j.
D'autre part, T n'est pas intègre à gauche, car on a zx = z € T2 = ( z j, sans avoir
a-eT.

THÉORÈME 33. — Si H2 est un complexe fort ( 2 2) on a

H V = = H 2 et V=T.

Soient xç.N et tçT. Il existe Â e H tel que l'on ait À^eH 2 ; d'autre part
ÀAçHs.Donc

A e ( H 2 - . ; r ) n ( H 2 - . A ) ,

d'où
( H 2 • . . r ) = ( H 2 • . A ) 3 H et H.rCH2 , HVCIP-.

Mais H2 C HV. Donc HV == H2.

( 2 1 ) DG II, théorème 9.
(") DGI, p. 9.
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La suite ( i) de relations entraîne alors successivement
WieV, Ai/nieH2, W2eV, ..., . m^eV, A^/n^sH2, <eV.

Donc
V == T.

Remarquons que si H est un complexe quelconque vérifiant l'égalité HV == H2

onaV==T.

THÉORÈME 34. — Si H est un complexe intègre à gauche, on a ̂ n ï Î n? OM Î H
^ V équivalence principale à droite associée à H.

Soit ha == h ' a ' . Si axçîl, haxçR2 et hax=hlafx. Donc a^eH^-^CV.
Comme H est intègre à gauche, on a H =V, d'après le théorème 32. Par consé-
quent, x e H . • a', et H . • a Ç H . • d. On montre de même que H . • d C H . • a, et
donc H .' a == H .' a'.

Par conséquent, ZijCR^.
Un complexe H de D est dit unifié à droite^ si H •. H -^ 0. Si (H-. H) n H 7^ o,

H est dit interne à droite. Un complexe parfait (23) à gauche est unifié à droite.
Si R est une équivalence régulière à gauche dans D et si l'on a xa = a (R),
la classe Amod R contenant a est unifiée à droite.

THÉORÈME 33. — Si H est unifié à droite^ le complexe K == H '. H est un sous-
demi-groupe de D. Si K'==H n K. 7^ 0, K/ est aussi un sous-demi-groupe.
D^ autre part, K/ est saturé mod R^, et siîî est fort, K est une classe mod Ru.

Si x € K, y e R, on a xïî C H, y H C H. Donc
xyHCxîîCH et a-jeK.

Si K/^ o, et si ht e R', h^ € K/, on a
Ai /^eK et 7<i /^e/ i iH CH.

Soit ensuite
s==Â (Ru)? où Â € K ,

c'est-à-dire
H . - s = H . ' Â .

Mais H C H .' Â-== H .-^. Par conséquent ^HÇ H, e t ^ e K .
Si H est fort, on a, puisque HC (H .' A") n (H .' k1) quels que soient k et Â''eK.

H . - ^ = H . ' Â <

THÉORÈME 36. — Pour cfu^un complexe fort H soit un sous-demi-groupe, il
faut et'il suffit qu^il soit par fait à droite et interne à droite.

La condition est évidemment nécessaire, d'après le théorème lo de DGI. Elle
est aussi suffisante. En effet, d'après le théorème 12 de DGI, H est contenu dans
une classe mod Rjp Mais H étant interne à droite, il existe // eH tel que Â H C H ,
ce qui entraîne /^H C H pour tout h' ç. H. Donc H2 C H.
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Remarcjue. — Si H est unifié à droite, fort et équirésiduel, on a
A a = = a (Rn)

pour tout A- e K = H •. H et tout a ç. D.
En effet, si axçîï, /caxçîl. Par conséquent, l^CRg, d'après le théorème 8

de DGII. Si H est de plus symétrique, la classe K est évidemment i \ élément
neutre à gauche dans le demi-groupe quotient D/Rn.

Soit maintenant un complexe quelconque H. PosonsL=^J^••^
h e H

et supposons L ̂  0, ce qui a lieu en particulier lorsque H est net à droite. On a
pour tout y e L et tout a e D,

ya=a (Su).

Par conséquent, toute classe Xmod ̂  est unifiée à droite puisque LXCX.
Soit NÇL, et soient M et P les extensions saturées respectives de N et L

par in.

THÉORÈME 37. — On a
pa==a (Su)

pour tout p e P et tout a e D. Le complexe M est un sous-demi-groupe unitaire
à gauche. En particulier^ toute classe contenue dans P est un sous-demi-
groupe unitaire à gauche. L équivalence^ est régulière dafisP et r ensemble-
quotient P == P/^H est un demi-groupe homomorphe à P dans lequel tout élé-
ment est neutre à gauche.

On a /?=y(I<n), pour au moins un yçL. D'où, puisque ^n est régulière à
droite,

pa=ya=a (Sn).

Si m et m^ appartiennent à M, on a

wmi=/yii (Sn),

c'est-à-dire mm^ e M, puisque M est saturé par ^n. Si mx € M, on a

mx==x (Su),
donc x e M.

Si
pï==pî (Su), avec ^ieP, p2€P,

Ppi=pi (SH), ppî=pî (Su)

pour tout p ç. P. Donc
pp^ppî (Su)

et ^n est régulière dans P. Par conséquent P est un demi-groupe homomorphe
à P et tout élément de P est neutre à gauche, puisque pa= a (^n)-
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THÉORÈME 38. — Si T est V extension saturée de H par l-,,, on a T == T .• P,

et le complexe \ j ( T •. t ) est saturé par l,i.
<€T

D'après le théorème 37, on a PTÇT. Si .cçT.'P, il existe /?€? tel que
px==tçT. D'où 7^==.r== <(!„), et;reT.

Si xt € T et si x = z (^n), on a

x t ^ z t (Su).
Donc ztçT.

Supposons maintenant de plus que le complexe H soit tel que B == L '. H ̂ z <),
et posons BH = Li C L.

THÉORÈME 39. — L'équivalence Iqi est la plus fine des équivalences R telles que

ra == a ( R )

pour tout reLi, et tout açD.

En effet, soit ha=-h^a^^ avec À € H, AiçH. Soit bçB. On a bha == bhiai.
D'où, en posant bh= rçLi, bhi= ri €Li,

/•a = /'i ai.
Mais

ra==a (R), 7 - i a i = = r t i (R) ,

donc rt ̂  ai(R).
Un complexe H de D est dit réversé à droite pour un complexe K, si l'on

a KHCH, et si pour tout couple d'éléments À ieH , À a C H , il existe un couple
d'éléments À- icK, Â'a € K tels que l'on ait k^h^== k^h^. Si S est un sous-demi-
groupe de D, réversible à droite ( 2 > t ) , tout complexe Sa, avec aeD, est réversé
à droite pour S.

THÉORÈME 40. — i° *Sï A et B sont deux complexes unifiés a droite, et si K
et G sont deux complexes tels que Von ait

K A C A , GBCB, GACAG

le complexe AB est unifié à droite et Von a
KGABCAB.

2° Si A et G sont échangeables à droite (2 ° ), et si A est réversé à droite pour R,
et B réversé à droite pour G, le complexe AB est réversé à droite pour KG.

i° En effet, KGAB Ç KAGB C AB, et AB est unifié à droite.
2° Soient m = ab et Wi== âibi deux éléments du complexe AB. On a

gb=g,b^ avec ^-eG, ^i€G.

( 2*) DG I, p. 34. Un complexe H est réversible à droite, si pour tout couple d'éléments/t. € H, /^eH,
il existe A^eH, /^eH tels que h\h^ h'^hy

(25) DGI, p. 34.'
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Connue A et G sont échangeables à droite, on a

g'a^a'g, avec ^'eG, a '€À;
^101=01^1 , avec g\ € G, û^eA;.

A. étant réversé à droite pour K, on a

/:a'==^iai, avec Â^K, Â-ieK.
Posons

m ' ^ k g ' , m\=^^\.
On a

m ' ^ k g ' , m\=k^',.

m'm = A-^a6 = ka1 gb,
m\ mi == Ai ̂ i <7i 61 = Â-i ŒI ̂ i 61 ;

d'où

mfm=m\m^ avec m'eKG, w'i€KG.

THÉORÈME 41. — .Sï H est un complexe réversé à droite pour K, la relation de
réversibilité à droite ( 2 6 ) o-n associée à H est transitive, et Von a (T,(=: 2-,,.

En effet, soient les égalités

Aa===Aiai, A'i CTI == A, a,, avec A, Ai, A',, A'.,€H.
On a

kh^k'h\, avec À-eK, ^eK, d'où kha=k'h^a^

Mais Â-À == Âo € H, Â^7, == À^ e H. Donc

ÀOÛt11^^^-

THÉORÈME 42. — Si H e.̂  M/Î complexe réversé à droite pour K. et s ' i l
existe h ç H tel que Von ait hK C H, le complexe H est réversible à droite, donc
contenu dans une classe X mod 2^== o-n. Ce^e c/a^-e X ̂  réversible à droite.
ainsi que tout complexe compris entre H et X. On a. les relations

^J(H .• ^ ) C X = ^ J ( H 2 . - A ) , XKCX.
^•€K /^en

^ de plus KH C K C H, X est un sous-demi-groupe et F on a

^J(H . ' X - )==X .
Â G K

Soient Âo € H, Ai ç H. Il existe ^o e K, ^i e Rtels que Pon ait koh^ = k^h^. D'où

h ko AO == AÂ'i Ai.

Mais ÀÂ-o = ÀQ € H, hki = h\ ç H. Donc

h-'o ho == Ai Ai,

H est par conséquent réversible à droite, et d'après DGII, p. i 5 , H est contenu

( 2 B ) DG II, p. 10. On a a's\\a' si et seulement s'il existe A, h'çH tels qae ha == h ' a ' .
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dans une classe X mod lu=çr^. Cette classe X est réversible à droite, car si

.reX, .rieX, x=-x, (SH;

il existe ho € H, h^ e H C X, tels que l'on ait

h^x = Ai.ri.

On voit immédiatement qu'il en est de même pour tout complexe compris entre H
etX.

Si kz •==. ht eH, on a
hkz = hh^ avec A/ :=A. ;>eH.

D'où

^- / / , (Su) et I J ( H . - Â ) C X .
Â Ç K

On voit facilement que

X = l l f H 2 . - A ) .
/ /en

Si x € X, on a x = A (^n). D'où

xk==hk=liî (Su)

quel que soit À' e K. Par conséquent

X K C X .

Soit ensuite KH C K C H. Si x E== h (!„ ), il existe h^ ç. H, 7;o e H tels que h^ x == Âo /?.
D'où

À/ î , .r == Ai .r = Â7<2 A = /s /», avec ÂAi = Ai e K, À/?... == À-a e K.

Mais Â-2/î == //:i € H. Donc

. T € ^ ( H . - Â ) et X = ^ J ( H . - À ) .
/•-eK ^ÇK

Si .Ti € X, on a alors
A'i^rxi == /<.'^i.

c'est-à-dire
.r^i==j?i (Su)

et X est un sous-demi-groupe.

2. Équivalences [ÛH. — Soit H un complexe quelconque du demi-groupe D.
Considérons la relation u^ définie par a^a' si et seulement s'il existe //, h' çH
et wçD, tels que l'on ait a '= h?n, a'== h'm. Cette relation co» est symétrique et
régulière à droite. Elle est de plus réflexive dans HD.

Appelons composé à droite de H par a et désignons par (H[a)^ l'ensemble
des éléments x tels que a e H.r. Si H est fixé une fois pour toute, posons (H [ a)rf= F,,.
La relation^ définie par a^a' si et seulement si l'on a F,,=F,,'==o, ou s'il



'. ' — 132 -— ' . ; \ ';- - ^ . ,

existe un nombre fini n d'éléments ri, rs, ..., rn e D tels que

. :F.i^ïF/,î...,j[F,.j(F^, , .^ ; , ; , [ : \ : ; , ' ; ^

est une relation (^équivalence (27).
Posons VH== D—HD, et appelons VH le reste à droitede H; Si VH^, VH est

une classe mod ÛH, puisque VH est Fensemble des éléments p tels que F^,== ^. C'est
de plus un complexe consistant à gauche (DGI, p..11). En effet, si ^yeVu et
si .r ̂  VH, .ce HD. Donc xy e HD, contrairement à F hypothèse.

Soit ^H Ift tl'ace de ^n sur HD. L'équivalence Q^ est régulière à droite. Cela
découle du fait que si F« n F& ̂ z 0 on a F^ n F^ 7^ ,s(, pour tout ^ e D.

Soit 1-n Péquivalence réversible généralisée à droite associée à H.

THÉORÈME 43. — Les ensembles-quotients L = HD^a et M == D/SH 50/1^ iso-
morphes.

Soit X un élément de L. Si a? € X, il existe h e H tel que Fon ait x = hy. Soit Y
la classe mod 2^ contenant y. Si x = = h ' y ' , avec À'eH, on a hy=h'y1, et
doncy=y(2y). Si^eX, et si ^=== Aoyo, avecÀoeH, on a

y=yo (S»).

En effet, x==x1 (^n). On a donc une suite de relations de la forme
x = ̂ lYi, ^ = h\ yi = Asy,, r.2 = A;ys = Àny,, .. .,

rn = À'̂ y,, = kn+t^n+i, X1 = tï'n+\yn^\.

Par conséquent

Hyi i Hy, I Hy3 \ ... } Hy^ { Hy^i et y, = y^i ( 2., ).

Mais
À j yi=j"= hy, h'^ i y»+i == x' = Aoyo.

D'où

y—yi^y/t-M^yo (Su).

Des considérations précédentes, il résulte que, si à la classe X mod û^ contenant
l'élément x npus faisons correspondre la classe Y mod ^3 contenant Félément y
vérifiant l'égalité x == Ày, nous définissons une application de L dans M. C'est de
plus une application de L sur Ms Car si Y,€M et si y/e Y,, Y, est l'image de la
classe X; mod i^n contenant hyi.

Cette application de L sur M est biunivoque. En effet, supposons que Y € M
soit l'image d'au moins deux éléments X et T, X e L, T e L, X 7^ T. On a alors

x=hy, t^h'y\ avec .z-eX, feT, yeY, y'eY.

Comme y = y' (^1)5 on a une suite de relations de la forme

Àoy=Ai5i, Ai si == As Sî, • • • , Ay_i^-.i= hqy'.

(") Si H et K sont deux complexes de D, la notation H \ K signifie HnK ̂  0.
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On en déduit
h^y==h^y' (î2;).

Mais
h^y=hy (un), h'y'=.h,,y' (un).

Donc
x-t (Qn)

et X = T, contrairement à l'hypothèse.
Par conséquent, les deux ensembles-quotients L et M sont isomorphes

Remarque. — On a pour tout a € HD et tout x tel que ;rH Ç H :
xa==a (Qn).

THÉORÈME 44. — Si S est un sous-demi-groupe et si S C SD, on a

Qs=Ss,

ou ï*s est ^a trace de 1s sur SD.
»

En effet, SD est un demi-groupe. Comme SÇSD, ig est la plus fine des
équivalences P telles que

sa==a (P)

pour tout se S et tout aeSD, d'après le théorème 8 de DGII. Mais d'après la
remarque précédente, ûg est une telle équivalence P. Donc

SsCûs.

Montrons que û§ C Zg. Pour cela, il suffit de montrer que €«)§ Ç 2§. Si aûjg^, on a
CT==5i /n , b == S î / n , avec SieS, 5s € S, m€D.

Mais
s^m=m (Ss), Stm==m (Ss); d'où a=h (Ss)

et donc, puisque a e SD, 6 €JSD :
a=6 (Ss).

COROLLAIRE.—*SïSD =D, o/i a î>2s==^s-

THÉORÈME 45. — Si H ̂  M/ie classe de l'équivalence régulière à droite jR, OT? a

QHCR*,
où R* e5< Za ^y'ac^ de R ^^r HD.

Soit a == a' (îîn), où acHD, a'eHD. On a alors une suite de relations de la
forme

a = Ao.»o, oti = ^o ̂ o = Ai^i, «s = Ai a'i = /<2-y:î? • • • »
a» == A«_i a'n—i == A/i •y/t 5 <^ == A« •^'/t •

Comme
A,=/^=/^=. . .=A^s/^ (R),

on en déduit, puisque R est régulière à droite
a==ai= . . . ==a,t==ff' (P*)-



— 134 —

COROLLAIRE.—*SÏHD=D, Q / i a Û H C R .
Toute classe X mod ̂  H étant quelconque et X 7^ VH est formée dé complexes

de la formera.
En effet, si .ceX, on a x == ha, avec À € H , aeD. Si .y'€ Ha on a

évidemment x ̂ x1 ( ûg).

roi^ ̂ a^ X mod .Sa est formée de composés à droite Fa.
En effet, si dPCXetsia^H^^eFa. Si^çFaOnaaeH^'etH.rnH^^.

Donc a7 = .z'7 (^i).

A îICK et si VH=^= VK, on voit immédiatement que l'on a un C ̂ .

THÉORÈME 46. — Si HCHD et si T est l'extension saturée deR par ̂  une
condition nécessaire et suffisante pour que H == T est que la relation îîsc n H ̂  0
entraîne H.yCH. Si K est un complexe contenant H, tel que la
relation Ky n K ̂  0 entraîne Ky C K, et si R C RD = HD, alors T C R.

«La condition est nécessaire. Si Ha?nH 7^, on a hox=hi, avec Ào, À i ê H .
Si À e H, on a hox==hx (Slu). D'où hx=hi Ç^), et par suite Ha-CH.

La condition est suffisante. Soit

A=^ (Qii).

On a alors une suite de relations de la forme

/ . ( h == hy^o, ai== h'o.vo== Ai .2-1, a.î= h\Xi=i hijc.^ ...,

( ^rt= À^-i.y/i-i= A/i.r/î, t=h'nXn,

ce qui entraîne successivement

H^o^H, H^CH, ..., H^CH, d'où < e H .

S iHCRcKD=HD, on a

VH=VK et QiiCÛK.
Si ^eT, on a

^ ^ A (QH).
D'où

^ ^ A (QK).
Comme R C RD, il vient t € K.

Un complexe K est dit astreint à droite si la relation Kxr\Ky^0
entraîne K.r == Ky.

THÉORÈME 47. — SiïîCHDetsi nous posons Y =V](ÎÎ .' h), ona
hçU

H C H V C T , HD=TD.

Si H est de plus astreint à droite, HV == T.

On a HCHV, puisque pour tout h € H il existe h'çîl et yçD tel que
h=h'y, et ycV. Si açHV, il existe peV tel que aeHp et donc a = = = À i p ,
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avec ht € H. Mais il existe ho € H, Ay € H tel que ho •==. h\ v. Par conséquent
a==ho (î2n)

et HV C T. De HD C TD résulte Vy Ç V» (restes à droite de T et de H). Si w e V,i et
si W^VT, on a w=tx, avec tçT. Mais t=hy, avec ÀeH. Donc w = Aya?
et w^ Vu, contre l'hypothèse. Donc V,i== V-r, et HD = TD.

Si H est astreint à droite et si t € T, on a une suite de relations ( i ) donnée dans
la démonstration du théorème 46. Donc

H .ron H ̂ i7^05 \\x^c\\\Xî^ 0, ..., \\Xn.-\r\\\x,,^ 0;
d'où

H^o= HaM= ... = H^-i= H.r«.

Par conséquent, < € Ha-o. Mais Hxo n H ̂  0, ce qui entraîne a-o € V, et t ç. H\ .

THÉORÈME 48. — Si HD = D, e( si H ̂  <^ ^^e Hx n H 7^ 0 entraîne îix Ç H,
o/î a

QnCRH,

o^ RH ^^ l'équivalence principale à droite associée à H.

Il suffit de montrer que cojiÇRH. Si aw^a', on a a = hx^ a'=h'x. Si ayeH,
on a /{xyçîî. Donc H.cynH^^, et H^yÇH. Par conséquent, A'^yçH,
et H . • a C H . • a ' . On montre de même que H . • a' Ç H . • a.

Désignons por On l'équivalence définie par
a=a' (OR)

si et seulement si F«== ¥ a ' (où F^, ¥ a ' sont composés à droite4 de H par a et a ' ) .
Comme V,, est aussi une classe mod O», on a évidemment

O H Ç Q H .

Si x e Ha, on a X Ç Ha, où X est la classe mod 9n contenant x. En effet, si x ' € X.
on a F;r== F.^. Donc ̂  € H a, puisque a e F.̂ ..

Si a ç. Hy, et si Y est la classe mod cpn (2 8) contenant y, on a

YCF,/.

En effet, yçF«. Siy'eY, on a

Hy=Hy' et <^eHy', VeP^.

THÉORÈME 49. — Si H ̂  i^/î complexe astreint à droite, on a, <pn= ̂ . Toute
classe Y mod ^n e5^ M/I composé à droite Fa' Inversement, tout composé à
droite Fa^ 0 est une classe mod J .̂

On voit immédiatement que <pH= ^n- Si J e Y et si a e Hy, T C F^, d'après ce
qui précède. Siy'eF^, on aaeHynHy. D'où y 'eYet Y == F^. L'inverse est
évident.

(28) Équivalence définie au paragraphe 4, chapitre I.
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THÉORÈME 50. -- Si H est astreint à droite, la relation F^nF^^
entraîne F^F^. On a Fégalité ÔH^ÛH. Toute classe X^V», mod ̂  est un
complexe de la formera. Inversement, tout complexe Ha est une classe mod ÛH.

D'après le théorème 49, Fa et F& sont des classes mod î^ donc Fa= F&, 9n== ÛH.
Sia-eX, onaF^^. Soit a e F.,., c'est-à-dire ;T€ Ha. Alors XC Ha. Si y € Ha,
aeF^nF,.. D'où F.^=== F .̂, e tyeX== Ha. L'inverse est immédiat.

COROLLAIRE. —Pour qu'un complexe H soit astreint à droite il faut et il
suffit que la relation Fa aF^ 0 entraîne ¥a= F&.

La condition est nécessaire, d'après le théorème. Elle est aussi suffisante. En
effet, soit açHa-nHy^, c'est-à-dire xç.¥a, y€Fa. Si bçHx, ^eF^nF/,.
D'où Fa= F& et y € F&, c'est-à-dire b € Hy. Par conséquent Ha? C Hy. On montre
de même que HyC H x.

THÉORÈME 51. — Si le demi-groupe D vérifie la règle de simplification à
droite et si H == Hi n Ha ̂  0, où Hi et Ha sont des complexes astreints à droite,
alors H est astreint à droite.

On a Ha==Hia n Haa. En effet, Ha C Hi a n Hsa == A. Si a-€ A, .r ==/^a = Aaa
avec Ai e Hi, Aa e Ha. Mais h^ = Àa, donc x e Ha.

Si Ha r\îîb ^ZÉ 0, on a alors

d'où

et

H a n H é = ( H i a n H i 6 ) n ( H 2 a n H 2 & ) ^ 0 ,

H i a n H i & ^ 0 , H. a n H. b ̂ 0

H i a = H i & , H 2 C T = = H 2 À
Donc Ha = H 6.

Soit maintenant H un complexe astreint à droite, et soit X une classe mod û..
X^VH, c'est-à-dire XC HD. D'après le théorème 50, il existé a € D telqueX==Ha,
et l'on a a e Fa; pour tout x e X.

L E M M E . — La condition nécessaire et suffisante pour que weF^== (X| r)d
est que am € F,.= (H | r)ci.

En effet, si m e Fr, on a r == xm, avec x e X. D'où puisque x == ha, r = ham,
et am e F^.

D'autre part, si am € F,., on a r == ham, et m € Fy, puisque ha e X.

THÉORÈME 52. — Si H ̂  un complexe astreint à droite et X une classe mod^a,
X ̂  Vu, o/î a

VH^VX, XDCHD, QH^ÛX.

Z<^ complexe X ̂  astreint à droite^ et l^on a

ÛH=QX,
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où Q^et ûx sont les traces respectives de Q|| et Q^ sur XD. Si de plus HÇX,
on a

HD=XD, QH=QX.

De X^VH suitX ÇHD. Donc XD C HD2 ÇHD etVnCVx.
D'après le lemme précédent, on a

F,.==Fr.'a, aFrCFr.

Par conséquent, la relation Fr== F, entraîne F^=== F,, donc

ÛH^ÛX.

Pour montrer que X est astreint à droite, il suffit de montrer, diaprés le corollaire
du théorème 50, que ¥r n F,^ 0 entraîne Fr== F,.

Orsiw€F,.nî\, aw€F^nF,. D'oùF^^F,, etFr=F,.
De ÛHCÛX suit ûnCûx. D'autre part, si r = ̂ (ûx) on a Fr=F,, puisque X est

astreint à droite. Comme reXD, ^eXD, Fr^p, fs-^0. Donc aF,.== aFj^p
etFrnF,^0. Ceci entraîne Fr === F,, etr=ï(ÛH). D'où

QxCQ; et ÛX=QH.

Si H C X, on a évidemment HD ==XD, puisque XD C HD, et par suite VH=VX.
On en déduit immédiatement d'après ce qui précède

ÛX=QH.

THÉORÈME 53. — *SïD est un demi-groupe vérifiant la règle de simplification
à droite, et si H == Hi n Ha 7^ 0, Hi et Ha étant des complexes astreints à
droite^ on a

SH=5H,nSH,.

Si de /?^ VH==VH,==VH,, on a
QH=ÛHinQH..

D'après le théorème 51, H est astreint à droite. On a 2^02^, SnS^ii,»
donc in c ̂ H» n 2^. Soit

a=6 (SH^SH.),
c'est-à-dire .

Hia=Hi&, Hîa=Hî6.

D'après la démonstration du théorème 51, on a
H a = = H i a n H 2 a = H i 6 h H 2 6 = H 6 ,

d'où
,as6 (Su) -et SH=SHiHSH,.

Si Vu = VH, = VH., on a ÛH C ̂  ÛH C ÛH. donc ÛH îE ̂  n ÛH,. Soit

0=6 (QHtHQH,),

c'est-à-dire
( H i | a ) d = ( H i t 6 ) r f , ^ ( H s i < » ) d = ( H , | 6 ) d .

BUL. àOC. MATH. — T. 83. KABC. n. 9



- 138 —

On a évidemment
(H | < z ) r f C ( H i [ a ) r fn(H2 [ a)rf = A.

Si a?eA, a=hix-===h^x, avec ÂicHi , AaeHa . D'où Ài=À2 eH, eta-c (H |a)d.
Par conséquent

(H|a)rf==(Hi[a)rfn(H2|a)rf.

De même,
( H | 6 ) r f = ( H i | 6 ) r f n ( H 2 | 6 ) r f .

Donc
(H | a ) r f=(H | 6)rf, a==6 (Qa) et Qi i=QHinÛH, .

Soient maintenant Hi et Ha deux complexes du demi-groupe D, astreints à droite
dont l'intersection H n'est pas vide. Supposons en outre que l'on ait
HD == HiD === HaD, et que Hi et Ha soient contenus respectivement dans une
classe modi^i et une classe mod^n,? avec Hi n V^= 0, Ha n Yn == 0-

THÉORÈME 54. — Pour que les équivalences î2^ et ̂  soient permutables^ il
faut et il suffit que, pour chaque couple hy € Hi, Àa € Ha, il existe au moins un
élément m € D tel que

Ai€H:;m, h^çH^m.

La condition est nécessaire. Soit h e H. On a

A I = A (QH,), h=h._ (Q,,J.

Il existe donc .reD vérifiant

h^=x (QH,), x=h.î (Qn,).

Si .ce Vu, ^€VH,==VH, et ÀI€VH.==VH,, contre l'hypothèse que HinV,,,==:0.
Donca-eHD. SoitweF.^. Comme F.^.== (H |^)rfCF^.== (Hi ^etF^.=F,;,, on
a TTÎ e F^ et Àa € HITTÎ. On montre de même que Ai € HaW.

La condition est suffisante. Supposons que l'on ait

a=ix (QH,), x=b (QH,).

Si a? € VH == V^ == V^, a € VH, b e VH. Alors pour tout y € V^, on a

a=y (QH,), y ̂ 6 (QHJ.

Si a? ̂  VH, Fa. 7^ 0. Soit ̂  € F.̂ . Comme F^ C F^== F^, on a a = h^g, avec Ai e Hi.
De même, h == A 3^,avec À a € H a . Par hypothèse, il existe m tel que Ai == h^m,
Aa= À^ m, avec À^ eHi, À^ e Ha. Posons mg == r. On a -

a == ha r, b == A7 r.

Donc
r € F â = = ( H 2 | a ) r f , reFl=(Hi |6) r f .

Soit y e Hr, y == Ar, où À € H. On a

reFySF?, F^CF?..



Donc

D'où

et
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reF^nFJ., reFânFJ..

H = F}, Fâ = F?.

6=y (QH,), a=y (Q,r.).

3. Équivalences p». — Si H est un complexe quelconque du demi-groupe D, la
relation pu définie par a^a' si et seulement si l'on a H . ' a = H . ' a ' = = ^ o u s'il
existe un nombre fini n d'éléments T?ZI, . . ., mn € D tels que

H . - a j ( H . - m i ( . . .$ H . 'm^ j; H .• a'

est une équivalence.
On définit d'une manière symétrique l'équivalence «p.
Si le résidu à droite Wn n'est pas vide, W» est une classe modpn. On a donc la

relation
RiiCpii.

THÉORÈME 55. — Pour que R,,== pu, il faut et il suffit que H soit un complexe
fort.

La condition est nécessaire. Soit en effet Rn== pu; si
( H . - a ) n ( H . - 6 ) ^ 0 ,

on a
a==b (pu), d'où a==b (Rn),

c'est-à-dire H .' a == H .' b.
Il est clair que la condition est suffisante.

THÉORÈME 06. — Si H est quelconque, toute classe Xmodp», distincte du
résidu WH, est formée de résiduels a gauche non vides H '. a et tout résiduel à
gauche non vide H '. b est contenu dans une classe modpn distincte de ^ \n-

Si a-eX, H . - ^ T ^ P . Si a e H . - . r , . r e H - . a .
D'autre part, si H '. b ̂  oet s iyeH •. 6, z cH •. b, on a

6 e ( H . - y ) n ( H . - 2 ) ,
c'est-à-dire

y =z (pu).

Par conséquent, si Y est la classe modpn contenant y, on a H '.b C Y.

COROLLAIRE. — Pour qu'une classe Xmodpn, X^WH, soit un résiduel à
gaucher'.!, il faut et il suffit que Fon ait tç. (H . ' x ) n(H.-^) , quels que
soient x et x' appartenant à X.

La condition est nécessaire. Si X = = H - . ^ , x ç î l ' . t , x ' ç î î ' . t , donc
^e (H . -^ )n (H . -^ ) .

La condition est suffisante. Nous avons x e î l ' . t . D'où H ' . ^ C X . Mais
X C H ' . < ; doncX=H' .^ .
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^HÉ01^ 57< ^TT sl H ^ K ̂  dwx ^P1^ corésiduels à droite{ ^ H — ' ^ ï ) î e t s i ï l C S ^ ^ o n a
' . PHSpK. - , .

So^=y(p,) SiH.^=,,H..y=^et^^(p,).
^i H .• ̂  ̂  0, il existe/î éléments w i , . . . , ̂  e D tels que

H . ^ j [ H . - m i j [ . . . j ( H . - ^ j [ H . - y .

Posons a? == wo, y == w,^. Nous avons

( H . - W f . ) n ( H . - m ^ ) ^ 0 ( ( = 0 , 1 , . : . , ^ ) .

D'où, puisque H . - w C R . - / ^

(K .• mOn(K .• m,^) ̂  0 et K .• ̂  { K .• m^ {... j; K .• m, j[ K .-y.

THÉORÈME 58. - ̂  K ̂ , ^^ complexe net à droite et si H est un complexe
tel que ïî.'K^é0, ona '

PK c PH.

Si x==y{^), on a une suite de relations de la forme

K . ^ j ( K . - m i { , . J K . - / ^ j f K . - y .

Si (R. • a) n ( K . « ô)^0, il exister tel que ax'çK, bx1 eK. D'où, si^H • K
a^eH,^eH, et (H. - a ) n ( H . - b)^0. Par conséquent ' ?

H .' x \ H .• m, { . . . { H .• m^ \ H . -y.

COROLLAIRE. — ^'HCK, o/i a pn==pK.

C'est immédiat, d'après le théorème 57, car H est aussi net à droite.

THÉORÈME 59. — Si S est un sous-demi-groupe de D, net à droite, on a

SsCps.
On a

sa==.a (ps)

pour tout s € S et tout a e D. En effet, si x ç S . -^, ax ç S et sax e S. D'où

. r e (S . -a )n(S . -5a) et a==sa (ps).

Ceci entraîne d'après Je théorème 8 de DGII :

^s^ps.

THÉORÈME 60. -SiRest un complexe ̂ ^HnWn=0, W^étant le résidu

à droite de H, si T est l'extension saturée de H par ?„ et si V == ll(H.- A),

^ condition nécessaire et suffisante pour que H=T ̂  ̂  ̂ "r^W
( H . - x nV^0, ̂ ra^ ^çH. ̂  U est r ensemble des éléments x tels que
(H .• a?)nV^0, o/î a ï

HCUCT, Wn==WT.
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La condition est nécessaire. Si a € (H . • x) r\ V, il existe À € H tel que ha 6 H.
Donc a e ( H . - . r ) n ( H . ' À ) et

x == h (pu)) d'où xçïî.

La condition est suffisante. Soit
h^t (pu).

On a alors une suite de relations de la forme

H .• h j( H .• mi { . . . j[ H .• mn I H . ' t ,

d'où, en opérant de proche en proche

mieH, . . . , m^eH, ^eH.

Si À e H , il existe y tel que AyçH, et donc HÇU. Si a?eU, il existe Ai € H
tel que

( H . - A i ) n ( H . - ^ ) ^ 0 et hi==x (pu) .

Par conséquent, G J C T .
On a WrÇWn, puisque HCT. Si w e Wn et si w^Wj, il existe a? tel que

wx == ^ € T. Mais T n Wn== 0. Il existe donc A € H tel que ty = A. D'où wxy= h
et (V^Wn, contre l'hypothèse. Donc WH==WT.

Si H est un complexe fort, le théorème précédent s'étend à l'équivalence
principale Ru, puisqu'alors, diaprés le théorème 55, pn== B.H? ̂  ^Î07Î a

U = T .

En enct, si ^=A(R, i ) , on a H .' t == H .• h 7^.0, donc tç\J.

THÉORÈME 61. — Si S est un sous-demi-groupe net de D, tel que l''équi-
valence p = ps 50^ régulière^ le demi-groupe-quotient D/p ̂  M/I groupe homo-
morphe à D, ^< S e5^ contenu dans la classe-unité.

On a en effet
Sc(S . -5 )n (S . -5 i )

quels que soient s e S, Si e S, et par suite S est contenu dans une classe S modp.
Cette classe est élément-unité à gauche dans D/p, d'après la démonstration du
théorème 59.

Comme S est net dans D, S est net dans D/p qui est par conséquent un groupe.

Un complexe H est dit relié à droite si les relations

( H . - a ) n ( H . ' 6 ) ^ 0 , ( H . ' 6 ) n ( H . - c ) ^ 0
entraînent

( H . - a ) n ( H . - c ) ^ 0 .

LEMME. — Si H est un complexe relié à droite^ pour que Von ait
x=y (pu)

il faut et il suffit que
H . - ^ = = H . - y = 0 ou (H. - . r )n (H. 'y )^0 .
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La condition est visiblement suffisante. Montrons qu'elle est nécessaire.
Si H .* x-^0^ on a une suite dé relations de la forme

H . - ^ j ( H . - W i j ( H . - W 2 J [ . . . j [ H . - m » j [ H . - y , /

d'où, puisque H est relié à droite et en opérant de proche en proche

( H . - . » ) n ( H . - w . 2 ) ^ 0 , ..., (H . - . r )n (H . - /n» )^0 ,
(H. - .y )n(H. 'y )^0 .

THÉORÈME 62. — Si H est un complexe net à droite et relié à droite^ l^ équi-
valence pu est simplifiable à droite,

Soitax==a'x(ç)Q), c'est-à-dire (H.*a;y)n (H. •0^)7^.0. Siy€(H.'aa?)n (H . ' a ! x)
axy € H, a xy € H. Par conséquent

a?ye(H .* a)n(H .'a"), (TOÙ a==a' (pu).

Un complexe H est dit semi-fort à droite si la relation ( H . * a ) n ( H . ' ^ ) ^ 0
entraîne

H . - a C H . ' é ou H . - 6 C H . - 0 .

THÉORÈME 63. — Tout complexe H semi-fort à droite^ net à droite et unitaire
est un complexe fort.

Soit (H .' a)n (H .' b) 7 .̂ On a par exemple H . - a Ç H . - 6 . Si x ç H . ' b ,
bx e H. Il existe y tel que axy € H, et xy e H . • a Ç H . • b. Donc 6;ry € H et y e H,
ax € H, .r e H . • a. D'où

H . •«== H .• 6.

Un complexe semi-fort à droite et relié à droite est dit quasi fort à droite.
On sait (2 9) qu'un complexe fort à droite est fort à gauche et inversement. On

a une propriété analogue pour les complexes quasi forts à droite ou à gauche.
Pour l'établir, nous allons d'abord démontrer un théorème plus général.

Une application multiforme f d'un ensemble E sur un ensemble E' est dite
quasi uniforme ( 3 0) si les relations

/(^)n/(y) ̂  0, /(y)n/(^) ̂  0
entraînent

W /(^/(V) ou /(y)£/(^),
W /(y)^/^) ou /(^/(y),
(6) /(^)n/(^)^0.

THÉORÈME 64. — Inapplication inverse /-1 de E1 sur E est une application
quasi uniforme.

( " ) D G I , p . Q .
(30) Pour les applications semi-uniformes, voir P. DUBREIL, Relations binaires et applications

(C. R. Acad. Se., t. 230, IQÔO, p. io28-io3o).
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Soit
(a) ^e/-i(.z0n/-i(y).

Si/-1^)!/-1^), il existe y e/-1^) tel quey^-^y). Donc

(P) ^6/(y), y«/(.r).

Comme .r' ef(x)n f{y)i on a

fW^fW ou /(y)c/(^).

1. Soit/(;r)Ç/(y). De (a) suity'e/^), doncy'e/^y), contre ((3).

2. Soit/(y)C/(,c). Si^e/-*(y),y /e/(^). Comme y ̂ /(.z-), on a

/(^)c/(^) ou Az)^fW.

2a. Soit/(.c)C/(^). Comme ^e/(.c), on a x ' ç / Ç z ) et ^ ç.f-^{x"), c'es\.-
à-dire/-l(y/)cy-l(^).

26. Soit/(^) c /(^). De x1 ef(x) n/(y) ety €/(^) n /(^ suit/(y) n/(^)^0,
et donc

/(V)^/^) ou /-(^)C/(y).

S.i /(y)C/(^), de ^e/(y) suit ^€/(^) c'est-à-dire ^e/-1^), et
/-i(y)Ç/-i(^).

Si/(^)C/(y), dey'€/(^) suity€/(y), contre (p).
Par conséquent, si/-1 (x1) îf-^{y'), alors/-^y) C/-i(^).
Si maintenant

.re/-i(^)n/-i(y), ^€/-i(y)n/-i(^),
on a

^e/(.r), ye/(.r)n/(0, ^e/(0
donc

/'(^)C/(Q ou /(QC/(.r).
Si / (^ )C/ (^ ) ,ona

.r'e^Q et /€/-i(^)n/-i(s')
Si/(^)Ç/(.c), on a

s'€/(.r) et xçf-^x')r\f-^{z").

Par conséquent, y""1 est une application quasi uniforme.
Si maintenant H est un complexe quasi fort à droite, l'application principale

à droite (:l1) yn associée à H est une application quasi uniforme de D —W» sur
D—nW, WH et nW étant respectivement les résidus à droite et à gauche de H.
L'application principale à gauche n/, inverse de /n, est donc aussi quasi uniforme.
On en déduit alors immédiatement le théorème suivant.

THÉORÈME 65. — Tout complexe quasi fort à droite est quasi fort à gauche.
et inversement.

(31) DG II, p. 2. /H est l'application qui, à un élément a de D, associe le résiduel à droite H .• a.
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THÉORÈME 66. — Si H est un complexe quasi fort, non net à droite, et si le
résidu à droite WH est consistant a gauche (32), F équivalence pu est régulière
à droite.

Soit a =. ̂ (pn)? et soit x un élément quelconque de D.
Si H . - a = = H .• a'=0, H .• ax = H . ' a ' x = = : 0, puisque WH est un idéal à

droite.
Si (H.- a ) n ( H .' a ' ) 7^0, on a soit H.' aCH .' a', soit H .' a 'CH .' <2. Suppo-

sons que H .• aCH . ' a ' . Si arceWH, ^eWn, puisque WH est consistant à
gauche. Mais î î . ' a ^ 0 , donc O^WH, O^^WH. Par conséquent, H.'o^^o.
Si y e H . • ax, axy € H, et xy e H . • a C H . • a ' . Donc a^y € H et

ye( 'H. 'aa*)n(H. 'a ' . r ) , cPoù ax == a ' x (pn).

COROLLAIRE. — *Sï H ̂ 5^ M/Î complexe net à droite et quasi fort, p» est régu-
lière à droite et simplifiable à droite.

C'est immédiat, d'après le théorème 62.
Remarquons qu'un complexe quasi fort n'est pas nécessairement fort. Prenons

par exemple le demi-groupe D donné par la table suivante :

| ^ y
x x y

y y y
Le complexe H == [y ] est net et quasi fort, puisque

ï { . ' x = \ y } , H . - y = | ^ , y } ,

mais H n'est pas fort.

THÉORÈME 67. — Si H est un complexe net à droite et quasi fort et si X est
une classe modp^, avec Wx=0, on ci

PH==RX,

où Rx est F équivalence principale à droite associée à X.

D'après le corollaire du théorème 66, pn est régulière à droite et simplifîable à
droite. Donc,' d'après le théorème 21 de DGI, X est un complexe fort et l'on a

px= Rx.
Sia^af(^),on&(H.'a)^(Q.'af)^0,doncH.'aCH.'alOllH.'aCH.-a!:

Supposons que H . • a C H .• a1. Sij € X .• a, on a ay € X. Il existe t tel que ayt e H,
e t y ^ c H . - a C H . - a ' . Donc a'ytçïlet tç. (H .' ay) n (H .' a ' y ) . D'où

ay=^a'y (pn)

et a ' y ç. X, y € X .' a'. Par conséquent
X . - a C X . - a ' et a == a' (px).

( 3 2 ) DGI , p. n.
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Donc
PH c PX.

Si a ̂  a1 (px), on a z e (X . • d) n (X . • a'), c'est-à-dire az == x e X, a^ === ̂  e X.
Mais 'x=.x' (pu). Il existe donc t tel que a^eH, a^eH. D'où a^eli, a^€H
et zt e (H . • a) n (H . • a'). Donc

^=0' (pu) et P H = P X = R X .

Un complexe H est dit asymétrique si WH==RW et pH==np.

THÉORÈME 68. — Siîîest un complexe quasi fort p-yymétrique et net du demi-
groupe D, F ensemble-quotient G == D/p, où p ===?„==„?, est un groupe homo-
morphe à D.

D'après le corollaire du théorème 66 et son symétrique, l'équivalence p est, régu-
lière et simplifiable.

Soit R == H r\ D2. Comme H est net, K est un complexe net. Soient

A i = = a i & i e K , As = 0.2 6-2 €K.

Il existe x\. et x^ tels que

h\x\ •==• ai bijCi € H, JuXî-== CToés-^^H.
De

aie(H •. 6 i )n (H '. Ài^i), a2€(H •. À 2 ) n ( H •. 62.2:2)
suit

61=61.2:1 (p), 62=== b-ïXî (p).

D'où, pour x quelconque

61 a? =61.24 ;r (?), 62a7=-=62.2?2^ (?)
et

Donc

c'est-à-dire

x=x^x (p), x==x^x (p).

.2'id7=a-2.» (?) et .2*1 == .2*2 (p),

H ' . a - i C H - . . 2 - 2 ou H- . j?2^H- . . r i .

Supposons que H '. *riÇH '. a-a. De Ai eH •. x^ résulte h i eH '. x^ et7ïtX^çH.
Par conséquent

^ 2 e ( H . - A i ) n ( H . ' / i 2 ) et Ai^^ (p).

Le complexé K est donc contenu dans une classe X mod p, et W^= o =:xW.
D'après le théorème 67 et son symétrique, on a alors

x R = p = R x

et le .complexe X est fort, net et symétrique. Par conséquent G est un groupe^33).

(") R. CBOISOT, Propriétés des complexes forts et symétriques des demi-groupes (Bull. Soc.
Math. de France, \.. 80, igSs, p. 217-223).
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CHAPITRE III.

CARACTÉMSATION DES ÉQUIVALENCES/RÉGULIÈRES DANS LÉS DEMI-CROUPES.

1. Caractérisation des équivalences régulières et simplifiables. — Soit ^C une
famille < 3 4 ) non vide de complexe^ H/ du demi-groupe D et soit R^ l'intersection
des équivalences principales à 4roite RH, associées aux complexes H/ :

R^/"^^.
"i€^

Les équivalences principales à droite étant régulières à droite ( ; l &) , R^ est une
équivalence régulière à droite.

La famille 9€ est due forte à droite si la relation

( H , . - a ) n ( H , . - 6 ) ^ 0 pour un îîfé9€
entraîne

Hi .• a = H, .• b pour tout H/€^C.

Ceci entraîne en particulier que tout complexe H/ est fort ( : IG).

La famille S€ est dite nette à droites'! le complexe K ==^H/ est net à droite.
ViGX

THÉORÈME 69. — Si la famille S€ de complexes H, est forte à droite et nette à
droite, l'équivalence Rgc est simplifiable à droite.

En effet, soit
ax==bx (R^e).

La famille ^€ étant nette à droite, il existe un complexe H,-ç. ̂  tel que

H, .• ax 7^0, d'où H,.- ax = H,.' bx ^. 0

puisque ax == bx (RH.)' Par conséquent

( H , . - a ) n ( H , . ^ ) ^ 0

et, puisque la famille S€ est forte à droite

H; .' a = H, .' b pour tout HiçSC.
D'où

a=b (R^e)-

THÉORÈME 70. — Si la famille ^€ est forte à droite et nette à droite, toute
classe Xmod R^e est un résiduel à gauche (H/ - . a ) non vide, avec H,€^, et
inversement.

( 3 < ) Dans tout ce qui suit, les familles de complexes sont toujours supposées non vides
(35) DG I, théorème 3.
(3 e) DGI, .p .Q.
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Soient x e X, ̂  ç X. Il existe H, € ̂  tel que H,. • ̂  = H,. • ̂  ̂ . Si a e (H,, -.r),
ae (H, . -^ )e tXC(H,- .a ) .S iye(Hr .a ) ,ae (H, . -y ) .D 'où

( H , . - ^ ) n ( H , . - y ) ^ 0
et

c'est-à-dire
H, .• x = H,r .'y pour tout'Hf€0C,

^^7 (R^e) et. ycX.

Inversement,, si .r, ^e(H/- .a) , on a

ae(H, . - . r )n(Hc.- . r ' )
et

H/ .• x = H,; .• x ' pour tout H( e !)€.
D'où

;r==^ (^e).

Siy=;r(R^), on a H/ .• x = H, .'y et ^ € (H, .-y), c'est-à-dire ye (H, •. a).

THÉORÈME 71. — Si'R est une équivalence régulière à droite et simpli fiable
à droite dans le demi-groupe D, toute famille, formée de classes H, mod R, est
forte à droite; il existe au moins une famille 9€ de complexes, forte à droite
et nette à droite^ et Von a pour toute famille de cette forme

Soit ( H / . - r t ) n ( H / . - ^ ) ^ . D'après le théorème 21 de DG I, H, est fort et
donc H/ .• a == H/ . ' b. De plus

R'==Rn, .

R* et R,*̂  désignant les traces des équivalences R et R,^ sur D*== D — W H . Or,
a e D*, b € D*. Par conséquent

a=b (R).

Si H/ est une classe quelconque mod R, on a H,. • a = H,. • b. En effet, si x e H/ . ' a ,
axçïïj. D'où, puisque ax = bx (R), teçH,, donc H , • . ' a C H, .- b. On montre
de même que H,. • b Ç Hy . • a, d'où H/ . • <7 == Hy . • ^, ce qui démontre la première
partie du théorème.

Soit ensuite S€ une famille formée de classes H, mod R telles que leur réunion
soit un complexe net à droite. Une telle famille Sexiste toujours, c'est immédiat.
La famille <?C est forte à droite, d'après ce qui précède, et nette à droite. D'après
le théorème 20 de DG I, on a

RCR,,^., d'où RCR^=^RH;-
".€<•»€

Si a =. 6(R,i(c), il existe au moins un complexe H, € <?C ici que

H,.' a = H, .< b ̂  .0.
Si x € H/ . • a = H/ . • 6, on a

axeîïi, &.reH(;
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d'où

Donc
ax=bx (R) et a === 6 (R).

Des théorèmes précédents, il résulte que, dans un demi-groupe^ les équiva-
lences régulières à droite et simplifiables à droite coïncident avec les équiva-
lences formées de V intersection d'équivalences principales à droite associées à
des complexes dont l^ ensemble forme une famille forte à droite et nette à
droite.

On a évidemment les propriétés symétriques.
Une famille S€ de complexes est dite quasi symétrique si R^c ==^cR.
Si S€ est une famille de complexes, forte ̂  nette et quasi symétrique^ l^ équi-

valence R^e==^eR=R est régulière et simplifiable et le demi-groupe-quotient
D/R est un semi-groupe homomorphe à D.

Inversement, si R est une équivalence régulière et simpli fiable dans D, il
existe au moins une famille iÏC de complexes, forte, nette et quasi symétrique
telle que

Si S est un semi-groupe homomorphe à D et si Ra est l'équivalence d'homomor-
phisme, il existe au moins une famille z^C de complexes, forte, nette et quasi
symétrique telle que

Ra = R^e == S^i ^1^3€ ^ ç>'

Ces propriétés résultent immédiatement des théorèmes 69 et 71, et de leurs
symétriques.

THÉORÈME 72. — Pour que les complexes H, dune famille SC nette à droite
soient classes d'une équivalence R régulière à droite et simpli fiable à droite il
faut et il suffit que :

1. S€ soit forte à droite;,
2. La relation î î j . ' h^ ^, avec hi e H/, entraîne Hy . • H, 7^ 0 ;
3. La relation (H, '. x) r\ H,̂  0 entraîne H, •. xC H;.

La condition est nécessaire. En effet, la famille ^C est forte à droite, et l'on
a R == R;»e. Comme H, est une classe mod R^e, on a, si h[ e H,,

hi-=h'i (R^), d'où hi=h\ (R^.),

c'est-à-dire
H / . - A ^ H / . - À .

Par conséquent, si x e H / . • À,, x € H/ . • h\, donc H, . • H, 7^ 0.
De ht e (H/ •. x) n H, suit hix e Hy. Si y e H/ •.. x^ yx € H/. Comme H/ est une

classe mod Rje, on a
hix==yx (R^),
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d'où, puisque R^e==R(simplifîable à droite)

hi=y (R^),

et y € H/, c'est-à-dire H/ •. x C H/.
La condition est suffisante. La famille ^C étant forte à droite et nette à droite.

R^re est une équivalence régulière à droite et simplifîable à droite. Montrons que
H, est contenu dans une classe mod R^e. Pour cela, il suffit de montrer que pour
tout Hy€^€, H, est contenu dans une classe mod Rn.. Si H/C Wn-, c'est évident.
Si H,<EW^., il existe À/eH, et x tels que hixçîîj, donc H , . - / < < ^ o . D'où
Hy . ' îli-^é ̂ , et puisque Hy est fort, H( est contenu dans une classe mod R» .

Montrons ensuite que H< est saturé mod R^c. Si

y-^ (R^e)

il existe un complexe H/, e <^C, tel que HA .- hi•-^. 0, et puisque y ̂  hi (R^.)' on a

H A . - y = H ^ . - ^ .

Si ^ e H/, . • hi, hitç. H/,, y^ e HA et (HA '. t) n H/ ̂  0. D'où

H^.^CH,,
c'est-à-dire y € H/.

Remarquons que si une telle équivalence R existe, elle est unique, et R == R^',
De ce théorème résulte en particulier :

Pour qu'un complexe H net à droite soit classe d^une équivalence régulière à
droite et simplifiable à droite^ il faut et il suffit qu'il soit parfait à droite et,
que la relation (H '. x) n H 7^ 0 entraîne H •. x C H.

En eflet, si H est fort et vérifie la condition 2, il est parfait à droite, car on a

H .• H = r\H . A C ( H .• / / i ) n ( H .• /<,)
tlÇ II

quels que soient //i, //.a e H. S'il existe h tel que H .* /( 7^ p, H est parfait à droite.
Or H est net à droite, donc H . • h -=^- p.

Si H est parfait à droite, il vérifie la condition 2. On a en effet

H .• Ai == H .• A, ̂  0, d'où H .- H == f\ H . ' h = H .• /^ ̂  0.
h € H

2. Caractérisation des équivalences régulières et réductives. —Une relation T,
définie dans le demi-groupe D, est dite réductive à droite si

(a;r)T(^w) pour tout xeD

entraîne
aïb.

Un complexe RCD est dit réducteur à droite pour la relation T, si

(oÀ)T(6Â:) pourfïutkeK
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entraine
aTb.

Vensemble E des complexes réducteurs a droite pour la relation T, s'il nest
pas vide, est un, demi-groupe pour la multiplication des complexes,

Une famille 9€ de complexes H/ du demi-groupe D est dite complète à
droite ( ; î 7), s'il existe un complexe M ayant les propriétés suivantes :

2° La relation

entraîne

DMcHn,.
ii ;e<^

DMC l l [ ( H , . - a ) n ( H , . ' 6 ) |
ii»e^e

H(. ' a == H;.' b pour tout H^e^C.

THÉORÈME 73. — Si zf€ est une famille de complexes H ,̂ complète à droite^

F équivalence R^e== ̂ |RH es^ régulière à droite et réductive à droite.
îilÇSC

Comme intersection d'équivalences principales à droite, R^e est régulière
à droite.

Soit alors
ax == bx (R^e)

pour tout a?eD, et soit y = yi/^i, avec mi € M. On a

ayi==6yi (R^).

Mais ayi.mi € DM ̂  Y.JH/- II existe donc un complexe H/ tel que l'on ait
H,€3e

ayi. /yii e H,.

Comme a y y = by^ (KH;)? OI1 a

donc 6 y i. m^ € H/. D'où

9t par conséquent

H f . ' «yi =H;.- ^yi

y€(H, . -a)n(H/ . -è)

DMC ^j[(H<.-a)n(Hf .•&)].
HiedC

3n en déduit puisque la famille ^C est complète à droite

Hf .• a = HI .• & pour tout Hfe^C. ^ .
—————.—————————————- • :'-"1 ' - ' • ' • ' ^

( 3 7) Cette définition d'une famille complète à droite est plus gén^îe que celle que nous avon»
(onnée primitivement dans ER.
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Donc
a=6 (R^).

THÉORÈME 74. — Za classe Amodiée contenant Vêlement a est F intersec-
tion 1 â? î̂ résiduels à gauche ïli'.x contenant a^ avec x € DM, H, e ̂ C.

En effet, comme ^C est complet à droite, pour tout xçDM, il existe un
complexe H/ e ̂ C tel que ax e H,. Donc 6.27 e H/, pour tout 6 e 1 et

DMc^j[(H,. .a)n(H^6)(,

ce qui entraîne

Si l'on a inversement

iii€^e

a==b (R^).

a^6 (R^)

et si ae(H/*.a1), «.reH,. Mais x ==Xi.mi avec WieM, et ax^=Ebx^ (R^).
Donc H, . - axi= H, .* 6a*i, et 6a-€H/. D'où bç(ïlr.x).

THÉORÈME 75. — Si R est une équivalence régulière à droite et réductive
à droite dans le demi-groupe D, toute famille ^C, formée de classes H/modR
dont la réunion contient D71-1-1, n entier positif\ est complète à droite et Von a

Supposons en effet que l'on ait

D»+ic^[(Hf.-a)n(H,.-6)].
iii€^e

Si x € D7'-1-1, il existe H, € St tel que

aa?eH,, 6a'eHf,

d'où, puisque H, est une classe modR,

ax==bx (R)

et cela pour tout x e D71-»-1. Si y € D^, on a alors

ayz-=byz (R)

pour tout z €D. Comme R est réductive à droite, on a donc

ay=by (R)

et cela pour tout y e D71.
Si n ;> i, on a pour tout z € D et pour y^ € D»"*,

ay^z^by^z (R), d'où ay^by^ (R)

pour tout yi € D"-*.
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En répétant le même raisonnement autant de fois qu'il le faut, on'obtient
finalement

at^Ït (R),

pour tout t € D. D'où
a=^b (R).

Mais d'après le théorème 20 de DG I, on a R Ç R^ pour tout H, e ̂ ê, donc R C R^.
Par conséquent . ' . . " ' • '

a==b (R.e)\ ac/
c est-à-dire . . ..,

H < . - a = H f ; - 6

pour tout H,çX et à€ est complet à droite.

Montrons ensuite que R^CR. Soit a === 6(Rae). Si y € D", ay e D714-1 C I J H , .

Il existe donc une classe H,-telle que a y e H,. Mais H,. • a ===Hi . • b. Donc b y e H,,
et ay=6y(R), quel que soit y eD^. Comme R est réductive à droite, on.a^
sin> i,

Wi^&yi (R')
pour toutyi e D71-1. Et ainsi de suite. Finalement on obtient

at==bt (R)
' pour tout tç D. D'où

a ==b (R).
Par conséquent

a ==b (R).

R=R^.

Ainsi, dans un demi-groupe, les équivalences régulières à droite et réduc-
tives à. droite coïncident avec les équivalences formées de l'intersection des
équivalences principales à droite associées à des complexes dont l'ensemble
constitue une famille complète à droite.

On a les propriétés symétriques.

THÉORÈME 76. — Si le complexe H est unifié à gauche (c'est-à-dire
si H . • H 7^^), l'équivalence 'réversible généralisée à droite ̂  est réductive
à gauche. l

Soit xç. H .'H, c'est-à-dire Ha?SH. Siya=y&(^) [pour tout yeD, on a
en particulier

xassxb (Su)
et donc :/

Ha-aJ IHmiJ i . . . j[Hw»j(Ha-6,
d'où, puisque Ha? C H,

H a j ( H w i j [ . . . j ( H m n j ( H &
et . ' .' ' ' : ..—. ' ; - : / , . ' . . • .," ' ' • • , • • ' ; . • ' , ' • . .

- a==h (Sa).
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THÉORÈME 77. — Si H est un complexe réversé à droite pour un complexe K.
{en particulier si H est un sous-demi-groupe réversible à droite) et si D
possède un élément t tel que la relation

Hsc£f\îlyt y" 0 entraîne Ha?nHy^0

(en particulier si t est un élément simpli fiable à droites 1-n est réductive
à droite.

Le complexe H étant réversé à droite on a OH==^HÎ d'après le théorème 41.
Si ax ̂  bx(2i^), pour tout a* € D, on a en particulier

c'est-à-dire

et donc

at^bt (Su),

HatDHbt^ 0

HanHé^0, d'où a == b (Sn).

Un demi-groupe Do est réductif à droite si la relation ax=bx, pour
tout x e Do, entraîne a = b.

On a la définition symétrique. Un demi-groupe réductif est un demi-groupe
réductif à droite et à gauche.

Soit, dans le demi-groupe D, l'équivalence régulière 2^ définie par

^=n^
-c€D

où 2 .̂ est l'équivalence réversible généralisée associée à x. Pour qu'un demi-
groupe soit réductif à gauche, il faut et il suffit que ï^ soit l'égalité. Si D2== D,
2^ est réductive à gauche.

Si if€ est une famille de complexes complète (à droite et à gauche) et quasi
symétrique, l'équivalence Rje==^R==R est régulière et réductive (à droite et
à gauche) et le demi-groupe-quotient D^R est un demi-groupe réductif homo-
morphe à D.

Inversement, si R est une équivalence régulière et réductive dans D, toute
famille ^C, formée de classes H/modR dont la réunion contient D"-^, est complète
et quasi symétrique et l'on a

R = Pae = x^'

Si Dy est un demi-groupe réductif homomorphe à D et si R^ est l'équivalence
d'homomorphisme, Ra est réductive. La famille S€ formée des classes H/modRa ^
correspondant aux éléments de D^ est complète et quasi symétrique et l'on a

Ra=Rae=^R, D/R^Do.

THÉORÈME 78. — Si S est un sous-demi-groupe de D tel que S '. S== S, en
particulier si S est unitaire à droite^ l'équivalence principale à droite Rg est
réductive à droite.

BUL. SOC. MATH. — T. 83. FA8C. II. 10
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Soitaa-Es^a^Rs) pour tout.reD, c'est-à-dire S .•aa?==S .' 6;r. SiyeS .' a,
ayeS et aySCS. Donc S C (S .• ay) == (S .• 6y), et 6ySCS. Par conséquent,
6yeS et ( S . - a ) C ( S . - 6 ) . On montre de même que ( S . ' ^ ) C ( S . - a )
d'où S .' a === S .• 6, c'est-à-dire

a=6 (Rs).

THÉORÈME 79. — *Sï H est un complexe homogène à droite^ Ru est réductive
à droite.

Soitax== ̂ (Rn), pour tout;r€D. Si y e H.' a, ayçîl. Mais ay=^y(Ry),
donc 6y€H, puisque H est homogène à droite. D'où H .• aCH. ' b. De même,
H . - ^ C H . - a , donc H . - Œ = H. -6 .

THÉORÈME 80. — Si A est un anneau et si Jït est un idéal à droite dans A,
une condition nécessaire et suffisante pour que F équivalence R associée à Jîl
soit réductive à droite pour la multiplication est que Von ait (Jîl '. A)CJÎI.

La condition est nécessaire. En effet, soit xç. (JTl •. A), c'est-à-dire a-A C JTl.
On peut écrire x === Xi — a*a, avec a?i € A, x^ e A, et l'on a

pour tout y € A. D'où
(a-i—;r2)y==o (R)

x^y==x^y (R)

et puisque R est réductive à droite,

x^x., (R),
c'est-à-dire

x == a*i—XÎ==Q (R) et a?€t)Tl.

La condition est suffisante. Car si

x^y==Xïy (R)
pour tout y e A, on a

et
x-^y — x^y = (*PI— Xî)y =s o (R)

(xi—.r»)A^*5îl, d'où .PI—.raeJTl, a?i=.r2 (R).

THÉORÈME 81. — Si D e^ un demi-groupe globalement idempotent (c'est-
à-dire si D3^=D), toute équivalence principale à droite Rg associée à un
complexe H quelconque est réductive à droite. De même toutes les intersections
d'équivalences principales à droite sont des équivalences réductives à droite^
et elles coïncident avec les équivalences régulières à droite et réductives à
droite dans D.

En effet, ,soit ax^.bx(J^^)^ pour tout a?eD. Si yçH. -a , ayçH.
Mais y == yi .y 2, et donc ya^H.'ay^). Comme

ayi==6yi (Rn),
on a

H •• ayi = H .• by^ et 6yi .^2= byç. H.
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D'où
H . - a C H . - 6 .

De même, on a H .' b Ç H .' a. Par conséquent

a=b (Rn).

La seconde partie du théorème découle du fait que toute intersection d'équiva-
lences reductives à droite est encore une équivalence réductive à droite, et du
théorème 75.

Si D est un demi-groupe non globalement idempotent, Péqui valence principale
à droite RH n'est pas nécessairement réductive à droite, comme le montre
l'exemple du demi-groupe dont la table de multiplication est la suivante :

| a b c d

a a a a a
b a a a c
c a a a a
d a c a b

Soit le complexe H = = = { 6 ( . Les classes modRu sont { a , b, c\ et { d } .
On a ax = ̂ (Rn), quel que soit x mais a ̂ à d(Rn).

THÉORÈME 82. — Tout demi-groupe D dont les équivalences régulières
à droite sont reductives à droite est globalement idempotent.

Supposons en effet que D^D et soit/?eD—D2 . Partageons D en deux
classes ( D — p } e t { p ] ' Nous définissons ainsi une équivalence R régulière
à droite, puisque a ? y e { D — p ) , quels que soient x et y. En particulier, on a,
s i y ç { D — p } ,

p x = = y x (R)
pour tout x e D, sans avoir

p - y W
contre l'hypothèse.

3. Caractérisation des équivalences régulières. — Soit D un demi-groupe
dans lequel se trouve un ensemble non vide Do $ D ayant les propriétés :

i° Si a-oeDo, yoeDo, on a a'oyo=yoa*o.
2° Pour tout a- e D, il existe rco € Do tel que xx^ == x.

D'après 2°, D est globalement idempotent.

THÉORÈME 83. — Avec les hypothèses précédentes^ toutes les équivalences
régulières à droite dans D sont reductives à droite et elles coïncident avec
les intersections d9 équivalences principales à droite dans D.

Soit R une équivalence régulière à droite dans D et soit

ax==bx (R)
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pour tout a?€D. On a en particulier

a=aao=6ao (R), 6== bbo=s abo (R),

avec Œo € Do, bo € Do. D'où

abQ==baobo (R), bao=s aboa» (R).

Mais ao6o== 60 ao. Donc

baobo==aboaQ (R) et & == a (R).

Le demi-groupe D étant globalement idempotent, la seconde partie du
théorème découle alors du théorème 81.

COROLLAIRE 1. — Dans un demi-groupe D possédant un élément neutre
à droite, dans un homogroupe résorbant (3 8) H, les intersections d1 équi-
valences principales à droite sont toutes les équivalences régulières à droite
deDetdeïl.

COROLLAIRE 2. — Dans un demi-treillis T, les intersections d'équivalences
principales sont toutes les équivalences régulières de T.

Si D est un demi-groupe quelconque, désignons par D* le demi-groupe formé
en adjoignant à D un élément e ̂  D vérifiant les relations ee == e et ex == xe == x
pour tout x € D. L'élément e est donc élément neutre de D*.

THÉORÈME 84-. — Les équivalences régulières à droite d'un demi-groupe
quelconque D sont les traces sur D des intersections des équivalences princi-
pales à droite de D*.

Si R* est une équivalence régulière à droite dans D*, R* est, d'après le
corollaire 1 du théorème 83, intersection d'équivalences principales à droite
dans D*, puisque D* possède un élément neutre. La trace de R* sur D est
évidemment une équivalence régulière à droite de D.

Si R est une équivalence régulière à droite de D, l'équivalence R* de D*
formée des classes de R dans D et de la classe { e } est régulière à droite dans D*
et R est sa trace sur D. Mais R* est intersection d'équivalences principales
à droite dans D* (corollaire 1, théorème 83). Le théorème est donc démontré.

4. Caractérisation des groupes par leurs équivalences régulières ou simpli-
flables. — THÉORÈME 85. — Pour qu'un semi-groupe S soit un groupe^ il faut
et il suffit que ses équivalences régulières à droite soient simpli fiables
à droite.

On sait que la condition est nécessaire. Elle est aussi suffisante. En effet, les
équivalences régulières à droite de S, étant simplifiables à droite, sont réductives

(«•) Le théorème 26 donne une autre caractérisation des équivalences régulières à droite d'un
bomogroupe résorbant,
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à droite. Par conséquent, d'après le théorème 82, S est globalement idempotent.
D'autre part, tout élément x de S est fort puisque la règle de simplification
à droite et à gauche est valable dans S. L'équivalence principale à droite Rr
associée à l'élément x est régulière à droite, donc simplifîable à droite. Si x n'est
pas net à droite, son résidu à droite W^. est alors un complexe consistant
à gauche, d'après le théorème 10 dé DGI. L'élément x ne peut appartenir à W^,,
car si a?eWa;, on a, puisque S = S2, x^x^x^ç^^ donc a-iêW^, ce qui est
impossible. Il existe donc un élément e tel que xe == x. S étant un semi-groupe,
l'élément e est élément neutre de S. Si w€W^, ew=weWa,, donc ^eW^, ce
qui est impossible, puisque ex=x. Il s'ensuit alors que x est net à droite.
En particulier l'élément e est net à droite et par conséquent S est un groupe.

COROLLAIRE. — Pour qu'un demi-groupe D soit un groupe^ il faut et il suffit
que ses équivalences régulières à droite soient simplifiables à droite et que.
ses équivalences régulières à gauche soient simplifiables à gauche.

En effet, l'égalité étant une équivalence régulière, est simplifiable et par
conséquent D est un semi-groupe

THÉORÈME 86. — Pour qu'un semi-groupe S soit un groupe, il faut et il suffit
que ses équivalences simpli fiables à droite soient régulières à droite.

On sait que la ^condition est nécessaire. Montrons qu'elle est suffisante.
Pour cela, établissons d'abord que le semi-groupe S est globalement idempotent
c'est-à-dire que S2=S. En effet, si l'ensemble S—S2 n'est pas vide,
soit p € j S — S2 ) et posons S* = S — ( p, p1}. Considérons alors dans S
l'équivalence 9 définie de la manière suivante. Si a*€S*, nous avons x=y{^)
si et seulement si x == y tandis que

J0==p2 (<p).

Autrement dit, à part la classe [ p , jo2}, toutes les autres classes mod<p ne
contiennent qu'un élément. L'équivalence <p est simplifiable à droite. En effet,
soit

ax == bx (^p).

Si axçS*, nous avons ax=bx et, puisque S est un semi-groupe, a =6.
Si axe{p, /?2}, nous avons ax^p^^bx, donc a ==b. Par conséquent,
l'équivalence 9 étant simplifîable à droite, est, d'après l'hypothèse, régulière
à droite. De

p==p^ (y)
résulte alors

^=JD3 (y),

donco î î=o3, c'est-à-dire p ===P2» ce qui est impossible. Par conséquent, S == S2.
Soit ensuite a un élément quelconque de S; considérons l'équivalence Qa

(voir chap. II) définie par

x ==y (Qa) si et seulement si x •• a ==y .• a.
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L'équivalence Sia est simplifiable à droite. En effet, soit

xz ==yz (ûa), c'est-à-dire xz .• a =yz .•a.

Si ;z^ .* a 7 ,̂ il existe un élément t tel que Pori ait xz '== at^yz. D'où a? ==y.
Si a*^ . * a == ̂ , désignons par Va l'ensemble des éléments v de S tels que v. • a = 0.
Cet ensemble Va est une classe modûa. D'autre part, la relation rseNa
entraîne r€Va. En effet, si r^Va, il existe r7 tel que r==ar /. D'où rs^ar's,
c'est-à-dire rs •• a 7-^0, contre ryçVa. Par conséquent, les relations

xz . ' a •= yz . ' a == 0

entraînent a?^ e Va, yz € Va, donc x e Va, y € Va, c'est-à-dire

.» .' a ==y .' a == 0.

L'équivalence ûa est donc simplifiable à droite. De l'hypothèse, résulte alors
qu'elle est régulière à droite.

Montrons ensuite que S contient un élément neutre. L'élément a n'appartient
pas à Va. En effet, si aeVa, l'ensemble Va ne contient alors que l'élément a.
Car si a^ai € Va, nous avons

a =s= ai (ûa), d'où ax-^a^x (Qa)»

c'est-à-dire
ax . '<%== a\x .' a.

Or x e a x . ' a . Donc xç,a^x.' a, c'est-à-dire ax=a^x^ a==ai, ce qui est
impossible. D'autre part, S étant globalement idempotent, nous avons a ==61^2
et &i€Va. Par conséquent &i==a et a = abs, c'est-à-dire ât^Va, ce qui est en
contradiction avec l'hypothèse a ç. Va. Donc l'élément a ne peut appartenir à Va
et il existe e tel que a == ae. S étant un semi-groupe, l'élément e est élément
neutre de S.

L'élément e n'appartient pas à Va. En effet, supposons que l'on ait ^€Va.
Alors eeV^i c811 sl e^a^ ûo115 avons 6=0^, donc e^Va. D'autre part,
l'élément a ne peut appartenir à Va», car si a € V^ nous avons, puisque Va» est une
classe mod^a* :

e==a (Qa»)

et comme û^» est simplifiable à droite, donc régulière à droite,

a==a 2 (Qa*).

Mais a^Va». Donc a^N^i contre l'hypothèse. Par conséquent, puisque a^\^i
il existe r tel que a^û^r et e=^ar, c'est-à-dire ^4 Va, en contradiction avec
l'hypothèse e€ Va.

L'élément a étant quelconque, la relation e^Va entraîne pour tout a€S
l'existence d'un élément a tel que l'on ait a'à == e. Donc S est un groupe.

THÉORÈME 87. — Dans un ^demi-groupe D, toute équivalence R, simpli-
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fiable à droite et ne comprenant qu'un nombre fini n de classes, est
régulière à droite (39).

En effet, supposons que R ne soit pas régulière à droite. Il existe alors a?, .2*1,
a € D tels que Pon ail

x ==.2*1 (R), xa-^x^a (R).

Soient a?i€Xi, . . . , .r/eX,, . . ., a^eXn, où les X, sont les n classes modR.
Les classes X^ contenant respectivement x^a, . . . , rc/a, . . . , Xn0\ étant
différentes l'une de l'autre, sont toutes les classes modR. Il existe alors x, tel que
Pon ait

Xta==.xa (R), donc xi-^ 0:1 (R),

d'où
xi=x (R) et x ^ a?i (R),

contre l'hypothèse.

COROLLAIRE. — Dans un demi-groupe fini, toute équivalence simplifiable
à droite est régulière à droite.

(") Cette propriété est encore valable dans un groupoïde.


