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CONTRIBUTION A LA THEORIE DES EQUIVALENCES
DANS LES DEMI-GROUPES ;

Psr M. Gasrier THIERRIN.

INTRODUCTION.

Le présent travail consiste, dans sa plus grande partie, en1'étude des équivalences
dans les demi-groupes. Sa lecture nécessite I'étude des trois Mémoires suivants
de P. Dubreil : Contribution a la théorie des demi-groupes, I, Il et 11 (1),

Dans le premier chapitre, j'établis quelques propriétés nouvelles des homo-
groupes introduits par A. H. Clifford et D. D. Miller (?) sous le nom de « denei-
groupes avec éléments séroides ». Jétudie les équivalences régulieres dans les
homogroupes ct je donne une caractérisation de ces équivalences dans une classe
particuliere d’homogroupes.

Dans le second chapitre, je montre d’abord que certaines propriétés des J.ni-
valences réversibles généralisées (*), établies par P. Dubreil, pour i¢ ces d'un
sous-demi-groupe, peuvent s’étendre au cas d’un complexe quelconque. Deux
catégories d’équivalences sont ensuite éludiées. toutes deux définies a partir d'un
complexe quelconque H d’un demi-groupe. L'une de ces équivalences peut. sous
certaines conditions, coincider avec I'équivalence réversible généralisée Xy associce
a H, 1andis que I'autre contient Y'équivalence principale (+) Ry associée a ce meme
complexe.

Le dernier chapitre est consacré a la caractérisation, dans les demi-groupes, des
équivalences régulitres et simplifiables, des équivalences réguliéres et réductives
et des équivalences régulieres. Toutes ces caractérisations sont faites au moyen
d’équivalences principales. Je donne, en outre, une caractérisation des groupes
au moyen de leurs équivalences réguliéres ou simplifiables.

Une partie des résultats contenus dans ce Mémoire a fait I'objet de commu-
nications a ’Académie des Sciences de I'Institut de France (3) et a I'Académie

(1) Mémoires de I’ Académie des Sciences de U Institut de France., t. 63, 1941, p. 1-32. Référé¢ DGI.
Rendiconti di Mathematica e delle sue applicasioni, 1951, p. 183-200. Référé DG II. Bulletin de
la Société Mathématique de France, t. 81, 1953, p. 289-306. Référé DG III.

(2) Amer. J. Math., vol. 70, 1948, p. 117-125.

(3) DG II, chapitre IL.-

(*) DG I, chapitre I.

(®) C. R. Acad. Sc., t. 234, p. 1519 et 1595; t. 236, p. 565, 1399 et 1723.
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Royale de Belgique (°), Je remercie vivement MM. A. Denjoy et L. Godeaux
d’avoir bien voulu les présenter aux Académies respectives.

Je suis trés heureux d’exprimer ici ma profonde reconnaissance & M. P. Dubreil
"pour I'attention qu’il m’a accordée et les conseils qu’il m’a donnés durant 1'élabo-
ration de ce travail. Je suis également trés reconnaissant @ M. A. Denjoy de m’avoir
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intérét quil m’a témoigné.

CHAPITRE I.

HoMOGROUPES, HOMODOMAINES ET HOMOCORPS.

1. Homogroupes. — Un /Lomogroupe est un demi-groupe possédant au moins
un ¢lément net (7) ou zéroide. Dans le Mémoire cité dans Pintroduction,
A. H. Clifford et D. D. Miller ont établi en particulier le résultat suivant :

L’ensemble N des éléments nets d'un demi-groupe D, s'il ’est pas vide, est un
groupe et ce groupe est un idéal bilatére de D. Si e désigne U'élément neutre
de N, e est permutable avec tout élément de D, et N est homomorphe a D par
lapplication z — xe = ex.

Dans la suite, ensemble N des éléments nets d’'un homogroupe D sera appelé
le nodule de ’homogroupe, et I'élément neutre ¢ de N sera dit 'élément unitif
de D. Un élément 2’ tel que I'on ait xz'=e sera appelé un inverse unitif a droite.
On a la définition symétrique.

TueoreMe 1. — Tout demi-groupe abélien fini I est un homogroupe.

Nous allons montrer d’abord que tout demi-groupe cyclique fini A est un homo-
Nous all trer d’abord que tout demi-groupe cyclique fini A est un |
groupe, et cela en partant de la proposition suivante établie par D. Rees (*) :

1 A est engendré par ment «, il existe deux entiers m et n tels

Si A est engendré par l'élément «, il te d t Lt tel

que a”=a" (m < n); n étant choisi minimum dans la relation précédente, on a

= 2 m n—1 i
A={a,a ...;am ..., a" 1,

et Pensemble G={a™, ..., a»!} est un groupe cyclique.

Soient alors @” un élément quelconque de G, et @’ un élément quelconque de A.
Si ai € G, il existe un élément a’ tel que a‘a’ = a’. Si a' ¢ G, alors i <<m <, et
l'on a al@—“==a’". Donc a" est un ¢lément net de A qui est par conséquent un
homogroupe.

Le demi-groupe abélien F étant fini, il existe un ¢lément idempotent e € F, tel que
Iidéal K =Fe n’a comme idempotent que I’élément e. Si z €K, le demi-groupe
cyclique X engendré par z est un homogroupe, d’aprés ce qui précéde et X CK.

(¢) Bulletin de la Classe des Sciences, t. 39, p. 942. Référé ER.

(1) DG I, p. 8. Un élément net a d’'un demi-groupe D est un ¢élément tel que pour tout z € D, il
existe y €D, ze€D vérifiant zy = sz = a. .

(*) D. Rees, On semi-groups ( Proc. Cambridge Phil. Soc., t. 36, 1940; p. 388).
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Il existe alors un élément z, de X tel que zzo = e, ou e, est un idempotent de X,
ce qui entraine é,;= e. Par conséquent, K est un groupe, et F un homogroupe, car
on voit immédiatement qu’un demi-groupe contenant un groupe comme idéal est
un homogroupe.

" Tutorkme 2. — Si D est un demi-groupe possédant un élément «, net a droite
et permutable avec chaque élément de D, et si le demi-groupe cyclique A
engendré par a est fini, alors D est un homogroupe.

En effet, A contient au moins un élément idempotent a" = e, et cet élément est
aussi neta droite, carsir >1etsi z2'=a, on a z.z2' @'~ = a’. D’autre part, eest
aussi permutable avec tout élément de D. Par conséquent, De =¢D est un idéal
dans D, ayantl'élément e comme é6lément neutre. Pour tout ze € De, il existe € D
tel que l'on ait ze.y =e. D'ou ze.ye =e.e =e, avec ye € De. Par conséquent
De est un groupe et D un homogroupe.

Tueorene 3. — Tout homogroupe H, tel que la relation xe =ye, e étant
Uélément unitif de 1, entraine x =y, est un groupe.

En effet, on a

(ze)e = xe, d’olt re=zx

quel que soit z€H. Par conséquent, e est élément neutre de H. Comme e est
net, H est un groupe.

CororLaire 1. — Tout homogroupe, vérifiant la régle de simplification &
droite ou a gauche, est un groupe.

CoroLLatre 2. — Tout anneau A, dont l'ensemble A*=A —{o} est un homo-
groupe pour la multiplication, est un corps.

En effet, A" est un semi-groupe multiplicatif. Donc, d’aprés le corollaire 1.
A’ est un groupe.

CoroLLaIRe 3. — Un anneau A, possédant un élément a, non diviseur de séro
a-droite et net dans l'ensemble A* = A —{o}, est un corps.

L’ensemble A* est un demi-groupe multiplicatif. En effet, soient z€ A", y € A~
avec zy = o. 1l existe z tel que yz = a. Mais zyz = o, et donc za = o, contre
Phypothese.

Le demi-groupe A*, possédant un élément net, est un homogroupe et A est donc
un corps d’apres le corollaire 2. '

Tout homogroupe H, tel que chacun de ses éléments n'ait qu'un incerse
unitif a droute, est un groue.

En effet, soient N le nodule de H et e I'élément unitif de H. Si zeH,
I'élément ze €N et son inverse unitif dans N est (ze)™. Les éléments ze et z sont
des inverses unitifs a droite de (ze)~. Donc ze =z, et H=N.

Tout. homogroupe H, tel que, pour tout couple d'éléments (a, b) de H, il
existe un complémentaire & droite, est un groupe.

BUL. SOC. MATH. — T. 83, FASC. II.
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En effet, soit d un élément quelconque de H et ¢ un élément-quelconque du
nodule N de H. Il y a dans H un élément y tel que cy = d. Mais N est un idéal
dans H. Donc deN, et H=N.

Un élément @ d’un demi-groupe quelconque D est dit simplifiant & droite si,
les relations (@ .- z)n(a .: y)#e, (a.  z)S(a .- y) entrainent (°)

r=y.

Tutorime 4. — Pour qu’un demi-groupe D soit un groupe, il faut et il suffit
qu'il posséde un élément a simplifiant & droite et net.

La condition est évidemment nécessaire. Elle est aussi suffisante. En effet, D est
un homogroupe, puisque 1’élément a est net. Soit e I'élément unitif de D et
soitzeD.Siye(a.  z),onazy—a,dou

zTye=ae=a

puisque a appartient au nodule de D. L’élément e est permutable avec tout
élément de D, donc

ze.y =a
etye(a.  ze). D'ou

(a."z)S(a.-xe) et x = xe

puisque @ est simplifiant a droite. Par conséquent, e étant élément neutre de D et
élément net, le demi-groupe D est un groupe.

Un sous-demi—groupe de I’homogroupe H est dit un sous-homogroupe de H,
s’il est lui-méme un homogroupe. Remarquons que I'élément unitif d’un sous-
homogroupe de H n’est pas nécessairement celui de H. Un sous-homogroupe
de H est dit régulier, si son élément unitif est le méme que celui de H.

TreoriME B. — L'intersection A de deux sous-homogroupes réguliers Hy et H,
de l’homogroupe H est un sous-homogroupe régulier de H.

L’intersection A de H, et H, n’est pas vide, car elle contient 'élément unitif e
de H, qui est aussi 'élément unitif de H, et Hy, et cette intersection est un sous-
demi-groupe de H.

Soit z € A, et soient 2’ un inverse unitif & droite de z dans H; et 2" un inverse
unitif a droite de z dans H,. Les ¢léments ze, 2'e et 2" ¢ appartiennent au nodule N
de H. D’autre part

ze€A, z'eeHy, z"e € H,.

(?) Si H et K sont deux complexes de D, le quotient a droite ou résiduel a droite H .- K de H
par K est Pensemble des éléments = de D vérifiant la relation

Kz CH.
Voir DG I, p. 7; DG III; P. DusreiL, Algébre (Paris, Gauthier-Villars, 1946); M.-L. DUBREIL-JACOTIN,

L. ‘Lesieur, R. Croisor, Legons sur la théorie des treillis, des structures algébriques ordonnées et
des treillis géométriques, (Paris, Gauthier-Villars, 1953).
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Les éléments z'e et "¢ sont des inverses de ze dans le groupe N. Par conséquent

x'e=2z"€A.
Mais

z.x'e =zx'se =c.e =e.

Donc I’élément e est net a droite dans A. Comme e est permutable avec tout ¢lément
de H, donc aussi de A, et idempotent, le sous-demi-groupe A est un homogroupe,
d’apres le théoreme 2.

Lemne. — S7 H est un homogroupe et si o' est un inverse unitif a droite de z,
Z'e est un inverse unitif a droite et & gauchede z, e étant Vélément unitif de H.

En eflet, si N est le nodule de H, z'ee€ N, et l'on a

e=z.x'e =ze.x'e.
Mais ze € N qui est un groupe. Donc
z'e.xe =e et z'e.x =e.

Tutorine 6. — Le centre 7 d'un homogroupe H est un sous-homogroupe
régulier de H.

En effet, ’¢élément unitif e de H appartient & Z qui est par conséquent un sous-
demi-groupe de H. Soient z € Z et 5’ un inverse unitif a droite de z. On a

xz = zx pour tout ze€ H.

D’ou

’ ’

x35.35'e=z'e.zx.3e

1Y

%

et d’apres le lemme,

Fe.xe =ex.s'e.
Donc

se.x=ux.3e,
c’est-a-dire

s'eel.

L’élément e est donc net dans Z qui est alors un homogroupe.

Tueorkye 7. — Si 2’ est un inverse unitif a droite de x, Uensemble T =z'H, z,
ott Ho est un sous-homogroupe régulier de 'homogroupe H, est un sous-homo-
groupe régulier de H.

En effet, si y et z sont deux éléments de Hy, on a

z'yx.x'zx =z . yes.x et z'.yez.z€T, puisque yese€ H,.
D’autre part, 'élément unitif e appartient a T, car z'ex = e.

Si y' est un inverse unitif a droite de y dans Hy, on a

ryx.z'yc=x'yey'x =x'ex =e.

Par conséquent, ¢ est net & droite dans T qui est ainsi un homogroupe, d’aprés le
théoréme 2.
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CorovrLsire. — L'ensemble V = x;H, z, ot z; parcourt tous les inverses unitifs
a-droite de z, est un sous-homogroupe régulier de H.

2. Homodomaines et homocorpss — Un domaine H, ou existent une addition
et une multiplication, est un homodomaine s’il a les propriétés suivantes :

1° H est un homogroupe abélien pour I'addition;

2° H est un demi-groupe pour la multiplication ;

3° La multiplication est distributive par rapport a I'addition ;

4° L’¢lément unitif o de I’homogroupe additif est multiplicativement permis
dans H.

Un domaine D, ayant les propriétés précédentes 1°, 2° et 3° et dans lequel
Uélément unitif o de Uhomogroupe additif est multiplicativement permis dans
group , P P
Lensemble des éléments x de D tels que x + o = o, est un homodomaine.

Nous avons d’abord 0.0=o0, puisque o +o0=o0. Si y € D, 0.y est additivement
idempotent, ainsi que 0.) -+ o. Comme o0.)" -+ o appartient au nodule de I'homo-
groupe additif, on a

0.y +0=o0.
D’oun
0.(0.)=o0.y =0,
c’est-a-dire I’élément o est permis a droite dans D. On montre de méme u'il est
permis a gauche.

Tutorime 8. — L’ensemble N des éléments x + o, oi x parcourt tous les
éléments de ' homodomaine H, est un anneau homomorplhe a H.

D’apres le paragraphe précédent, nous savons que N est un groupe vis-a-vis de
r'addition et qu’il est homomorphe a H par rapport a I'addition, en faisant corres-
pondre a I'élément z €H I'élément z + oeN. Si maintenant z et ) sont deux
éléments quelconques de H, nous avons

(z+0)(y+0)=zy +2.04+0.¥Y +0.0=21x)y+ 0.
Donc N est un demi-groupe multiplicatif, homomorphe a H suivant la méme

correspondance.
L’anneau N sera dit le nodule de 'homodomaine H.

TutoreMe 9. — St L’homodomaine H posséde un élément a£o, multiplicati-
pement idempotent et permutable avec chaque élément de H, 'ensemble P =Ha
est un homodomaine homomorphe a H, avec a comme élément neutre multi-

plicatif.
En effet, si z et y sont deux éléments quelconques de H, on a
za+ya=(x+y)a, ra.ya = zya,

c’est-a-dire que P est un demi-groupe additif et multiplicatif, homomorphe 4 H
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par la correspondance # — za. Si 2 est un inverse unitif de z dans I’homogroupe
additif H, on a

zxa+z'a=(x+2x)a=0.a=o.

Par conséquent, P est un homogroupe additif, avec I'élément o comme élément
unitif.

Un homodomaine K, dont le nodule contient au moins un ¢lément différent
de o, et dans lequel 'ensemble K*=K — ! 0} est un homogroupe par rapport a la
multiplication, est dit un homocorps.

TuroreyMe 10. — Le nodule N d’un homocorps K est un corps ( gauche ouw non).
homomorphe aK. L'élément-unité de ce corps N par rapport i la multiplication
est Uélément unitif e de Uhomogroupe multiplicatif, et Pensemble N — {0} = N~
se confond avec le nodule Ny de Uhomogroupe multiplicatif, c’est-a-dire
lensemble K'e.

D’apres le théoréme 8, N est un anneau homomorphe a K. Le produit de deux
¢léments de N* est encore un élément de N*; puisque K* est un homogroupe et N
un demi-groupe par rapport a la multiplication. Soit x un élément de K tel
que z -+ 0€N” et soit 2’ un inverse unitif multiplicatif a droite de 2 — 0. Nous
avons

(x+o)r'=uax'+0=ce,
c’est-a-dire que I’élément unitif ¢ appartient a N* et donc e + o =e.
D’autre part, nous avons

(£ +0)(x'+0)=ur'+~0=ce¢,

Par cons¢quent, 2'+ o € N*, ct 'ensemble N* est un homogroupe par rapport
a la multiplication (théoréme 2), avec e comme ¢lément unitif. De la suit, d’apres
le corollaire 2 du théoréme 3, que N est un corps.

Montrons maintenant que N*= Nj. En effet, N* est un groupe multiplicatif, dont
Pélément-unité est e. Si z € N*, z=xe¢ € N,. Inversement, tout élément )-e de Ny
appartient & N*, car nous avons

ye=y).(e+o0)=y)e—+o.
Par conséquent, N*=N,.
Dans un homocorps K, l’égalité x + o = o entraine x = o. En effet, si x = o,
il existe /% o, tel que z2' = e. Mais alors

(x+o0)r'=o0.2, rx' 4+ o0.2"'=o, e+o=¢e=o,

ce qui est impossible.

Dans un homocorps K, l'égalité x + x = x entraine x = o, c’est-a-dire o est
le seul élément additivement idempotent. En effet, il existe z tel que z + xo=o,
puisque K est un homogroupe additif. Nous avons alors

L+ X+ Ly= &+ Ly et X~ 0=0; d’out X =o0.

Tukorene 11. — Tout homocorps K, dans lequel Uensemble K — {0} est un
groupe par rapport & la multiplication, est un corps.



— 110 —

I1 suffit de montrer que K coincide avec son nodule N et pour cela qu'on
a x+4o=u, pour tout z € K. Si x = o, c’est évident. Soit alors z £ o, et soitz ™!
Uinverse de # dans le groupe multiplicatif K — {0 }. Nous avons

(x +o0)xrt=gzt+o0.271=¢ +o0=c¢,
ol e est U'élément-unité de K—{o}. D’ou
(z +o0)z—tex = ez, (x +o0).e =z, x.e +o0se =1 et z+0=.ur.

On sait qu’un corps fini est toujours commutatif, mais un homocorps fini n’est
pas nécesssairement commutatif, comme le montre I'exemple de I'homocorps
défini par les deux tables suivantes :

+]lo e a b < |lo e a b
o o e e e 0 (V] (8] (o]
e e ) [0 [¢) (4 0o e [4 e
a|e o o o a|o ¢ a b
b le o o o O jlo e a b

La caractéristique d'an homodomaine sc définit d’une maniere analogue a celle
d’un anneau, l'élément unitif additif o jouant dans ’homodomaine le role de
I’élément nul dans Panneau.

Une condition nécessaire pour qu'unhomodomaine soit de caractéristique non
nulle est qu’il ne posseéde aucun élément additivement idempoltent autre que o.

Soit maintenant un homodomaine H tel que 'ensemble H— {0} soit multipli-
cativement fermé et soit z € H, z 3£ 0. Si 3" est un élément quelconque de I, nous
avons pour tout entier positif 7 :

NTe) = a.nYy.

Pour que I'on ait alors
ny =o pour tout yell

il faut ¢videmment et il suffit que nz = o, puisque par hypothese H n’a pas de
véritables diviseurs de zéro.

Pour trouver la caractéristique de H, si elle n’est pas nulle, il suffit donce de
chercher pour un élément x %0 quel est le plus petit entier positif N tel que Pon
ait No = o.

Un homodomaine H, tel que H—{ o} soit multiplicativement fermé et qui
posséde un élément a £ o, multiplicativement idempotent, a« une caractéristique
égale soit & zéro, soit & un nombre premier p.

En effet, si la caractéristique de H n’est pas nulle, clle est, d’apres ce quon
vient de voir le plus petit entier positif N tel que Na@ = o. Si N n’est pas premier,
N = nn/, avec n, n' > 1, nous avons

Na = (nn')a = (na).(n’a)=o,

ce qui exige que 'un au moins des facteurs na ou r'a soit ¢gal & o, contrai-
rement a ’hypothese.



— 11 —

Remarquons que la caractéristique d’un homocorps est celle de son nodule, qui
est un corps.

3. Equivalences réguliéres dans les homogroupes. — On sait que si Rk est une
équivalence réguliere a droite dans un groupe G, la classc-unité mod R est un sous-
groupe de G. On a une propriété analogue dans les homogroupes.

Tuiorkne 12. — Pour toute équivalence réguliere a droite R dans un homo-
groupe H, la classe unitive S, c’est-a-dire la classe modR contenant Uélément
unitif e de H, est un sous-homogroupe régulier de I1.

Soient s; €S, s. €S. Les relations
e (R), Sy

$1°

entrainent
$18. esa=se-=e¢ (R)
donc s;s. €8S.
Soit s’ un inverse unitif i droite de I’¢lément s € S. Nous avons

s=ze (R), Q’on e=ss'=es’=se (R),

c’est-d-dire s'c €S. Mais s.s'e = ss'.¢ = e. Par conséquent, e étant net a droite
dans 'S, la classe unitive S est un sous-homogroupe régulier de H.

On voit facilement (u'un groupoide homomorphe a4 un homogroupe, est
lui-méme un homogroupe. Par conséquent, si R est une équivalence réguliére
dans T’homogroupe 1[I, Iensemble-quotient H/R est un homogroupe home-
morphe a II.

Tuiorine 13. — L’ensemble-quotient HIR d’un homogroupe H par Uéqui-
valence principale (1°) R—= Ri= (R associée & un sous-homogroupe U régulier
et symétrique ('), est un homogroupe homomorphe a H, et on a U’égalité

Ue = Se.

La premicre partic est immédiate puisquel’équivalence principale associée a un
complexe symétrique est régulicre.
SoiecntueUetseS. SizeU. e, exeUetuereU. D'ou

rel .- ue et U.-ecU.:- we.

Si yeU .- we, uey €U. Si v est un inverse unitif a gauche de » dans U, nous
avons
wuey =eyel et 1yel.-e, U. - weclU .- e.
Donc
U.-e=U."ue,

() DGI, p. 5. Si K est un complexe quelconque du demi-groupe D, équivalence principale a
droite Rk associce & K est définie par
a=0 (Rk) = K.-a=K."0b
(1) DG I, p. 22.
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c’est-a-dire
e=ue (R) et UecCSs,

puisque S est la classe unitive mod R. Mais Ue.e = Ue; donc UeC Se.
Nous avons d’autre part
s=e (R),
c’est-a-dire
U.:s=U.-e.

Comme ee—=e€U, eeU .- e. Donc

seeU et SecU,
ce qui entraine
Se=Se.eCUe,
d’ou enfin
Ue = Se.

TurorkMe 14. — Dans les homogroupes, les équivalences réguliéres a droite

et simplifiables & droite sont les équivalences principales a droite définies par
des complexes forts et nets.

En effet, on sait que 'équivalence principale a droite associée a un complexe
fort et net & droite est réguliére a droite et simplifiable a droite (DG I, théoréme 8).
Soit R une équivalence réguliere a droite et simplifiable a droite dans I'homo-

groupe H, et soit K une classe modR. .Si a€K et si e est I'élément unitif de H,
nous avons

ae.e=a.e (R), d’ou ae=a (R).

Par conséquent, la classe K contient au moins un élément ae du nodule de H, et
cet élément est net. D’apres le théoreme 21 de DGI, K est fort et 'on a R =Ry,
ou Ry est I'équivalence principale a droite associ¢e a K.

Pour qu’un complexe M de U'homogroupe H soit net, il faut et il suffit
que MnMe = o.

La condition est nécessaire. En effet, il existe z€H tel que ze=meM.
Mais ze.e = ze. Donc me =meMnMe.

La condition est suffisante. En effet, il existe m; € M, m, € M tels que my =mae.
Comme m,e appartient au nodule de H, mse = m, est net.

Un élément @ d’un demi-groupe quelconque D est dit semi-simplifiant si la
relation

a.cx=a."yFe entraine z =y.

Tutoreve 18. — 8¢ le demi-groupe D a comme image homomorphe un
demi-groupe F possédant un élément f net a droite, et semi-simplifiant
a droite, si R est Uéquivalence d’homomorphisme et si K est lensemble des
éléments de D ayant f comme image, on a

R =Rk

et le compleze K est homogeéne (1*) & droite et net a droite.

(1) DG I, p. 27.
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D’apres le théoreme 20 de DG, on a
R<Rk.

Soit z =y (Rg), c’est-a-dire K .- 2 =K .- y. Si 25 y(R) et si Z et ¥ sont les
images respectives de x et y dans F, on a z#£y. Doy, puisque f est semi-
simplifiant & droite, /. Z5£ f . - ¥. Par conséquent

K.-xz£K. y
contre ’hypothése. Donc
z=y (R)

et R = Ry. Le complexe K est ¢videmment homogene a droite et net a droite.
Ce théoréme est valable en particulier dans le cas ou le demi-groupe F est un
homogroupe dont le nodule posséde un élément semi-simplifiant a droite dans F.

Tutoreme 16. — Si K est un complexe homogéne @ droite et net & droite, et
si Uéquivalence principale & droite Ry est réguliére, le demi-groupe-quotient
F=D/Ry est un demi-groupe possédant un élément net a droite et semi-
simplifiant & droite.

Le complexe K étant une classe mod Rg, si f est 'élément de F correspondant
a K, f est net a droite dans le demi-groupe F. Montrons que f est semi-
simplifiant & droite dans F. Soit

fora=f."bFe,

avec e €F, b eF. Si z et y sont deux éléments de D appartenant respectivement
aux classes @ el b, et si s€K .-z, onaxzs €K, etdonc ys€K, seK .- y. Par
conséquent K .- €K .- y. On montre de méme que K .- y CK .- z et donc

K. zx=K. y.
D’ou
z=y (Rg),
c’est-a-dire @ = b.
Sile complexe K est net, F est alors un homogroupe.

4. Homogroupes résorbants. Caractérisation des équivalences réguliéres dans
les homogroupes résorbants. — Soit H un homogroupe satisfaisant la condition ()
suivante :

(2) Pour tout a € H, il existe un élément e, et un élément a' tels que Uon ait
€. A= a.eg= Q, a.a =a.a=e€,.

On sait (**) que, pour qu'un demi-groupe quelconque D vérifie la condition (),

il faut et il suffit qu’il soit la réunion de groupes disjoints deux @ deux. D’autre

part, ces groupes sont maximauz dans D, car tout sous-groupe de D est contenu
dans Uun de ces groupes.

(1) A. H. CLIFFORD, Semi-groups admitting relative inverses (Ann. Math., vol. 42, 1941).
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Nous désignerons dans la suite par G, le groupe mazimal dans H contenant a,
par e, Uélément neutre de G,, et par a=* Uinverse de a dans G,. On a
évidemment G, = G,,. iSoient d’autre part ¢ élément unitif de H et N le nodule
de H. On a N =He =eH, et N est un groupe maximal dans H.

Soit R une équivalence réguliere a droite dans H, et soit S la classe unitive mod RR.

Turorims 17. — S z €S, ex€Set 21 e€S. Dautre part, les relations e, € S
ete.y €S entrainent y €S.
On a
r=-¢c (R), d’ott ey=xx~l=er—t (R), epe=ex~te (R).
Mais ex—'e = ex~*. Donc
eye=e, (R).
D’autre part, e,e €N et e,.¢ est idempotent. Comme le nodule n’a que P'élément ¢
comme idempotent, on a ¢.c=¢ et
e=-¢e, (R), ey €8S.
Il en résulte
z=ex (R),
zx—t=c,x—t=2x"1 (R)
ex=ua—1 (R), xr—1eS.
Siey €S, ona

ey=e (R), y=eny=c.y=e (R); d’on yeSs.

CoroLLsire. — La classe unitice S est un homogroupe vérifiant la
condition ().

Un homogroupe H est dit résorbant s'il a les deux propriétés suivantes :

1° Hvérifie la condition (a);

2° Le produit de deux éléments idempotents différents de W est 'élément
unitif e de H.

Pour qu'un demi-groupe D, vérifiant la condition (&), soit un homogroupe
résorbant, il faut et il suffit qu'il posséde un idempotent e tel que le produit de
deux idempotents différents soit e.

La condition est évidemment nécessaire.

Elle est aussi suffisante : soit z € D ; il existe 27t tel que 'on ait

rlx =gr—t=ey,  dou ex—l.x =e.e.=e, x.r—le = e,.c = e.
Par conséquent, ¢ étant net, D est un homogroupe résorbant ayant I'élément e

comme ¢lément unitif.

Turoreme 18. — S¢ H est un homogroupe résorbant, on a

Ca X =X.€q

pour tout z et tout e,. D'autre part, U'inégalité e, e, entraine ab € N.
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Sie,= ez, on a ¢videmment ¢,.xz = z.e,. Soit donc ¢, # ¢,. On a
Cael = Crelxdi == €,€.,.eT = C.0,
XelCy = TCy 24 == Ta€rlq = .
Mais e est permutable avec tout ¢lément de H. Donc

CueXl = I .Cq.

Si e, ey, on a

ab = acqee,b = aeeqe,.b = aeb = abee\.

Dans la suite de ce paragraphe, & moins d’indication contraive, H disigne
toujours un lhomogroupe résorbant et R une équivalence régulicre a drodte.
Un sous-homogroupe K de I est dit résorbant s’il est lui-méme un homogroupe,
résorbant par rapport a Uopération de H. Si & est un élément de K, il existe alors,
dans K, un groupe maximal dans K et contenant z. Nous désignerons ce groupe
par GE et 'on a
GECG,.

Tukorine 19. — Solent K un sous-homogroupe résorbant régulicr de H. Ny le
nodule de K et a un édlément quelconque de 1.
1° Sie,=c,ousic, &N, on a,
K. = Ngoa.

2 Sie,z2ectsie, €N, ona

Kot = Njeau b:‘ o
Remarquons d'abord que, puisque Koest régulier. on a

Nk= h.e =c.NCN.

1” Stixel\, e, ek, puisquc GRCG,. et GRCK. Sie,=¢.c..e,=vc. Sie, &N,
e, e, et done e o0, = ¢, dou
Lell = 1CeCpd = ICe@ € \Rodl
el KL €N . Comme Ny €K, on a

K.a = Ng.a.

«

2° Posons F=GE. St K=NgUF, c’est immédiat. Supposons ensuite que

le complément E de I\Jl\ul dans K ne soit pas vide. On a

K=NguFuE et K.a = Ng.auF.avE.a.
Si z€E, on a ¢, e,. En eflet si nous supposons ¢,=rc¢, on a G,=G,.
Mais GX € G;. Donc ¢, € G et GE=T". Dot x €F, ce qui est impossible. puisque
EnF =o0. On a donc

Lol = T€re€y @ = XC.AENK.A

Par conséquent
F.acNi.a et K.a = Nk.auF.a.
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Tukorine 20. — La classe unitive S mod R est un sous-homogroupe résorbant
régulier de H.

D’apres le corollaire du théoréme 17, S est un homogroupe vérifiant la
condition (). L'é¢lément unitif e de H est aussi I'élément unitif de S. Par
conséquent, le produit de deux idempotents différents de S est I'élément unitif de S,
puisque I est résorbant.

Toute classe T mod R contenant au moins un idempotent de H est dite une classe
semi-unitive.

Tutorkme 21. — S¢'T est une classe semi-unitive mod R, différente de la classe
unitive S, T est un groupe.

La classe T ne contient qu’'un idempotent ¢,. En effet, si ¢; est un idempotent
de T etsiej=£e, ona
e;=¢; (R), e;=cie;=e (R).
Donc e, €S, contre I'hypothese.
Soient z€T, y €T. On a ¢, = e,. En effet, si ¢, ¢,, ¢,e, = ¢. De

x=e; (R) suit & =wxe,.=¢ce,=¢ (R)

et r €S, contre hypothese.
D’autre part, 2=+ € T, puisque

ey=ep=xr':=cx '=u"1t (R)

Comme ¢, ==¢,, on a
ry =e =y (R)
et zy € T. Par conséquent, T est un groupe.
Tnrorine 22. — L’ensemble Hy des éléments de H appartenant auz classes
semi-unitives mod R est un sous-homogroupe résorbant régulier de 1.
Soient z € Hy, y € Hy. On a d’apres les théoremes 20 et 21 ¢
z=e, (R), y=e, (R)
Si ey=¢,, on a évidemment zy € Hy. Si e, 3£ ¢,, on a alors
zy =e,y =ey (R), ye=-¢e,e=e (R), puisque e,y = e..e,y = ey.
Mais ey = ye. D’ou
ry=-e (R), ryeSCcH.

D’autre part, 2! € Hy, d’apres les théorémes 20 et 21. Donc z.27te =¢,.c =,
avec 27teeH,, ct Hy est un sous-homogroupe de H. De plus, Hy est résorbant
(théoremes 20 et 21).

Nous appellerons H, le sous-homogroupe résorbant complet associé a
Iéquivalence R. ’

Si Ny, est le nodule de H, et si Ng est le nodule de S, on a

Nll.,= Ns.
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En effet, puisque S CHy, on a
Ns: S.eSHq.e = Nll,;

Siz e Hy, z=e¢, (R). D’ou

ze=-e,e=¢ (R)

cLze €S, ce qui entraine ze € Se. Par conséquent, Ny SN,

Posons "= Nyu (lI,—S). Autrement dit, H" est I'ensemble formé par les
¢lements du module de S et les éléments des classes semi-unitives différentes de
la classe unitive, pour autant qu’elles existent.

Tukorink 23. — L'ensemble H* est un sous-homogroupe résorbant et régulier
de H.

En effet, H* est Ia réunion de groupes disjoints deux a deux. Cela découle du
théoreme 21, et du faip que le nodule d’'un homogroupe est un groupe.
Soient z € I", 3 € II". Si z ¢l 3 appartiennent au méme groupe, il en est de meme
de z.y, donc xyell’. Si z et ) font partie de deux groupes différents, on
a e, 7~ ey et alors

xy =.re,.c.y =.cey =xy.e€lly.e = Ny,

Mais N, = Ns. Donc z) e Ny C1I".

Par conséquent, II" est un demi-groupe vérifiant la condition (). On voit
facilement que c¢’est un sous-homogroupe résorbant et régulier.

Nous appellerons H* le sous-homogroupe résorbant réduit (%) associé a
U'équivalence R.

Soient G un groupe maximal dans H, g I'édlément neutre de G et G, Iensemble
des ¢léments de G équivalents & 2 modR.

Tutoninr 24. — Stz € G, )y € G, larelation zx =y (R), entraine Go.2 = G,y
et inversement.

Si l'on considere la trace de R sur G, on voit immédiatement que Gy est un
- .
sous-groupe de G et donc que la relation

x=y (R) entraine Gy.x = Gy.1. v
Inversement, soil Go.2 = Go.y. On a
r=gr=g\), avec g1€Gy.
Comme g =g, (R), ona
y=gr=gy (R) e 2=y (R)

Si K est un complexe de H, nons désignerons par ¢x U'équivalence réguliere a
droite (**) définie par agga’ si et seulement si 'on a Ka=Ka'.

(%) Remarquons que tout groupe maximal G de H*, G # Ns, est une classe mod R.
(') Symétriquement, nous désignons par k3 I'équivalence régulicre d gauclie définie par agsa’si
et seulement si aK = a’'K.
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Tueorine 25. — Si K est un sous-homogroupe résorbant régulier de H, le
sous-homogroupe résorbant réduit F associé a Uéquivalence ¢ est K lui-méme.

Soit Ng le nodule de F, c’est-a-dire Ny=Fe. Remarquons que le nodule de la
classe unitive mod ¢ est aussi Ng. Si z € Ng, on a

z=e¢ (%K), d’ou Kz = KecK, puisque eeK.
Comme ex =z, on a z €K et Ny CK. Si F contient encore d’autres éléments
n’appartenant pas a Ng et si y est un tel élément, y appartient 4 une classe semi-

unitive T mod ¢, différente de la classe unitive. D’aprés le théoreme 21, T est un
groupe et e, est I'élément neutre de T. On a donc

y=ey (%K) d’otr Ky =Ke,.
Montrons que e, € K. En effet, si e, ¢ K, on a d’aprés le théorzme 19,
K.y =Ng.y, dou K.ey=K.yy—t=Ng.yy—1= Nx.e,.
Mais Ny=K.e. Donc
K.ey=K.ee, = K.e et ey=e¢ (%K)
ce qui est impossible, puisque e, n’appartient pas a la classe unitive. Donc e, €K,

et Ky = Ke, CK. En particulier, e,.y = y € K. Des considérations précédentes,

il suit donc
FcK.

Montrons ensuite que K CF. Soit d’abord z € N, et par conséquent ex = z.
On a

K.x = K.ex = Nx.x.
Comme Ny est un groupe, on a
Nx.x = Nx et K.z = Ng= K.e.
D’ou

et z appartient a la classe unitive mod ¢ et au nodule de cette classe, car ze = z.
Par conséquent, z € F.

Si maintenant il existe un élément y €K, y &Nk, y est contenu dans un
groupe G maximal dans K, avee GKC G, et e, est Pélément neutre de G}. D'od

GE.y = GK.e,.
Comme y.c€Ng et eye=e, ona

Ng= Nx.y = Nx.e,.

Par conséquent
G}i.yuNn.y= GE.e, UNk.ey.

Puisque e, % e ete, € K, on a d’aprés le théoréme 19, en considérant que G¥= G¥ :

K.‘}f:‘G"‘.._}/UNx.y, K.ey= G‘J‘..eyUNx.ey.
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D’ou
K.y=Keey et y=e, (x)
L’¢élément e, n’appartient pas a la classe unitive mod ¢. car la relation

ey=¢e (9K) entrainerait Kge, = K.e = Ng

et, puisque ey €K, e,=e,.e, € Ny, c’est-a-dire e, = e, ce qui est impossible.
Par conséquent, e, et y appartiennent & une classe semi-unitive autre que la
classe unitive et I'on a donc

y€F, KCF.
D’ou
K=F.
Tueorkme 26. — S¢ R est une équivalence réguliére ¢ droite dans I’homo-

groupe résorbant H, et si K est le sous-homogroupe résorbant réduit de H
associé a R, on a
R =

~G

K-
1° Soitz=y (R). On a
ex=zx1=yz—t (R), e,=yy—t=zxy-t (R).
D’apres le théoréme 18, e, et ¢, appartiennent au centre de H. Donc

ece,=yzx—le, = ye,.x—t = yxr—t (R),

eyex=zxyle,=xeyx.y '=xy-t (R).
D’ou

yx—i=2x)y—t (R) et ex=¢, (R).
D’autre part, z¢ = ye (R). Si Ni et Ng sont respectivement les nodules de K et
de la classe unitive S mod R, on a Ngy=Ng et Ny €N. Le nodule N de H est un
groupe maximal dans H et ze €N, ye € N. Comme Ngest 'ensemble des éléments
de N équivalents & e mod R, on a d’apres le théoreme 24,
Nk.ze = Ni. ye,
d’out
(l) NK‘Z‘:NK.}‘.
a. Si e, appartient & une classe semi-unitive T £ S, T est un groupe maximal

dans K (théorémes 21 et 23). Par conséquent, e, = ¢, et G,= G,.. Comme z € G,
y € Gy, il résulte du théoreme 24,

(2) T.z=T.y.
Les égalités (1) et (2) entrainent
Ng.zuT.z =Ng.yvuT.y.

On a donc, d’apres le théoreme 19, puisque er%e et e, €K et que d’autre
part G:::: T= Ge‘, :
K.z =Ng.2uT.z2=Nk.yuT.y =K.y,
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c’est-a-dire
z=y . (9K)-

b. Sie, €S, il en est de méme pour e, et l'on «
ex=e¢ =ou -er¢K, ey=¢ ou e €K,

car K étant le sous-homogroupe résorbant réduit associé a R, ne contient que le
nodule Ng de S. D’ou, d’apres le théoréme 19,

K.z = Nxg.z, Kly:Ng._}’.

De I’égalité (1) résulte alors

K.z =K.y,
c’est-a-dire
z=y (%K)
Par conséquent
R C 9K,

2° Soit z =y (¢g), C’est-a-dire K.z = K..y. D’apres le théoréme 25, le sous-
homogroupe résorbant réduit associé a g est K lui-méme, qui est aussi le sous-
homogroupe résorbant réduit associé & R. Par conséquent, tout groupe maximal
dans K, différent de N, est, s'il existe, une classe mod ox et modR.

Comme sous 1°, on montre que

ex=¢€, (%K)
D’autre part
ze=ye (%K) et K.ze =K.ye, Ng.z = Ng.y.

a. Si e appartient 3 une-classe semi-unitive T*mod ¢ différente de la classe
unitive S*modgg, T* est un groupe maximal dans K et I'on a
ez=¢y,. Ge=Gy,, GE=T'=Gk.
Il suit, d’apres le théoreme 19,
Nr.zuT*.z =K.z =K.y = Ng.yuT".y.

D’autre part, Gz:nN=g, car e;5%e. Comme Ng.zCN, et T*.2CG,, on a
Ni.2nT".z=g. De méme, Ng.y n T*.y =g. Ceci entraine, puisque Ng.z=Ng.y :
Tz =T'.y.

D’aprés ce qui a été dit au début de 2°, T* est une classe mod R, puisque T" est
un groupe maximal dans K. Comme T* S G, et z€ G, y € G5, on a

z=y (R)
d’apres le théoréme 24.

b. Sie, €S, il en est de méme pour e,. On a alors

exr=¢ey=e (%)
D’autre patt
Ng.ze = Ng.ye.
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Les éléments ze et ye appartiennent au groupe N maximal dans H, et N est
I'ensemble des éléments de N équivalents & e mod ¢x et modR. Donc d’aprés le

théoréme 24,
ze=ye (R).

De e;=e(9g) et du fait que K est le sous-homogroupe résorbant réduit associé
a gg et a R, il résulte e, = e(R) et de méme e, =e(R). D’on

r=ex.x=c.x =zxe (R),

y=eyy=ey=ye (R)

et
z=y (R)
Par conséquent
ek SR
et donc
o = R.

Ainsi, dans un homogroupe résorbant H, les équivalences régulié¢res a
droite sont les équivalences ¢x associées aux sous-homogroupes résorbants
réguliers K de H. On montre d’une maniére symétrique que les équivalences
régulié¢res a gauche sont les équivalences go.

Tntorexe 27. — Pour que l'équivalence ¢x associée au sous-homogroupe
résorbant régulier K de H soit simplifiable a droite, il faut et il suffit
que K.e =K.

La condition est nécessaire. En effet, on a pour tout idempotent e, € H,
e=ece=eye, d’ou ee=-eze (%K) et e=¢ex (3K)

Par conséquent, la classe unitive S est la seule classe semi-unitive mod¢g. D’apres
le théoréme 23, K est le sous-homogroupe résorbant réduit associé¢ a og, donc K
ne contient ici que le nodule de la classe unitive Ng= Ng. D’ou

K.e = Ng.e = Ng =K.
La condition est suffisante. Soit
ax = bx (¢K)-
On a, puisque ¢ est régulitre a droite,

. aey= axx—'= bxx—1= ber (%x),
c’est-a-dire
K.ae.= K.be,.

Comme e, appartient au centre de H, il suit
K.exa=K.e,b.
Par hypothese, K.e =K. Donc

Ke.exa =Ke.exb, Ke.a =Ke.b et K.a=K.b,
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c’est-a-dire
a=b (¢x)

Tutortme 28. — Pour que Uéquivalence og associée au sous-homogroupe
résorbant régulier K de H soit régulicre, il faut et il suffit que K soit
central (1%) et l'on a gx =9

La condition est suffisante, c’est immédiat. Elle est aussi nécessaire. En effet,
d’apres le théoréme 25, K est le sous-homogroupe résorbant réduit de H, associé¢
4 ¢g. Si Ng est le nodule d¢ K, Ny est donc 'ensemble des éléments de N équiva-
lents 4 e mod ¢x. Comme N et Ny sont des groupes, Ny est sous-groupe invariant
de N. D’ou, pour tout ze€H :

Ng.2 = Nge.x = Nx.exz = ex.Nx = z.eNg = 2.Ng, puisque ezr€N.

D’autre part, si ez52 e et si e;€K, le groupe GE, maximal dans K est une
classe modgg, et GX € G,. Par conséquent, GX est sous-groupe invariant du
groupe G et z.GE, = GE . z.

On a donc, d’apres le théoréme 19,

K.z = z.K pour tout zeH.

Tueorkne 29. — S¢ R est une équivalence réguliére dans 1'’homogroupe
résorbant H, le demi-groupe-quotient H|R est un homogroupe résorbant
homomorphe a H.

On voit immédiatement que H/R est un homogroupe vérifiant la condition ().
Soit X une classe modR idempotente et soit z € X. On a donc

zz =2« (R), d’ou zxx—t=zz-t (R), z = ex(R), ex€X.

S1Y est une classe modR idempotente, telle que X £Y, et si yeY, e, €Y.
Mais e;.e,=e. Donc X.Y =S, 6u S est la classe unitive modR, donc I'élément
unitif de H/R qui est ainsi résorbant.

Lintérieur (17) de ’homogroupe résorbant H est H lui-méme. On a en effet,
pour tout e € H et tout € H :

A = Teyra = xaACy= raxr-!.z,

ar = ae,x = eyar =zx.x-1ax.

Tutoreme 30. — Le centre 7 de H est un sous-homogroupe résorbant
régulier, central et abélien de H.

Le centre Z n’est pas vide, puisque tous les idempotents de H appartiennent
a Z, d’apres le théoréme 18. Par conséquent, d’aprés le théoréme 41 de DGI,
Z est un sous-demi-groupe central et abélien de H. D’autre part, si x€ Z, x~* € Z.

() DG I, p. 4o. Un sous-demi-groupe S d’un demi-groupe D est central si I'on a S = S pour
tout z de D.
(1) DG I, p. 46.
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En effet, pour tout a€ H, on a
za = ax,

d’on
erar 1= \rar—'= xtarxx—t = xtae, et ar—'=xz"'a.
Par conséquent, Z vérifie la condition (). De plus
rxx—t=er€l, dot  zw.zle=eype=ce
et Z est un sous-homogroupe résorbant régulier de H.

Soient maintenant @ un élément de H et o lapplication de H dans lui-n’géme
définie par

(1) ax = axa—t.
Comme H est résorbant, a chaque ¢lément de H correspond une telle application.
Cette application est réguliére pour V'opération de H, puisque
a(xy)=azxya—t= ae,.xyat=ax.e;.ya = axa—t.aya"t=a(x)x(y).

Les applications définies par la relation (1) sont donc des endomorphismes de H
et nous les appellerons les endomorphismes intérieurs de H.

Turorime 31. — L'ensemble T des endomorphismes intérieurs de H forme
un homogroupe résorbant homomorphe a H et I’on a U’isomorphisme

I' ~ H/pz.

En effet, soit I'application

(2) a-—>a

de H sur l'ensemble T', définie par (1). Au produit ba correspond I'endomor-
phisme 7 définie par

AL = ba..v.(ba)—l..

Montrons que (ba)~'=a~'b~!. Si e,= e;, @ et b appartiennent au méme groupe
maximal dans H et 'on a bien alors (ba)™'=a 1671, Si e, £ e, €q-e=c¢, et
d’autre part on a

e,= e !, e,= eyt

D’ou d’apres le théoréme 18,
abeN, baeN, a-tb—teN, b—'ta—teN.
Le nodule N est.un groupe maximal dans H et e est son élément neutre. On a
S ba.atbt=b.eq.b'=€,. b1 =e4.e5= e.
Donc a—1b~* est I'inverse de ba dans le groupe N et 'on a
(ba)—t = a—1b=1.
Par cornséquent

xnz = ba.x.(ba)t=ba.r.a"'b—'= j(axa—')= §(ar) = Jzx
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et 'application (2) de H sur I est un homomorphisme. 11 en résulte que T est un
demi-groupe homomorphe 4 H, donc I est un homogroupe résorbant (conséquénce

du théordme 29). Il existe alors dans H un sous-homogroupe résorbant central K
- tel que T'on ait I'isomorphisme

T ~ H/¢x, avec @k =A,
A étant l’équivalencé d’homomorphisme.

Montrons que K =7Z. D’apres le théoréme 23, K est le sous-homogroupe
résorbant réduit associé 4 ¢z. A toute classe semi-unitive mod ¢g, correspomd un
endomorphisme intérieur idempotent, et inversement, puisque d’apres la démons-
tration du théoréme 29, toute classe idempotente est semi-unitive. D’autre pert,
si ey et e, sont deux idempotents différents de H, les applications correspondamtes

g et ey, &g €T, ey €T, sont différentes. En effet, on peut toujours supposer alors
esZeetlon a

Eyez=e€1661= ¢, 22 == €2 CnCy = Cs.

Il en résulte que la classe unitive S mod ¢ ne contient qu’en idempotent, donc se
confond avec son propre nodule N, puisque S est un sous-homogreupe résorbant
de H. Par conséquent, K est la réunion de toutes les classes semi-unitives, et K
est ensemble des éléments r de H auxquels correspondent dans I les endomor-
phismes idempotents. On a donc pour tout € H :

r(rer)r1=rxr-,
d’on

rer—t= r-1(rer-1)r = e,xe,= xe, et rxe,= xe,r, re =uxr,

c’est-a-dire r € Z, et par conséquent K CZ.
SizeZ,ona

e;x =33 'y = 2.3 %z,
et d’aprés le théoréme 30,

Xz = z2x3—%= Z(3x31)z"".

Nous avons donc
zeK et K=27.

Comme exemple d’homogroupes résorbants, nous avons évidemment les groupes.
Les pseudo-groupes (1¢) sont également des homogroupes résorbants. Un demi-
treillis .contenant un élément e tel que la relation a 72 b entraine a U b = ¢ est un
homogroupe résorbant.

Soit un groupe G et soit S un sous-groupe invariant de G. Les complexes Sz,
avec x parcourant G, et les éléments de G forment un homogroupe résorbant H,
en considérant H comme sous-demi-groupe du -demi-groupe des parties de G
(voir DGIII). L’élément unitif de H est le sous-groupe S. Le nodule N de H est

() DG, p. 5. Un pseudo-groupe est un demi-groupe formé de la réunion d’'un groupe et d’un
élément permis.
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formé des complexes Sz et H est la réunion de N et G. L’¢lément neutre g de G
est aussi élément neutre dans H.

Remarquons qu’un’ homogroupe résorbant posséde un élément neutre si et
seulement s’il contient au plus deux éléments idempotents.

CHAPITRE II.

EQUIVALENCES REGULIERES DANS LES DEMI-GROUPES.

1. Propriétés des équivalences réversibles généralisées définies par des com-
plexes quelconques. — Dans ce paragraphe, nous étendons au cas d’un complexe
quelconque quelques propriétés des équivalences réversibles généralisées établies
par P. Dubreil (1°) pour le cas d’un sous-demi-groupe.

Soit le demi-groupe D. Un complexe K €D est dit intégre & gauche si la rela-
tion kx €K?, avec k€K, entraine x € K. On définit d’une maniére symétrique
un complexe intégre & droite.

Un sous-demi-groupe S unitaire (2°) a gauche est intéegre & gauche, et
inversement.

En effet, si S est unitaire & gauche, la relation sz € S? avec s € S, entraine sz €S,
donc z €8S. Inversement, si S est intégre a gauche et sisx =s, €S, ona, si s €S,
s'szx = §'s, €S2 Comme s'se€S, zeS.

Soient H un complexe quelconque de D et 3, I'équivalence réversible généra-
lisée a droite associée a ce complexe. Par définition, on a a = b(Zy) si et seule-
ment.s’il existe un nombre fini » d’éléments m,, ..., m, €D tels que

Ha{Hm,{ ... {Hm, [ Hs,
la notation Hz | H y signifiant Hx n Hy £ ¢. Posons
V=\JUP:M
ren

et soit T I'extension saturée de H par Xy,
TuroresMe 32. — On a
HCVCT.
Pour que H=T, i faut et il suffit que H soit intéegre & gauche. SiK est un
complexe intégre & gauche contenant H, on a
TCK.
En effet, si z€V, il existe A€ H tel que l'on ait hx =k, k., avec 2y eH,

ha e H. Donc
x=hs (Zq) et HCVCT

(**) DG II, p. 10-18.
(*) DG I, p. 16. Un sous-demi-groupe S est unitaire & gauche si les relations s€S, sz €S entral-

nent z€S.



— 126 —

Si H=T, la relation Az = hih, entraine xe€H, c'est-a-dire H est integre a
gauche. Inversement, supposons H intégre a gauche et soit t€T. Il existe alors
un élément /. € H tel que

h=t (Zn)

et 'on a une suite de relations de la forme

(1) hoh = hymy, himy= R’y m,, A lyymy, =l t.

Comme H est intégre a gauche, cela entraine successivement

my€H, myeH, . ey mpeH, teH.

Par conséquent, H ="T.
SiHCK,onaZ2;C3. SiteT,ona

t=h (Zn), ot heHCK; d’ou t="~nh (Zu)

Mais K est integre a gauche, donc zeK et T CK.

On sait (2!) que si H est un sous-demi-groupe, l'extension saturée T de H
par 2y est un sous-demi-groupe unitaire & gauche, donc intégre a gauche, et 'on
a I'égalité 2= Z;. Nous allons montrer par des exemples que si H est un com-
plexe quelconque ces propriétés ne subsistent pas nécessairement.

Considérons d’abord le groupe G d’ordre 2, G=/{e, a}, e étant I'élément
neutre. Si H={a}, nous avons T = { a}, et T n’est pas un sous-demi-groupe.

Soit ensuite le demi-groupe D donné par la table suivante :

z ¥y z
z |z y =
vy z 3z

Z 3z 3

Soit le complexe H= {y|. Les classes mod 24 sont {z}, {y, s{=T. Il n’y a
qu’une classe mod 2, le demi-groupe D lui-méme. Par conséquent, 2,5~ 2;.
D’autre part, T n’est pas intégre a gauche, car on a sz = z € T*={ 5}, sans avoir
zeT.

Tueoreme 33. — S¢ H? est un complexe fort (**) on a
HV = H? et Vv=T.

Soient z€V et te€T. Ilexiste ~€H tel que I'on ait kz € H?; d’autre part
hh € H2. Donc
he(H2-. z) n(H2". k),
d’ou
(H2-.z)y=(H2-.h)2H et HzCH2>, HVCH:

Mais H2CHV. Donc HV = H2.

(') DG II, théoréme 9.
(**) DG 1, p. 9.
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La suite (1) de relations entraine alors successivement
myevV, hym,eH2, myeV, vy - mupe€eV, hom,cH2, teV.

Donc
V=T.
Remarquons que si H est un complexe quelconque vérifiant I'égalité HV = H*
onaV=T. .

Tutoreme 34. — Si H est un .complexe intégre & gauche, on a 24 C Ry, o Ry
est l'équivalence principale & droite associée a H.

Soit ha =H'a'. Si axreH, hax € H? et har = k' a'z. Donc a'zeH?2 .- ' CV.
Comme H est intégre a gauche, on a H=YV, d’apres le théoréme 32. Par consé-
quent, reH .- ad', et H.-aCH. 2. On montre de méme que H.-a'CH .- a, et
donc H.-a=H.-d.

Par conséquent, 2, CRy,.

Un complexe H de D est dit unifi¢ a droite, si H-. HzZ g. Si(H-. H)nH 3£ o,
H est dit interne @ droite. Un complexe parfait (**) & gauche est unifi¢ a droite.
Si R est une équivalence réguliere a gauche dans D et si 'on a za=a (R).
la classe A mod R contenant @ est unifiée a droite.

Tutorkne 35. — S¢ H est unifié a droite, le complexe K =H -.Hest un sous-
demi-groupe de D. St K'=HnK g, K' est aussi un sous-demi-groupe.
D'autre part, K' est saturé mod Ry, et st Hest fort, K est une classe mod Ry.

SizeK, yeK,onazHCH, yHCH. Donc
zyHCzHCH et zy eK.
SiK'x£6,etsihy €K', haeK/, on a
hih,eK et hyh.ehyHCH.
Soit ensuite
z=4k (Ru), ou kek,
c’est-a-dire
H..z=H. %k

Mais HCH .- £ =H .- 5. Par conséquent zHCH, et 5 € K.

Si H est fort, on a, puisque HC (H .- A)n (H .- ') quels que soient & et A’ €K,

Tukoreme 36. — Pour qu'un complexe fort H soit un sous-demi-groupe. il
Saut et il suffit qu’il soit parfait a droite et interne a droite.

La condition est ¢videmment nécessaire, d’apres le théoréme 15 de DGI. Elle
est aussi suffisante. En effet, d’apres le theoreme 12 de DGI. H est contenu dans
une classc mod R;,. Mais H étant interne a droite, il existe 2 € H tel que AHCH,
ce qui entraine 2'H C H pour tout 2’ € H. Donc H2 CH.

(®) DG I, p. 14.
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Remarque. — Si H est unifié a droite, fort et équirésiduel, on a

ka=a (Ru)
pour tout ke K =H . H et tout a € D. _

En effet, si ax € H, kax € H. Par conséquent, 2 C Ry, d’aprés le théoréme 8
de DGII. Si H est de plus symétrique, la classe K est évidemment v 1 élément
neutre a4 gauche dans le demi-groupe quotieni D/R,.

Soit maintenant un complexe quelconque H. Posons

L=U(H.'h)

heun
et supposons L £ g, ce qui a lieu en particulier lorsque H est net a droite. On'a
pour tout y € L et tout a €D,

ya=a (Zp).

Par conséquent, toute classe X mod Iy est unifiée a droite puisque LXSX.
Soit NCL, et soient M et P les extensions saturées respectives de N et L
par Xy.

Taeorene 37. — On a
pa=a (Zy)
pour tout peP et tout aeD. Le complexe M est un sous-demi-groupe unitaire
a gauche. En particulier, toute classe contenue dans P est un sous-demi-
groupe unitaire a gauche. L'équivalence Xy est réguliére dansP et I’ensemble-
quotient P = P|3y est un demi-groupe homomorphe & P dans lequel tout élé-
ment est neutre ¢ gauche.

On a p=y (2y), pour au moins un y € L. D’ou, puisque 2, est réguliére a
droite,

Si m et my appartiennent 2 M, on a

mmy=my (2"),

c’est-a-dire mm, € M, puisque M est saturé par 2. Si mz €M, on a

mr=x (Zn),
donc z e M.

Si
pi=p: (Zn), avec pieP, p2€P,
on a
ppi=p1 (Zn), pp:=p: (Zn)

pour tout p € P. Donc
ppy=pp: (Zn)

et 3, est réguliere dans P. Par conséquent P est un demi-groupe homomorphe
A P et tout élément de P est neutre a gauche, puisque pa = a ().



TuroreMe 38. — Si T est Uextension saturée de H par 2, on a T=T .- P,

et le comple.z'eU(T ", t) est saturé par 2.
teT .
D’apres le théoréme 37, on a PTCT. Si zeT. P, il existe peP tel que
pr=teT.Doupr=xr=t(2,),ctzeT.
SizteTetsiz=5(%,;),ona
xt'= 3t (Zn).

Donc zteT.
Supposons maintenant de plus que le complexe H soit tel que B=L-. H=g,
et posons BH =L, CL.

Turorene 39. — L'équivalence 3, est la plus fine des équivalences R telles que
ra=a (R)
pour tout r €Ly, et tout a€D.
En effet, soit ke = hyay, avec-heH, 2y € H. Soit 5€B. On a bha =bh,a,.
D’ot, en posant b =reL,, biy=r,€L,,

ra =nrida;.
Mais
ra=a (R), ra =da (R),

donc a = a,(R).

Un complexe H de D est dit réversé & droite pour un complexe K, si I'on
a KHCH, et si pour tout couple d’éléments &, € H, k. € H, il existe un couple
d’¢éléments ky €K, k: €K tels que l'on ait kyhy= kaha. Si S est un sous-demi~
groupe de D, réversible a droite (2+), tout complexe Sa, avec @ € D, est réversé
a droite pour S.

Treorkne 40. — 1° S A et B sont deux complexes unifiés a droite, et st K

et G sont deux complezxes tels que Uon ait
KACA, GBCB, GACAG
le complexe AB est unifié ¢ droite et Uon a
KGAB CAB.

2° Si A et G sont échangeables ¢ droite (2?), et si A est réversé ¢ droite pour K,
et B réversé a droite pour G, le complexe AB est réversé & droite pour KG.

1° En effet, KGAB CKAGB C AB, et AB est unifié a droite.

2° Soient m = ab et m;= a, b, deux éléments du complexe AB. On a

&b = g.b,, avec g€G, §1€G.

(*) DG I, p. 34. Un complexe H est réversible & droite. si pour tout couple d’¢léments 2, €H, h,€H,
il existe ;€ H, h,eH tels que Ak, = hih,.
(*) DG I, p. 34.
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Cbmtﬁ_e A et G sont éch‘angeqble_s a droite, on a

g'a=ag, avec g'eG, a'el;
£rai= a) g1, avec g €G, aj€A;

A ¢tant réversé a droite pour K, on a

ka' =k a}, avec kek, kieK.

Posons :

m'= kg, my =k g.
On a

m'm = kg'ab = ka' gb,

mymy=kigyarby=kya £1b1;
d’ou
m'm = m\ my, avec m' €KG, m; e KG.
Tutorkme 41. — Si H est un complexe réversé a droite pour K, la relation de

réversibilité a droite (2%) oy associée a H est transitive, et lon a oy=3,,.
En effet, soient les égalités

ha = hya,, kY ay= Ry a., avec h, hy, k), h,eH.
Ona
khi= KR, avec kek, K ek, d’ou kha = k' Iy as.

Mais kh =ho€H, k'h\,= I\, e H. Donc
hoa = ,llo QAs.
Turorime 42. — Si H est un complexe réversé a droite pour K et s'il
existe h e H tel que Uon ait hRK CH, le complexe H est réversible & droite, donc

contenu dans une classe X mod 2;=ay. Cette classe X est réversible a droite,
ainsi que tout complexe compris entre H et X. On a les relations

U(H . k)gX:U(H?.- r), XKcX.

k€K hel

St de plus KHCK CH, X est un sous-demi-groupe et U'on a

U(H.~k)=X.

keK
Soient 4o € H, hy € H. Il existe ko € K, k; € K tels que 'on ait ko ko= ki hy. Dot
‘ hkoho= hkyh,.
Mais hko=Fh\, € H, hky= k', € H. Donc
Ky ho= K, hy,

H est par conséquent réversible a droite, et d’aprés DGII, p. 15, H est contena

(2¢) DG II, p. 10. On a asna’ si et seulement s'il existe h, h'€H tels que ha = h'a’.
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dans une classe X mod 2= oy. Cette classe X est réversible a droite, car si
zeX, meX, x=z ()
il existe ho € H, 2, e HC X, tels que I'on ait
hox = hyx,.

On voit immédiatement qu’il en est de méme pour tout complexe compris entre H.
et X.
Siks=~"~h,eH,ona

hkz = hh,y, avec Ik = h,eH.

D’ou
s=h, (Zn) et U(H.-k)g.\'.
kEK
On voit facilement que
x:U(H-z.-h).

hen
SizeX,onaz="~(2Z,). Dou
xh = hk = Ilg (;")

quel que soit k € K. Par conséquent
XKcX.
Soitensuite KHCK CH. Siz=h (2,),ilexiste iy e H, h. € Htels que hyz = A, h.
D’ou
e =kix=kloh = kb, avec Ahy= k€K, khs= ko eK.

Mais ko h =1, € H. Donc

zel Ju.-ky e x=LJmH. k.
L€K k€K
Si z; € X, on a alors
kyxx,= h;x,,
c’est-a-dire

XXy = Xy =)

et X est un sous-demi-groupe.

2. Equivalences [,. — Soit H un complexe quelconque du demi-groupe D.
Considérons la relation w; définie par awya' si et seulement s’il existe 2, A'e H
et meD, tels que 'on ait a = Am, a'= h'm. Cette relation wy est symétrique et
réguliere a droite. Elle est de plus réflexive dans HD.

Appelons composé a droite de H par a et désignons par (H|a). I'ensemble
des éléments z tels que @ € Hz. SiH est fixé une fois pour toute, posons (H|a)q=F...
La relation & définie par aQ,a’ si et seulement si I'on a Fo=F, =0, ous'il
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existe un nombre fini 7 d’éléments ry, Tay enny Pn ED tels 'ql',é SRR
vFaiFr,lFr,}{...;{F,._;[F,,:H "

est une relation d’équivalence (")

Posons V=D — HD, et appelons Vi le reste a droite de H S1 VH¢ ¢, Vn est
une classe mod Qy, puisque Vy est I'ensemble des éléments ¢ tels que F, = p. Cest
de plus un complexe consistant & gauche (DGI, p. 11). En effet, si zy € V et
si z ¢ Vy, € HD. Donc zy € HD, contrairement d 'hypothgse.

Soit Qf la trace de Q4 sur HD. L'équivalence Qy est réguliére a droite. Cela
découle du fait que si F,nFy5£ g on a Foo nFyp £ ¢, pour tout z e D.

Soit Xy I'équivalence réversible généralisée a droite associée a H.

TukorkMe 43. — Les ensembles-quotients L = HD/Q et M= D/Z, sont iso-
morphes.

Soit X un élément de L. Si z € X, il existe # € H tel que 'on ait z = ky. Soit Y
la classe mod 2y contenant y. Si z=~A"y', avec A'€H, on a hy ="'y, et
donc y =y'(Zy). Si 2’ €X, et si 2'= hoy,, avec ko€ H, on a

Y=Yo (Zu)-
En effet, z = 2' (Q}). On a donc une suite de relations de la forme
Z‘:}h}’u r1=h;y1=h:yg, "2=h'2}’:=h.1}’.1, ey
rn= h'n}’n= hn—H,}’n—H; ) x'= hln+1}’n+l-

Par conséquent

Hys{Hy:{Hys] ... [Hya{Hynrr et y1=ya+1 (Zn)
Mais
hyy,=x=hy, Ry Ynrr= ' = hoyo.
D’ou :
yyi=yrm=yo (Zi)

Des considérations précédentes, il résulte que, si a la classe X mod j; contenant
I'élément z nous faisons correspondre la classe Y mod 2, contenant I’élément y
vérifiant I'égalité = Ay, nous définissons une application de L dans M. C’est de
plus une application de L sur M. Car'si Y;eM et si y;i€Y;, Y; est I'image de la
classe X; mod & contenant Ay;.

Cette application de L sur M est biunivoque. En effet, supposons que YeM
soit 'image d’au moins deux éléments X et T, X €L, TeL, X 52 T. On a alors

x=hy, t=hy, avec zeX, teT, yeY, yeY.
Comme y =y’ (), on a une suite de relations de la forme

hoy = hysy, Iy sg= hssa, ceey Ry Sg-a= hyy'.

(%") Si H et K sont deux complexes de D, la qolation H | K signifie HNK # g.
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On en déduit
hoy =h,y (2i).
Mais
hoy=hy (i), Ky'=hyy (@)

Donc
r=t (Qn)

et X =T, contrairement a 'hypothese.
Par conséquent, les deux ensembles-quotients L et M sont isomorphes

Remarque. — On a pour tout a € HD et tout = tel que zHCH :
ra=a (Q" ).
Tueorime 44. — S¢S est un sous-demi-groupe et st SCSD, on a
0§==§,
ou X5 est la trace de 3g sur SD.

- En effet, SD est un demi-groupe. Comme S CSD, 3§ est la plus fine des

équivalences P telles que
sa=a (P)

pour tout s€S et tout @ € SD, d’aprés le théoréme 8 de DG II. Mais d’aprés la
remarque précédente, Qg est une telle équivalence P. Donc
I5C0s.
Montrons que 25 C 23. Pour cela, il suffit de montrer que w5 € 25. Si awgb,ona

a=sm, b=sm, avec s;€S, s: €8, meD.
Mais

ssm=m (Zs), ssm=m (2s); d'ou a=b (Zs)
et donc, puisque 2 € SD, beSD :
a=b (X§).
Conrorraire. — 87 SD =D, on a Qs= 2.

Tukoreme 453. — S¢ H est une classe de Uéquivalence réguliére a droite R, on a
2 SR,
ot R* est la trace de R sur HD.

Soit a=a' (2}), ou a€HD, a'€eHD. On a alors une suite de relations de la
forme

a = hyz,, ay= hyzy = as= h'\zy = hyxs, ceey
an=hy_ 1 xp—1= hpzy, a' = hyx,.
Comme
ho=hi=h=...=h,=h, (R),

on en déduit, puisque R est réguliére a droite

a=a=...=ap=a (R").



— 134 —

Corovrraire. — S{HD =D, ona SZ CR.

Toute classe X mod: SZ,{, H étant quelconque et X #£ Vyest formee de complexes
de la forme Ha.

En effet, si z€X, on a z=ha, avec heH aeD. Si z eHa on a
évidemment z =z’ (Qy). )

Toute classe X mod Zy est formée de composés a droite F,.

En effet, siz€X etsiaeHz,z€F,. Si2' eF, ona aeHz et HznHz' # .
Donc z =7' (2q).

Si HCK et si Vy= Vg, on voit 1mméd1atement que P'on a Q4 C Q.

Tueorimg 46. — Si HCHD et si T est Pextension saturée de H par Q, une
condition nécessaire et suffisante pour que H =T est que la relation Hx nH £ ¢
entraine. Hx CH. Si K est un- complexe contenant H, tel que la
relation Ky nK 3£ g entratne Ky CK, et si KCKD = HD, alors T CK.

« La condition est nécessaire. Si HznH £ g, on a hoz = hy, avec ho, ks €H.

SiheH, ona hox = hz (). D'ou hz = hy (Ry), et par suite Hz C H.
La condition est suffisante. Soit

h=t (Qn.).

On a alors une suite de relations de la forme
( ) { h = hoxy, ay = hiyzo= hyxy, ay=hiz,= hsxs, ...,
I

an=hy_y Zn—1= hpzn, t=h)x,,
ce qui entraine successivement

HzoCH, Hz, CH, cey Hz,CH, d’oun teH.

SitHCKCKD=HD, ona

Vu= Vg et QO € 0x.

SiteT,ona
t=h (Qn).
D’ou
t=~h (Qk).
Comme K CKD, il vient e K.
Un complexe K est dit astreint a droite si la relation KznKy =g
entraine Kz =Ky.

THEOREME 47 — S HCHD et si nous posons V= U(H “h),ona
heHd
HCHVCST, HD=TD.

Si H est de 'plus. astreint & droite, HV =T.

On a HCHV, puisque pour tout 2 €H il existe A/'eH et yeD tel que -
h="~h'y, et yeV. Si aeHV, il existe v€V tel que a €Hyo et donc a=hv,
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avec hy € H. Mais il existe 4, € H, &, € H tel que ko= k), 0. Par conséquent

‘ a=hy (Qn)
etHV CT. De HD C TD résulte V; €V, (restes a droitede T et de H). Si w e Vet
st wgVy, on a w=1tx, avec t€T. Mais ¢t =~hAy, avec heH. Donc w=/hyx
et w ¢ V), contre ’hypothése. Donc V=V, et HD =TD.

Si H est astreint a droite etsi t €T, on a une suite de relations (1) donnée dans

la démonstration du théoréme 46. Donc

HxonHax, # o, HaxinHz, # g, N Hr, . .nHx,# s;
d’ou

".Z‘o= H{l‘1= e = HZ‘"_1= HJ?“.

Par conséquent, £ € Hxo. Mais Hzo, n H 3£ g, ce qui entraine z,€ V, et t e HV.

TreoreMe 48. — S¢ HD =D, et si H est tel que Hx nH £ ¢ entraine Hx CH,

on a
Qu € Ry,

ot Ry est Uéquivalence principale & droite associée a H.

Il suffit de montrer que w, CRy. Si awya',on a @ =hz, d'=~'z. SiayeH,
on a hzyeH. Donc HzynH g, et Hzy CH. Par conséquent, A'zy e H,
etH.-aCH .- a'. On montre de méme que H. - o/CH . a.

Désignons por 0, l'équivalence définie par

a=da (%)
si et seulement si F,=F, (ou F,, F. sont composés a droite'de H par a et a').
Comme V), est aussi une classe mod 8, on a évidemment
Ou S Qu.
SizeHa, on a XCHa, ou X est la'classe mod 0, contenant z. En effet, si ' e X,

on a Fo=F,.. Donc ' € Ha, puisque a € F,.
SiaeHy, et s1Y est la classe mod ¢, (2*) contenant y, on a

YCF,.
En effet, yeF,.Siy'€Y,ona
Hy =Hy’ et aeHy', y'e€F,.
Tueorime 49. — Si H est un complexe astreint a drotte, on a o= Xy. Toute

classe Y mod 2y est un composé a droite ¥,. Inversement, tout composé ¢
droite ¥, ¢ est une classe mod Zy.

On voit immédiatement que ¢y = Zy. SiyeYetsiaeHy, YCF,, dapres ce
qui précede. Siy' €F,, onaaeHynHy'. Dot y’€Y.et Y =F,. L'inverse est
évident.

(3*) Equivalence définie au paragraphe 4, chapitre I.
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Tuetoreme 50. — Si¢ H est astreint a droite, la relation F,nFy£ g
entraine F,=F,. On a Uégalité 0y =Qy. Toute classe X £ Vy, mod Ry, est un’
compleze de la forme Ha. Inversement, tout complexe Ha est une classe mod Q.

D’apres le théoreme 49, F, et Fj sont des classes mod 3y, donc F,—= F,;, Oy = Qy.
SizeX, on a Fz5#g. Soit a €Fy, c’est-d-dire z € Ha. Alors XS Ha. Si y eHa,
a€F.nF,. D'oa F;=F,, et ye X = Ha. L'inverse est immédiat.

Cororraire. — Pour qu’un complexe H soit astreint & droite il faut et il
suffit que la relation FonFy5£ ¢ entraine Fo=Fy.

La condition est nécessaire, d’aprés le théoréme. Elle est aussi suffisante. En
effet, soit aeHxnHy # g, c’est-a-dire z€F,, ye€F,. Si beHz, xeF,nF,.
D’oa F,=F; et y €F,, c’est-d-dire b € Hy. Par conséquent Hz CHy. On montre
de méme que Hy CHuz.

Tutonkme B1. — Si le demi-groupe D vérifie la régle de simplification &
droite et st H=H, nHa5~ g, otu Hy et H, sont des complezes astreints a droite,
alors H est astreint a drotte.

OnaHa=H,anHya.Eneffet, HaCH,anH;a=A.SizeA,z=l,a=h;a
avec iy € Hi, hy € Hy. Mais Ay = k4, donc z € Ha.
SiHanHb # g, on a alors

HanHb=(HianH;b)n(H;anH;b) # g,

d’ou
HianH,b # g, HeanH.b # g
et »
Hya = H; b, Hea = H,b
Donc Ha = Hb.

Soit maintenant H un complexe astreint 4 droite, et soit X une classe mod &,
X #£ Vy, c’est-a-dire X € HD. D’apres le théoréme 50, il existe a € D tel que X =Ha,
et 'on a a € F; pour tout z e X.

Lemme. — La condition nécessaire et suffisante pour que me€F,= (X|r)a
est que am € F.= (H|r)a.

En effet, si m€F,, on a r = zm, avec z € X. D’ou puisque z = ka, r = ham,
etamekF,.

D’autre part, si am €F,, on a r = ham, et m € F,, puisque ha € X.

TugoriMe B2. — SiH est un complexe astreint a droite et X une classe mod 2y,
X # Vy, on a
VaCVx, XDCHD, QuCSOx.
Le complexe X est astreint & droite, et U'on a

Qﬁ = Q;,
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o Qy et Q sont. les traces respectives-de @ et Qx sur XD. Si de- plus HEX,
ona ' v ' '
” HD = XD, Op = Ox.
De X 5 Vy suit X CHD. Donc XDCHD2CHD et V4C Vy.
~ D’apres le lemme précédent, on a
. F,.= F,. a; aFrSFr.
Par conséquent, la relation F,=TF, entraine F.=F,, _donic

Qp € 0x.

Pour montrer que X est astreint a droite, il suffit de montrer, d’aprés le corollaire
du théoréme 50, que F, n F,¢¢ entraine F,=F,. .

OrsimeF,nF,, ameF,.nF,. D’od F,=F,, etF,=F..

De 2, € Q suit 2}, c Q. D’autre_ part, si r = s(Q5) on a F,=F,, puisque X est
astreint a droite. Comme r € XD, se XD, F,# o, F,# g. Donc aF,= al_",;é 0
et F. nF,5 g. Ceci entraine F, =F,, et r=5(Q5). D'ou

0jC0; et Q5=0

Si HC X, on a ¢videmment HD =XD, puisque XD C HD, et par suite V,=Vy.
On en déduit immédiatement d’aprés ce qui précede

Ox = QOf.

Trrorine 53. — SiD est un demi-groupe vérifiant la régle de simplification
a droite, et si H=H,nH, g, H, et H, étant des complexes astreints a
- drotite, on a
Zp= ;ﬂ, N Zh,.
Si de plus Vy=Vy,=Vy, on a

Qp= Qy, N Qp,.

D’aprés le théorame B4, H est astreint a droite. On a 2,C32,, 35 C 3y,
donc 24 € 2y, n Zy,. Soit ,
’ a="b (Zg,nZIn,),
c’est-a-dire . .
' Hia=H;b, H.a=H,b.

D’Aprés la démonstration du théoréme 31, on a
hE Ha'—;-Hiaﬁ’Hga=H16hHgb.= Hb,
d’ou o '
.a=b (Zg) -.et 2= Zg,N IR,
Si Va= Vg, = Vy,, on a 2, S2q,, 2 S 2y, donc 2 S p, N Ly, Soit
o , =b (Q2r,n%,)
c’est-a-dire ‘
(Hy| @)= (Hy|b)a, - (Hs|a)a=(Ha[b)a-

BUL. 80C. MATH. — T. 83. RASC. II.
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‘On a évidemment o '
(H|a)aS(Hy]a)an(H:|a)e = A.
SizeA, a=hix=hyz,avec hy €Hy, hyeH,. Dot hy=h,eH, et z€ (H|a)a.
Par conséquent

(H|a)e= (Hi| a)an(H: | a)q.
De méme, _

(H|6)a= (Hy|b)an(Hy|b)a.
Donc »

(H]a)d=(H|b)’d, a=b (Qn) et Qp = Qn, N O,

Soient maintenant H, et H, deux complexes du demi-groupe D; astreints a droite,
dont lintersection H n’est pas vide. Supposons en outre que lon ait
HD =H,D =H,D, et que H, et H, soient contenus respectivement dans une
classe modQy, et une classe mod 2y, avec H, n Vu,=6, HynVy,=g.

Tutorime B4. — Pour que les équivalences Qy'et Qy solent permutables, il
JSaut et il suffit que, .pour chaque couple hy e Hy, hy € H,, il existe au moins un
élément meD tel que

hieH.m, hoeHim.

La condition est nécessaire. Soit 2 € H. On a

hi=h (Qu), h=hs (On).

11 existe donc z € D vérifiant
hi=z (Qu,), x=hs (Qu).
Si zeVy, z€Vy=Vy, et hy € Vy,= Vy, contre I'hypothese que Hyn'V, =g.
‘Donc z € HD. Soit m € F,. Comme F,—= (H|2),CF,=(H;|z)s et F.=F}, on
ameF} et hoeHym. On montre de méme que %, € Hym.
La condition est suffisante. Supposons que 'on ait

a=zx (QH‘), r=b (QH’).
Si z € Vy= Vy,= Vy,, @€ Vy, b€ Vy. Alors pour tout y €V, on a
a=y (Qu,), y=5b (9n,)

Siz¢Vy, Fo 2 8. Soit g €F,. Comme F,CF.=F. onaa=h,g, avech, €H,.
De méme, b = hag, avec k, € H,. Par hypothese, il existe m tel que hy= h,m,
ha= k', m, avec k', e Hy, k, € H,. Posons mg=r.Ona.

a=hyr, b=~hr.
Donc

reF? =(H;|a)q, reF} =(Hy|b)g.

Soity eHr,y =+hr,ot k€H. Ona
‘ reFycFi,  F,CFi
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Donc
. reF}inF}, reFZnFj.
D’ou
Fi=Fi, Fi=F:
et
b=y (Qu,), a=y (Qu)

3. Equivalences p,. — Si H est un complexe quelconque du demi-groupe D, la
relation py définie par ap, ¢’ si et seulement si 'onaH.-a=H .- d'=g ous'll
existe un nombre fini n d’éléments my, ..., m, €D tels que

HoeafH m{...[Ho-m, [H. &
est une équivalence.
On définit d’'une maniére symétrique I’équivalence 4.
Si le résidu a droite W, n’est pas vide, Wy, est une classe modgy. On a donc la

relation
RuSen.

TueoreNE 33. — Pour que Ry= oy i faut et il suffit que H soit un compleze
JSort.

La condition est nécessaire. Soit en effet R;;— py; s1

(H. a)n(H. b)#g,
ona
a=b (pun), d’ou a=b (Ry),

cest-a-dire H .-a =H .- b.

I1 est clair que la condition est suffisante.

Tueorine 56. — S¢ H est quelconque, toute classe X modpy, distincte du
résidu Wy, est formée de résiduels a gauche non vides H-. a et tout résiduel &
gauche non vide H . b est contenu dans une classe modpy distincte de Wy.

SizeX,H.-z406.Siael.- 2z, zeH". a.
D’autre part, siH-. b£petsiyeH-.b,seH-.b,ona
be(H. y)n(H. 3),
c’est-a-dire
y=3 (pn)

Par conséquent, si Y est la classe modpy contenant y, ona H-.6CY.

CoroLLAIRE. — Pour qu'une classe X modpy, X £ Wy, soit un résiduel a
gauche H-. ¢, il faut et il suffit que U'on ait te (H.-z)n(H.-z'), quels que
sotent x et x' appartenant ¢ X.

La condition est nécessaire. Si X=H-.¢, zeH-.¢, 27eH-.¢ donc
te(H. z)n(H.-2').

‘La condition est suffisante. Nous avons ze€H:'.¢. D'od H-.¢<SX. Mais
XCH:¢t;donc X=H-.¢.
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Taeoreme 57. — S¢ H et K sont deu.z' complezes corésiduels a droue
(WH—WK), et st HCK, on a :

PHEPK- .

Soit 2 = y (p4). Si H.'z‘= g, H y=g, et._zéy(pk)._
Si H.-z 7 g, il existe n éléments my, ..., m, €D tels que

Hoz{H.m .. [H.m,[H.y.
Posons z = m,, y = Mu.1. Nous avons
(Heompyn(H:myq)# o (f=o0,1, ..., n).
D’ou, puisque H.- m CK .- m,
(Kem)n(K.omia)#e et Koz{Kom ... K.om, K.y
Tatorkme 58. — Si K est un complexe net & droite et si H est un complexe

tel que H.-K£9, 0na

PK S PH.
Si z=y (px), on a une suite de relations de la forme
Koz Kem[...[Komp K.y
Si(K.-a)n(K.-b)#£g, il existe 2' tel que az' €K, bz"€K. D'ou, siteH .- K,
az'teH, bx'teH, et (H.-a)n (H .- b) £ ¢. Par conséquent
H.oz{H. m]...(H.-m,{H.y
CorovrrLatire. — ST HCK, on a py=px.

C’est immédiat, d’apres le théoréme 57, car H est aussi net & droite.

Tueorems 89. — Si S est un sous-demi-groupe de D, net & droite, on a

IsCps.
On a

sa=a (ps)
pour tout s €S et tout @ € D. En effet, si z€S .- a, ax €S et sar €S. D'ou
ze(S. a)n(S. sa) et a=sa (ps).
Ceci entraine d’apres le théoréme 8 de DGII :

ZsCes.

TrtorknMe 60. — Si Hest un complexe tel gueH n Wy = g, Wy, étant le résidu
a droite de H, si T est U’extension saturée de H par py et si V :U(H h),

heH
une condition nécessaire et suffisante pour que H='T est que la relation
(H.-2)n'V £g, entraine x€H. Si U est Uensemble des éléments z tels que
(H.-2)nV#g,0na
HeUCT, Wu=Wr
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La condition est nécessaire. Si a € (H.-z)nV, il existe 2 €H tel que haeH.
Doncae(H.-z)n(H.- k) et
z=nh (pn), d’olt zeH.

La condition est suffisante. Soit
h=t (p" )

On a alors une suite de relations de la forme
Hoh{Hoom ... Hom,[H. ¢,
d’ou, en opérant de proche en proche
myeH, . mpeH, teH.

Si 2 eH, il existe y tel que hy €H, et donc HCU. Si ze€U, il existe h; e H

tel que
(Hh))n(H. 2)#0 et hi=z (con).

Par conséquent, UCT.

On a W, CW,, puisque HCT. Si we W, et si wg Wy, il existe  tel que
wx=1teT. Mais Tn W,=g. Il existe donc 2 € H tel que ty = 4. D’od wxy ="~
et wg Wy, contre ’hypothése. Donc W, =W.

S H est un complexe fort, le théoréme précédent s'étend a Uéquivalence
principale Ry, puisqu’alors, d’apreés le théoréme 55, py= Ry, et U'on a

U=T.

En eflet, si t=A(Ry),onaH.-t=H. 2 =g, donc teU.

Tutoreme 61. — S¢S est un sous-demi-groupe net de D, tel que l'équi-
valence p = ps soit réguliére, le demi-groupe-quotient D|[p est un groupe homo-
morphe a D, et S est contenu dans la classe-unité.

On a en effet
SE(S . 5)n(S . 51)

quels que soient s€S, s; €S, et par suite S est contenu dans une classe S modp.
Cette classe est élément-unité a gauche dans D/p, d’aprés la démonstration du
théoreme 59.

Comme S est net dans D, S est net dans D/p qui est par conséquent un groupe.

Un complexe H est dit relié¢ a droite si les relations

(H.oa)n(H. )8, (H:b)n(H.c)#g

entrainent
(H. a)n(H. c)Zg.
Lemns. — Si H est un compleze relié a droite, pour que Uon ait
z=y (on)
il faut et il suffit que

Hrz=H..y=g ou (H.oz)n(H.y)=#s.
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La condition est visiblement suffisante. Montrons qu’elle est nécessaire.
SiH.- 234 g, on a une suite dé relations de la forme

Hez[Hom{H. m)...[Hom, [H.y,
d’ou, puisque H est relié a droite et en opérant de proche en proche

(H.-z)n(H. my) #g, cee (H.oz)n(H. my)#g,
(H.oz)n(H. y)#s.

Tarorkme 62. — Si H est un complexe net a droite et relié a droite, Iéqui-
valence py est simplifiable a droite.

Soit ax=a'z(py), c’est-a-dire (H.- az) n (H.V'a’x)¢¢. SiyeH.-ax)n(H .-a'x)
axy €H, o'zy € H. Par conséquent

zye(H.. a)n(H.- '), dou a=a (pn)

Un complexe H est dit semi-fort & droite si la relation (H.-a)n(H. b) % ¢
entraine
H.aCH. b5 ou H.bCH.a

Tutorkme 63. — Tout complexe H semi-fort & droite, net a droite et unitaire
est un complexe fort.

Soit (H.-a)n(H.-b)5£p. On a par exemple H.-aCH.-b. Si z€H .-,
bz e H. 1l existe y tel que aryeH, etzyeH.-aCH.-b.DoncbryeHetyeH,
axeH, zeH. a. Dou

H.ca=H.b.

Un complexe semi-fort a droite et reli¢ a droite est dit quasi fort & droite.

On sait (2°) qu'un complexe fort a droite est fort a gauche et inversement. On
a une propriété analogue pour les complexes quasi forts a droite ou a gauche.
Pour P’établir, nous allons d’abord démontrer un théoréme plus général.

Une application multiforme f d'un ensemble E sur un ensemble E' est dite
quast uniforme (°) si les relations

F@nf()#s,  F()nfls)=o

entrainent
(a) F@)Ef(y) o f()ES(a),
(a") Jr)Sf(z) ou  f(Z)SSf(¥)
(&) S(z)nf(z)# 0.
Treorine 64. — L’application inverse f~' de E’ sur E est une application

quast uniforme.

(*) DG, p. 9.
() Pour les applications semi-uniformes, voir P. DUBREIL, Relations binaires et applications
(C. R. Acad. Sc., t. 230, 1950, p. 1028-1030).
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'Soit
(@) zef~(z')n f~1(y).
Sif1(2") ('), il existe y € f~1(2') tel que y & f~*(y'). Donc
) zefly), re&f(ry)

Comme ' € f(z)n f(y), ona
Sf(@)ef(y) ou  fly)Sfl=)
1. Soit f(z) S f(y). De () suit y' € f(z), donc y' € f(y), contre ().
2. Soit f(y)< f(x). Size f1(y"), y' €f(z). Comme y' € f(z), on a
f(@)Sf(z) ou  f(z)Sf(2)

2a. Soit f(z)< f(2). Comme '€ f(z),ona '€ f(z) et z€ f71(z'), c'est-
a-dire f~1(y') € f~4(2').
2b. Soit f(z) C f(z). Dez' € f(z)n f(y) ety € f(z)n f(z)suit f(y) n f(3)7Z0,

et donc
f()Sf(z) ou  f(3)Sf(y)

Si f(y)Sf(z), de z'€ f(y) suit z'€ f(z) clest-a-dire z€ f!(z'), et
SO e (L)
Sif(z)S f(y), dey' € f(z) suit y' € f(y), contre (B).
Par conséquent, si /= (') € f~1(y'), alors f~1(y") S f~1(z').
Si maintenant
ze f(Z)n (), ref(¥)nf(E),
on a
z'ef(x), yeflx)nf(t), z'ef(t)
donc
f(z)ysf(t)y ou  f(H)Sf(x).
Sif(z)< f(¢),ona
x'ef(t) et te f~1(x')nf-1(35")
Si f(¢)< f(x), ona
sef(x) et xef'(z')n ().

Par conséquent, f~* est une application quasi uniforme.

Si maintenant H est un complexe quasi fort a droite, U'application principale
a droite (*') fy associée 4 H est une application quasi uniforme de D —W; sur
D — W, Wy et ;W étant respectivement les résidus a droite et a gauche de H.
L’application principale a gauche . f, inverse de fj, est donc aussi quasi uniforme.
On en déduit alors immédiatement le théoréme suivant.

Tueorime 65. — Tout complexe quasi fort & droite est quasi fort @ gauche,
et inversement.

(3') DG II, p. 2. fu est l'application qui, & un élément a de D, associe le résiduel & droite H .- a.
PP q



— 144 —

TutoreMe 66. — S¢ H est un complexe quasi fort, non net & droite, et si le
résidu a droite Wy est consistant i gauche (32), 'équivalence py est réguliére
a droite.

Soit @ = a'(py), et soit z un élément quelconque de D.

S5i Hea=H.-d=g, H.-az=H. -d'z =g, puisque W, est un idéal a
droite. ‘ .

Si(H-a)n(H.-a')£g,onasoit H.-aCH.-d, soit H.- o/ CH .- a. Suppo-
sons que H.-aCH.-a'. Si are Wy, ae Wy, puisque Wy est consistant &
gauche. Mais H .- a 3% g, donc a ¢ Wy, ax ¢ Wy. Par conséquent, H. - az # o.
SiyeH. az, axryeH, etzyeH.-aCH. - a'. Donc a'zyeH et

ye(Hiaz)n(H.-a'z), dou azr=dz (pn)
Cororratre. — 87 H est un complexe net a droite et quasi fort, p, est régu-
iiére a droite et simplifiable a droite.

C’est immédiat, d’apres le théoréme 62.
Remarquons qu'un complexe quasi fort n’est pas nécessairement fort. Prenons
par exemple le demi-groupe D donné par la table suivante :

zy
z |z ¥y
yiry vy

Le complexe H={y } est net et quasi fort, puisque
Hoz=ly}, Hoy=izy),
mais H n’est pas fort.

Tutorens 67. — St H est un complexe net & droite et quasi fort et si X est
une classe mod py, avec Wx=4g, on a

pn= Rx,
ou Ry est Uéquivalence principale & droite associée a X.

D’apres le corollaire du théoréme 66, oy est réguliere 4 droite et simplifiable &
droite. Donc; d’apres le théoréine 21 de DGI, X est un complexe fort et 'on a

px‘:_—_ Rx-

Sia=a (py),ona(H.-a)n(H.-a)£g,doncH.- aCH.-a'ouH.- aCH.-a'"
Supposonsque H.-aCH. - @'.Siy €X .- a,onaay eX. llexiste t tel queay¢t € H,
etyteH.-aCH.-ad. Doncd'yteHette(H.-ay)n(H. - a'y). D'oa

ay=day (pn)
ctad'yeX, yeX.-d. Par conséquent-

X.ca€X.ca e a=d (px)

(**) DG 1, p. 11.
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Donc
pn S px.

Sia=d (px),onaze(X. a)n(X. d), cest-a-dire az =ze€X,dzs=2' e X.
Mais 'z = &' (py)- Il existe donc ¢ tel que zt€H, 2'teH. D'ot aztel, d'steH
etzte(H.-a)n(H. a'). Donc

a=a (pg) et pa=px=Rx.
Un complexe H est dit p-symétrigue si Wy=53W et py=yp.
Turorexe 68. — SiH est un complexe quast fort g-symétrique et net du demi-

groupe D, U'ensemble-quotient G =D|p, o&t p = py=np, est un groupe homo-
morphe a D. :

D’apres le corollaire du théoréme 66 et son symétrique, 'équivalence o est régu-
liere et simplifiable.
Soit K = Hn D2. Comme H est net, K est un complexe net. Soient

hi=a b€k, hs = a,b, €K,

Il existe z, et z, tels que

hyzy=a,b,x,eH, hoxy= a,brx,€H.

De
are(M-.b)n(H-. byzy), ase(H-. by)n(H". bszy)

suit
bi= bz, (p), bo=byz» (p)-

D’ou, pour z quelconque

bz =bizyz (p), box =2 byzsz (p)

et
x=x12 (p), x =z (p)-
Donc
nx=xzx (p) € ==z (p),
c’est-a-dire

H-.zy;€SH" . z, ou H-. z.CH". z4.

Supposons que H*. 2z, CH . z;. De by € H . zy, résulte by €eH . z, et h z, € H.
Par conséquent )
zoe(H. h)n(H . hs) et hy=hy (p).

Le complexe K est donc contenu dans une classe X mod p, et Wyx=10=;W.
D’apres le théoréme 67 et son symétrique, on a alors

xR=p=Rx

et le complexe X est fort, net et symétrique. Par conséquent G est un groupe (3*).

(3*) R. Croisor, Propriétés des complexes forts et symétriques des demi-groupes (Bull. Soc.
Math. de France, t. 80, 1952, p. 217-223).
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CHAPITRE III.

CARACTERISATION DES EQUIVALENCES/ REGULIERES, DANS LES DEMI-CROUPES.

1. Caractérisation des équivalences régulisres et simplifiables. — Soit J¢ une
famille (3*) non vide de complexes H; du demi-groupe D et soit Rx l'intersection
des équivalences principales & droite Ry, associées aux complexes H; :

Rae= n R

H; €3¢

Les équivalences principales & droite étant régulidres a droite (**), Ry est une
équivalence réguliére a droite.
La famille J€ est dite forte a droite si la relation

(H; .- a)n('Hi‘.' b)Y ¢ pour un H;e3
entraine
H;.-a=H;.- b pour tout ;e3€.
Ceci entraine en particulier que tout complexe H; est fort (7¢).

La famille € est dite nette a droite si le complexe K = nH; est net a droite.
nex

Turorkme 69. — 87 la famille 3€ de complexes H; est forte a droite et nette a
droite, Uéquivalence Ry est simplifiable a droite.

En effet, soit .
az =bx (R“)
La famille J€ étant nette a droite, il existe un complexe H; € € tel que
H;.  az £ g, d’on Hi.car=H; .- bx # 8
puisque az = bz (Ry,). Par conséquent
(H;.-a)n(H;.-b)#g
et, puisque la famille J€ est forte a droite

H;. a=H;.- b pour tout H;e 3.
D’ou
a=b (Rae)-
Tutoreue 70. — S7 la famille 3 est forte & droite et nette a droite, toute

classe X mod Ry est un résiduel a gauche (H; . a) non vide, avec H;e ¥, et
inversement.

(3%) Dans tout ce qui suit, les familles de complexes sont toujours supposées non vides.
(**) DG I, théoréme 3.
(%) DG I, p. 9.
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Soientze X, z'eX. llexiste H;e H tel que H; .- s =H; .- 2' £ 6. Sia € (H;."z),
ac(H;.-2')et XS (H;".a). Siye(H;".a), ae(H;." y). D'ou

(Hi-z)n(Hi o y) % 8
et
H;.-z=H;.-y pour tout H;e3¢,
c’est-a-dire
z=y (Rs) et yeX.

Inversement, si z, '€ (Hi*. a), on a

ae(H; . z)n(H; .- z)

H;. x=H;.- 2’ pour tout H;eil.
D’ou

r=x (ch).

Siy=xz (Rx),onaH;.-z=H;.-yetae(H;. y), c'est-a-dire y € (H; . a).

TuatoriMe T1. — S¢ R est une équivalence réguliére a droite et simplifiable
a drotte dans le demi-groupe D, toute famille, formée de classes H;mod R, est
Sorte & droite; il existe au moins une famille 3 de complexes, forte a droite
et nette a droite, et Uon a pour toute famille de cette forme

R = R,

Soit (H;.-«)n (H;.- b) 3£ ¢. D’apres le théoreme 21 de DGI, H; est fort et
donc H; .- « = H; .- b. De plus
R*= R},

R* et R}, désignant les traces des équivalences R et Ry, sur D*=D — W, Or,
aeD”, beD". Par conséquent
a=b (R)

SiH; est une classe quelconque mod R,onaH;.-a=H; .- b. Eneffet,sizeH; .- a.
az € H;. D’ou, puisque ar = bz (R), bx e H;, donc H; .-« CH; .- b. On montre
de méme que H; .- 0CH;. a, dou H; .- « =H; .- b, ce qui démontre la premiere
partie du théoréme.

Soit ensuite JC une famille formée de classes H; mod R telles que leur réunion
soit un complexe net a droite. Une telle famille J€ existe toujours, c’est immédiat.
La famille JC est forte & droite, d’aprés ce qui précede, et nette a droite. D'apres
le théoréme 20 de DGI, on a

RCRy, dod RCRy= n R,
nex

Si a = b(Ry), il existe au moins un complexe H; € 3¢ tel que
H;.:a=H;.-b#o.

SizeH;.-a=H;.-b,on a
axreH;, bareH;;
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d’ou
ax=bx (R) et a=b (R).
Donc
Ry SR et Rgp=R.

Des {théoremes précédents, il résulte que, dans un demi-groupe, les équiva-
lences réguliéres a droite et simplifiables & droite coincident avec les équiva-
lences formées de Uintersection d'équivalences principales a-droite associces a
des complexes dont l'ensemble forme une famille forte & droite et nette d
drotte.

On a évidemment les propriétés symétriques.

Une famille € de complexes est dite quasi symétrigue si Ra = xR.

Si JC est une famille de complexes, forte, nette et quasi symétrique, ’équi-
valence Rye=sR =R est réguli¢re et simplifiable et le demi-groupe-quotient
D/R est un semi-groupe homomorphe a D.

Inversement, si R est une équivalence réguliere et simplifiable dans D, il
existe au moins une famille JC de complexes, forte, nette et quasi symétrique
telle que

R =Ry = 4R

Si S est un semi-groupe homomorphe a D et si R, est I'équivalence d’homomor-
phisme, il existe au moins une famille # de complexes, forte, nette et quasi
symétrique telle que

a=Ry= 4R, D/Rj S,

Ces propriétés résultent immédiatement des théorémes 69 et 71, et de leurs
symétriques.

Tatorene 72. — Pour que les complexes H; d'une famille 3C nette & droite
soient classes d’une équivalence R réguliere a drotte et simplifiable ¢ droite il
Jaut et il suffit que’:

1. 3¢ soit forte a droite;.
2. La relation H; .- hi g, avec h; e H;, entraine H; .- H; 5% ¢;
3. La relation (Hj . z) nH;3 g entraine H; -. x CH,.

La condition est nécessaire. En effet, la famille J€ est forte a droite, ct I'on
a R = Rs. Comme H; est une classe mod Rz, on a, si 2, € H;,

hi=h; (Ryg), dob  h=h; (Ru),
c’est-a-dire _
H;.-hi=H; . k.
Par conséquent, si z €H; .- ki, z € Hj. k;, donc H; .- Hi g.
De ke (H; . z)nH; suit k;z € H;. Siy€H; .z, yxr € H;. Comme H; est une
classe mod Ry, on a
hiz=yx (Ry),
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“d’on, puisque Rze= R (simplifiable a droite)
h=y (Rgx)

et y € H;, c’est-a-dire H; -. z CH,.

La condition est suffisante. La famille J€ étant forte a droite et netle a droite,
Ry est une équivalence réguliere a droite et simplifiable a droite. Montrons que
H; est contenu dans une classe mod Rax. Pour cela, il suffit de montrer que pour
tout H; € 3¢, H; est contenu dans une classe mod R,,i. SiH;c VV"I_, c’est ¢vident.
Si H: € Wy, il existe h;€H; et z tels que A;ze€H;, donc H;." £; 5 0. Do
H; .- Hi >~ g, et puisque H; est fort, H; est contenu dans une class¢ mod Ry,..

Montrons ensuite que H; est saturé mod Ryc. Si

y=h (Rx)
il existe un complexe H; € &, tel que Hy .* ;£ g, et puisque y = k; (Ry,), on a
Hp.-y =H. by
SiteH;. i hiteH;, yteHiet (Hi. t)nH; £ 0. D’on

H;-. tCH,,
c’est-a-dire y € H;.
Remarquons que si une telle équivalence R existe, elle est unique, et R = Ra..
De ce théortme résulte en particulier :

Pour qu’un complexe H net ¢ droite soit classe d’une équivalence régulicre a
drotte et simplifiable & droite, il faut et il suffit qu'il soit parfait ¢ drotte et
que la relation (H . z) nH 3 ¢ entraine H -. z CH.

En effet, si H est fort et vérifie la condition 2, il est parfait a droite, car on a
H. H =nH RS(H ) n(H . hs)
heu

quels que soient Ay, sia € H. S'il existe 4 tel que H .- L £ o, H est parfait a droite.
Or H est net & droite, donc H.: & £ g.
Si H est parfait & droite, il vérifie la condition 2. On a en effet

H.ohi=H.h=g  dob H.-H=nH.-‘h=H.-h,;é s.
heu

2. Caractérisation des équivalences réguliéres et réductives. — Unée relation T,
définie dans le demi-groupe D, est dite réductive a droite si

(az) T (bz) pour tout xeD
entraine
aTb.

Un complexe K €D est dit réducteur & droite pour la relation T, si

(ak) T (bk) pour t)ut keK
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entraine
aTh.

L’ensemble E des complezes réducteurs a droite pour la relation T, s'il n’est
pas vide, est un demi-groupe pour la multiplication des complexes.

Une famille ¢ de complexes H; du demi-groupe D est dite compléte &
droite (°7), s’il existe un complexe M ayant les propriéiés suivantes :

DMC U”i'

mexn

10

2° La relation

DMC U[(H,».'a)n(H,-.'b)]
;e
entraine
H;.-a=H;.-b pour tout H;e .

Tutorime 73. — Si I est une famille de complexes H;, compléte & droite,
Uéquivalence Rye= nB"‘ est réguliére a droite et réductive a droite.
H,€X
Comme intersection d’équivalences principales a droite, Ry est réguliere

a droite.

Soit alors
ar=bz (Ry)

pour tout z € D, et soit y = y1my, avec my € M. On a
ay,=by, (R‘,c)

Maisay,;.m; e DM S UH,~. Il existe donc un complexe H; tel que 'on ait

H,ex
ayy,.m;€H;.

Comme ay;=0by:(Ry,), ona
H;. ay =H1 b}’i

donc byy.my € H;. Dot
ye(H;.-a)n(H;.-b)

2t par conséquent

DMc U[(H,.- a)n(H;. b))

H;€xX
In en déduit puisque la famille J€ est compléte a droite

H;.-a=MH;.-b pour tout H;e . e

i

(37) Cette définition d’une famille compléte 2 droite est plus générale que celle que nous avons
lonnée primitivement dans ER. :
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Donc )
' a=b (Rg).
TutorkMe T4. — Ld classe A modRy contenant Uélément a est Uintersec-
tion 1 des résiduels & gauche H; . x contenant a, avec x € DM, H; e 5¢€.

En effet, comme € est cor’nplet' a droite, pour lout z€DM, il existe un
complexe H; € ¥ tel que az € H;. Donc bz € H;, pour tout belet

DMC U[(“"' a)n(H. )|,

H,e¥%
ce qui entraine
a=b (Ry).
Sil’on a inversement
a=5b (RJC)

et si ae(H; . z), ar€H;. Mais z =z,.m, avec my €M, et az; = bz, (Rax).
Donc H;.- az;=H;.- bz, et bxeH;. D’on be (H; . z).

TurorkMe 75. — Si R est une équivalence réguliére & droite et réductive
a drotte dans le demi-groupe D, toute famille 3¢, formée de classes Himod R
dont la réunion contient D"+, n entier positif, est compléte a droite et Uon a

R = Ry

Supposons en effet que 'on ait

Dr+ic U[(H,.- a)n(Hq. b))

n;es
Si x € D"+, il existe H; € € tel que
az € H;, bxeHy
d’ou, puisque H; est une classe modR,
arx=bzx (R)
et cela pour tout z € D"+, Si y'€ D*, on a alors
ayz=byz (R)
pour tout 2 €D. Comme R est réductive a droite, on a donc

ay=>by (R)

et cela pour tout y € D»..
Si n>1, on a pour tout z €D et pour y, e D",

ay1i=by;z (R), dou ayi=by; (R)

pour tout y, € D1,
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En répétant e meme ralsonnement autant de fons qu 11 le faut, on’ obuent
ﬁualement : :
‘at=bt ‘(R),

pour tdut teD. Do
o a=b (R)

Mais d’apres le théoréme 20 de DGI on a R (S R,, pour tout H; € 96 donc R SRe.
Par conséquent

a= b (Ryc)
c’est-a-dire :
Hi.'}a = Hi:‘ b
pour tout H; € I et JC est complet a droite.
Montrons ensuite que Rae € R. Soit a= b(Ra). SiyeD", ayeDr+ g U H;.
. HE€%

Il existe donc une classe H; telle que a y € H;. Mais H; .- a =H; .- b. Donc by € H;,
et ay =by(R), quel que soit y € D”. Comme R est réductive a droite, on a,
sin>1,

ayi=by, (R)

pour tout y; € D", Et ainsi de suite. Finalement on obtient

‘at=bt (R)
" pour tout t€D. D’ou
a=b (R).
Par conséquent
R = Rye.

Ainsi, dans un demi-groupe, les équivalences réguliéres.a droite et réduc-
tives . droite coincident avec les équivalences forinées de U'intersection des
équivalences principales & droite associées a des complexes dont I'ensemble
constitue une famille compléte & drotte

On a les propriétés. symétriques.

gauche (c’est-a-dire
droite 2, est réductive

Tntoreus 6. — Si le éomplexe H est unifié
st H. - Hz£9), ’équwalence réverstble génél ‘alisée
& gauche. .

a
a

Soit zeH.-H, ¢ est—a-du'e HxCH Si ya=yb(Zy) [pour tout yeD on a
en particulier

(e

ra=uzb (Zh).
et donc R :
o Hza{Hm] ... [Hm,{Hzd,
d’ou, puisque Hz CH,
i HalHm{ .. Iﬂmnfﬂb

et .
-a=b (Zn)
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Taeonkue T7. — Si H est un complexe réversé & droite pour un compleze K
(en particulier si H est un sous-demi-groupe réversible & droite) et si D
posséde un élément t tel que la relation

HztnHyt#g entraine HznHy # ¢

(en particulier si t est un élément simplifiable & droite), 2y est réductive
a droite.

Le complexe H étant réversé a droite on a oy= Xy, d’aprés le théoréme 41.
Si az = bz (2y), pour tout z € D, on a en particulier

at=>bt (Zu),
c’est-a-dire
HatnHbt # o
et donc
HanHb # g, d’on a=0b (Zy).

Un demi-groupe Dy est réductif a droite si la relation azx = bz, pour
tout x € Dy, entraine ¢ = b.

On a la définition symétrique. Un demi-groupe réductif est un demi-groupe
réducuf a droite et a gauche.

Soit, dans le demi-groupe D, I'équivalence réguliere 2, définie par

o 3, est 'équivalence réversible généralisée associée 2 z. Pour qu'un demi-
groupe soit réductif a gauche, il faut et il suffit que X, soit U'égalité. Si D2=D,
2, est réductive a gauche.

Si J€ est une famille de complexes compléte (a droite et a gauche) et quasi
symétrique, I'équivalence Rye=zxR =R est réguliére et réductive (a droite et
a gauche) et le demi-groupe-quotient D/R est un demi-groupe réductif homo-
morphe a D.

Inversement, si R est une équivalence réguliére et réductive dans D, toute
famille JC, formée de classes H;mod R dont la réunion contient D+, est complete
et quasi symétrique et 'on a

R = Ry = 4R.

Si D, est un demi-groupe réductif homomorphe a D et si R, est 'équivalence
d’homomorphisme, R, est réductive. La famille JC formée des classes H; mod R,
correspondant aux éléments de D§** est compléte et quasi symétrique et I'on a

«=Rg=xR, D/Rup=D,.

Turorkme 78. — S¢S est un sous-demi-groupe de D tel que S+.S =S, en
particulier si S est unitaire a droite, U'équivalence principale & droite Rg est
réductive a droite.

BUL. 80C. MATH, — T. 83. FASC. I 10

£id
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Soit az = bz (Rs) pour tout z € D, c’est-d-dire S..azx=S. bz Si y€S. a,
ayeSetaySCS. DoncSS(S."ay)=(S:. by), et bySCS. Par conséquent,
byeS et (S5.a)C(S.:5). On montre de méme que (S.-5)S(S. a)
dou S.-a=S.-b, c’est-a-dire

a=b (Rs).

-Treorene 79. — Si H est un complexe homogéne & droite, Ry est réductive
a drotte.

Soit az = bz (Ry), pour tout zeD. Si y€H .* a, ay e H. Mais ay = by (Ry,),
donc by € H, puisque H est homogene a droite. D'od H.-aCH .- 5. De méme,
H.-5<H.-a,doncH.-a=H.-b.

TueorkMe 80. — Si A est un anneau et si N est un idéal & droite dans A,
une condition nécessaire et suffisante pour que l'équivalence R associée a IN
soit réductive a droite pour la multiplication est que U’on ait (O -. A)CIMN.

La condition est nécessaire. En effet, soit z€ (M -. A), c’est-a-dire zA CIMN.
On peut écrire £ = 21— z,, avec 1 €A, 3 €A, et'on a

(21— =z2)y =0 (R)
pour tout y € A. D’ou
zy =z (R)

et puisque R est réductive a droite,

zi=z, (R),
c’est-a-dire

z=xz1—z3=0 (R) et zeIM.
La condition est suffisante. Car si

zy=zy (R)
pour tout y €A, on a
Ty — @y = (#1—m)y =0 (R)
et
(21— 22 ) ACON, d’out Zy— 25 €M, zi=zy (R).

Treoreme 81. — Si D est un demi-groupe globalement idempotent (c’est-
a-dire si D*=D), toute équivalence principale & droite Ry associde & un
complexe H quelconque est réductive & droite. De méme toutes les intersections
d’équivalences principales & droite sont des équivalences réductives & droite,
et elles coincident avec les équivalences réguliéres a droite et réductives a
droite dans D. ’

En effet, soit az=0bx(Ry), pour tout ze€D. Si yeH. a, ayeH.
Mais ¥ = y1.y2, et donc ya € (H.- ay,). Comme

a}/‘Eb}'( (Rn),
on a
H.ay;=H. by, et bys.ya:=byeH.
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D’ou o
H. acCH. 6.

De méme, ona H.- 5CH . a. Par conséquent
a=b (Ra).

La seconde partie du théoréme découle du fait que toute intersection d’équiva-
lences réductives a droite est encore une équivalence réductive a droite, et du
théoreme 75.

Si D est un demi-groupe non globalement idempotent, I'équivalence principale
a droite Ry n’est pas nécessairement réductive a droite,” comme le montre
I’exemple du demi-groupe dont la table de multiplication est la suivante :

a b ¢ d

/O >R
& R /8
S {8 /8
* R ] R
> o R/

Soit le complexe H={5}. Les classes modRy sont {a, b, c} et {d}.
On a az = dz(Ry), quel que soit z mais a = d(R,).

Turorine 82. — Tout demi-groupe D dont les équivalences régulzéres
a droite sont réductives & droite est globalement idempotent. :

Supposons en effet que D?cD et soit peD —D?. Partageons D. en’ deux
classes {D—p}et{p}. Nous définissons ainsi une équivalence R régulidre
a droite, puisque zy € {D —p}, quels que soient z et y. En particulier, on a,

siye{D—p},

pz=yz (R)
pour tout z € D, sans avoir
p=y (R)
contre ’hypothese.
3. Caractérisation des équivalences régulidres. — Soit D un demi-groupe

dans lequel se trouve un ensemble non vide Dy €D ayant les propriétés :

1° Si Zo € Do, Yo € Do, on a Zo)Yo=—YoZo-
2° Pour tout z € D, il existe z, € Dy tel que zzo=z.

D’apres 2°, D est globalement idempotent.
Turorkme 83. — Avec les hypothéses précédentes, toutes les équivalences

réguliéres a droite dans D sont réductives @ droite et elles coincident avec
les intersections d’équivalences principales a droite dans D.

Soit R une équivalence réguliére & droite dans D et soit

az=bz (R)
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pour tout z€D. On a en particulier
a=aay=bay (R), ' b=bby=ab, (R),
a?ec a, €Dy, by €D,. D’ou
abo=bayby (R), bay=aboar (R).
Mais @obo= boa,. Donc |
bayby= aboay (k) et b=a (R)

Le demi-groupe D étant globalement idempotent, la seconde parti‘é du
théoréme découle alors du théoréme 81.

CororLaire 1. — Dans un demi-groupe D possédant un élément neutre
@ droite, dans un homogroupe résorbant (**) H, les intersections ‘d’équi-

valences principales a droite sont toutes les équivalences réguliéres a droite
de D et de H.

Corovrrairg 2. — Dans un demi-treillis T, les intersections d'équivalences
principales sont toutes les équivalences réguliéres de T.

Si D est un demi-groupe quelconque, désignons par D* le demi-groupe formé
en adjoignant 2 D un élément e ¢ D vérifiant les relations ee —e et ex = ze ==
pour tout z € D. L’6lément e est donc élément neutre de D*.

Tutoreme 84. — Les équivalences réguliéres a droite d’un demi-groupe
quelconque D sont les traces sur D des intersections des équivalences princi-
pales a droite de D*.

Si R* est une équivalence réguliere a droite dans D*, R* est, d’apres le
corollaire 1 du théoréme 83, intersection d’équivalences principales a droite
dans D*, puisque D* posséde un élément neutre. La trace de R* sur D est
évidemment une équivalence réguliere a droite de D.

Si R est une équivalence réguliere-a droite de D, I'équivalence R* de D*
formée des classes de R dans D et de la classe { e} est réguliere a droite dans D*
et R est sa trace sur D, Mais R* est intersection d’équivalences principales
a droite dans D* (corollaire 1, théoréme 83). Le théoréme est donc démontré.

4. Caractérisation des groupes par leurs équivalences réguliéres ou simpli-
fiables. — TukorkME 85. — Pour qu’'un semi-groupe S soit un groupe, il faut
et il suffit que ses équivalences réguliéres a droite soient simplifiables
a droite.

On sait que la condition est nécessaire. Elle est aussi suffisante. En effet, les
équivalences régulieres a droite de S, étant simplifiables a droite, sont réductives

(%) Le théoréme 26 donne une autre caractérisation des équivalences régulitres 2 droite d’un
homogroupe résorbant.
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& droite. Par conséquent, d’aprés le théoréme 82, S est globalement idempotent.
D’autre part, tout élément z de S est fort puisque la régle de simplification
a droite et a gauche est valable dans S. L’équivalence principale a droite R,
associée a 'élément z est régulitre a droite, donc simplifiable a droite. Si z n’est
pas net a droite, son résidu a droite W, est alors un complexe consistant
a gauche, d’apres le théoréme 10 dé DGI. L’élément = ne peut appartenir a W,
car'si € W,, on a, puisque S =852, z = z,2,€ W, donc z, € W, ce qui est
impossible. Il existe donc un élément e tel que ze = z. S étant un semi-groupe,
I’élément e est ¢lément neutre de S. Si we W, ew —=w e W, donc ee W_, ce
qui est impossible, puisque ex = z. Il s’ensuit alors que z est net a droite.
En particulier I'élément e est net 4 droite et par conséquent S est un groupe.

CoroLLAIRe. — Pour qu’un demi-groupe D soit un groupe, il faut et il suffit
que ses équivalences réguliéres a droite soient simplifiables a droite et que.
ses équivalences régulicres & gauche soient simplifiables & gauche.

En effet, I'égalité étant une équivalence régulidre, est simplifiable et par
conséquent D est un semi-groupe

TueoreMe86. — Pour qu’'un semi-groupe S soit un groupe, il faut et !l suffit
que ses équivalences simplifiables & droite soient réguliéres a droite.

On sait que la condition est nécessaire. Monirons qu’elle est suffisante.
Pour cela, établissons d’abord que le semi-groupe S est globalement idempotent
c’est-d-dire que S?=S. En effet, si I'ensemble S—S2? n’est pas vide,
soit pe{S—S?} et posons S*=8S—{p, p*}. Considérons alors dans S
I'équivalence ¢ définie de la maniére suivante. Si z €S*, nous avons z =y (¢)
si et seulement si z = y tandis que

p=p* (9)

Autrement dit, a part la classe {p, p?}, toutes les autres classes modg ne
contiennent qu’un élément. L’équivalence ¢ est simplifiable a droite. En effet,
soit

ax=bzx (9)

Si azx€S*, nous avons ax=>bxz et, puisque S est un semi-groupe, a = b.
Si aze{p, p*}, nous avons azx=p?=bzx, donc a=~. Par conséquent,
I'équivalence ¢ étant simplifiable a droite, est, d’aprés I'hypothése, réguliére
a droite. De

p=pr* (9)
résulte alors

p=p* (9)

donc p?= p?, c’est-a-dire p = p?, ce qui est impossible. Par conséquent, S = S2.
Soit ensuite @ un élément quelconque de S; considérons I'équivalence 2,
(voir chap. II) définie par '

z=y (Qq) sietseulementsi z.,a=y.a.
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L’équlvalence Q, est simplifiable & droite. En effet, soit
zz3=yz (Qa), - Cest-d-dire 3. a=y3. a.

Sizz .- a2 g, il existe un élément ¢ tel que l'on ait 2z =at=yz. Dotz =y.
Si 2 .- a =g, désignons par V, I'ensemble des éléments ¢de S tels quev.- a =g.
Cet ensemble V, est une classe modQ,. D’autre part, la relation rseV,
entraine r€V,. En effet, si r¢V,,, il existe 7' tel que r = ar'. D’od rs = ar's,
c’est-a-dire rs . a £ @, contre rs € V,. Par conséquent, les relations ‘

zZ.a=y3. a=4g
entrainent zz € V,,, y3€V,, donc z€V,, y €V,, c’est-a-dire
‘ r.oa=y.ca=4g.

L’équivalence Q, est donc simplifiable a droite. De Phypothése, résulte alors
qu’elle est réguliere a droite.

Montrons ensuite que S contient un élément neutre. L’élément a n’appartient
pas & V,. En effet, si a€V,, 'ensemble V, ne contient alors que I'élément a.
Car si a£a, € V,, nous avons

a=a; (Qa), d’ou ar=aa1x (Q;),

c’est-a-dire
ar. a=a,x. a.

Or zeazx. a. Donc ze€a,z .- a, c'est-a-dire ax =a,z, a = a4, ce qui est
impossible. D’autre part, S étant globalement idempotent, nous avons @ = b, b,
et by € V,. Par conséquent b, = a et a = ab,, c’est-a-dire a ¢ V,, ce qui est en
contradiction avec 'hypothése a € V,. Donc I'élément a ne peut appartenir a V,,
et il existe e tel que @ = a@e. S étant un semi-groupe, I'élément e est élément
neutre de S.

L’élément e n’appartient pas a V,. En effet, supposons que I'on ait e€V,.
Alors e€V,, car si e¢V,, nous avons e =a3y, donc e¢V,. D’autre part,
I’élément a ne peut appartenir 3 V,, car si @ € V,, nous avons, puisque V. est une
classe mod 2, : '

) e=a (Qp)

et comme Q,, est simplifiable a droite, donc régujiére a droite,
a E a? (Qa:).

Mais a? & V,. Donc a ¢ V., contre ’hypothése. Par conséquent, puisque a ¢V,
il existe r tel que @ = a?r et e = ar, c’est-d-dire e¢ V,, en contradiction avec
I'hypotheése e € V,. 7
L’élément a étant quelconque, la relation e¢ V. entraine pour tout a€S
I'existence d’un élément @ tel que I'on ait ez = e. Donc S est un groupe.

Tutorkme 87. — Dans un demi-groupe D, toute équivalence R, simpli-
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JSiable & droite et ne comprenant qu’'un nombre fini n de classes, est
réguliére a droite (*°).

En effet, supposons que R ne soit pas réguli¢re a droite. Il existe alors z, z,
a €D tels que I'on ait

z=a (R), za# z,a (R).

Soient z,€Xy, ..., zi€Xj, ..., Zn € Xn, o0 les X; sont les n classes modR.
Les classes X; contenant respectivement zia, ..., Zi@, ..., Zn.a, étant
différentes 'une de l'autre, sont toutes les classes modR. Il existe alors z; tel que
Pon ait
zia=za (R), donc z;# z, (R),
d’ou
zi=z (R) et z # zy (R),

contre I'hypothése.

CoroLLaire. — Dans un demi-groupe fini, toute équivalence simplifiable
& droite est réguliére a drotte.

(*) Cette propriété est encore valable dans un groupoide.




