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QUELQUES REMARQUES
SUR LES VARIÉTÉS A STRUCTURE PRESQUE COMPLEXE;

PAR M. RENTARO YANO.

1. Introduction. — La théorie des variétés à structure analytique complexe,
et surtout la géométrie de connexions affines dans de telles variétés a été inau-
gurée par J. A. Schouten [1] (i) et a été développée par lui avec la collaboration
de D. Van Dantzig [1]. Ils ont montré qu'il existe, dans une variété à structure
analytique complexe, une classe spéciale mais très importante de connexions
affines et que, si la variété est munie d'une métrique hermitienne

ds^- = 2 g^i{ s, z) dzV- dz'1

et la connexion affine de Levi-Civita appartient à cette classe spéciale, alors
les coefficients ^?u.^(^ z) ^e cette forme hermitienne doivent avoir la forme

à^{z, 'z)
^ ^"-^-'
où <I>(^, z) est une fonction scalaire à valeur réelle.

Cette métrique a été aussi indépendamment trouvée par E. Rachler [1]
et s'eppelle actuellement métrique kaehiérienne.

La. théorie des variétés complexes à métrique kaehiérienne s'est récemment
montrée la fécondité surtout dans la géométrie différentielle globale (S. Bochncr [l],
[2], [3.]; S. S. Chern [1]; B. Eckmann et H. Guggenheimer [l], [2];
H. ,Guggenheimer [l], [2], [3]; A. Lichnerowicz [^ [^ [3], [4], [5], [6];
A. Weil [1]; K. Yano et S. Bochner [1]).

Or, une structure analytique complexe d'une variété donne, à chaque espace
tangent en un point de la variété, une structure d'espace vectoriel complexe.

Inversement, si une variété réelle à un nombre pair de dimensions possède
une « structure » qui associe, à chaque espace tangent en un point de la variété,
une structure d'espace vectoriel complexe, cette variété s'appelle variété à struc-
ture presque complexe. L'idée de la structure presque complexe a été premiè-
rement introduite par C. Ehresmann [l]i [2].

Une structure presque complexe dans une variété réelle de dimension in est
définie par un tenseur mixte réel cp'y satisfaisant à cp'y 9'A==—^ji o11 P81* n formes

(1) Les nombres entre crochets renvoient à l'index bibliographique.
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de Pfaff à valeur complexe co31 formant avec leurs conjuguées û)" un système
de formes indépendantes.

G. de Rham, C. Ehresmann [l], [2] et P. Libermann [l], [2], [3] ont donné,
en termes de ces formes de Pfaff, une condition nécessaire et aussi suffisante dans
le cas où ces formes de Pfaff sont analytiques sur la variété,.^our qu'une structure
presque complexe soit induite par une structure complexe,

B. Eckmann et A. Frôlicher [1] ont aussi donné, en termes du tenseur (p1,,
une condition nécessaire et aussi suffisante dans le cas où le tenseur est analytique
réel sur la variété.

Il est très intéressant de remarquer qu'il y a une relation close entre ce travail
de B. Eckmann et A. Frôlicher et celui de A. Nijenhuis [1] qui a étudié
les conditions que certains vecteurs propres d'un tenseur de la forme <p1/ soient
toujours tangents à une sous-variété. En effet, le premier membre de la condition
d'Eckmann et Frôlicher donne justement l'invariant trouvé par Nijenhuis (voir
aussi J. A. Schouten [2], [3]).

On peut étudier la condition nécessaire et suffisante pour qu'une structure
presque complexe soit complexe du point de vue de la géométrie de connexions
affines. Une telle étude a été tout récemment faite par W. V. D. Hodge [1]
et E. M. Patterson [4 ].

Le présent Mémoire est un petit essai de clarifier les relations entre les travaux
-cités plus haut.

Il a été l'objet de deux conférences faites par l'auteur à la Faculté des Sciences
de Marseille au mois de novembre ipSS.

L'auteur voudrait exprimer ici sa profonde gratitude à MM. les Professeurs
J. A. Schouten et A. Lichnerowicz — les conversations avec eux furent extrê-
mement précieuses pour ce travail — et aussi à M. le Professeur P. Vincensini
•qui lui a donné une heureuse chance de rester à Marseille et de faire deux confé-
rences à la Faculté des Sciences de Marseille.

2. Variété à structure analytique complexe. — Considérons une variété Va/i à
un nombre pair de dimensions tout entièrement recouvert par un ensemble
de domaines ouverts munis d'une carte locale, c'est-à-dire d'un système de
coordonnées locales. Une carte locale associe, à chaque point de son domaine,
in nombres réels x\i^ j\ k, . . . == i, 2, ... ., n\ 1 , 2 , . . ., n) ou n nombres
•complexes ^== ̂ + /^(À, /x, v, . . . , = = i , 2, . . ., n'y X, /JL, v, . . . ===1, 2, . . ., n).
On appelle (x1) les coordonnées réelles et (^)l) les coordonnées complexes de
-ce point par rapport à cette carte.

Or, supposons qu'il existe un allas, c'est-à-dire un ensemble de cartes locales,
tel que la variété est entièrement recouverte pAr leurs domaines et, pour un point
dans l'intersection de deux domaines de cartes locales, les coordonnées com-
plexes z^ du point par rapport à une des cartes locales sont les fonctions analy-
tiques complexes,, à jacobien non nul, de coordonnées complexes z^ du même
point par rapport à l'autre carte locale :

<2.I) Z'^f^Z^ S 2 , . . . , Z'1}.
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On dit alors que la variété admet une structure analytique complexe déunie par
cet atlas.

On appelle variété à structure analytique complexe, ou tout simplement
variété complexe, une variété Vsn qui admet une structure analytique complexe
et on la désigne quelquefois par Cn'

Cela étant, on appelle variété complexe conjuguée une variété Cn qui peut être
mise en correspondance homéomorphe avec la variété Cn de telle manière que, si
la'carte locale (z^) de Cn correspond à la carte locale (^):) de C^, il y a les relations
z^=z^ entre les coordonnées complexes des points correspondants, ̂  désignant
les nombres complexes conjugués de z^.

Or, si l'on a une fonction analytique réelle f{x1) des coordonnées réelles x ' ' .
on peut la regarder comme fonction analytique f(z, z) de coordonnées com-
plexes z^ et de coordonnées complexes conjuguées z1. On développe cette
fonction en série de z^ et z'^ et l'on remplace z9' par z^. Alors on obtient une
fonction analytique /(^\ z^) de z^ et de z^. Donc, on peut toujours regarder
la fonction analytique fÇz, z) sur la variété ¥2/1 comme fonction analytique sur
la variété C/,x G,(.

Pour définir les dérivés partielles d'une fonction/^, z ) dans G,,, on la consi-

dère d'abord comme fonction de z1 et z^' et prend les dérivées parlielJ-'s ^/

/ àf pet — et enfin on pose
àz^

(2.-0 ^==^.

On désigne ces dérivées partielles par — et - ' - '( ) z " à^
Les équations ^^^ peuvent être regardées comme celles qui définissent

la variété originale ¥3/1 dans CnX C,i.

3. Vecteurs et tenseurs dans une variété complexe. — Un vecteur contre variant
dans une variété complexe Va/i de dimension topologique in est défini comme
un ,être géométrique qui a, dans chaque système de coordonnées complexes
locales, 2n composantes p1^ (^, ^A) dont la loi de transformation vis-à-vis
d'une transformation de coordonnées complexes (2. i ) est

(3.i) (A=^2pP, <A=^P.
^P àzç

Donc, un vecteur contrevariant v1 de Va/» peut être regardé comme vecteur
contrevariant dans CnX Cn défini sur la sous-variété z^^z^, une transformation
de coordonnées complexes dans Cn X Cn étant donnée par

(3-2) ^^/^S 2\ ...,^), -S^/K^,^, ...,S^),

où/^ désignent les fonctions complexes conjuguées de/^.
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De cette définition, il est évident que si ((A, (A) sont les composantes d'un

vecteur contrevariant, alors (^\ o), (o, ^) et (^, !^) le sontaussi.
Or, (t^, (A) étant regardé comme un vecteur dans C/iX C^, (^\ o) est sa pro-

jection sur le plan r^ tangent à C/,, et (o, (^) est sa projection sur le plan y»
tangent à Cn.

Quanta ^(A, ^^, on peut lui donner une interprétation suivante : on décom-

pose d'abord (^, ^À) en (^, o) et (o, p^). Entre fn et Yn, il existe une correspon-

dance. Par cette correspondance, le vecteur (o, ^) correspond à (^\ o)et (^ / , o)
a \0? ^ y - La somme des vecteurs correspondants donne (p\ ^).

On appelle ce^vecteur, vecteur conjugué du vecteur original. Si le vecteur
original et son vecteur conjugué coïncident, on l'appelle vecteur autoconjugué.
D'après l'interprétation précédente, un vecteur autoconjugué doit être tangent à
la sous-variété z^= z'^ dans C/iX C/i.

Or, un vecteur ayant pour composantes (^\ ^A) dans un système de coordonnées
complexes (^, ^À) si l'on passe du système de coordonnées complexes (^, ^)) au
système de coordonnées réelles

^A= l(^+iX), ^= ±(^__^),

le vecteur aura les composantes

t/)' == - ( (A -(- pA ) p'A == — — ( y \ —— (,À).
2 v /' 21 v /

Donc, un vecteur et son conjugué ont les composantes complexes conjuguées
les unes aux autres et, par conséquent, un vecteur autoconjugué a les composantes
réelles dans un système de coordonnées réelles. Donc, on appelle aussi un vecteur
autoconjugué : vecteur réel.

Les mêmes considérations s'appliquent aux vecteurs covariants et aux tenseurs
généraux.

Cela étant, de la loi de ' transformation (3. i) des composantes d'un vecteur
contrevariant, on voit que si ((A, (A) sont les composantes d'un vecteur contre-
variant, (/^À , — i v ^ ) le sont aussi, et si (^\ p^) est auto-conjugué, (/^ /, — /(A) le
sont aussi.

On peut considérer que le vecteur (<^\ — i v ^ ) est obtenu de ^== (p\ ^) en
le multipliant par la matrice

(3.3) ^-=
i^ o

o — i ̂
P--

Puisque ^j change un vecteur contrevariant arbitraire v1en un vecteur contre-
variant (p'y^/, on voit, d'après la loi de quotient, que (p^y définissent un tenseur
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mixte de second degré. Il est auto-conjugué et satisfait aux

(3.4) <p^.=-ô^.

Nous appelons collinéation fondamentale la correspondance v1 — ^ ' j v ' ,
Or si Fon définit deux tenseurs p1] et q^j par

(3.5) ^.=^(ô;.-i^.), qi^^^i^^Y

ils ont les composantes

<3-6) ^ :]• ^[<° i}
Donc, on voit que, pour un vecteur contrevariant arbitraire v1 == ^'/. t^, on a

y)fy^/==(p>.,o) et q i j v i = (o, (A)

et, par conséquent, p ' j est un opérateur qui projette un vecteur contrevariant sur
le plan y» tangent à €„ et q1j celui qui projette un vecteur contrevariant sur k'
plan y/i langent à C^.

Il va sans dire que

(3.7) 7)/y•-+-yy•==ô/• et p1 j—q1 j^—i^ r

4. La connexion afûne dans une variété complexe. — Dans une variétr
complexe Va», une connexion affine est définie parles composantes P^. ( z , z) ayant
la loi de transformation
/, . , , / ,_ à_z^(à^_ ^_ n _à^__\
V • I / ' ' ' " àz'\àz'i à z ' k s t ' à z ' J à z ' k ) '

De la forme spéciale (3.2) de transformations de coordonnées et de (4. i ) on
voit que les quantités

r^- r'' v1' r^ r^ v'
^P^ i^' a7' l^ ^v' "a^

sont toutes transformées comme les composantes de tenseurs.
Or, considérons la dérivée covariante (p'y;^. du tenseur o'y. Par un calcul direct.

on obtient

0^.==0, ^l^^-2^;^ ?^;-1=-4-2<T^., ^u.;k=0'

Donc, on voit que si l'on définit une connexion affine par les fonctions telles que

(4.2) r^r^r^ ^^o,
' (JLV p.V P-V (JLV

on a

(4.3) ^/^o

par rapport à cette connexion. Puisque le tenseur o^- définit une collinéation dans
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un espace vectoriel tangent, les équations (4.3) signifient que la connexion affine
ne change pas cette collinéation fondamentale.

Il est à remarquer que les trois conditions

© f/; k = o, p1), ^ == o et y^ ;^=o

sont toutes équivalentes. Donc, on a :

THÉORÈME 4. i. — Dans une variété complexe^ il est possible d'1 introduire
une connexion affine telle que cp .̂ === o, c'est-à-dire telle quelle ne change pas
la collinéation fondamentale définie par le tenseur y'y.

De plus, puisque les composantes T^ et Ft sont encore arbitraires, on voit
qu'il y a une classe assez large des connexions affines satisfaisant aux conditions

Or, on sait que les équations

ri ==o, r--==o, r>. ==o, r^ ==0
•̂  ' P-v ' V' ' ^

ont séparément un sens géométrique qui ne dépend pas du choix de coordonnées.
Prenons, par exemple, la première équation r- === o. On peut lui donner une

interprétation suivante : On considère un vecteur arbitraire ^==(o, v^) dans le
plan y,» tangent à G,, et l'on forme la différentielle covariante de ce vecteur le
long de C« '.

û^^^rt^s'^ 0^= a^-t- F"-!̂  dz'\

Donc, l'équation 1^= o signifie que le plan v^ tangent àC/iest toujours paral-
lèle le long de Cn par rapport à cette connexion affine.

De même on peut facilement vérifier les interprétations suivantes :

(4.4)

r-, =o, "f/t est parallèle le long de C/i;

r--== o, C/i est totalement géodésique;

1̂  = o, Cn est totalement géodésique ;

^)>-= o, 7/i est parallèle le long de Cn,
i (̂

et

(-L5)
r^ ==1^-== o, T» est un champ de plans parallèles;

r^ == r\ = o, 7/t est un champ de plans parallèles.

Donc, on a :

THÉORÈME 4.2. — La condition (p'y^ == ° ̂  équivalente au fait que y/i ̂  -pi
50/î^ ^OM^ Z^ ^Ma? champs de plans parallèles.
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THÉORÈME 4?.3. — Dans une variété complexe^ il est possible d^ introduire une
connexion affine telle que y/i et y,i sont tous les deux champs de plans paral-
lèles. (Schouten et Dantzig [1]).

5. Métrique hermitienne et métrique kaehiérienne. — Supposons qu'on se donne,
dans une variété complexe, une métrique définie positive

(3.i) rf^==^(-5, ~z)dzidzk,

où les coefficients ^/A-== g k j satisfont aux

(S.2) ^==^==0,

et Sont a utoconj ugués

(3-3) ^(JLV==^(1^

Alors la métrique (5. i ) prend la forme

(5.4) ds^='ig^(^\ s)-d^di'

et s'appelle métrique hermitienne.
Puisque le tenseur gjk ̂  s ̂ i a les composantes

. \~ê^ 8^ ~\^.,ç/,^== _ _ I
L ° U. v o (A / J

les équations (5. a) sont équivalentes aux

(8.5) g r j ^ i ^ k ^ gik.

Si l'on pose

(5.6) § r , ^ i -= -^ j i ,

l'équation (3.4) prend la forme

^ji^k-^— gik

et l'équation (5.5) la forme

?//?^=-+-^tÀ-,

d'où l'on voit que le tenseur o/y est antisymétrique dans ces deux indices. En
effet, le tenseur cpy/; a les composantes

"-[.;„ ~"A
Si l'on considère (5.4) comme une métrique

dsï^'lg^d^V-dz7i

dans C/i X C/ï, alors G,» et C/i deviennent les variétés isotropes.
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Si l'on reste sur Y,,, définie par ^==^ dans G, x G., le plan y, tangent à G,
et le plan y,» tangent à G,, deviennent les plans isotropes.

Or, si les coefficients ̂ . de (5.4) satisfont aux

(5.8) ^=^, ^=^
dzw à^ àz^ àz^ î

(5.4) s'appelle métrique kaehiérienne.
Or on peut aisément vérifier que la condition (5.8) est équivalente a

(^9) ?^=o

ou à

(^.io) ^U^U^U^-o
W L-v» ((.v)-^-0'

ou encore à

(5•II) o^=(^?A•/)îÂ=0,

les j ^ } étant les symboles de Chrisloffcl formés avec les ^y/,. Donc, les
théorèmes 4. i et 4.3 nous donnent :

THÉORÈME 5 . 1 . — Pour qu'une variété complexe à métrique hermitienne soit
à métrique kaehiérienne, il faut et il suffit que le parallélisme de Levi-Civitn
ne change pas la collinéation fondamentale.

THÉORÈME 0.2.— Pour qu'une variété complexe à métrique hermitienne soit
à métrique kaehiérienne, il faut et il suffit que le champ de plans nuls y,, e t ,

par conséquent, le champ de plans nuls y,, aussi, soient tous les deux champs
parallèles par rapport au parallélisme de Levi-Civfta Œ. M. Pattcrson fil).

D'autre part, si l'on considère la forme extérieure

( 5 - 1 2 ) ? = ̂ i j d z 1 A dzJ=—-2i^dz^/\t£zV-,

on trouve

^ =- '(^ - S") ̂ A^A^

-i(^-^\^^^^.
\ àz^ àz^ ) "

Donc, on voit que (5.8) est aussi équivalente à d^ = o.

6. Variété presque complexe. — Considérons une variété à un nombre pair ^ / /
de dimensions de classe G'4-1. S'il y existe un champ do tenseur mixte ^ ' / ( y ) de
classe G'' satisfaisant aux relations

(6 .1 ) ^jGjk=—^,
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on dit que ce tenseur donne une structure presque complexe à la vîiriété et l'on
appelle la variété : variété presque complexe.

Cela étant, considérons la valeur propre a et le vecteur propre /.t du
tenseur <p*y :

(6.2) o^/V^ a?.'.

En multipliant (6.2) par 9^ et en sommant par rapport à /, on trouve a2 == — i ,
d'où a = 4- / ou a ==—/. Puisque le tenseur (?*/ est réel, on voit qu'il y a
n valeurs propres 4- / et n valeurs propres — /.

Désignons parÇa(.r) (a, (3, y, . . .^i', 2', . .., /^) /i vecteurs propres corres-
pondant à la valeur propre -t- î et linéairement indépendants. Alors ses conjugués
complexes Ç^(a?) (a, P» Y» • • •== I / » ^/, . . . , n1) sont /i vecteurs propres corres-
pondants à la valeur propre — i et linéairement indépendants.

Dans ce cas, 2/1 vecteurs Ça et ̂  sont linéairement indépendants, parce que si
l'on a les relations de la forme

T01^ 1^1=0

pour certains y* et y" non tous nuls, en le multipliant par cp^i et en sommant par
rapport à /, on trouve

•^Ça—T^a^' (roù •r^a^T0'^0'

ce qui est une contradiction à notre supposition que Ça et Si soient respectivement
linéairement indépendants.

Les n vecteurs Ça déterminent un champ de plans y,i de dimension complexe n
et n vecteurs ̂  un champ de plans complexe conjugué ^n et les plans y^ et Y,(
n'ont pas de direction commune.

Or, 2/1 vecteurs contrevariants ^ et Ç^ étant linéairement indépendants, le
déterminant de la matrice (Ça, Î - ) est différent de zéro. Donc, on peut définir la
matrice inverse tô^Ç?) de cette matrice. Alors, on a

(6.3) ç?çp=^, ç?çp==o, ^=0, ^=5^

et

<6.4) ^-+-^,a=8/l•

Cela étant, dans une variété à structure presque complexe, si l'on pose

(6.5) j^=^-^yA ^-^(^VA

on voit qu'un vecteur propre u1 correspondant à la valeur propre -(- / satisfait à

ptj ui = u1, q1/ u} == o,

et le vecteur propre v1 correspondant à la valeur propre — i satisfait à

p i j VJ = 0, C^j Vî = V1.

BUL. SOC. MATH. — T. 89. PA9C. I. •i
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Donc, on a

(6.6) (P1^^ ^^==0,

(/^a^ ^5=é.

En multipliant/^ ̂  == o par ÇjF et en sommant par rapport à a, on trouve

(6-^ ^=ÇaÇ;

et, de même,

<6-8) ^=^j
grâce aux relations (6.4) et (6.6).

De ces deux équations, on obtient

( 6-9^ ^ W-^-) = .(^7-^).

Un vecteur arbitraire dx1 peut s'écrire sous la forme

dxi = 8) ̂ Y = {pij +qtj) dxî = Ça ̂  -+- ̂  «)«,

OÙ

^=^dxi, ^=^dxi.
Donc :

Si dx1 satisfait à q^dxi^ o, il a la forme dx1^ ^co»;
Si dx1 satisfait ̂ p^dx^ o, il a la forme dx1^^^.

Or, on sait que, dans une variété presque complexe, il existe un champ de
plans Y/Ï de dimension complexe n et un champ de plans complexes conjugués ̂
qui n'a pas de direction commune avec le premier.

Inversement, supposons que, dans une variété à un nombre pair in de
dimensions, il existe un champ de plans y^ de dimension complexe n et un champ
de plans complexes conjugués v/, qui n'a pas de direction commune avec le
premier.

On prend n vecteurs ^ linéairement indépendants dans le plan ^, alors
n vecteurs complexes conjugués ̂  sont aussi linéairement indépendants et dans
le plan y/,. De plus, on sait que 2n vecteurs ^ et ^ sont linéairement indé-
pendants. Donc, on peut définir la matrice inverse (ff, ̂ ) de la matrice fe, Ç-), et
Fon a les relations (6.3) et (6.4). /

Donc, si Pon définit un champ de tenseur 9^ par (6.9), on vérifie aisément
qu'il a les composantes réelles et satisfait à (6.1) grâce aux relations (6.3) et

J6^), Sa étant les vecteurs propres de 9^ correspondant à la valeur propre -}-i
et ̂  ceux correspondant à la valeur propre _ /.

Par conséquent, la variai a une structure presque complexe. Donc, nous
avons :
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THÉORÈME 6 . 1 . — Pour qu'une variété à un nombre pair in de dimensions
soit à structure presque complexe, il faut et il suffit qu'elle contienne un
champ de plans y,i de dimension complexe n et son conjugué complexe ^n qui
n 'a pas de direction commune avec le premier.

Or, dans une variété à structure presque complexe 9^, on a (6.9). Donc, si
l'on pose

(6 .10) ^/-S?^^

alors la métrique ds^ == gij dx1 dx^ est définie positive et l'on a

(6.11) g ^ ' i ^ i ^ g i r

Donc, si l'on pose

( 6 - 1 2 ) ?(•/•= gir^'h

on trouve

( 6 . 1 3 ) î^-^?^-^) =-?/..

On peut facilement voir que le déterminant | y/y | est différent de zéro.
Inversement, supposons qu'il existe, dans une variété de dimension paire,

un tenseur antisymétrique (p,y dont le déterminant est différent de zéro. Alors
on peut transformer la forme quadratique extérieure cp/y dx1 /\ dx^ dans une forme
canonique :

o,y dx1 A dxJ == 2 6» A ̂

OÙ

(ja = \f clxi, 6a = ̂  dx1,

d'où

( 6 . 1 4 ) o.^Xp.?.^^

Donc, en posant

^-C'-?-1^ ^=^+n:f)'-(/.?-^), ç?=-,
V/2 ' ' / ^2

on trouve (6. i3) et, par conséquent, si l'on définit g,j par (6.10) et (̂ 'y par
(P^'== g ' " ?/./? on voit bien que ^j satisfait à (p'yœ^-^—ô^. Donc, on a

THÉORÈME. 6.2. — Pour qu'une variété soit a structure presque complexe^ il
faut et il suffit qu^il existe un champ de tenseur antisymétrique Q!J dont le
déterminant est différent de zéro (A. Lichnerowicz [7] ).

7. Intégrabilité de structure presque complexe. — Considérons une variété à
structure presque complexe 9 //(^)• S'il existe un système de coordonnées
complexes ^==^(a?) dans lequel le tenseur mixte a les composantes de la forme :

r15^ ° i(7 I ) H o -^ '
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on dit que la structure presque complexe 9', est induite par un système de
coordonnées complexes (^)l).

Si la structure presque complexe y'y est induite par deux systèmes dé
coordonnées complexes (z^) et (^x), des équations

'i - àz!! àzs
<? 7 "" àzr Wî 9 '

et du fait que 9^- et 9^ ont tous les deux les composantes de la forme (7. i ), on
voit que les z'^ sont les fonctions analytiques complexes des variables ^, c^est-à-
dire que 9^- est induite par une même structure complexe.

Or, si une structure presque complexe 9^ est induite par un système de
coordonnées complexes (^), on a, dans ce système de coordonnées, (3..6), donc,

p1 j dzi =o ou dz^ == o

sont intégrables et donnent n solutions ^== const.
Inversement, <p^- étant de classe 0 et, par conséquent, p^ pouvant être

considérés comme fonctions complexes de variables complexes x1, supposons que
les équations

(7.2) p ^ j d x i ^ - Q

soient complètement inlégrables. Alors, le rang de la matrice (p1}) étant/i, les
équations (7. a) donnent n solutions indépendantes z^{x) telles que

<^A ,

^^==0

pour toutes les valeurs de dx^ satisfaisant aux (7.2).
Mais, dx1 satisfaisant aux (7.2) pouvant être écrites sous la forme û^ == Ç-ut»®

et co* étant arbitraires, on en tire
àz^.k
^a-0-

d'où, en le multipliant par ^a et en sommant par rapport à a,

àz^ ,
—— â^/ss 0.
<Àa^ - /

De ces équations, on trouve

àz^ .àz^ ,
^/-^^^^

de même
àz^ .àz'' .-—-.—^—-®ii/==o.
àxl àx1 ' J

Ces deux équations nous montrent que <p'y a les composantes (7. i ) dans le système
de coordonnées (^), c^est-à-dire que la structure presque complexe 9^ est induite
par une structure complexe. Donc, on a :



THÉORÈME 7.i. — Pour qu^une structure presque complexe ^j de classe G"
soit induite par une structure complexe^ il faut et il suffit que les équa-
tions p1 j d x j =^ o soient complètement intégrables.

Pour cette raison, si une structure presque complexe est induite par une
structure complexe, on dit que cette structure presque complexe est intégrable.

On peut exprimer le même fait aussi sous la forme suivante :
Si une structure presque complexe cp^y est induite par un système de coordonnées

complexes, les équations j^y <to7 == o sont complètement intégrables et donnent n
solutions indépendantes, donc, n vecteurs propres du tenseur (p'y correspondant
à la valeur propre —i sont tangents à la famille de variétés de dimension complexe n.

Inversement, si n vecteurs propres <iu tenseur (p1/ de classe G" correspondant
à la valeur propre — / sont tangents à une famille de variétés de dimension
complexe n, les équations p^dx^^o sont complètement intégrables et, par
conséquent, la structure presque complexe (p^- est induite par une structure
complexe. Donc, on a :

THÉORÈME 7.2. — Pour qu^une structure presque complexe 9^ de classe G"
soit induite par une structure complexe^ il faut et il suffit que n vecteurs
propres du tenseur y*/ correspondant a la valeur propre—i soient tangents à
une famille de variétés de dimension complexe n, ou d^une manière équiva-
lente que n vecteurs propres du tenseur ^j correspondant à ' l a valeur
propre + / soient tangents à une famille de variétés conjuguées de dimension
complexe n.

Or, si ^j est de classe G", pour que les équations ̂ 'y <to7-== o soient complè-
tement intégrables, il faut et il suffît que

<^W)=-H^-®)<^A^

soient satisfaites pour tout.es les valeurs de dx1 satisfaisant aux p^dx-i^ o, d'où

(7.3) T^(^-Ç')^=o.

Donc, on a :

THÉORÈME 7.3. — Pour qu'une structure presque complexe (p'y de classe ^w

soit intégrable^ il faut et il suffit que le tenseur ^j satisfasse a (7.3).

Or étant donnée une forme différentielle extérieure

Çt-i i,... fr dx1^ A (^71* A • • • A dx1^

on désigne par G, P et Q les opérations qui consistent à remplacer respecti-
vement dx1 par ^jdx-f, dx1 parp i jdx j et dx1 par q^dx^. Alors, pour une forme
linéaire Ç == Ç, dx1, on a

(7.4)
QÛ?PÇ =- ̂ .TW^A^7,

P dq ç = - ̂  ç,T^/ dxk A dxi,



Donc, on a :

THÉORÈME 7.4. — Pour qu'une variété à structure presque complexe 9^ de
classe 0 soit intégrable, il faut et il suffit qu'on ait Q dP^ = o(ou P û?QS == o)
pour ^importe quelle forme linéaire Ç.

En substituant (6.5) dans (7.3), on trouve

(7.5) T^/=— l(^/-+-t^^/),o

où nous avons posé

n G) ^= (^ - ̂  ç^- ̂  - <¥^ ̂ -'-"^ '^-V^ ^ / ? / \<^ à x t ] ^ ^

De (7.5) on voit que T1/./^: o et ^A/== o sont équivalentes, d'où l'on obtient :

THÉORÈME 7.5. — Pour qnune structure presque complexe ^'j- de classe G"
soit intégrable^ il faut et il suffit que ^A/=== o (Eckmann et Frôliclier [11 ).

Le tenseur t^i a été aussi trouvé indépendamment par A. Nijenhuis [1] du
point de vue du théorème 7.2 (Schouten [2], [3]).

H. Guggenheimer [3] a démontré que la condition ^/./r^o est équivalente au
fait que

(7.7) (dCdC-+- CdCd)f= o

pour n'importe quel scalaire /. W. V. D. Hodge [1] a montré que la condi-
tion ^/=== o est équivalente au fait que

(7.8) (dCdC-i-CdCd)^=o

pour n'importe quelle forme ^ d'un degré fixe.

8. Intégrabilité de structure presque complexe (suite).— Si une structure
presque complexe c^y est induite par un système de coordonnées complexes (^À),
on a (7.i) dans ce système de coordonnées complexes donc, on peut prendre

comme Ea et Sï ^es vecteurs suivants :

Ça='5a, ^=^.

Par conséquent, les équations aux dérivées partielles

(8-) ^f-^=°^iàf-"a àz1

sont complètement intégrables et admettent n solutions indépendantes -s1, ̂ 2,..., z ' 1 .
Inversement, dans une variété à structure presque complexe 9^(^) de classe C10,

si le système des équations aux dérivées partielles

x./33^-
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est complètement intégrable et admet n solutions indépendantes z1-, on a

<8-2) tô—
et, de même,

<8^) SaÊ,—àx^

Donc, en multipliant (8. a) par ^a, on trouve

. ()z^
^^==05

d^où
àz^ . àz1- .
^7^^•^=ot

de même
àz\ . àz1 .
à x i - 1 ^ ^ ^ 0 '

Ces équations montrent que, dans le système de coordonnées complexes ( z ' - ' ) .
le tenseur cp'y a les composantes (7. i). Donc, la structure presque complexe 9^
est induite par ce système de coordonnées complexes. Donc, nous avons :

THÉORÈME 8. i. — Pour qu^ufie structure presque complexe 9^ de classe G'"
soit induite par une structure complexe^ il faut et il suffit que les équa-
tions Xay== o soient complètement intégrables.

Or, si les fonctions cp'y sont de classe 0, les conditions d'intégrabilité
complète de Xa/== o sont données par

(X,X,)/=^x^
ou

<M) ^-^=^^
r à x i ' • àjci

où ya. sont certaines fonctions.
Les équations (8.4) sont équivalentes aux

(8.5) ^-f^^W=o,
f • \ àx1- àxl j ? ;

d'où «-..,-(g - g) ̂ -,,
ce qui montre que

X,/=^.=o

sont aussi complètement intégrables. Donc, nous avons :

THÉORÈME 8.2. — Pour qu^une structure presque complexe 9^ de classe O*
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soit induite par une structure complexe^ il faut et il suffit que les condi-
tions^.^) ou (8.6) soient vérifiées. (G. Ehresmann [l], P. Libermann [1]).

On peut aussi obtenir le théorème 8.2 de la manière suivante : D'après le
théorème 7. i , pour qu'une structure presque complexe soit complexe, il faut et
il suffit que p^dxJ^ o soit complètement intégrable. Mais puisque p^ == ̂ a et
les vecteurs Ça sont linéairement indépendants, p^dx^^ o sont équivalentes aux

(8.7) coa=sÇ?^/==o.

La différentiation extérieure de (8.7) nous donne

(8.8) ^^-^(^-^^dx/^dxk.2 \ à^ àxJ )
Mais on a, d'autre part,

dx1^ Çaio»-+- 10^0)»,

et, par conséquent, (8.8) nous donne

(8.9) <a?œa= - (Qo-^^ /\W:-^- Q«y^h)P A^-+- Q^to^A^-^ û^-o)? A t^)?

où nous avons posé

•"——(Ê-Ê)M-

Les formes co01 et coa étant linéairement indépendantes, d'après un théorème de
Frobenius, on a le théorème 8.2.

Les ^bc définies par (8.10) peuvent s'écrire aussi sous la forme

( 8 - 1 1 ) ^^(^-^O-
On appelle ^bc l'objet de non-holonomie du système de in vecteurs 'i1.
L'équivalence de deux conditions T^==o et i2-== o se voit de la manière

suivante :

En substituant p\=. Ça E? et ^y=== ̂ a dans

^-(Ê-®)^'
on Irouve

(8 .12 ) Ti/^-^^^'

ou inversement

(8.l3) Qa^^a^T^.

Donc, T^== o et i^û^^ o sont équivalentes.
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9. Connexion affine dans une variété presque complexe. — On sait qu'il est
possible d'introduire, dans une variété complexe, une connexion affine de telle
manière que (p^^r^ o, c'est-à-dire, de telle manière que les champs de plans y,»
et y,i sont tous les deux parallèles.

Cela étant, supposons qu'il soit possible d'introduire, dans une variété à
structure presque complexe q>^ (.??), une connexion affine de telle manière
que Q^.;^-=O.

On sait que le tenseur cp'y définit, dans chaque espace tangent, un plan -^ de
dimension complexe n déterminé par les vecteurs propres Ça correspondant à la
valeur propre + i et un plan complexe conjugué y,i déterminé par les vecteurs
propres Ç^ correspondant à la valeur — /.

En dérivant les équations ^ij'^= i'^ covariantemcnt, et tenant compte
de (p^== o, on trouve (û1/^;^^- ^'Sa;^ oe qui montre que Ça.^. sont des combi-
naisons linéaires fie Ç^c. Donc, on obtient

(9- i ) ^;.=fa^

de même

^•î} ^^^

Ces équations montrent que le champ de plans ^n et le champ de plans ^n sont
tous les deux champs parallèles par rapport à la connexion affine introduite.

Inversement, si ^n et y» sont parallèles par rapport à une connexion affine, on
a ( 9 . , ) e t ( 9 . 2 ) .

Or, des équations i•^'Ç;c[:= Sî et V-'^-^ o, on trouve, par la dérivation covariantc,

^'3-^-<I>^-=0•

^4
d'où

(9.3) ^..k=-^k-

De même on a

(9.4) ^,=-ç?<I>^,

Des équations (9. i), (9.a), (9.3) et (9.4), on obtient

?'/;«= i^-^kf).,=o.
Donc, nous avons :

THÉORÈME 9.i. — Pour que cp^===o, il faut et suffit que les champs de
plans Yn et ^n soient tous les deux parallèles par rapport à cette connexion.

Or, la condition cp^^=== o est équivalente à

j^;(== ̂  -+-^r;,-^/rr?/= o.



- 74 -

Donc, si l'on a ^j;/,^ o et, par conséquent, ̂ y^.== o, on en tire

(^) T^=(g-g)^.^==^^,^,S^,

où nous avons posé

(9.6) s^==r^-rr,,

et, par conséquent, si la connexion affine est telle que son tenseur de torsion
satisfait à

(9.7) /^r^y^Â-S^^o,

la condition d'intégrabilité de la structure presque complexe est satisfaite. Donc,
on a :

THÉORÈME 9.2. —Pour qu^une variété à structure presque* complexe îp'y de
classe C^ soit à structure complexe^ il faut et il suffit qu^on puisse y introduire
une connexion affine telle que 9^ ; ̂ . == o ( ceci est équivalent au/ait que les champs

de plan "(gn et ^n sont parallèles par rapport à cette connexion affine) et
que p^rg5 j^k^ st^ o? où ^st est le tenseur de torsion de cette connexion affine.

Si l'on substitue (6.5) dans (9.7), on obtient

S^-— ^/O^-S^^- ^r^/S^Â--»- ̂ r^k^'jt

— i^r^'jk— Cp^-S^.— Ç^-S^— Ç^O^^Â-S7^) == 0,

ce qui est équivalent à

(9.8) S^== ̂ j^k^st—^r^j^sk- ̂ r^k^jt

ou à

(9.9) ? ̂  ?•'/ ® ̂ - S r^. = ç 'r S r j k — ̂ j S ̂ k — ç ̂  S ̂ •1.

Or, si la connexion affine est semi-sjmétrique, c'est-à-dire si le tenseur de
torsion de cette connexion affine a la forme

(9.io) S^=8)<^-Si.îp/,

<p, étant un certain vecteur covariant, on voit facilement que la condition (9.7)
est toujours satisfaite. Donc, on a

THÉORÈME 9.3. — Pour qu^une variété à structure presque complexe ^j- de
classe 0 soit à structure complexe^ il faut et il suffit qu^on puisse y intro-
duire une connexion affine semi-symétrique telle que cp^.^o, ou d^une

manière équivalente, telle que les champs de plans y/i et y/i soient parallèles
par rapport à cette connexion affine.

Il va sans dire que si la connexion affine est sans torsion, la condition (9.7)
est toujours satisfaite. Donc, on a:
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THÉORÈME 9.4- — Pour qu'une variété à structure presque complexe c?'/ de
classe 0 soit à structure complexe^ il faut et il suffit qu^on puisse y intro-
duire une connexion affine symétrique telle que cp'; <•== o (W. V. D. Hodge [ 1 ] ;
E. M. Patterson[l]).

En combinant les théorèmes 9. i et 9.4» on a :

THÉORÈME 9.5. — Pour qu^une variété à structure presque complexe o'y de
classe C10 soit à structure complexe^ il faut et il suffit qu^on puisse y intro-
duire une connexion affine symétrique par rapport à laquelle les champs de
plans •\'n et y,» sont parallèles (E. M. Patterson [1]).

10. Variété presque complexe à métrique hermitienne et celle à métrique
kaehiérienne.— Considérons une variété à structure presque complexe o'y(^) :

(10.1) <ï)^Cp^=-ô^

et supposons qu'elle soit munie d'une métrique riemannienne définie positive

(10.2) ds^ = g j k dxi d x k .

Si la métrique satisfait à

(10.3) ^^7^-=^,

elle s'appelle métrique hermitienne dans la variété presque complexe.
Si l'on pose

(10 .4 ) c<7= ffi'-^'h

les équations (10. i ) et (10.3) s'écrivent respectivement

?(•/• ̂ 'h = — ffik Ct Z j i -Jk == -+- ffik-

Donc, on voit que

(10.5) Ç,.,=-Çy,.

Il est facile de voir que (10.3) et (10.5) entraînent (10. i). Donc, on peut dire
que la variété presque complexe à métrique hermitienne est caractérisée par un
tenseur antisymétrique 9<y et un tenseur symétrique gij satisfaisant à (10.3).

Si l'on a, de plus,

(10.6) ®^.;Y==O,

alors la variété s'appelle variété presque complexe à métrique kaehiérienne.
Dans une telle variété, le tenseur t^i s'annule :

(10.7) ^ki^.^1/-^— î ^ ; / )? 7 /—^ 1 / ; /— ç1 / ; / )?7^^ °-

Donc, si les composantes cp'y sont fonctions analytiques réelles de coordon-
nées a?1, la variété presque complexe à métrique kaehiérienne est à structure ana-
lytique complexe et, par conséquent, une variété kaehiérienne.
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Mais, si les composantes (p'y sont seulement de classe O'(r^ &)), on ne sait pas
encore si la variété presque complexe à métrique kaehtérienne est à structure
analytique complexe ou non. Dans ce cas on l'appelle variété pseudokaehiérienne.

Donc, une variété .pseudokaehiérienne est caractérisée par un tenseur anti-
sjmétrique cpy/; et un tenseur symétrique gjk satisfaisant aux (10.3) et (10.6).

Il va sans dire que, dans une variété pseudokaehiérienne, on a

^ °—(S-^-S)
== <Pï7 ; k 4- ÇyA- ; i •+• ^ki ; /• = 0.

Inversement, supposons qu'on a, dans une variété presque complexe à métrique
hermitienne, (10.3), (10.7) et (10.8). On a, en général,

tikl=={'0ij;k — ? /À - ; / ) ? / /—(ç , y ; /— Ç,/;/) <0/k

== ( ? i j k — 0^- ; / • ) ? / / — ( 0 ;•;/ — Cpy/; , ) ç if,

= ( ? i]'k ?7 / — ? //• / ? 1 k} — 2 9^- ; , Ç/' /.

Donc, si l'on a te= o et ©/yA== o, on en tire (10.6).
Donc, on peut dire qu'une variété pseudokaehiérienne est caractérisée par a»,/;

antisymétrique et gn, symétrique satisfaisant aux (10.3), (10.7) et (10.8).
Gela étant, considérons une variété à in dimensions à métrique rieman-

nienne ds^ = gjk dx^dx^ définie positive et irréductible, et supposons qu'il existe
un tenseur antisymétrique Qjk de rang 2/1 telle que 9,^.= o.

Alors le tenseur g s t ^ j ^ ' k donne une forme quadratique définie positive
telle que

(^^/s^^o.

Donc, d'après notre supposition sur l'irréductibilité, on doit avoir

^«t?*/?^^^,

c2 étant une constante positive. Donc, en écrivant cp^y au lieu de ï- cp^/, on a

<?<^/?^= gjk,

et de plus cp/y=— <py/ et <?//;*== o. Donc la variété est kaehiérienne. Donc si une
variété à un nombre pair'^/i de dimensions à métrique riemannienne définie
positive irréductible contient un tenseur antisymétrique de rang 2n dont la
dérivée covariante s'annule, elle est kaehiérienne (A. Lichnerowicz [7]).

Cela étant, revenons à une variété presque complexe à métrique hermitienne. Si
l'on considère, dans chaque espace tangent vectoriel, une transformation v1-^- cp* vi
l'équation (10.3) montre que cette transformation ne change pas la longueur de
ce vecteur. De plus l'équation (10.5) montre que celte transformation change un
vecteur en un vecteur orthogonal au premier.

Or, il est assez facile de voir qu'on peut choisir in vecteurs ̂  et 7^ unitaires et
orthogonaux entre eux tels que

(10.9) ^=+4 ?</?/ï=-X,.
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En posant

(lO.io) ç^fe--^, ^=^(^4)

on trouve

(lO.ll^ P'/té-^ ^——^a

et
(10 .12) ^/A^Ç^O, Sjk^^=^ ^^S^^==°-

Ces équations nous montrent que le plan ^n déterminé par ^ et le plan y,»
déterminé par Ç^ sont tous les deux nuls.

En désignant par fe, Ç?) la matrice inverse de la matrice (^a, Ç^), on obtient

(10.13) ^-^f^^

et

(10.1/4) ç^^aÇ?-^)

et, par conséquent,

(10. i5) ^/=^J-^t)'

Des équations (10.13) et (10.15), on trouve

(10.16) g j k dxî clxk == 2 (rf01 h)31

et

(10.17) ç^c^/A^^^i'to^A^31

respectivement,
Cela étant, nous allons considérer un système de coordonnées non holonomes

défini par a/i vecteurs contre va riants ̂  et Ç^. Si Fon désigne par g^c et q>&c respec-
tivement les composantes de giu et cp/A par rapport à ce système, les équa-
tions (10.16) et (10.17) montrent que

(*o.^) ^-[^ T]
et

[ o t88v"l
(^•^ ^== -^ o - J -

Or, les composantes T^ de la connexion ̂  } P511' rapP01"1 à ce système de coor-
données non holonomes sont données par

(10.20) r^^j^j+g^).

Donc, Fobjet de non-holonoinie (8.11 ) est donné par

(lo.ai) Q^c^rgc—r^.
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Or, le fait que ^;/== o est exprimé par

^^.-^r^-^rSc-o
ou par

(10.22) r^-hr^=o,

où l'on convient que si l'on ajoute la barre à un indice déjà barré, ceci signifie de
supprimer la barre,

Donc, des trois relations

r^-r^+Q^c r^-r^-h^, -rl+r' =-0^,
ça ai: ab ba

et (10.22), on obtient

(10.23) n,= ̂ (û^+ Q^- û )̂

(G. Vranceanu [1]).
De cette équation, on tire

(10.24) 1^= ^(Q^+û^a-ÛÏap);

Donc, on voit que si la variété presque complexe à métrique hermitienne est
intégrable, on a r§^==o. Inversement si l'on a r^==o, alors il est clair
que 12°̂  ==o, d'après (10.21). Donc, on a :

THÉORÈME 10. i. —Pour qu'une variété presque complexe à métrique hermi-
tienne soit intégrable^ il faut et il suffit que r| soient nuls.

Or, la condition cp,y^.=== o s'exprime par

^^•-?^r^--^r^==o

ou par

(10.25) r^+r^=o, r^-r^=o.

Donc, si les conditions ^y;A=== o et 9//;^-== o sont toutes les deux satisfaites,
on obtient, de (10.22) et (10.25),

(10.26) r^=r|;=o,

donc,

(10.27) Qa^=r^-r^=o,

et, par conséquent, la variété est intégrable.
Les équations (10.26) montrent que les espaces non holonomes déterminés

par (C'a) et (ç^) sont tous les deux parallèles.
Inversement, si les espaces non holonomes sont tous les deux parallèles, alors on
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a (10.26) et, par conséquent, cp,y^== o, et la variété est intégrable et kaehiérienne.
Donc, on a :

THÉORÈME 10.2. — Pour qu'une variété presque complexe à métrique hermi-
S. V.

tienne soit à métrique kaehiérienne, il faut et il suffit que 1^== r^^== o. Dans

ce cas, la structure presque complexe est intégrable.

THÉORÈME 10.3. — Dans une variété presque complexe à métrique hermi-

tienne^ si deux sous-espaces non holonomes déterminés par Ea eï- S» sont paral-
lèles, la métrique est kaehiérienne et la structure presque complexe est
intégrable (E. M. Patterson [1]).
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