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FORMULES APPARENTEES A CELLES DE NEVANLINNA-AHLFORS
POUR CERTAINES APPLICATIONS
D'UNE VARIETE A » DIMENSIONS DANS UNE AUTRE ;

Par M™¢ Marie-HeLENE ScHwARTZ.
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Introduction.

Dans son Mémoire paru en 1935 aux Acta Mathematica (1), Ahlfors a repris
la théorie de Nevanlinna () en la rattachant a des propriétés métriques et topolo-
giques de certaines applications d’une variété a deux dimensions dans une autre,
parmi lesquelles figurent celles du plan complexe C dans la sphére de Riemann S?

(') Ahlfors [1].

(?) Nevanlinna [1]; ce livre expose aussi les résultats d’AlLlfors dans [1] et nous nous y référerons
souvent.
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définies par des fonctions méromorphes dans le plan complexe (*). Ce sont ces
propriétés métriques et topologiques que nous généralisons a certaines appli-
cations d’une variété différentiable, V, orientée & n dimensions réelles dans une
autre W de méme dimension et compacte. Nous n’abordons pas, sauf par des
remarques simples, le cas des applications analyliques complexes; il n'est donc
pas question ici d’une généralisation de la théorie de Nevanlinna aux systemes de
fonctions d’'une ou plusieurs variables complexes telles que celles de
H. et J. Weyl (*) ou de Stoll ().

Nos principaux résultats sont résumés dans les énoncés de quatre théorémes

(§1, 6,10 et 14).

I. Nous considérons d’abord, (définition 1. 1) une « application parabolique » /°
de V dans W; c’est une application différentiable, discréte, conservant I'orien-
tation; de plus V posséde une famille de variétés d’approche V, qui généralisent
les disques |z|<Cr du cas classique des applications méromorphes de V=0C
dans W = 52 et les chaines f(V,) vérifient une condition asymptotique (1. 1) qui
généralise la condition classique d’Ablfors L/S — o (¢).

Le théoréme I démontre alors que, lorsque ¢ tend vers sa limite, « presque
tous » les points de W sont recouverts un nombre de fois « presque égal » a une
fonction N(¢); dans le cas des applications méromorphes de. G dans S? si I'on
fait t = r, N(r) est équivalent, & un facteur pres, al'aire S(r) et a d(T(r))/d logr.
Dans ce cas Ahlfors revient, par intégration, a la caractéristique T(r) de
Nevanlinna; ici nous ne le ferons dans aucun cas, les fonctions que nous utili-
serons s'exprimeront toutes sans intégration, a partir des nombres de recouvrement;
N(¢, a) sera le nombre de recouvrement d’un point & ‘de W compte tenu des
degrés topologiques, N(¢, a) le nombre des points de /1 (a) NV, et les déficiences
transcendantes et algébriques de a seront les fonctions

3(¢, 8)=1—N(4, a)/N(¢) et 3(t, a)=(N(s, @) = N(, 0))/N(2) (7).

II. Nous supposons ensuite que f est, de plus une « application réguliére »
(définition 5.3), une telle application est, en particulier un homéomorphisme
en tous les points de V sauf en ceux d’un sous-complexe d’une « triangulation
réguliere » (D') de V (définition 5.1). Dans notre Mémoire [A] (®) nous avions
établi, pour les applications régulieres une formule apparentée a celle de Gauss-
Bonnet généralisée suivant la méthode de Chern (°) [formule (5.5)]. Appliquée

(3) Voir aussi Stotlow [1].

(%) H.oet J. Weyl [1].

(®) W. Stoll [1] et [2].

(¢) Nevanlinna [1], p. 331.

(") Nevanlinna et Ahlfors désignent les symboles correspondants pour le cas des applications
méromorphes par n(r, a) et n(r, a).

(%) Nous nous référerons souvent & ce Mémoire (M. H. Schwartz [2)) (Acta Mathematica. t. 91
1954), il est formé par les deux premiers chapitres de ma thése de doctorat soutenue 3 la Faculté
des Sciences de Paris en 1953; le présent Mémoire est formé par le troisieme chapitre.

(°) Chern 1]
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a une variété d'approche V, elle pourra s’éerire

() f 1.u.=f—11 + X (Vo)
SiNe 5

(V)

Q, est la courbure totale pour une métrique riemanienne quelconque de W
et —1I la forme de Chern associée a & et définie dans I'espace des vecteurs
tangents 8 W. Xy est une caractéristique qui généralise celle d’Euler-Poincaré et
qui peut se définir par une triangulation de V en simplexes ouverts D’* le long
desquels le degré topologique local de 1, m(D}*) est constant; on a

Yp(V) =Y (= 1) m(DF).
0k
Le théoréme I montre que le premier terme de (1) est équivalent & N(£) X(W).
Revenons alors au cas des applications méromorphes de C dans S?, ce terme est
donc équivalent a 2S(r), le premier terme du second membre est I'intégrale de
courbure géodésique dont Ahlfors a montré la relation avec les défauts trans-
cendants de Nevanlinna (1°) et le dernier terme, X(V,) est tel que

Xp(Ve)— (V) =Z(m(z) —1)  pour lz|.r

III. Nous préciserons et généraliserons ces relations dans le cas particulier ou
nos applications régulieres et paraboliques sont pseudo-simpliciales (définition 7.1,
§ 7), c’est-a-dire conservent une structure triangulée. Dans ce cas nous pourrons
définir des déficiences d(¢, Af) et I(¢, A}) relatives a un simplexe Af d’une trian-
gulation fini (A) de W puis des déficiences transcendante et algébrique, globales :

Trs(t) = Z (—0k8(r AF) et Alg(r) = E (— 1)k F(1, AF).
Lg<n—2 ivkein--2

La fonction Trs(¢) est-elle égale, 4 o(1) pres, au quotient par N(¢) de l'inté-
grale de —1II qui figure au deuxi¢éme membre de la relation (1) et a-t-on I'dgalité
Alg(e) = [ (V) —x(V)JIN(2) + 0 (1)?

La réponse est positive si la dimension » de V et W est paire, moyennant une
certaine limitation du degré topologique local m et certaines conditions (non
nécessaires) de régularité (§ 10), I'arbre topologique de 'application est alors de
caractére parabolique. Ces diverses propriétés sont résumées dans 'énoncé du
théoreme III (§ 10) et des propriétés (DN) (§ 9).

IV. Dans I’énoncé du théoréme IV nous avons rassemblé nos résultats relatifs
a une fonction méromorphe dans le plan; en particulier il suffit que la fonction
multiforme inverse n’ait qu'un nombre fini de points critiques &; pour que I'iné-
galité de Nevanlinna devienne 1’égalit¢ suivante :

Y3t )+ F (1, w) =2+ o(x),
i i

(') Ahlfors [1].



Pour » = 2 toute application méromorphe de V dans W si clle est non cons-
tante est réguliere et toute application de C dans S* est de plus parabolique. Mais,
pour n> 2 le probléme est plus compliqué méme lorsque la variété objet est
trouée le long de certaines sous-variétés de maniere & ce que P'application soit
partout définie et discrete; en effet on n’a pas, & notre connaissance, démontré les
conditions de triangulabilité et de différentiabilité nécessaires en ce qui concerne
les sous-variétés ou l'ordre des zéros du jacobien et le degré topologique de
Papplication sont constants; d’autre part les applications de C** dans C** ou
dans (S2)** n’étant pas conformes ne sont plus nécessairement paraboliques
comme le montrent d’ailleurs des exemples classiques; les classes d’applications
paraboliques méromorphes (il en existe) généralisent tout autrement les appli-
cations de G dans S? (11).

I. — Applications paraboliques.

§ |. Définitions, énoncé du théoréme I. — Considérons toujours deux variétés
différentiables de classe Gy, V et 'W, a n dimensions, orientées et sans bords;
‘W étant compacte, V non compacte.

Derisirion 1.1, — Application parabolique relativement a des variétés
d’approche. — Nous dirons qu’une application f de V dans W est parabolique
relativement a la variété d’approche V,;

1° si f est différentiable de classe Co;

2° si I'image réciproque, par f, de tout point de W est un ensemble discret de
points de V (application « discréte »);

3° si f conserve l'orientation (c’est alors une application « intérieure »);

4° si, ¢ élant un parametre qui a une limite ¢, suivant une suite ou un filtre
(nous noterons ¢ — t,), V est la limite d’une famille de sous-variétés compactes V,
que nous appellerons variétés d’approche, et qui satisfont aux deux hypotheses
suivantes :

(AP), V, étant le bord de V,, 'ensemble des points de /( V,) admet une struc-
ture de complexe différentiable.

(AP), Sil'on munit W d’un ds? riemanien et V de la métrique dont le ds? est
I'image réciproque du précédent par f (métrique non partout riemanienne), on
a, en désignant par * et D" les hypervolumes et les hypersurfaces relatifs a cette
métrique de V :

(1.1) Jim V)WV =0

(') Pour les notations nous avons ¢tabli un index & la in du Mémoire.
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Grice a 'hypothése (AP); cette relation a hien un sens. Elle généralise une
condition classique d’Ahlfors (!2).

Remarque 1. 1. — Si la relation (1. 1) est vérifiée pour une des métriques riema-
niennes sur W elle I'est pour toutes.

Derinimions 1.2. — Soit ne W, conformément aux notations couranles nous
distinguerons les cas suivants :

a. il existe un voisinage compact v de a tel que la restriction de f a chaque
composante conncxe de f~'(w) soit un homéomorphisme sur . @ est alors
appelé point régulier;

b. il n’existe pas de tel voisinage mais il existe un voisinage compact w de &
tel que chaque composante connexe de f~!'(sw) soit compacte; alors f=!'(w)
contient au moins un point z de degré topologique m(xz) > » : f(z) est appelé
point critique algébrique; @ cst nécessairement soit un point critique algébrique,
soit une limite de points critiques algébriques;

c. les deux cas précédents ne sont pas réalisés; donc, quelque soit le voisinage
compact & de @, f~!(w) conlient au moins une composante connexe non
compacte qui, du fait qu'elle cst fermée ne peut étre contenue dans aucun
compact V,. a est alors appelé point critique transcendant (**). Si, de plus,
/7t (w) contient un chemin infini le long duquel f(2) tend vers @, a cst appelée
valeur asymptotique ct le chemin, chemin de détermination a.

Reyarque 1.2. — Ces définitions sont valables pour toutes les applications
différentiables intérieures et discrétes de V dans W.

Norarions 1.1. — g(¢) et g'(¢) étant deux fonctions positives nous écrirons :
2'(t)=0(g(t)) st g'(¢)/g(t) est borné supérieurement pour ¢ — t,.

£'(t) et g(¢t) étant deux fonctions réclles nous écrirons : g'(1) =o(g(¢))
si2'(t)/g(t) tend vers zéro pour t->1o, o(1) sera alors unc quantité réelle
quelconque qui tend vers zéro pour ¢ — ¢, :

limg(t)=o0 sera noté  g(t)=o(1).
151,

Deeivimions 1.3 2 W(e) et V(¢). — Désignons par P et V les hypervolumes et
hypersurfaces relatifs a la métrique de W. Considérons, dans W, les chaines
J(Ve)et /(\,) et posons
(L2)  VO=VYEN=VN) v VO=B (V) =0V

La relation (1.1) s'¢rit donc :

(1.3) V) = o(V()).

(**) Condition L/S > o (cf. Nevanlinna [1], p. 331.

(13) 11 ne suffit évidemment pas qu'un point soit critique transcendant pour qu'il ait un défaut
transcendant de Nevanlinna non nul; ce n’est pas non plus nécessaire (cf. Teichmiiller [1],
M. H. Schwartz []]).
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Derrxirions 1.4 : N(¢. £) et N(¢, £). — Soit 3 € W, nous poserons

(1.4) N(¢, E):Em(a:,-) pour z;€/~1(£)nYV,
i

et N(¢, £) sera le nombre des points z; de /= () n V..

Tutoreme L. — a. A Dapplication [ parabolique pour les variétés
d’approche V, on peut associer :

Une fonction positive N(t) qui tend vers Uinfini (1*) pour t — ¢,.

Un ensemble variable e, de W tel que :

(1.5) pour t->1o: limB(e)=o0 et f N, ErdV = o(N (1)),
fee

Une fonction positive ou nulle n(t), qui tend vers zéro pour t — ty de maniére
que, pour chaque valeur de t :

(1.6) tge; entraine |r— N(t, E)N(1)|=0(t).

b. Si, de plus, t est un parameétre positif dont le domaine de variation 8
est une suite d’intervalles tendant vers une limite supérieure to<--; et

s¢ 'ﬂ(t)/"ll(t) est majoré par une fonction ¢(t) non croissante qui tend vers
zéro assez vite pour que

(t.7) fe“(t)zl(log‘l}lu))<+ao, avee 2= =
(]

—_
n—1

alors il existe dans W un ensemble fixe e de mesure nulle tel que
(1.8) tge entraine lim(1— N(t, £)/N({)) =0 pour t—t,.
§ 2. Unlemme. — Lenme 2. 1. — Soit I une sous-variété de W de dimension n

Jermée et qui admet une structure de sous complexe différentiable dans W .

On a
(2.1) min[B(1), (B(W)— V()] = K[ D],
N étant une constante relative a la métrique de W .
Appelons, en effet G une des deux variétés I' et W —1" telle que ¥ (C1) < %'{l( W)
Alors (0 =T et la relation (2.1) s’écrit :
(2.2) V) K[ B
Considérons alors, dans 'espace R”, un simplexe ditférentiable a n dimensions

fermé A. Désignons par ¥y et To les hypervolumes et hypersurfaces pour la
métrique de R”. Soit ¢~ une sous-variété a » dimensions de A admettant une trian-

() Le cas simple ou lim N(¢) est finie est traité au paragraphe 15.
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gulation différentiable donc pour laquelle B(c) et (¢) sont définis, posons :
(2.3) ¢=énb, domc é=¢+(Ane),
6 étant un nombre donné o< <C1 et K, étant une constante suffisamment
petite, il existe une constante K, dépendant de A, de 8 et de K, telle que :
1" les conditions '31]((,’) ZKietPo(e)> 0'”0(3) entrainant
Do(A—(Anc)) 2 KoWBa(¢') et Bo(A—c) = Ko[Bo(e)]*;
2° les conditions Mo (¢') < Ky et Po(c) < 0W(A) entrainent
Bo(Ane) < KaBo(¢) e Wo(e) < Ko[Bo(e)]";
3° la condition P (¢') 2> K, entraine
Bo(Ane) 2 KeBo(¢) et Bo(e) < Ka[Bo(¢)]"

Ces trois cas montrent que I'un au moins des deux groupes suivants de condi-
tions est réalisé :

(2.4) Bo(e) < Ko[Wo(&)]* et Wa(Anc) < KeWo(¢);
{ Bo(A— ) < Ko[ Bo(&)]%;
[ D.(A—(Ane)) =KoBo(é') et Wo(e)> 0Wa(A).

Revenons a la variété W ; elle admet une triangulation différentiable en un

nombre fini de simplexes fermés A; appartenant chacun au domaine de définition
d’une carte. Pour chacun d’eux il existe un homéomorphisme bidifférentiable

dans un simplexe fermé de R”; ’hypervolume 1 (resp.. hypersurface E ) d’une sous-

variété de AcW et I'hypervolume 'ﬂ]o(resp. hypersurface 'ii]o) de son image
dans R” par cet homéomorphisme ¢; sont dans un rapport borné supérieurement
et inférieurement. Les relations (2.4) et (2.5) subsistent si 'on change les cons-
tantes: il nous sera en particulier possible de choisir 0; tel que

Vo(bi(e))> 0 Be(¢(8e))  entraine W(e)> 3 B(B).

Les A; étant en nombre fini nous pouvons prendre des constantes valables pour

tous; on en conclut que si ¢; est une sous-variété de A; ayant une structure de
aous—complexe différentiable il vérifie I'un, au moins, des deux groupes sulvants
‘de conditions ou K/ est une constante convenable :

(263 Be) <K [BED]* e B(Ane) =KB(&);
V(A —c:)) =K [B(D]*

2.7) .. . . —
( t‘ﬂ(A-(Anc,))éK"ﬂ(é;) et 'ﬂ(c,);%’ﬂ(m).

Nous pouvons poser ¢c;=CnA4;; on a

@8 DO=XVe) e [BEO)F> <2wc,>> YL
i
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Les conditions (2.7) ne peuvent pas étre réalisées simultanément pour tous

les ¢; car la troisiéme donnerait, par sommation P(C) > g‘ill(W) contrairement
a la définition meéme de C. '

Supposons que les conditions (2.6) soient réalisées simultanément pour tous
les ¢;; les relations (2.8) montrent que

PO =D V() KX [B P2k [B(E)],
i t

c’est-a-dire que la relation (2.2) est vérifiée pour K =K'.

I1 reste a examiner le cas ou (2.6) est vérifié pour certains c; et (2.7) pour
d’autres. Il existera alors au moins un couple -de simplexes A; et A, ayant en
commun un simplexe s & —1 dimensions tel que ¢, vérifie (2.6) et ¢, (2.7).
C détermine un recouvrement de s en une région snc, €C, une région
s—(sney)c (W —C) et une région snC. Appelons ¢ Ihypersirface minima
d’un simplexe a4 n—1 dimensions de (A) et majorons les hypervolumes des trois
régions a 'aide des relations (2.6) pour ¢ et (2.7) pour c,. Il vient

S W)= KB(A) +KD(ep) +D(C) <39(C) max[K, 1]
ou
D(C) > 63 max(K’, 1) = K,
par ailleurs
BV(C) < B(W))2,
donc
V(C) < [B(W)/2(K)][B(E)]*

Ce qui est la relation (2.2) pour K convenable. Nous prendrons finalement
K = max[K’, (W)/2(K")*] : (2.2) sera alors toujours vérifié ainsi que (2.1),

€. Q. F. D.
§ 3. Nombre N(t)v. Démonstration du théoréme I, @. — INFINIMENT PETITS UTI-
Lisks. — Définissons e(¢) tel que
(3.1) g(t)=o0(1) et  &(t)=D)B(),

I'existence de &(¢) est assurée par la relation (1.3); on peut alors définir =, (¢)
tel que

(3.2) m()=o(1) et e(t)=o[m(s)],

puis 2 () tel que »

(3.3) n(t)=o(1) et e()/n(f) <M(2),

.puis enfin

(3.4) n3(2) = e(¢) n§ ()2 () = nF(2) €()(ma (), M2 (1))
ce qui, compte tenu de (3.3) donne

(3.5) n:(t) £ n%(2) =o(1) (18).

('*) Ces relations sont, par éxemple, vérifiées pour
n () =¥ (e); M=), M=
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Les compLexes Iy, — i‘,,y est 'ensemble des points £ de W tels que
(3.6) fely, entraine N(¢, J)> u.

De lihypotllése (AP); résulte que I, est un complexe différentiable. Par
ailleurs

(3.7) we>um entraine Iy, Clyy, (Yinclusion peut comporter ici I'égalité).

D’autre part, en désignant toujours par le méme symbole une sous-variété
orientée de W et le cycle qu’elle définit par immersion canonique dans W,
T';,, orienté canoniquement pourra désigner le complexe ou une chaine & » dimen-
sions ayant pour bord un cycle l.‘,_l_L. On aura

(3.%) JOVO=Nlip et f(Vi)= N,
Bt Bt

et, compte tenu des formules (1.2) :

(3.9) VO=JVT) e D)= D(fu)
p1 Bt
CrassiFicatioy pes I;. — Catégorie des T;. — Appelons TI;; tout

complexe I',,, qui vérifie
(3.10) B(ren) > ma(2),

soit v, (¢) le nombre des T'; 3, on a

(M) 2 X BEe) £ X B(Few) = D) < () V(D)
n "w

ou

(3.11) n (1) < () (2)) V() L M2 () V(2).
Catégorie des T, ;. — Appelons T ; tout complexe T, , qui vérifie

(3.12) Do) <mi(t) et ‘l{l(l‘,,,)éém(W),

soit v;(t) le nombre des I'; ;, on a

W OIDW) =BT 2P B =D(0)
ou i *
{3.13) vi(1) Z2W()[B(W).
Comme Y(W —T, ;) < ;‘il)(W), le lemme 2.1 donne

oW —r )= KB (F)] < KB [B(F) ]

ou, compte tenu de (3.12)

oW 1) 2 Knf (OB (F) < Knf (X B(T) = Kol (WD)
_ : -

i
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ou encore
(3.14) Em(w—r,,,-)éka(z)n;‘~i(z)m(z).

Catégorie des T, ;. — Appelons T, ; tout complexe T, , qui vérifie
(3.15) B(E) <OV et BTy < én(\\').

Leur nombre ne peut pas étre limité mais le lemme 2. 1 appliqué aux I';,; comme
précédemment aux W — T, ; montre que

(3.16) D) < Ke()mi (0B(2).
j
Derinimion 3.1 : ¢, ¢, et ¢, — L’adhérence W —T,; de W —T,; est un

complexe. Appelons e, (resp. e} I'ensemble des points d¢ W situés dans
I'intersection de complexes W —T';,; (resp. I, ;) en nombre ;(t)'ill(t).

¢, et ¢, sont donc des complexes (non nécessairement disjoints) ainsi que leur
réunion ¢,= €, Ue,.

De la définition de ¢, et de la relation (3.13) il résulte que

V(e )m(OB() 2 XBW —T,) ZKe()nF (OB(0)

ou
V(e,) Z Ke(2)ni™'(£)/ma(2) = Kna(2).

Le méme raisonnement permet de limiter (e, ) en partant de (3.16); on a
donc

(3.17) ‘iﬂ(ei)ék'na(t); W(er) < hna(2) et W(e) L2Kn:(2) L 2Kni(0)
PropritTE 3.1 :

(3.18) te&e et e entrainent | N(¢, 5) — N(¢, £') | £ 302(2)V(¢).
Soient, en effet, o’ et &” deux points de W tels que

(3.19) N(¢, a") — N(z, 0') > 302(2) B (2).

Posons vy=N(¢, a") —N(¢, @'); il y a v complexes I, emboités qui con-
tiennent @’ et dont le complémentaire dans W contient @'; ce sont ceux pour
lesquels N(¢, ') + 1 <<p < N(¢, a"); de la relation (3. 11) il résulte que, parmi
ces v complexes I, n2(£) ¥(¢) au plus sont des T';;;. Comme v > 3n,(2) W (¢),
il y a , parmi les T, , considérés, plus de n,(¢) I'(z) complexes appartenant a une
méme catégorie qui est, soit celle des T ; soit celle des T, ;.

Supposons que ce soit celle des I;,;; @' qui est dans chacun d’eux, donc dans
plus de 7, (2) ¥(¢) complexes Iy, ; est dans ¢} d’'apres la définition méme de ¢;.

Supposons maintenant que ce soit la catégorie des I',; qui contienne plus
de n3(¢) ¥ () complexes parmi les T, considérés. Comme @' est dans le complé-
mentaire de chacun d’eux par rapport & W, a’ est dans plus de 02(¢)¥(¢)

complexes W —T, ;, donc dans ¢, d’aprés la définition méme de ¢, .
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On a donc, soit' @' € ¢, Cey, soit &’ € €] C ¢}, ce qui démontre, par Pabsurde, la
propriété 3. 1

ProeritTe 3. 2

(3.20) Eoge,  entraine |N(Z, ) — B()/W(W)|= ()W () B(W),

avec
n(t) = O(nf(t)+ m2(2))-
On a, en effet :

BD)=(V)=[a0 = [(N;, yav = [ N, 5)a® + [ N(¢, £)d.
(Vo) f‘ fw< 3) j 5 f“
Zo étant un point quelconque de W — ¢;, nous écrirons

(3.21) 1‘(8)=f"‘(1 £)dB + N(¢, Eo)lﬂ(W—ex)+f (N(2, §) — N(¢,£0)) 0.

W—e;

On a. d’une part :
SN DA =D (Crpne) =DB(Tane) + XBEnined) + PP ine)
e i r i i

Z [ (0) (D] B(e) + 2 P(Te)
j

et, compte tenu des relations (3.17), (3.11), (3.13) et (3.16) :

‘fN(h aB < (ﬂz(t) -+ W) B () (2Kma(2)) + Ke(&) nf "' () D ().

On sait que
m(t)=o0(1) et g()nf(¢) =m(8)Ma(¢) = o(M:(¥)),

on a donc, toujours pour ¢ suffisamment voisin de sa limite :
(3.22) SN B B 25K () BBV,

d’autre part, la propriété 3.1 montre que

S N DN ) aB| <3BWm 0B
W e

cette inégalité, jointe a (3.17) et (3.22) montre que

(3231 V(1) — B(WIR(E, ko) | < 2Kma(£)N(2, so>+[ M(£) +3B(W)ns m] V()

B(W)
N(t, o) est donc équivalenta W (2)/W(W) et ny (2) N(2,50) an; () V() WV(W).

Posons alors :

(3.29) w(0)= (3+ grws ) Bas(0) = 3DW)n(o),



— 328 —

on a bien
6(t) = o(n3(t) + na(2)).

La relation (3.23) donne donc la relation (3. 20). C. Q. F. D.

Derivimiox 3.2 : N(¢). — Nous poserons
(3.25) N(t) =)/ B(W).

L’égalité (3.20) donne alors (1.3) et la partie @ du théoréme I est démontrée.
N(¢) apparait comme un nombre moyen de recouvrement de W par V,.

§ 4. Points dont la déficience transcendante tend vers zéro ; théoréme [,6. —
Derivitions 4.1 1 —0(¢, ), 9(¢, £). — Compte tenu des définitions 1.4 : la
déficience transcendante de £ € W sera la fonction

(4.1) a(t, &) =1—N(¢, E)/N(2)
et la déficience algébrique de £ sera la fonction
(4.2) I, §) = (N2, &) — N(5, ©))IN(1).
RemarQer 4.1, — Le défaut transcendant de la théorie de Nevanlinna prise

sous sa forme différentiée par rapport a log r peut se généraliser, pour 2 dimensions,
Y.

par 'cxpression lim é(¢, £); et le défaut algébrique, par lim 8(¢, £). Du théoréme I,
il résulte que : ~ —

Propritre 4.1. — Pour tous les points £ de W 'sauf ceux d’un ensemble de
mesure nulle, on a

Tim a(¢,

vy

):O.

En effet lim 6 (¢. £) > o signifie que £ € ¢, quel que soit ¢, or Y(e,) tend vers
zéro (3.17).

Par contre il peut arriver que lim 4(¢, £) = o nc soit réalisé pour aucun point ?
de W (19). Cette circonstance implique nécessairement que tout point  appar-
tienne 4 e, pour une infinité de valecurs de ¢, c’est-d-dire que, quel que soit le

(**) On peut en effet former un exemple ou pour tout point ¥ de W, limé(t, £) = . Indiquons
rapidement la méthode : W sera la sphére de surface 1 (n=2, a = 2). Soit, sur W, une suite
finie de calottes sphériques de rayons ¢, avec €, -> 0. On définira a la fois V, les V, et f en formant
des feuillets au-dessus de W par groupes dc 2r & la fois, les 2r feuillets d’'un méme groupe se
raccordant entre eux et aux précédents en deux points critiques ayant leurs images dans C,. En

p
précisant convenablement la formation de ces feuillets, en prenant comme parameétre == log ¥U(¢)

et en définissant une certaine fonction e(t) telle que ¢(p log2) =¢,, on a ‘ﬁ(r)/'ll(:)é 2:(t). Par
ailleurs on aura formé chaque groupe de or feuillets de maniére & ce qu’il ne recouvre d’abord que

la calotte (‘.P, on {aura alors, pour tout §e€C,: N(t, §)< (2 —o(1)) V(¢). Donc, pour tout point

contenu dans une infinité de C,, on a lim&(r, {) = 2. Or les C, pourront étre disposés sur W de
maniére a recouvrir une infinité de fois chaque point si et si seulement leur aire totale est infinic,

c’est-d-dire Z gp =+ » ou /‘e'-‘(t)d: =+ o, ce qui signifie exactement que la relation (r.7) n’est

P
pas vérifiée. Cette relation nc peut donc pas étre améliorée pour n = 2.
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voisinage ¢(¢o) de ¢y, on ait
n(\V—el)=0 pour te¢(ty).
L

La partie b du théoréme I montre que cette circonstance est exclue si (¢)/¥(¢)
tend assez vite vers zéro.

DexonsTraTiON pU THEOREME I, &. — Nous pouvons imposer a n,(¢) la condition
supplémentaire :
(4.3) 1§ (2) = o(M:(2))-

Comme 7, (t) Zn%(¢t) la relation (3.24) donne
(4.%) n(t) < K'mne(t), avec K'=jV(W),
Nous allons prendre comme paramétre particulier
(4.5) © = log N(¢), d’ou To=limt=+ .
DeriNiTions 4.2 : ur et u;. u; sera 'ensemble des points £ de W tels que
(4.6) ©—log N(r, £) > R'ne(7);
u: sera 'ensemble des points £ de W tels que
4.7) log N(7, §) — v > K'ma(5);
W — u. — u’ sera donc caractérisé par la relation
(4.8) T —K'na(7) £ log N(x, §) < 7+ K'na (%),

Soit alors £ € W — e, la relation (3.20) montre que, compte tenu de (3.25)
et (4.5),ona
. T+ log(r1— (7)) L log N(x, £) < 7 + log(1+ (%)),

d’apres (4.4) on a pour t suffisament grand :
= Kmy(t) <s—mn(x) L logN(7, §) < v+ 0(7) <7+ Kna(5),

donc ¢ satisfait 4 la relation (4.8) et est dans W — u; — v ainsi que tous les

autres points de W —e¢;; en passant aux complémentaires, on obticnt; compte
tenu de (3.16) :

(4.9) (urvur)ce, et V(uzvur) <L2Kns(t) L 2Kn3(=).

Derinition 4.3 : ensemble e. e sera Pensemble de tous les points dont la défi-
cience transcendante ne tend pas vers zéro; W — e sera donc caractérisé par
(4.10) 8(¢,E)=o0(1) ou  3(s, E)=o(1).

Démontrons la formule

(A.11) ec [ U ur v Uu-’r] quel que soit 0.

ST ™10
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Passons aux complémentaires ; prenons donc un point § pour lequel il existe une
valeur 70 telle que £ ne soit pas dans I'ensemble représenté par le deuxiéme
membre de (4.11); cela implique que pour tout >~ 7% on ait £ € (W —u;—ul);
de la relation (4.8) il résulte jque |logN(z, £)/N(z)|< K'na(z), donc que

3(t, £)| <<2K'na(t) qui tend vers zéro; d’aprés la définition méme de e cela
signifie que £ c W —e, ce qui démontre (4.11).

Nous démontrerons le théoréme I,b en démontrant que e est de mesure nulle.
Pour cela nous prendrons deux systemes de fonctions n,(z) et na(z), I'un étant
encore désigné par 7, (t) et ma(7), Pautre étant désigné par 7, (t) et 7ia(7); les
ensembles correspondants seront respectivement u; (ou u:), et &z (ou #%:); puis
nous démontrerons les formales

. N\ . o~
(4.12) !oﬂm(u a;)=° et JJQ,”(U“’)Z"’
. TTO ™I

en majorant la réunion de la famille continue des @ (ou #;) par celle d’une
famille dénombrable de u: (ou uz).

CHoIX DES INFINIMENT PETITS £(7), n1(7), na(7), M1(7) €T 72(t). — Nous pren-
drons pour ¢(7) = %(z) la fonction non croissante qui, par hypothese satisfait a
la relation (1.7); nous écrirons

(4.13) fe“(t)d":> +o, avec di{(r) Zo.
0 T

On sait qu’il existe alors une fonction, qui sera par définition 7, (7), telle que 'on
ait

() = . - e(t) [,
(4.14) (%) =o0(1); e(t) =o(n(x)) et d _'“(T)/d;én
et, de plus :
(4.15) [n‘{(t)d~.<+ w, avec d(n(t))/dt<o.
4]

Les relations de définition (3.2) sont bien vérifies.
En vertu de (4.15) il existe une fonction non croissante ¢(t) telle que

o(z)=o0(1) et j(; 11:((:)) dt < + .

Nous pourrons alors prendre la fonction n,(¢) telle que
(4.16) n(7)=0(1);  e(v)m(z)=o0(m(r)) et  9(v)ZLme(7)
et comme ¢(7) et ¢(7)/ni(7) sont non croissants na(t) pourra vérifier en outre :
(4.17) —1/2 Z K/ (dna(z)/dr) < o.

La relation ¢ () <ma(7) et la relaiton (4.16) donnent

. i) ,
(4.18) . An:(T)df\+m.
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Posons maintenant :

(4.19) 'ﬁ,(:):%'r“(-.).

puis définissons y»(7) par les conditions suivantes qui sont compatibles entre elles
en vertu de (4.17):

(4.20) Ha()=o0(1);  T(t)>2m(7)
et
(4.21) — 1.2 K dffa(=)/dx < o.

Comme €(t) =¢(r), les conditions (4.16) entrainent les conditions de défi-
nition (3.3) relatives a 7, (7).

CaLcuL DE 'm( ﬁ'—) — Nous allons déterminer une suite dénombrable de
ST,
valeurs de 7 : 74, ;;, .«.yTiy - .. qui déterminera une partition de @ en ensembles
8;,=0n][ri, tini[ de fagon que l'on ait :
(4.22) pour <€0;: t— K'T:(3) < 71— K'nma(x;).
En vertu de (4.20) cette relation est vérifiée pour =71 et, en vertu de la

deuxieéme inégalité de (4.21) son premier membre est une fonction non décroissante.
L’ensemble des valeurs pour lesquelles (4.22) n’est pas vérifié est fermé dans RY;

en prenant pour ;.4 la borne inférieure de cet ensemble on voit que (4.22) est
vérifié et que, de plus, on a

Tir— K Ra (i) > 7 — K'me (77)
ou
Tirr— T+ K (R (70) — Fa (1)) > K'(Fa (70) — M2 (7)) > Kna(70)
de la premiere inégalité (4.21), on tire
R (Fa () — Re(Ti1)) £ Tipr — 513
donc il vient
(4.23) 2( T — ) > K'me ().
Soit alors € uz, T€0;; la relation (4.22) est applicable ainsi que (4.6)
[pour 72 (7)]; et comme N(x, £) est non décroissant il vient
log N(=;, £) < log N(x, £) <t — K'Fa(1) < 71— K'ma (1)
La comparaison des termes extrémes montre que, d’aprés la définition méme
de u- on a{e€u:. Donc

(4.24) pour T€8;; & cul, donc U fiicu,

TiLT<Ti+1

on en déduit, compte tenu de (4.9) :

”(Uﬁ;)ézn(u’,i)ézKZn‘:(‘:,), avec T, <0< T4
i) f

ST
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La premiére relationde (4. 12) sera vérifice siZn‘f (7i) est une série convergente.
i

Comme n(7) est une fonction non croissante (4.15) et tiyy — 7> K'na (1) (4. 23),

Al
la convergence de cette série sera assurée par celle de l’intégralef: ((_)) dz. Or,
® N2(=

cette intégrale est convergente (4.18). La premiere relation de (4.12) est donc
démontrée.

Carcur pe P < U iZ';) — Déterminons une partition de © en en-
™
sembles ;= @ N[z}, 7j.1[. Pour définir 7;, a partir de z;, considérons I'inégalité
(4.25) T+ K'ma(7) < v+ K'fa (77),

son premier membre est une fonction non décroissante de 7 [ premiére inégalité
(4.17)]. L'ensemble des valeurs qui la vérifient peut s’écrire : @ n ] — »,<']. Il
comprend 7; en vertu de (4.20).

Premier cas : ©'=t;, comme l'inégalité (4.25) est stricte pour =71, ce cas
n'est possible que si 7; est la borne inférieure d’un intervalle ouvert, non vide,
de R*—@; sa borne supérieure, située dans O, sera, par définition, 7j.¢; on
aura tj >t et O ={1;}.

Deuziéme cas : v > t;, nous poserons alors t;,4 =1/, 7j,4 verifie (4.23).

Dans les deux cas la relation (4.25) est vérifiée par tous les éléments
de 8;= 0 N[7;7/[ et par aucun v > 7j.4. En particulier

Tjd -+ K'ma(Tjpe) > 17 + K' R (1),
donc, en vertu de la décroissarice de na(7) et de (4.20) :
(4.26) s 5> KR (7)) — K ma(%j2) > K [Fa (7)) — K ms(5)] 2 K'ma (7).

Soit te€ii;, T€0;. (4.7) est applicable [pour #,(7)]. Dans le premier
cas, ®;={7;} et il vient, compte tenu de (4.20) :

(4.27) logN(tj, £) =logN(7, £) > 7+ K'Ha(7) > v+ K'mao(t) = 1+ K'mo (7).
Dans le deuxiéme cas ;.4 vérifie (4.25) : on a, compte tenu de (4.21) :

T+ Ko (tj) Z T+ K'To(77) <7 + K'Fa(7),

on a donc :
(4.28) log N(7j41, §) > log N(7, ) > v+ K'f2(7) > 7t + K'Ma(7)441)

la comparaison, dans (4.27) et (4.28) des termes extrémes montre, d’apres (4.7),
que, dans les deux cas possibles, ¢ € &; avec r €8, entraine { € ¥} U uj,,. Donc

. oo " " . -~ "
(4.29) pour t€86;; UrCugVuy,, 3 U uZ_chuu’Tm

TLTTjs
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Il suffit maintenant de reprendre le raisonnement faita partir de la relation (4. 24)

pour montrer que 3I|<U ﬁ"z) tend vers zéro quand t° tend versl'infini. Les rela-
T
tions (4.12) sont démontrées et, ‘en vertu de (4.11), clles entrainent que e est
de mesure nulle, ce qui démontre la partie b du théoréme III.
Le théoréme IV,a en sera une application.

II. — Applications réguliéres et paraboliques.

§ 5. Rappel de définitions et de résultats. — Rappelons les définitions du
Mémoire [A] (17) relatives aux applications réguliéres.

TRIANGULATION REGULIERE DE V. — Nous désignerons par D! les simplexes
ouverts d’une triangulation (D) de V et par D* les simplexes fermés.

Derinirion 5. 1 (définition [A], 1.4). — Une triangulation (D’) de 'V sera dite
réguliere si elle est 'image d’un complexe simplicial euclidien (D) par un homéo-
morphisme ¢ conservant la structure de complexe et vérifiant les conditions
suivantes :

~ (TR), la restriction de ¢ a tout simplexe fermé D'¥ de (ﬁ') est un homéo-
morphisme unidifférentiable de classe C, de D;¥ sur D¥;

(TR), la restriction de ¢ a tout simplexe ouvert D* de (D') est un homéo-

morphisme bidifférentiable de classe C; de D/* sur la sous-variéié différen-
tiable D;* de V.

Norations B.1. — Les éléments, homologues par ¢t d’éléments relatifs a V
sont désignés par les mémes lettres munies d’'un accent circonflexe. On
a ¥V =o¢-1(V).

D;*(z) désigne le simplexe ouvert de (D') qui contient un point z de V.

Derisimion B.2. — Vecteur spéciauz. — Un vecteur spécial est un vecteur
non nul tangent en z 4 D;¥(z), Pensemble des vecteurs spéciaux forment le sous-
espace ¥, de I'espace Y des vecteurs non nuls tangents a. V. D’apres (TR),,
¢~ est extensible a I'espace ¥, en une application 3~t. §~1(¥,) =D,, espace
des vecteurs spéciaux pour V.

APPLICATIONS REGULIERES. — DEriNiTION 5.3 (définition [A], 2.1). — Une appli-
cation f de V dans W sera dite réguliére si elle satisfait aux conditions suivantes :

(1) [A] désigne notre Mémoire [2) qui parait aux Acta mathematica. Il conticnt des préci-
sions sur les définitions que nous rappelons dans ce paragraphe et les démonstrations des différentes
formules et propriétés que nous énongoas ici. Nous appelons (D'y et (D”) les triangulations (D) et
(D’) du Mémoire [A].
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(AR)f est continue de classe Cy;

(AR), il existe une triangulation réguliere (D') de V telle que la restriction
de f a tout simplexe topologique D;* de (D') soit un homéomorphisme bidifféren-
tiable de classe C, de D}* sur une sous-variété différentiable A} de W.

Soit W+ (resp. 1) Pespace des vecteurs (resp. vecteurs non nuls) tangents
a W. f est extensible en une application f'de P dans W+; on a, d’apres (AR).,
(W) <.

DeriniTioN 8. 4. — Sous-variété transversale de dimension n— 1, sans bord.
— C’est une sous-variété T le long de laquelle on peut définir un champ JC de
vecteurs spéciaux qui la coupent transversalement avec les condiaions de différen-
tiabilité suivantes : ' = ¢~ (T') est différentiable sur chaque FaD}, 1e champ JC

est continu par rapport 4 £ = ¢~ (&) el ().

CaRracTERISTIQUE y,. Derinition 5.5 (définition [A], 19.1). — Soit G une
sous-variété topologique de V qui admette pour triangulation un sous-complexe
d’une subdivision (D") de (D'). Le degré topologique local de f est le méme en
tous les points de D}¥, donc de Di¥, on le note m(D;*) ou m(D}¥); on a

(3.1) 47(C) =2(_ km(DF)y  pour DikcC,
ik
%y est indépendant du choix des triangulations (D) et (D"). Si f est I'identité.
s est la caractéristique d’Euler-Poincaré .

Derinirion 5.6 ([A], §18, formes différentielles Q) et II*). — Nous appelons L,
une forme différentielle de degré n définie sur W et dont I'intégrale sur W
est x(W). Nous appelons IT une forme différentielle de degré n — 1 définie sur P,
dont la restriction a chaque fibre appartient  la classe fondamentale et telle que,
= étant application canonique de I (resp. V) sur W (resp. V) on ait

(3.2) = Qo= — dll,

on pose

(5.3) Qy=/*0, et II'=f'll
d’ou, dans ¥, :

(3.4 20 = — dII*.

Proprikrk 5. 1 (premiére formule du théoréme II de [A]). — On a (*?)
(3.5) Joi= -1 w0,
¢ s+ (€)

(1*) Aux conditions de différentiabilité prés cela signifie que I' coupe canoniquement chaque sim-
plexe Di* avec une condition supplémentaire dont nous ne savons pas si elle est toujours réalisée
ou non (voir (A}, §8).

(') Cette formule est apparentée & la formule de Gauss-Bonnet généralisée, on peut prendre
pour , la forme différentielle de courbure totale relative A un ds* particulier sur W.
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C. étant une sous-variété a n dimensions de V dont le hord € est transversal par
rapport a (D') et H+(C) est le relevement de C dans W, défini par un champ JC+
de vecteurs spéciaux (qui existent d’apres la définition 8. 4) qui sont pris sortants
par rapport a C. Le cycle J¢+(C) doit étre considéré comme image difléren-

tiable de C = q»“(C), et de C. lui-méme dans le cas particulier ott (D') est une
triangulation différentiable.

§ 6. Tueoreme II. — Soit f une application de V dans W réguliére et para-
bolique pour les variétés d’approche V,, les V, sont supposées étre transver-
sales par rapport & une triangulation (D) relative a Uapplication régulicre f,
on « les relations

( Y A V) i
(6.1) N (D). h(‘fl) + N = 7 (W) +o(1)
et
R 1 e 1 \IPRYY iy K(VI)=~
ol it W }_‘ (= 1 F (D) — 1)+ R = 7(W) +0(0).
(V) wrev,

La seconde formule résulie de la premiére et de la définition de /[ formule (5.1)].
Or pour déduire la formule (6.1) de la formule (5.5) il suffit de démontrer la
formule suivante :

(6.3) [ 2i=N() 7(W) -+ o(N(0)),
or, on a

[ei= [ N, E)Q,,:;\(t)fs)o+ [ (Nt 8 =N ()e,

v, W W W
ou
(6.4) j Q5 =N(2)7 (W) + / N6 E)2—N(e) [ 2o+ [ (NCt, E) = N(£)%,

\ 7 te * e Wy
" Qq est unc forme régulitre sur toule la variété compacte W ; on obtient donc,
a un facteur fini prés qui dépend de la métrique, des bornes supcérieures des trois
dernieres intégrales écrites, en y remplacant la forme &, par la forme 3. Des
relations (1.5) il résulte alors que la premiere de ces intégrales ct le produit de
la deuxiéme par N(¢) sont o(N(¢)); de (1.6) il résulte que la troisicme est
aussi o(N(¢)); la relation (6. 4) se réduit donc a (6.3).
C. Q. F. b,

Remarque 6.1. — La démonstration précédente montre que la formule (6.1)
résulte uniquement de la formule fondamentale (5.5) et des relations (1.3) et
(1.6); on pourra donc l'appliquer a des applications réguli¢res non nécessaire-
ment paraboliques pourvu que, pour une famille de variétés V,, les relations (1.5)
et (1.6) soient vérifiées.

Exemrre 6.1. — Revenons au cas classique d’une fonction méromorphe dans
le plan complexe C. Elle définit une application f de V=R? (ouV=0C)
dans W =S? (ou dans W =PC); f est une application réguli¢re qui conserve
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Porientation. Appelons V, le disque | z | < ¢, 5 € C. L’ensemble des points de f ( V,)
admet une structure de complexe différentiable (rappelons que V, ne passe par
aucun des points ot m est >1). Appelons 8 le complémentaire, dans la demi-
droite réelle positive d’une suite d’intervalles ouverts dont la somme des mesures
logarithmique est finie. Ahlfors a moniré (2°) que I'on peut choisir pour ¢ un
domaine de variation ® de maniére a ce que soient vérifiées la formule (1.1) et
méme la formule (1.7). ]

On en conclut que f est une application régulitre, parabolique, a laquelle
peuvent s’appliquer tous lés résultats des théorémes I et II; nous les formulerons,
pour ce cas particulier, dans le théoréme IV (§14).

III. — Applications réguliéres pseudo-simpliciales et paraboliques.

§7. Applications régulisres a pseudo-simpliciales.—D&rinition 7.1. — L’appli-
cation régulitre f de V dans W sera dite pseudo-simpliciale s’il existe une trian-
gulation (A) de W et une partition de V en parties Df de maniére que :

a. D!, adhérence de D} dans V, soit un sous-complexe de (D);
b. la restriction de f & chaque D soit un homéomorphisme sur un simplexe Af
de (4). '

On a donc
(7.1) J(Df) = Af.
Derivirion T.2. — KEspace V complété de V. — Nous avons supposé une

métrique choisie riemanienne choisie sur W et avons appelé métrique image
réciproque, celle de V définie par une forme quadratique image réciproque de
celle de la métrique de W. Cette métrique de V est séparée et il lui correspond

une structure uniforme, donc un espace séparé complet V o V est dense.

Deux points ¥ et §" de ¥, définis comme limites de suites de Cauchy sur V,
seront confondus si, et si seulement, il existe un chemin (& et &) de longueur
arbitrairement petite dont tous les points, sauf peut-étre & et #, sont dans V.

D#rixirion 7.3. — Nous appellerons;(“) le prolongement continu de f dans v.

~. ~
Propriett 7.1. — Sur Padhérence D} de D dans V, Jf est un homéomor-

phisme sur un simplexe fermé Af de (4). On a

(7.2) F(Br)=at.

Derintrions 7.4. — Df étant donc un simplexe, nous pourrons appeler Df,

(*°) Cf. Nevanlinna (1], p. 3jo.

(*') Nous adoptons ici le symbole 7pour distinguer ce prolongement de f2a ¥ du prolongement}‘
de f a V- défini au paragraphe 5.
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simplexe ouvert. La partition (D) de V en simplexes ouverts Df sera appelée
triangulation non bornée de V.

Proeritre 7.2. — En tous les points de D} le degré topologique local de f
est égal @ un méme nombre m(D}).

Le raisonnement qui démontre la propriété 13.1 du Mémoire [A] reste, en
effet, entierement applicable.

Proerigre 7.3. — Soit Er(a) Uétoile ouverte, dans (A), d’un point « de W.
~ ~
Toute composante connexe E; de f~' (Ei(a)) contient un point a et un seul tel
3

que f(a;)=a.

1° E,- contient au moins.un point &;. Soient, en eftet, z € E; nV,t=f(z) e Et(a)
et Af le simplexe ouvert de (A) qui contient £; A nEt(a) contient @ ct est
connexe. La composante connexe de son image réciproque qui contient £ lui est
homéomorphe d’aprés la propriété 7.1, 'homéomorphisme élant la restriclion

£ 3

de f; donc cette composante connexe contient un point &; € f~1(); comme elle

rencontre E; en z elle est elle-méme dans E;; donc le point @ est dans E.
2° E; ne peut pas contenir deux points distincts de f~!(w). Soient, en effel &,

~
et &, deux points de £~ (a); ils peuvent étre joints, dans E;, par un chemin (@i, &)
dont tous les points, sauf peut-8ire @, et @,, sont dans V—(D)"=2; son image,

f(a,, @) est un chemin qui se referme en @ (avec ou sans autres points doubles)
et dont tous les points, sauf peut-étre a, sont dans W — (A)"~?; un tel chemin
est continiment réductible, dans Et(a), au point @ sans rencontrer (A)"~2 en
d’autres points [si (A) était un complexe cuclidien, il suffirait de procédér par
homothétie]. Dans cette réduction I'image réciproque du point continue 2
joindre @, et &, et pourtant sa longueur (qui est la méme que celle du chemin
sur W) tend vers zéro. Il en résulte que @, et @, ne peuvent pas étre distincts
sur V. C. Q. F. n.

ReMarque 7.1. — Et (@) ne dépend que du simplexe A} qui contient d, nous
ouvons l'appeler étoile ouverte de Af dans (A) et noter
P PP i
(7.3) Et(A¥) = Et(efy  si afeaf.
Appelons E;; une composante connexe de f”‘ (Et(A})) et posons
(7.%) De= /1A n T

De (7.3) et de la propriéié 7.3 il résulte que la restriction de j~a 13,"/ est une
application biunivoque sur A{.
De la définition 7.1 on déduit que

(7.5) DfinV=0  entraine Df=DicV.
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Deeivimiox 7.5, — Ensemble X de points af. — Ce sera un ensemble fini de
points de W tel que chaque Af en contienne un ct un scul que nous noterons &;.
Nous noterons f~*(X) l'ensemble des points «f de V dont l'image est un
point af de X.

Derixirion 7.6. — Arbre topologique. — Supposons {ixé un cnsemble A de
points af; joignons chaque point 8 € A" a chacun des points a}~' € A}~ c A}, par
un chemin différentiable par morceaux. Soit A le complexe fini, réunion de ces
chemins : son image réciproque, f~'(A) sera, par définition un arbre topolo-
gique, dans V, de P'application f.

Les chemins (@}, "', a;) seront dits rameaux de I'arbre topologique [a*, a;~
et a} étant des éléments de /1 (A)].

1

Drriimioy 7.7. — Nous dirons qu’un arbre topologique est de caractére
parabolique relativement a une famille de variéiés d’approche V. si, ¥(¢) étant le
nombre des rameaux de P'arbre topologique qui ont une extrémité dans V, et
Pautre dans V—V,, on a

(7.6) v(2) = o(N (£))-

§ 8. Définitions des déficiences des points et des simplexes. — Soit f une appli-
cation réguliere ct pseudo-simpliciale, parabolique pour la famille des variétés
d’approche V.

Derinirions 8. 1. — Supposons qu’a chaque simplexe ouvert (borné ou non) fo
de (D) et a chaque variélé V, nous ayons associé un coefficient (¢, D,") de D*
dans V, tel que

(8.1) 0 0(t, DFy <1
(8.2) 0(¢, DEy =1 si DFcV,; 0(4, DFy=0 si DicV—YV,.
Nous formerons les sommes finies suivantes :
(8.3) No(¢, aF)= 26(!, Df) m(D}} pour f(D}y=2f;
j
) \ oy .
(8.4) No(s, Af):}dﬂ(t, ij pour f(Db):A{‘;

i
(8.5) 8o(t, AFy=1—N(¢, AF)/N(¢)  (déficience transcendante de Af);

(8.6)  Fg(t, Aly = Nb—;EO(t, DEY (m(Df)—1)  pour f(Df)=af,
j
= _N%; (N(t, Aby—N(¢, AF))  (déficience algebrique de AF).
Remaroue 8.1. — Comme f conserve lorientation, la propriété 17.1 du

Mémoire [A] est applfquable, donc
Jo(t, Ay=0 et Fp(, Ay =o.
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De ces définitions on déduit :

(8.7) ‘ Bo(2, AF) +n (2, AF) + No(¢, AF)N(0) =1,
d’ou
. : 5 1 .
(8.8) 2 (—1)*80(t, AF) + E (— 1)kZg (2, AF) + NG Z (—1k0(2, DE) = 2 (W).
ik<n Lkzn jhkzn

Derixitions 8. 2. — Déficiences globales relatives & 0 et terme complémen-
taire. — La déficience transcendante globale sera la fonction
(8.9) Trsy(¢) = 2 (— )89 (2, AK).

ihkgLn—2

La déficience algébrique globale sera la fonction

(8.10) Algy(t) = 2 (—1)kZg(t, AF) = 2 (— 10)kZg (2, Ak).
iLk<Ln—2 ik<n
la seconde égalité résulte de la remarque 8. 1.
Nous appellerons terme complémentaire relativement a 0, la fonction

(8.11) Cy(t) = ﬁ Z (— kNo (2, AF) = Nﬁ E (—1)k0(t, DF).
Lkzn Jrk<n
Choiz du coefficient 8(t, Df). — Nous allons fixer tous les 0(¢, Df) par le
choix d’un ensemble A de points af (définition 7.5). Chaque Df contient un
point et un seul, af, de 'ensemble f~*(A); conformément & une notation déja
utilisée a la remarque 22. 1 de [A], nous poserons

si afeV,,

8.12) 8(¢, D¥) = 0(¢, ak) |
(8.12) (7 /) (7”’1){=0 si a{‘eV-—V,.

Les définitions 1.4, 4.1, 8.1 et 8. donnent

{ No(t, AF)y=N(t, af);  No(z,A)=N(¢, of);

8.13
& U oy(e, AF)=3(t, 0f); (e, A = 3(t, af )3
(8.14)  Trsy(t)= ‘\_“ (—AN(e, af); Algy(e) = 2 (— 0k 3 (e, aky;
ihkzn—2 ikzn--2
g . 1 - . . .
(8.15) €)= X775 Z (—1)EN(2, of) = '1\%:) E (—10k0(7, DF).
Lk<n hk<n

Norsmiox 8. 1. — Cas de suppression de Uindice . — 1°Si No(¢, AF) = N(¢, af)
est, a o(N(¢)) pres, indépendant du point & choisi sur A¥, nous définirons N(¢, Af)
ao(N(t)) pres par
(8.16) N(¢, Af)=Ng(¢, AF)+o(N(2));  dot  €(¢) = Cy(£) + o(1).

2° S’il en est de méme pour Ny(¢, Af) nous définirons N(¢, Af) a o(N(¢)) pres
et (¢, Af), 3(¢, Af), Trs(¢) et Alg(¢) a o(1) prés toujours par suppression des
indices 9 dans les symboles correspondants.
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RexMarQue 8. 1. — Nous avons défini dans [A] (§3) le champ barycentrique de
vecteurs spéciaux X dans le cas ou (D) est une triangulation bornée, 'ensemble
de ses zérqs peut alors étre f~t(Q); on pourrait, moyennant une construction
supplémentaire, définir un champ analogue dans le cas ot (D) est non bornée et
généraliser ainsi la propriété que nous donnons seulement sous la forme suivante :

Proprigrt 8.1. — Soit f une applicafion réguliére, pseudo-simpliciale, para-
bolique pour la famille des variétés d’approche V,. Supposons que la triangu-
lation (D) soit bornée, soit alors Xa le champ barycentrique dont I'ensemble des
zéros est f~1(A); on a

1 *
(8.17) i,kzén(—l)ka(t’ af) = foum—n +o(1) (aked)

On déduit, en effet, de la définition de (¢, of), des formules (8.3), (8.4)
et (8.13) que

ISR NN
(¢, of) + NG} ; (¢, afym(DE)y=1  pour afef(of)
ct

(8.18) ¥ (—nrace, o)+ N’ET) D\ (—r0(t, afym(DF) = 7 (W).
Lkgn Jk<n

Reportons-nous alors a la formule (22.5) 'de [A], compte tenu de (6.3), elle
s’écrit :

(8.19) ﬁ‘/}:ﬂ(m—-nn’- N—(l—t-). 2 (— Dko(¢e, a}‘)m(D}') =y (W) + o(1).

jrk<n

Ces deux dernieres formules donnent, par soustraction, la formule (8.17).

Remarque 8.2. — De la démonstration de (22.5) de [A] il résulte que (8.17)

est valable méme pour des bords V, non transversaux (mais qui ne portent aucun
point a;‘).

§ 9. Applications & déficiences normales. — ExempLe 9.1. — Reprenons
Pexemple 6.1 d’une application réguli¢re parabolique définie par une fonction
méromorphe dans le plan complexe, la variété V, élant le disque |z| = ¢(t€®).
Supposons que la fonction multiforme, inverse de la fonction méromorphe, ait,
sur W =S? un nombre fini de points critiques &;. L’application f sera alors
réguliere, pseudo-simpliciale et parabolique. Une telle application possede des
propriétés que nous démontrerons (théoreme IV) et qui se situent dans le cadre
de la théorie de Nevanlinna (sous sa forme. différenciée) (*2).

En généralisant les énoncés de ces propriétés nous obtiendrons l'énoncé de
nouvelles propriétés [propriété (DN)]; nous examinerons ensuite a quelles
conditions elles sont vérifiées.

(*?) Nevanlinna a consacré a ces applications le paragraphe 2 du chapitre XI de son livre [1].
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Derisitions 9.1. — Propriétés (DN). — L'énoncé de ces propriétés n’a de
sens que pour des applications réguliéres, pseudc-simpliciales, paraboliques pour
une famille de variétés d’approche V,.

Propriété (DN);. — Tout arbre topologique'de f est de caractére parabolique.
Propriété (DN), :

(9.1) EeW —(A)y—2 entraine 3p(Z, £) = o(1),

donc (8.8) devient

(9.2) Trsg(t) + Alge(2) + Co(2) = (W) <+ o(1).

Propriété (DN),. — La somme de la déficience transcendante globale Trsg(¢)
et de la déficience algébrique globale Algg(t) est, & o(1) pres, indépendante de
I'ensemble X des points af, donc de 0. '

Propriété (DN),. — La déficience transcendante globale et la déficience algé-
brique globale sont, chacune, indépendante de A, donc de 9.

Propriété (DN); (**). — n est pair et
1
(9.3) €)= gy x(VO) +o(0).
Propriété (DN)g (**). — n est pair et

(9.4) Alg(t) = ﬁt)m(vn— X(VD)] + o(1),

1

(9.5) Trsl(t) = NoJ.
HE (Vi)

— II*+ o(1).
DeriniTion 9. 2. — Une application réguliere pseudo-simpliciale et parabolique
est dite & déficiences normales, si elle posséde les six propriétés (DN).

Derinitions 9.3. — Propriété (DN);. — Sur chaque AF, N(¢, af) est, a o(N(¢))
prés, indépendant du point af € A%,

Propriété (DN),. — Sur chaque Af, N(¢, f) est, & o(N(¢)) prés, indépendant
du point af € A}

Propriété (DN, :

(9.6) B (—0k0(2, af) = x(V2) + o(N(2)).

hk<n

(*) Dans le cas des applications finies (§ 15) nous donnons les formules correspondantes pour n
impair (les seconds membres sont multipliés par (—1)" mais la parité de n intervient aussi fonda-
mentalement dans la démonstration du théoréme III par lintermédiaire de la formule (19.7)
de "Alet du lemme 12.1).
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Propriété (DN);
(9.7) N (= 0kb (4 afym (D) = 1/ (Vi) + o(N(2)).
ihk<n
Propriite 9.1. — «. (DN), élant supposée vérifiée, les propriétés (DN),

ct (DNY), sont équivalentes.

b. (DN), et (DN), étant vérifices, les propriétés (DN), et (DN), sont équi-
valentes.

c. (DN), et (DN), étant vérifiées, les propriétés (DN); et (DN); sont équi-
valentes.

d. (DN); et (DN); étant vérifiées, les propriétés (DN), et (DN); sont équi-
valentes.

Ces équivalences sont des conséquences directes des définitions. Soit, en effet,
Afun simplexe particulier de (A), appelons A et A’ deux ensembles dont les
points sur Af sont des points af et @'f donnés a I'avance et dont tous les autres
points coincident. Démontrons alors les différentes parties :

a. 1l résulte de (DN ), [formule (9.2)] que (DN), est équivalente a la propriété
suivante : Cy(¢) est, a o(1) prés, indépendant de ensemble A. La définition
méme de Cy(¢) (8.11) montre que cette propriété résulte de (DN),; pour voir
qu’elle entraine a son tour (DN); il suffit d’appliquer la formule (8.11) succes-
sivement aux cnsembles A’ et A que nous venons de définir : comme la différence
des premiers membres est o(1), il en est de méme de la différence des seconds
membres qui se réduit a [N(t, o) —N(e, a,")]/N(z) La premiere équivalence
est établie.

b. Compte tenu de (DN), la propriété (DN), devient équivalente a la sui-
vante : Algg(¢) + Cy(¢) est, a o(1) pres, indépendant de A. Des formules (8. 10),
(8.11) et (8.6) on déduit :

(98)  Algo(6) + Co(2) = s N (=1 No(t, &) = s B (—0AN(Y, of ).
“ikzn

ik<n

Cette formule montre que la proposition que nous venons d’énoncer résulte
de (DN); pour voir qu’elle entraine a son tour (DN),, il suffit d’appliquer la
formule (9.8) successivement aux ensembles A' et . A : comme la différence des
premiers membres est o(1), il en est de méme de la différence des derniers
membres qui se réduit & [N(¢, '¥) —N(¢, a¥)]/N(¢). D’oi le résultat.

c¢. Les formules (9.3) et (9.6) sont les mémes en vertu des relations (8.13)
et (8.12).

d. (DN); étant vérifie, (DN), est équivalente & la propriété suivante :

(9.9) N(O[Alg(2) + C()] = xs (V) + o[ N(1)].
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Or, d’apres (9.8) et (8.3) le premier membre de cette ¢égalité est égal a celui
de l'égalité (9.5); on est donc ramené a (DN),.

Revarue 9.1. — Si (DN),, (DN),, (DN), sont vérifiées, (DN), et (DN)' le
sont; en vertu des définitions 4.1 cela entraine que :

Sur tout simplexe ouvert d(¢, &) et %(¢, af) sont, a o(1) preés, indépendants
du point af du simplexe.

§ 10. Conditions (N); énoncé du théoréme IV. — Nous démontrerons que les
applications méromorphes de 'exemple 9.1 sont a déficiences normales. Mais ce
n’est pas vrai de toutes les applications réguliéres, pseudo-simpliciales et para-
boliques pour lesquelles 7 est paire, comme on le concevra d’apres les remarques
suivantes :

Rexarque 10. 1. — Prenons la mé¢me application méromorphe qu’a exemple 9.1
mais remplacons les disques V, par les surfaces V; ainsi obtenues : soit un point
régulier de W =5, a; €A} et w(a;) un voisinage compact de a; dans A;.
V, s’obtiendra en o6tant de V, des voisinages de tous les points a;; € f~1(4}) N Vy;
ces voisinages étant des disques ouverts assez petits : 1° pour avoir leur image
dans w(0}); 2° pour avoir leur adhérence dans V, (on suppose toujours aj;F# V.);
3° pour que les disques centrés en un méme point a;; tendent vers ce point
quand ¢ - ——oc; 4° pour que la somme des surfaces " de tous les disques
situés dans un méme V, et la somme des longueurs P* de leurs bords soient
(W (V1)) =o(N(0)).

L'application est aussi parabolique pour les variétés d’approche V;. Affectons
les quantités correspondantes du symbole « prime ». On a N'(¢) =N(¢) + o (N(¢))
mais N'(¢, &) = o. Donc la condition (DN), n’est pas vérifiée ct (DN); non plus
puisque I'arbre qui a parmi ses sommets les @j; n’a pas le caractere parabolique
pour V/,

Remarque 10.2. — Supposons maintenant n > 2, dans ce cas un tube suffi-
samment mince autour d’un chemin donné peut avoir une hypersurface arbi-
trairement petite; en conséquence, contrairement d ce qui se passe pour n = 2,
la relation (1. 1) des applications paraboliques n’est plus suffisante pour limiter la
taille et le nombre de ces tubes ou pointes. Or, une telle limitation est nécessaire
si 'on veut que les propriétés (DN) soient vérifiées. Supposons, en effet, que /'soit
une application a déficiences normales; soit &} € A}; on pourra prolonger V—YV,
en des pointes englobant chacun des points de /=1 (a}) n'Y,, sans changer x(V,).
contrairement au cas d¥ la remarque 10.1. Si le bord de ces pointes remplit les
conditions nécessaires de régularité et si clles sont assez effilées pour que les
sommes de leurs hypervolumes ¥ et des hypersurfaces ¥* de leurs bords
soient o(N(¢)), alors lapplication sera aussi régulitre pour la famille des
variétés V, obtenues en 6tant ces pointes des V,. On aura cependant 8(¢, a})=1,
la condition (DN), ne sera plus vérifiée et (DN); non plus.
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Dans les exemples des remarques 10.1 et 10. 2 on aurait pu prendre des points
différents de A} pour les différentes valeurs de ¢, pour chacun d’eux la limite
supérieure de la déficience transcendante aurait été -+ 1; en supposant, par
exemple, que ces points soient partout denses dans A} on aurait obtenu une appli-
cation qui ne vérifie pas (9. 1) quelle que soit la subdivision de (A) par laquelle
on remplace (A).

Nous allons déterminer une condition (N); qui excluera de tels cas tout en
permettant I'existence de tubes autour de sous-complexes de (A) (2%).

Derinimion 10. 1.—Considérons I'étoile ouverte Et (Af) (Remarque 7.1) et une

> s .
composante connexe E; de f~*(Et(Af)). Si V—V, admet une composante
connexe qui forme un tube autour d’un sous-complexe de dimension »— 2 au
plus, de (D)nE;, nous appellerons son bord v;; vj sera le complément de ¢
dans V,nE;. [Le sous-complexe considéré contient le simplexe E;njf-1(ah).]

Dermirion 40. 2. — Les conditions (N). — Ces conditions son{ toujours rela-
tives aux applications réguliéres, pseundo-simpliciales et paraboliques pour des
variétés d’approche V,.

Condition (N),. — a. La partie v;de V,nE; n'a pas de composante connexe
striclement intérieure a E;, donc
(10.1) VinEj=Zg si o;#a.

b. pour ‘tout compact fixe wf de Et(Af), il existe une constante K(sw}) telle
que
(10.2) oinf~t(wk)s 8  entraine V*(¢;)> K(wf).

Condition (N);. — Si DEaV,5£6:D!nV,, DEnV, et Dfn(V—V,) sont
des boules topologiques ouvertes (de dimensions respectives k —1, k et k).

(?*) De tels tubes s’introduiront, par exemple, dans le cas suivant : on part d’une application F
de Cr dans W = PCr (espace projectif 2 p dimensions complexes) définie par p fonctions méro-
morphes de p variables complexes f; (! < i < p); on appelle y; le sous-ensemble analytique de C»,
intersection des ensembles des zéros et des ensembles des poles de f;. On suppose les y;, en
« position générique », un nombre v d’entre eux auront une intersection de dimension

réelle 2p —4v. Les positions limites des images des points voisins de Uy,- remplissent un

ensemble de dimension réelle 2 p — 2. Pour avoir une application partout définie il faudra prendre

la restriction f de F a la variété V= Cr—Uy,.. V, contiendra les bords de tubes autour de

sous-ensembles analytiques de dimension 2p — 4 et leurs images pourront étre des tubes autour
de sous ensembles 3 2 p — 2 dimensions dont I’hypersurface devra étre o(W (¢)) pour que l'appli-
cation soit parabolique.

Parmi les cas ou les p fonctions f; sont des fonctions automorphes de p variables complexes par
rapport au méme groupe fondamental, on trouvera des exemples satisfaisant aux diverses
conditions étudiées ici.
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Condition (N),. — Il existe une constante m, indépendante de ¢, telle que
(10.3) DfnV,% g  entraine m(Df) < mo.
Remaroue 10.3. — La condition (N); est toujours vérifiée pour la dimen-

sion n= 2 (on suppose, en effet, toujours que a’ 5= V).

Remarque 10.4. — Nous n’avons pas cherché a prendre les conditions les
moins restrictives surtout en ce qui concerne les conditions (N), et (N);. Au
paragraphe 14 nous traiterons un exemple ou (N). est remplacé par une autre
condition.

TueoreMe 11 (3405), — Soit f une application réguliére, pseudo-simpliciale
et parabolique pour une famille de variétés d’approche V; pour cette appli-
cation :

a. la condition (N), entraine les propriétés (DN);, (DN); et (DN), (déf. 9.1);

b. Uensemble des conditions (N), et (N), entraine les propriétés (DN),
(DN),, (DN); et (DN),;

c. si la dimension n de V et W est paire, l’ensemble des conditions (N),
et (N)a entraine les propriétés (DN)y, (DN)a, (DN), et (DN);;

d. si n est paire, Uensemble des conditions (N)y, (N)a et (N), entraine les
siz conditions (DN), Uapplication f est alors a déficiences normales.

§ 11. Démonstrations du théoréme III, @ et b. — Prorriert 11.1. — La condi-
tion (N), entraine que tous les ¢;n f~* (w}) sont concentrés dans o(N(¢)) com-
posantes E; de /-1 (Et(A})).

Cela résulte de la relation (10.2) et de la relation fondamentale (1.1) des
applications paraboliques.

Par ailleurs les tubes de bord ¢, n’existent pas pour k =n et k=n—1. Dans
ce cas la restriction de f a chaque E; est un homéomorphisme. La propriété 11. 1
donne donc : '

Prorriere 11.2. — Si w7 (resp. w}) est un ensemble compact connexe
de Et(A™') (resp. A}), le nombre des composantes connexes de f~t(w;™')

[resp. f~t(w?")] qui coupent V, est o(N(¢)); nous écrirons ce nombre
(11.1) n(¢t, w1 )N(2), avec (¢, wP~1)=o(1).

n—1
i

Soient maintenant § et &' deux points de w]™' et (£, £') un chemin de &}~ qui

(ki) Comme les propriétés (DN) s’introduisent de maniére naturelle, ce théoréme qui les relie
A des conditions de régularité et de parité n’est pas sans intérét. Mais ces conditions, surtout (N),,
peuvent étre difficiles & vérifier; il serait donc trés intéressant de les remplacer par des conditions
mieux relides & des classes d'applications déja connues.

Remarquons que la condition (N), et les parties ¢ et d du théoréme III dont les démonstrations
sont fastidieuses n’interviennent pas dans la démonstration du théoréme 1V.
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les joint, chaque composante connexe de /= (w]~') contient un point z € f~!()
¢t un seul, un point z'€ f~*(f') et un seul et un chemin (2/, z) et un seul
d’image (£, £). Si ce chemin coupe V,, la composante connexe de f~!(w;™") le
coupe aussi. Il résulte alors de la propriété 11.2 que :

Prorriere 11.3. — Soit (£, /) un chemin situé dans un ensemble compact et
connexe w, "' CEt(a/7"); f~1(w/"") est formé de chemins (x;. z;) disjoints parmi
lesquels ceux qui coupent V, sont en nombre < 7(¢, w~")N(¢).

On a done, « fortiori :

(11.2) IN(4 B)— N(&, §) [= m (¢, w1 )N(2).

Premiére conséquence. — La propriété (DN), est vérifiée. Soit, en effet.
A le complexe de W qui définit un arbre topologique f~* (A) et un rameau de (A).
(af, a7 ap)cEt(A7") (le compact w;™' peut étre le ramecaun lui-méme).
La propriété 11.3 montre que les rameaux de f~!(A), images réciproque
de (a, a7~ &) et qui coupent V,, sont cn nombre O[n(¢, w ')N(¢)]. Il en est
de méme de tous les rameaux de f~'(A) qui coupent v, puisque les rameaux-
images sont en nombre fini. L’arbre f~1(A) a bien le caractére parabolique.

Deuxieme conséquence. — La propriété (DN), est vérifiée; soit, en effet £ un
point donné de W — (A)"~2; £ estau moins dans une étoile Et(A]*). Nous pren-
drons alors pour @' un voisinage connexe ferm¢ de £ dans Et(A}~'). D’apres le
théoreme II, @ (%), 'ensemble w]~' — (w]~' ne;) n’est pas vide, soit £ un de ses
points, on a
(11.3) (N( E) = N L= ()N

Cette formule et la formule (11.2) appliquée pour £'=¢,, donnent
(H.4) [N =N [ < [n(2) -+t wi~1)IN(2),  done (2, E) = o(1).

La condition (N); entraine donc bien (DN)s.
Pour montrer qu’elle entraine (DN), nous utiliserons la propriété 11.1. Soient
en effet z et £ deux points donnés de Af et wf un ensemble compact connexe

de Af qui les contient. Pour comparer N(¢, £) et N(¢, ') nous grouperons les deux
points z, € f~1(£) et 3?, €/7'(%) qui sont dans une méme composante connexe

de f~t(Et(A/7")). Si V.nE, contient une partie ¢; c’est que V—V, forme un
tube autour d’un sous-complexe de (D) N E; lequel contient nécessairement D,

c’est donc que z; et z; sont tous deuxdans V—V,. Pour que I'un des deux points
soit dans V, et I'autre dans V— V, il est donc nécessaire que V.n E; se réduise a
sa partie ¢; et de plus que ¢;nf 1 (w}f) 3£ 0. La propriété 11.1 montre que cela
ne peut avoir lieu que pour o(N(¢)) composantes Ej, chacune ‘d’elle correspond

(**) On pourrait éviter d’utiliser ici le théoréme I, « et le démontrer dans le cas considéré en
introduisant ici le complexe U, (définition 12.1) et en vérifiant que ¥*(U,) = o (¥*(V,)).
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a une unité au plus dans la différence N (¢, £') —N(¢, £). D’ot, en prenant pour
et £’ les points of et af

(11.5) N(t, ajF) = N(¢, af ) + o(N(2)).

En appliquant cette formule a tous les 0'* d’un ensemble Q' donné on voit que la
propriété (DN); est vérifiée ce qui achéve de démontrer le théoreme III, a.

Le théoreme IV, b se déduit du dernier raisonnement fait : en effet si la
condition (N), est réalisée, on a

(11.6) IN(t, aik) — N(¢, af)| < mo | N(2, 0}F) — N(¢, af)| = o(N(2)),

formule qui, appliquée a tous les @'f de X', montre que Algy(¢) + C5(¢), [for-
mule (9.8)] est, a o(1) pres indépendant de A; comme Cy(¢) lest aussi
d’aprés (DN),, il en est de méme de Algg(¢); il en est alors aussi de méme
de Trsq(¢) d’apres la relation (9.2) de (DN),. (DN), est donc vérifiée.

§ 12. Démonstration du théoréme III, ¢c. — Lemue 12.1. — Etant donné une
variété compacte sans bords de dimension impaire n' munie d’une triangu-
lation cellulaire finie; si U est un sous-complexe formé de cellules fermés de

dimension n', si U est la frontiere de U dans la variété et «' le nombre total

des cellules de toutes dimensions de U, on a
(12.1) 2(U)=a.

Appelons, en effet a” le nombre des simplexes de dimension p de U, on a

donc a’:Zw”(o Z p < n). Soit B/'(U) le nombre de Betti de U pour la dimen-

» .
sion p; on sait que 37 (U) Zal.
Soit T un tube autour de U (homéomorphe a un tube construit par la méthode

du paragraphe 6 de [ A] relative aux complexes euclidiens). U est alors un rétract
de T et a les mémes nombres de Betti.

Soit T le bord de T dans la variété; considérons I'application bi-univoque de
I'espace des chaines de T dans I'espace des chaines de T, puis 'application de ce

dernier espace sur I'espace des chaines de T modulo T. On a la suite exacte
d’homologie suivante (les H étant, selon I'usage les groupes d’homologie)

.\ 0 .
Hr+1(T, mod T) — Hr (T) i Hr(T).
Ces deux applications étant désignées par 0 et ¢, on a

a7 (T) = dimHr (T) = dim (image de ¢) -+ dim (noyau de ),
or
dim(image de ¢) < dimH?”(T) = r(T)

et, du fait que la suite est exacte en H/’(T) :

dim(noyau de ¢) = dim (image de 0) < dim (H7+1 (T, modT)) = gr+1(T, mod T),



d’ott
(12.2) gr(T) < B7(T) + r+1(T, mod T).
Le théoré¢me de dualité de Lefschetz nous donne alors :
pr+1 (T, mod T) = pr—+—1(T)  [pour p = n posons §~1(T) =a—t=o0]
donc
(12.3)  Br(T) < BP(T) + Br—=r—1(T) = Br(U) + pr—r=1(0) £ ar + an—p—1.

Appelons alors T+ la partie de T extérieure 2 U; comme T+ est formé d’une ou
plusieurs parties connexes de T, il vient

(12.4) 8 (T+) 2 o (1) 2 ap - anp—t,

dond}

zﬁ .
2 2 al =2 azl’=2|<l.

—t1<gpzn ogpzn

(12.5) IX(T'+)|=|M%"<—I>PEP(T+)

Or, T+ est le bord de la variété fermee UuT dont la dimension r' est impaire; il
vient donc

(12.6) 1(UuT) = >[x(T+)].

Mais le complexe U est un rétract de Uu T, donc
% (U)=y (UuT)et x(U)<L <" C. Q. F. D.

Supposons maintenant la condition (N); et (N), vérifiées et n pair.

Deriximion 12. 1. — Ensemble U,. — Appelons D tout simplexe D} possédant

la propriété suivante : Df coupe V. mais tous les D? auxquels il est adhérent
ont leur point a} extérieur a V,. Nous poserons alors :

(12.7) U,=UD{‘nv, et l‘J,:UD‘;n\?,.
! l

V.— U, est un compleze : en effet c’est la réunion des traces ]_)," n'V, pour tous
les D} dont le point @} est dans V,. V,— U, est donc un sous-complexe de (D),
(D), étant une sous-triangulation de (D), variable avec ¢, et admettant V, pour
sous-complexe.

O, est un compleze : c'est, en effet, la réunion des traces ﬁt"nV, pour tous
les D} dont le point a] est extérieur a V..

U, N (V,—U,) est un sous-complexe de (D), dont la dimension est partout
égale au nombre impair n—1.

Proeriéte 12.1. —- Le nombre total des cellules Df AV, du complexe
U.n(V—U,) est
o = o(N(2)).
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Considérons, en effet, un simplexe D" tel que D] n 'V, soit dans U.n (V.—Uy);
il est caractérisé par le fait que, des deux simplexes D} auxquels il est adhérent,
I'un a son point ;' dans V, et 'autre dans V—V,; le rameau de I'arbre topolo-
gique qui joint ces deux points coupe donc V,. Du caractére parabolique de
I'arbre (démontré précédemment) on déduit que . ces rameaux sont en
nombre o(N(¢)); ilen est donc de méme des cellules DAV, deU,n (V,i—U,).
Toutes ses cellules de dimensions inférieures, Df n'V, sont telles que Df est adh¢-
rente a I'un des simplexes D}~* que nous venons de considérer; comme le nombre
des simplexes de toutes dimensions adhérents a un simplexe de dimension n—1
est borné dans la triangulation (A), donc aussi dans (D), les simplexes D¥ consi-

dérés et les cellules correspondantes de U, n (V,— U,) sont, pour 'ensemble des
dimensions comme pour la dimension n — 1, en nombre o (N(¢)),

C. Q. F. D.

Derinition 12.2 U,. — Considérons maintenant les traces, sur V,, des sous-
complexes V,—U,, U etUn (Vi—1U,); ce sont encore des sous-complexes de la
triangulation (DY, . Appelons U, la trace, sur V,, de U, n'(V,— U,). U, admet une
triangulation cellulaire dont chaque cellule est une trace D} AV, [ceci d’apres la
condition (N),] ou encore la trace de la cellule correspondante de Un (V,—1U,).

De la propriété 12.1 on déduit donc que la triangulation de U, comporte un
nombre de cellules o' < o(N(¢)).

Mais ﬁ, est la frontiere du complexe Un V, dans la variété de dimension
impaire, compacte et sans bord V.. Le lemme 12. 1 est donc applicable et montre
que x(U,nV,) £ o'=0(N(¢)). Le méme raisonnement est valable pour V,— U,
qui a méme frontiere dans V,. Par ailleurs on a U, r{Vv,: (ﬁ, nV,) —U,. On a

donc finalement en définissant %(U;) et x(U,n V) commez(—l )k étendu a
toutes les cellules ouvertes :

(12.8) 7(UenV) =o(N(1));  2((Vi=U)nV.) = o(N(2));
(12.9) x(U,nV,) =0(N(2)).
Comme, en vertu de (N), les cellules de dimension 4 —1 de U,nV, et les

cellules de dimension & de U se correspondent biunivoquement, (12.9) donne
(12.10) 1(U0) = o(N(2)),

donc, n élant pair

(12.11) 7 (Ve=0) = 2 (Vo) = x(0.) = (Vo) = o(N(2)).

Par ailleurs :

Prorrikte 12.2. — On a

(12.12) N, (—1r0(e, af) — 3 (Vi—U)) = o(N(1)).

Lk<Ln
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Toutes les cellules de V,— U, sont de la forme DI.“ nV,. La différence des deux
termes du premier membre de (12.12) provient de deux catégories de D} : d'une
part ceux pour lesquels D} n'V, est dans U, mais contient un point a* de f“ ().
d’autre part ceux pour lesque]s D!V, est dans V,— U, mais ne contient pas de
point al" de f~*(A). Considérons, parmi ces simplexes D;‘, ceux dont l'image est
un simplexe Af donné. Appliquons alors la propriété 11. 1 en prenant un ensemble
compact connexe w} de Et(Af) qui contienne les points a7 de tous les A7 aux-
quels Af est adhérent. Chaque composante connexe E; de J 1 (Et(Af)) contient
au plus un simplexe D c /= (Af); si ce D est de I'une des deux catégories
¢tudiées cela entraine :

1° que v, NnE; ne contient pas de partie v¢; (nous avons en effet déjé vu
que ¢; 3 ¢ impliquerait que D soit entlérement dans V—V,, donc que D} Y
soit vide);

2° que V.nE;nf1(wF) =o;nE;jnf~ (wf) est non vide.

D’ aprés la propriété 11.1 ce dernier point implique que les E; correspondants
donc aussi les Dj sont en nombre oN(t)). Comme les simplexes Ak sont en nombre
fini nous avons ainsi borné par o(N(¢)) le nombre des sxmplexes D} des deux
catégories considérées. Comme chacun intervient dans la différence pour -+ 1
ou —1, c’est que celle-ci est o(N(¢)). C. Q. F. D.

Les formules (12.11) et (12.12) donnent, compte tenu de (8.15) :

(12.13) N(£) Co(t) = 2 (—1)k8(2, ak) =y (Vi) + o(N(2))-

Jrk<n

Donc (DN); résulte de (N), et (N),; le théoréme III, ¢ est démontré.

§ 13. Démonstration du théoréme III, d. — Nous supposons maintenant vérifiées
les conditions (N), (N)s et (N);, et n pair. Pour démontrer que (DNJ, est
vérifiée nous suivrons une méthode analogue a celle du paragraphe 12. Du fait
que le complexe ﬂ,, trace, sur V,, de En(Vl—Ut) a un nombre de cellules

«'=0(N(t)), nous aurons a déduire que x,(U,) est o(N(¢)). Mais le lemme 12. 1
n’est pas valable si on remplace y par xr. Comme dans la démonstration de ce:
lemme nous allons, grice a un tube T autour de U, nous ramener au cas d’une
variété (transversale) de dimension impaire UUT et de son bord pour lesquels
la formule (19.7) du Mémoire [A] est valable; cette formule montre que, si U

est une sous-variété transversale de dimension impaire (son bord U est alors aussi
une variété transversale), ona
, % (0) = 2x2(U).

Considérons donc comme au lemme 12.1, le tube T autour de U="U,, dans
la variété de dimension impaire V.. T se réduit a U, par une homotopie ou la
trajectoire de chaque point z sera dans T nD¥(2). T étant le bord de T dans V,,
posons T-=TAU,nV,. Nous allons démontrer la formule

(13.1) 1 (T=) = o(N(2)).
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Considérons la partition de T- en parties T-n D} :

7 (t-) =Y, m(DF) (T-nDf)

LWk<gn
et compte tenu de la condition (N), :

(13.2) Im('i’*)lémozlx('i‘—nD{“)[.
ik

1° Le nombre des termes du second membre de (13.2) est o(N(¢)). En effet,
tout simplexe Df qui coupe T— contient, dans son adhérence, au moins un
simplexé D? tel que D}’nV,cﬂl; le nombre de ces D7 est o' < o(N(t)) (pro-
priété 12.1). Le nombre des D auxquels chacun d’eux peut étre adhérent est
borné¢ par Km(D?) = Km,. Le nombre des D} qui coupent T~ est donc aussi
o(N(2)).

2° Montrons que

(13.3) 1 (T—nD¥) < 2n+1,

Remarquons d’abord que si Df coupe T-cU,ilne coupe pas T—T-cVv,—1,
et Yon a T-nD!}=TnD! La formule (13.3) sera donc conséquence de la

suivante :

(13.4 + (T AD}) £ an+t1
£ )

or, ’homotopic qui amene T sur (J,, amene Tan sur un sous-ensemble de U,
formé de cellules D7 nV, avec D/ c D. Pour chaque simplexe Dl" il y a donc au
plus 24+1 <27+ simplexes D7, donc au plus 27+t cellules D7 n'V,. La caracté-
ristique 3 du sous-ensemble de U, rétract de T n D¥ est donc inférieure a 27+4, or

elle est égale a (T n DY) ce qui démontre (13.4), donc aussi (13.3).
Le deuxieme terme de (13.2), somme de termes < 2"+ en nombre o(N(¢))
est lui-méme o(N(¢)), ce qui démontre les formules (13.2) et (13.1).

La variété topologique T- est, par construction, transversale par rapport a une
sous-triangulation de V, n (D"), et V, est par hypothese, transversale par rapport
a (D), en composant les droites %! relatives 2 V, plongé dans V et les droites %

relatives a T— plongé dans.V,, on obtient les plans 2 qui définissent T~ comme
variété transversale par rapport a (D). On en déduit que la variété topologique

v.n (Vi—U,)uT de bord T— est aussi une variété transversale par rapporta (D).
sa dimension n — 1 étant impaire, la formule (19.7) de [A] montre que

(13.5) wlVen(Ve— UnuT] = 2y (1-) = o(N(0)).

Posons T-=T n (U, nV.) : le complémentaire, dans V,,de [V, n (V—U,)uT]
est (UnV,)—T- et, comme (V) = o du fait que n—1 est impair, il vient

(13.6) 2rUin V) —T=) =— %, [Vin(Vi— U)uT] = o(N(2)).



Montrons par ailleurs que
(13.7) yr(UinVy) =5, (UnV,) —T-).

En effet, si la cellule Df NV, rencontre T-, sa partie extérieurc a T est encore
une cellule ouverte de dimension k—1. En prenant.les partitions des deux
variétés déterminées par les traces des Df, on obtient des termes (— 1)*m(D¥)
égaux deux & deux dans les deux membres. Les formules (13.6) et (13.7)
donnent

(13.8) %r(UinVy) = o(N(2)).

Cette formule correspond a la formule (12.9) et nous poursuivrons maintenant
par la méme méthode qu’au paragraphe 12 : les cellules de dimension &k —1

de U,nV, et celles de dimension & de U, se correspondent biunivoquement, on a
donc

(13.9) % (0) = o(N(2)),
donc
(13.10) 1 (Ve=10) = (Vo) — (80 = 7,(V2) = o(N(0)).

Par ailleurs :
Proeritre 13.1. — On a

(13.11) 2 (—10(2, ak) m(DF) — 3, (Vi— U,) = o( N(2)).
Lk<Ln

La différence des deux termes du premier membre provient, en effet, des
mémes simplexes Df que la différence des deux: termes du premier membre
de (12.12); en démontrant la propriété 12.2, nous avons vu que leur nombre
est o(N(¢)). Comme chacun d’eux intervient dans la différence, pour un nombre
compris entre — my et -+ my, la différence est aussi o (N(¢)). C. Q. F. D.

Les formules (13.10) et (13.11) donnent la relation (9.8)

D\ (—0k0(t, af) m(DF) = xr(Vo) + o(N())

Lk<n
qui exprime qu’est vérifiée la propriété (DN)g, laquelle, puisque (DN), et (DN);
sont déja vérifiées, est équivalente’ & (DN), (propriété 9.1, d). Les conditions
(Ni), (Na) et (N;) entrainent bien la propriété (DN); en plus des cing autres
lorsque n est pair. La démonstration de théoréme III est achevée.

IV. — Cas particuliers.

§ 14. Applications définies par des fonctions méromorphes dans le plan. — Nous
résumerons les principales propriétés d’une ‘telle application dans I’énoncé du
théore¢me suivant :
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TutoreMe IV. — Soit une fonction méromorphe dans le plan complexe V= C,
elle définit une application f de V dans la sphére de Riemann, W =PC. Il
existe sur la demi-droite positive un ensemble ® dont le complémentaire est
une suite d’tntervalles assez petits pour que la somme de leurs mesures loga-
rithmiques soit finie, et tel que, V, étant le disque |z1 < ¢, z€C, t €0, on ait
les résultats : ‘

Uapplication f est réguliére et parabolique relativement auzx variétés

d’approche V, lpour tout point de V,, m(z) = 1].

Il existe un ensemble e de mesure nulle dans W tel que

(14.1) teW —e entraine 8(t, £)=o(1) (26)
etlon a
[ N * .
(14.2) W“h/_k-—(“u) + \(t) N (m(z)—1) =2+ o(1),
RA Sk A mi(s

~e\‘,
Uopposé de Uintégrale écrite est Uintégrale, le long de V, de la courbure

géodésique de V, si 'on munit V d’une métrique dont le ds* est I'image réci-
proque, par f, du ds* riemannien sur la sphére (*7);

b. si la fonction méromorphe est telle que la fonction multiforme inverse
ait, sur W, un nombre fini de points critiques w;, ’application régulié¢re et
parabolique f devient, de plus, pseudo-simpliciale et & déficiences normales,
en particulier :

Tout arbre topologique est de caractére parabolique, (**)

14.3) £y entraine 3(t,E) =o (1);
(14.%) Z.J(t ) = —— VU) 2‘ (m(z)-—1) (relation évidente);
"lM"
(14.3) 8(t 0;) = —— — 11"+ o(1),
Z V(t) e (1)
donc (14.2) decient
(14.6) 28(1, ;) +25‘(1, a;) =2 =+ o(1).
i :

f“) Frostmann {|] a démontré un résultat correspondant & celui-ci lorsqu’on remplace 3(¢, E) par
f 3, (t %) dlogt, Pensemble exceptionnel est alors de capacité nulle.

(") Pour revenir au deuxiéme théoréme de Nevanlinna on pourra applnquer la méthode dc
-\hlx‘ors [2]]: en effet notre formule est comparable & la formule (B) du paragraphe 2 de ce Mémoire,
le terme relatif au potentiel correspondant i notre terme o(1); Ahlfors le majore dans son para-
graphe 3 en rétablissant I'inégalité de Nevanlinna; la majoration la plus délicate, celle du termec
w(r), reste A faire méme si 'on part de notre formule (14.2).

() Cette proposition ne peut pas s’étendre au cas ou les points ; ne sont plus en nombre fini;
cela résulte, par exemple de I'élude de la premiére fonction f(z) de netre Note [2], le premier
des deux arbres topologiques décrits est non parabolique au sens de la définition (7.7). Voir aussi
notre Note i 3].



Remargue 14.1. — Il résulte d’'un calcul classique d’Ahlfors (27) que tous ces
résultats sont valables pour l’appllcauon du disque |z|<C R dans la sphere de
Riemann, définie par une fonction méromorphe dans ce disque, a condition que
I'on ait

lir;\(R—t)?;l(t):—o-oo pour t€®, t—>t;=R.

RemarQue 14.2. -—— Le calcul d’Ahlfors et tous nos résultats se généralisent
lorsque la fonction, sans étre nécessairement analytique complexe (exentricité
égale a 1) est d’exentricité bornée uniformément dans tout son domaine de défi-
nition (3¢). )

Nous avons déja démontré la partie @ du théoréme IV (exemples 6.1 et 9.1).
Nous démontrerons la partie b en démontrant que lappllcauon, dans le cas
considéré, est a déficiences normales.

La condition (N), est vérifiée, en effet :
a. V,n'a qu'une composante connexe qui, d’ailleurs, pour ¢ assez grand, n’est

jamais dans une seule composante connexe E;;

b. la constante K, (w}) existe : c’est deux fois la plus courte distance du com-
pact wf au bord de I'étoile qui le contient.

La condition (N), est vérifiée, avec my=1 puisque V, est supposé ne porter
aucun point de f~1(q;).

Du théoréme IV, a et b nous déduisons que les propriétés (DN),, (DN),,
(DN); et (DN), sont vérifiées. Remarquons que I'on a évidemment :

47 (Vo—z(Vo= X (m(af)—1 = X, (—0k0(t, af) m(Df)

a’€ev, ik

— Y (= 0k, af),

Lkze

cela montre que (DN); sera conséquence immédiate de (DN);.
Pour achever la démonstration du théoréme, IV il ne nous reste donc plus qu'a
démontrer la formule (9.6) qui, du fait que »(V,) =1 s’écrit :

(14.8) N (—0r0(t, af) = o(N().
Lkze

Appelons u, la réunion de toutes les composantes connexes de tous les D} n V,
qui contiennent un point a;. Montrons que

(14.9) x (&) = o(N(?)).

11 suffit de montrer que le nombre des composantes de &, d’unc part, de V—u,
d’autre part, est o(N(¢)) (ce qui ne serait pas suffisant pour > 2). Or, V — g,

(*) Voir Nevanlinna [1], p. 342.
(3°) Voir Nevanlinna, [1],dp. 344.
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n’a qu'une composante connexe : soit, en effet, € (V—u,)nV,= V,— u,. = est
dans une composante connexe d’une D? nV,, laquelle ne contient pas de pointa;
joignons z au point @; de D} par un chemin dont tous les points, sauf peut-étre z,
sont dans D}; comme z et @] ne sont pas dans la méme composante connexe
de D nV,, ce chemin coupe V., et pénétre dans V— V..

Considérons maintenant une composante connexe #; de &, et un couple D et Dj
tel que D; et ﬁﬁ aient un cOté commun, que af soit dans &; et que a; n’y soit
pas : de tels couples existent du fait que u, est borné. Le rameaun (a3, az) d’'un
arbre topologique coupe nécessairement V. sinon a; serait, comme a3, dans v,
donc dans #&,. De chacune des composantes #; de i, est issu au moins un rameau
de P’acbre topologique dont la seconde extrémité est dans V—V,. Donc, d’apres
(DN), le nombre de ces composantes connexes est o (N(¢)); ce qui démontre (14.9).

Démontrons maintenant la formule

(14.10) 2(-—1)*0(1, ak) — (&) = o(N(2)).
k<2
Evaluons (&) a l'aide de la partition de & en Dfn . Nous utiliscrons la
remarque suivante :

Rexaroue 14.3. — Toute composante connexe E; de f~* (Et(Af)) est une boule
topologique ouverte ainsi que chaque composante connexe de E; nV..

1° Il résulte de cette remarque que chaque D; n i, non vide est une cellule de
dimension 2 et intervient pour -+ 1 dans le calcul de x(i); or, ils correspondent
biunivoquement aux points a} de V,. Les sommes correspondantes sont donc les
mémes dans les deux termes du premier membre de (14.10).

2° Chaque D/ n i, non vide est simplement connexe : il est en effet dans Dina,
etD2nd;or (D: Uﬁﬁ) N i, est une composante connexe de E; n V,(f(E;)=EY(A})),
donc, d’apres la remarque 14.3 est simplement connexe ainsi que sa trace D; n &
sur D} (D} cE;). Si @/ €D} nV,, a/ etD} interviennent respectivement pour —
dans chacun des deux termes étudiés. La différence de ces deux termes relati-
vement aux a; et D, provient donc :

a. des cotés D} tels que D! nV.ni2oeta eV —V,;
b. des cotés D tels que D} AV.niu=0¢ cta' €V,

chacun d’eux correspond a un rameau de l'arbre topologique qui a une extré-
mité dans V, et 'autre dans V— V,; leur nombre est donc o(N(¢)).

3° Tout sommet de la triangulation cellulaire de &, est un point @} de V,. La
différence des deux termes étudiés, relativement A la dimension zéro est donc
hornée par le nombre des a® qui sont dans V, et pas dans #,; dans ce cas, I'un au
moins des D? qui le contient a son point @} dans V—V, et tout chemin (a}, a})
coupe V; cela ne peut se produire que pour o(N(¢)) points @] [ceci, en consé-
quence de la propriété 12.1 ou encore parce que les rameaux de I'arbre topolo-
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gique qui sont intérieurs a I'étoile de @] dans (1)), forment, par leur réunion, un
chemin fermé qui entoure aj €V, et passe par a;€ V—V,, donc coupe V,].

Les différences relatives aux trois dimensions sont donc o(N(t)), ce qui
démontre la formule (14.10). Comme la formule (14.8) résulte de (14.9)

et (14.10) elle est aussi démontrée; ceci, nous I’avons vu, achéve la démonstration
du théoréme IV.

§15. Remarques diverses.— A ppLICATIONS FINIES DE V paNs W. — Nos définitions
sont valables, si la limite de N(¢) est un nombre N, entier, fini. Moyennant cela,
les théorémes III et IV sont valables mais leurs démonstrations peuvent étre
remplacées par un calcul beaucoup plus simple.

Toutes les fonctions N, N, 4, 3, C(t), Alg(¢), Trs(¢) ont des limites, finies,
que nous désignerons par Ies mémes symboles sans la variable ¢. Prenons des
variétés d’approche dont l'intérieur soit homéomorphe a V. En comptant conve-
nablement les nombres des différents simplexes de (D) et de (A), on obtient

= L =S v
Mg = % L (V)—x (V1= S 1 vo — (vl
(= .
(15.1) Trs = 1 1 +o(1).
‘/"‘C-i-(vx)

Ces formules, pour n pair, sont celles de la propriété (DN),.

L’application _/? de T'espace v, qui est ici compact, dans W, que nous avons
définie au paragraphe 7 a un degré topologique global partout égal 4 N; en un

point #€ V—V, m(%) sera le quotient du nombre des D} qui contiennent # par

celui des A? qui contiennent f(Z). Nous écrirons :

1F(V—V) = 2 (—x)km(D})=NE(—;)k&(A{-‘):NTrs.

DkCV—v
H

Par ailleurs G[JC* (——— V,)] est un cycle J‘v*('l) relatif & un tube V — V, autour
du complexe V—_Vet (18.1) et (24.3) de [A] donnent

Zf(V—“Vt)=f[ _‘—ll“. +o(1)-f 11'.._/

alde+ () e+ (4,) T=iev,

formules du type de celles du théoréme II du Mémoire [A] (mais il n’est pas

supposé que le complexe V soit une variété au voisinage de V. — V).

EXTENSION DES DEFINITIONS POUR UNE APPLICATION DANS UNE VARIETE NON COMPACTE. -—
Soit W' une variété de classe Co sans bord, non compacte et de dimension »n et
soil f" une application de V dans W'. Nous supposcrons que W' peut étre diffé-
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rentiablement plongé dans une variété compacte W, sans bord, de classe C, de
maniére que W — W' soit un complexe de dimension < n—2. Appelons f
I'application f’ considérée comme application de V dans W. Supposons alors
que f soit réguliere, pseudo-simpliciale, que la triangulation (4) admettc W — W/
comme sous-complexe et que f soit parabolique.

L’application f’ étant donnée, plusieurs variétés W peuvent remplir les condi-
tions ci-dessus; les restrictions & W' des formes de Chern correspondantes, 4y
et I, ne seront pas déterminées par la seule variété W'. Cependant toutes les
quantités définies aux paragraphes 8 et 9 sans faire intervenir ces formes, peuvent
étre définies canoniquement pour I'application f, en effet :

Les variétés V, et les coefficients 6(¢, Df) peuvent étre définis pour f, ainsi
que les quantités suivantes : tous les N, N, 8, & relatifs aux points ou simplexes
de W' et les déficiences globales correspondantes. Pour un point ou simplexe
de W—W', N, N et ¥ sont nulles et § identique a + 1. Donc Cy(¢) et Algy(¢)
sont égaux pour f et pour f’ tandis que

15.2) Trsy(?), pour f— Trsg(z), pour [f'=y(W)—X(W).

On en déduit que sila relation (9.2) [de (DN),] est vérifiée pour f elle I'est
pour /' et vice-versa et que la relation (9.5) [de (DN);], la seule des propriéiés
(DXN) qui n’ait pas de sens pour I'application f’ doit étre remplacée par

1

15.3) pour /7 : Trs(l)=N—(—,—) — g — 2(W =W+ o0(1).
: +(VJ

ExenpLe 13.1. — Soit V =C2 (les coordonnées étant les nombres complexes 2,
et z9) et W'=C2 (les coordonnées élant ¢y et £»). Soit f’ I'application de V
dans W' définie par les relations complexes :

Al

A5 4 = €%F1— 2 eF1 4 %241} o= €314 €¥1— 2 €541,

YV sera le dicylindre |z, | < ¢, | 22| < ¢, /' est composé d'unc application de V = G
dans U= C? qui est le produit de deux applications telles que Z = ¢° et d'une
application finie de U dans W’. Comme pour les applications finies les différentes
fonctions que nous avons étudiées ont des limites (finies ou infinies) qui’sont
facilement calculables.

Nous grouperons les simplexes A¥ de maniére & obtenir des ensembles T'; ou les
différentes limites seront les mémes pour deux points quelconques (*1). Le tableau
suivant donnera ces valeurs limites pour tous les I'; et les limites de C(¢), Alg(e),
Trs(¢) et donnera directement, dans le cas considéré les formules (9.2), (9.3)
et 19.4)

(*) L’introduction de tels ensembles I'f = U A7 et des caractéristiques y(ll‘) =Z (—1)7 dans

jrq Iyq
certaines définitions et formules mettrait en évidence leur caractére intrinséque.
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lim lim lim lim
rk. Nature de T, (0h). N;‘Et‘)‘k). ”f“'zf;"’ et w(e 3. sterk.
r'Y. 2 points.............. 2 1/2 1/2 tf2 0 -
TS 4 » o 4 2/3 1/2 13 1/6 -
Fd. 2 » iiiiiiiiinn, 2 5/6 1/2 1/6 13 -
I 4 » i 4 1 1/2 o 12 -
e, { Droite complexe §, = {;
v trouée en 4 points... —3 2/3 2/3 13 o -
Deux droites complexes
r3. =t 2 V3o,
{ moins 8 points...... —6 1 2/3 0 13 . -
Cubique complexe
Irs. : la=1=({—1)3,
moins 7 points...... —6 5/6 5/6 1/6 0 -
Dt ({ Cubique complexe
| Z.=l}, moins7points. —6 1 5/6 o 1/6 -
Complément dans
ri. W =C2 des T} de
dimension o et 2.... 10 1 1 o o -
W= C, 7 (W) — Lim Tim~ Tim Tim
= gV e Trs(e)  Alg(e)
=1/3 =0 =2/3 =1/3

lim N(t)U(V‘)—' lim ¥, % (PF) Nt SN () =173,

i ks

lim€(¢) = nmzy_(rf)i\‘r(:, N (1) = o,

1, kgt

lim Trs(¢) = lim 2 2 (PEYB (2, Th) = 2/3,
i k<2

lim Alg(¢) = Iimz 2(TEYS(2, T9) =1/3.
i k<o

Si la méme application était considérée comme application f de V dans
W =PC2 il faudrait ajouter les ‘éléments relatifs a I';=W — W'=PC!, on
aurait x(W)=3 et limTrs(z) (pour f)=28/3, les autres sommes- étant
inchangées.
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Réguliére (application), définition 5.3.
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Triangulation réguliére, définition 5.1.
Trsy(t), formules (8.9) et (8.14).
Trs(t), notation 8.1.
0, (¢, Df), définition 8.1 et formule (8.12).
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O, théoréme 1, b.
z, formule (4.5).
U,, définition 12.1.
U,, définition 12.2.
v 9j, définition 10.1.
v, V, définition [.3.
v+, ¥*, définition 1.1, (AP),.
V(¢), V(¢t), définition 1.3.
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¥, définition 7.2.
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