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ETUDE DIOPHANTIENNE DE CERTAINES FORMES LINEAIRES
NON HOMOGENES

LIEE AU PROBLEME DE L’APPROXIMATION DES NOMBRES REELS
PAR DES FRACTIONS SATISFAISANT A DES CONDITIONS DE CONGRUENCE;

Par R. Dgrscomses.

Introduction.

Cette thése est, dans son ensemble, liée a la remarque de I'équivalence du
probleme de Papproximation d’un nombre réel par des fractions dont le numé-
rateur et le dénominateur appartiennent i deux progressions arithmétiques de
méme raison (!), avec la question des valeurs minimales du produit de certains
couples de formes linéaires non homogenes a deux variables entiéres ().

On sait, grice aux travaux de Minkowski (*), que le minimum du produit de
deux telles formes ne peut dépasser en valeur absolue le quart du déterminant des
coefficients des variables, supposé non nul. Plus précisément, si £ est un nombre
irrationnel, et p un nombre réel tel que gi—p—p=o n’ait aucune solution en p,

g entiers, Minkowski (*) a montré que la limite inférieure lim | g(g5 —p —p) |,
p
ou p et ¢ prennent toutes les valeurs entidres (g 5% 0), n’est jamais supérieure a %

En spécifiant la valeur de £, divers auteurs (*) ont obtenu pour la limite inférieure

en question des bornes supérieures plus petites que % et valables pour tout

(1) L’étude de cette question nous a été suggérée, 3 M. G. Poitou et & mui-méme, par une Note de
M. S. HARTMAN, intitulée : Sur une condition supplémentaire dans les approximations diophan-
tiques (Colloquium Math., 11, t. 1, 1951, p. 48).

(?) Le rapport entre ces deux questions a été signalé simultanément par M. J. F. KoksMa : Sur
Uapprozximation des nombres irrationnels sous une condition supplémentaire (Simon Stevin,
t. 4, 1951, p. 199),

() Minkowskl, Diophantische Approximationen. Cf. aussi : Généralisation de la théorie des
fractions continues. (Ann. Ec. Norm. Sup., t. 13, 1896, p. 41).

(4) Citons, en particulier :

Davenrort, Non Homogeneous binary quadratic forms, I, II, IIl et IV, ( Ned. Akad. Wet. Proc.,
t. 49, 1946, p. 815; t. 50, 1947, p. 378, 484, 741 €t gog).

VARNAVIDES, Non homogeneous binary quadratic forms (Ibid., t. 51, 1948, p. 396 et 470); On
the quadratic form z*—5y* (Proc. Roy. Soc., London, t. 197, 1949, p. 256).

BARNES et SWINNERTON-DYER, The inhomogeneous minima of binary quadratic forms (Acta
Math., t. 89, 1952, p. 259).
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nombre p satisfaisant a la condition précédente. Au contraire, 'étude du maximum
de lim|g(gi —p—p)| lorsque § varie, p restant fixe, n'a été abordée, i ma
Py
connaissance, que dans le-cas ol p est égal a '21' Grace (®), en 1918, a montré
dans ce cas que ce maximum est précisément égal a la borne générale % de
Minkowski.
Dans le cas ou p est un rationnel ron entier arbitrairement fixé, noté ; (¢ s,
entiers premiers entre eux, s> 2), en posant

u=ps—+t¢, v = qs,

a celle de I'approximation de £ par des

on raméne I’étude de hm‘ (qg —p— -)
2%}
fracuong 5 telles que u =t, v = o(mods). Le chapitre II du présent travail (¢) a

pour objet étude directe, et apparamment plus générale, de approximation des

irrationnels ¢ par des fractions g telles que
(1) u=a, v=">b (mod s),

ol s, a, b sont des entiers qu’on peut supposer premiers entre eux dans leur
ensemble, avec s> 2. Or, on peut montrer que I'ensemble des valeurs, lorsque
Pirrationnel ¥ varie, de
H(%; s, a, b)=lim|o(vE—u)|
u,v

[%, ¢, entiers quelconques satisfaisant & (1)], est globalement invariant lorsque a
et b varient, s restant fixe, et s, @, b premiers entre eux dans leur ensemble,
comme il arrive dans le cas a=1¢, b=o0 évoqué ci-dessus. Le maximum
de H(t; s, @, b) dans les hypotheses précédentes ne dépend donc que de s,

soit H(s). Sa détermination équivaut a celle du maximum de lxm I q qE —p— -t) l,
soit G( > H( ), » qui ne peut étre supérieur a la borne > 7 de MleOWSkl atteinte
d’aprés Grace pour s = 2. La valeur de G(; ) est donnée en fonction de s a la fin

/

du chapitre II; j’ai pu établir également que G(;) est, dans le seul cas o s est

(q& —P— )
que £ décrit 'ensemble des irrationnels.
La méthode utilisée pour déterminer H(s) s’inspire du Mémoire déja cité de
M. S. Hartman. Elle consiste a choisir en liaison avec le développement def en
fraction continue, quelques fractions dites privilégiées, qui sont, dans leur en-

impair, une valeur isolée dans I’ensemble des valeurs de lim lors-

Pq

semble, celles qui approchent le mieux { parmi les fractions g satisfaisant aux

(*) GrAck, Note on a diophantine approzimation ( Proc. London Math. Soc., t. {7, 1918, p. 316).

(%) Les résultats contenus dans ce chapitre ont été résumés dans une Note :

DEescouses, Sur un probléme d’approxlmauon non homogéne (C. R. Acad. Sc., t. 236, 1953.
p. thorx).
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conditions (1). Quoique beaucoup moins maniable qu'un développement en frac-
tion continue, cet algorithme permettrait sans doute de déterminer en plus
de H(s), quelques-unes des valeurs suivantes de H(; s, @, b) lorsque H(s) est
1s0lé, c’est-a-dire lorsque s est impair.

On peut enfin remarquer que la connaissance de H(s) ou de G(;) » noté indif-

féremment GG), entraine celle du maximum de la limite inférieure du produit
de deux formes linéaires non homogenes a coefficients réels ap+ g+
et o' p+ f'qg+ 7, sous réserve que % et %: soient des irrationnels différents, et
qu’il existe deux relations linéaires et homogenes

aa+Bb—ys=o, ada+3b6—ys=o0

ou s, a, b sont des entiers supposés premiers entre eux dans leur ensemble, ainsi
que ¢, @, b', avec s > a2 et s’ 2. Dans ces hypotheses, on a

lim | (ap + Bg + 1) (p +B'g + 1) <|of —«Blin[ (1), 6(3)]5

X
le second membre ne pouvant étre diminué sans que cette inégalité cesse d’étre
valable pour quelques couples de formes linéaires en question. Ainsi se trouve
résolu de fagon précise un cas particulier notable du probléme abordé par
Minkowski.

u —u .
Le remplacement de - par — lorsque, par exemple, ¢ est négatif montre que
Pélude de approximation de § par des fractions :’—‘ satisfaisant aux conditions (1)

est aussi celle de I'approximation de ¢ par des fractions dont les deux termes
appartiennent a I'un ou I'autre de deux couples de progressions arithmétiques de
méme raison s, indéfinies dans un seul sens. Le troisi¢me chapitre (7) aborde, par
la méme méthode que le précédent, I’étude de I'approximation des irrationnels

. u . .
par des fractions _ dont les deux termes appartiennent chacun a une progression

arithmétique au lieu de deux, indéfinie dans un seul sens tel que ¢ soit positif,
par exemple, et de raison s. Ce probleme a été envisagé par M. S. Hartman (®)
qui a donné la majoration lim |¢(vf—u)| << 25* (u, ¢ entiers quelconques tels

u,v
que u=a, v = b, mod s, v > 0) en négligeant 'hypothese : s, a, b premiers entre
eux dans leur ensemble. En conservant cette hypothése qui écarte les cas
triviaux, on peut encore montrer que '’ensemble des valeurs de
K s, @, b)=1lim|o(vE—u)| (v>0)

u,v

est globalement invariant lorsque a et b varient, s restant fixe. Du maximum K (s)

(") Cf. Porrou et DescoMBes, Sur certains problémes d’approzximation (C. R. Acad. Sc., t. 234,
1952, p. 581 et 1522). R
(*) HARTMAN, loc. cit
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K(5) do 1a limite
s

de cet ensemble, on déduit comme précédemment le maximum

e . ¢ . .
inférieure 1711%1 ‘ q(qi — p—-—;) (P, q entiers quelconques, g > o) lorsque £ décrit
I'ensemble des irrationnels. Sans avoir jusqu’ici déterminé pour tout s la valeur
2
5
atteinte pour s=-2), donner aussi sa valeur exacte et montrer qu'il est

isolé pour toutes les valeurs entidres de s =3 a s =10, et citer une infinité de

. .y e I .
exacte de ce maximum, j’ai pu l'encadrer entre les bornes = et 7 (cette derniére

valeurs de s pour lesquelles il est supérieur a % Ces bornes sont a rapprocher

d’un résultat récent de M. A. J. Cole (°) améliorant une majoration de
Khintchine, et qui assigne a lim|g(gf—p—p)|(g>0) la borne supé¢-

12X
. 3 . . .
rieure ——\/: = 0,409 ... valable pour tout irrationnel { et tout nombre réel g
1+ 210

tel que ¢g¢ — p —p = o n’ait pas de solutions en p, g entiers. Lavaleur

q(qu~P— t)

=37 o358 ...
110

Iim

o7 10

que J’ai obtenue pour les irrationnels £, « critiques » dans le cas s=10
semble étre, en outre, la plus grande valeur actuellement connue (*) de
lim |g(gt—p—0p)| (¢ > o), que p soit rationnel ou non.

g

Supposons de nouveau que g peut prendre un signe quelconque (g £ 0). Dans

les cas ou p= % ou p= %, et aussi dans le cas p= %, I’étude de la limite inférieure

lim | g(gt— p—p)| €quivaut, grice & une une transformation simple, a celle de
7.9
I'approximation des irrationnels par des fractions 4 dénominateur impair, ou non

divisible par 3. Un autre probléme se¢ présente donc, abordé dans le premier
chapitre (1°) et qui consiste, d’'une maniere plus générale, en 'étude de 'appro-
ximation des irrationnels par des fractions dont le dénominateur n’est pas divisible
par un entier donné s (s> 2), et appelées ici s-fractions. Ce probléme, trés voisin
de cclui de I'approximation des irrationnels par des rationnels quelconques, n’a
616, & ma connaissance, envisagé jusqu’ici que dans le cas le plus simple, s =2,
par divers auteurs (*!) dont les résultats sont ¢quivalents a celui de Grace déja

(®) A. J. CoLk, A problem of diophantine approximation (Ned. Akad. Wet. Proc. t. 56, 1933,
p- 144).

Pendant les travaux d’impression du présent mémoire, J. W. S. CasseLs vient d’établir, dans
un article intitulé Ueber lim z |8z +a —y | (Math. Ann., t. 127, 1954, p. 288), que la meilleure

borne possible pour lim [ g(gt — p —p) | (¢ > o) est exactement 27— 0,3644... et est obtenue,

28V/7
pour p rationnel, dans le cas s = 14.
(') Cf. DEscoMBES, Sur un théoréme classique d’Hurwitz (C. R. Acad. Sc.,t. 236, 1953, p. 1460).
(') RopinsoN, The approzimation of irrational numbers by fractions with odd or even terms
(Duke Math. J., t. T, 1940, p. 354); Scorr. Bull. Amer. Math. Soc., t. 46, 1940, p. 124; KUIPERS
et MEULENBELD, Acta Math., t. 87, 1952, p. 1.
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cité, et qui peut s’exprimer ici : lorsque lirrationnel { varie, le maximum
de lim | g(gt—p)| (¢ impair), est égal 2 % Une démonstration trés simple m’a
X7

permis d’établir que pour s> 3 le maximum analogue vaut —1—5; cette valeur est
précisément la méme que celle qui intervient dans le théoréme classique

d’Hurwitz (1?) qu’on peut alors énoncer : pour tout irrationnel £, il existe une
infinité de fractions £ telles que |[g(gt—p)| < ‘/_, et que ¢ ne soit pas divisible

par un entier s> 3 arbltralrement fixé.
Dans le cas de 'approximation des irrationnels par des rationnels quelconques,

on sait que Pensemble des valeurs de l’}f’nm (p, g entiers quel-

conques, ¢ 3£ 0), présente, A partir de son minimum /5 une infinité de valeurs

. . V221 ) . ..

isolées croissantes /5, /8, 50 - que Markoff (13) a déterminées, ainsi que
leur limite 3, et qui correspondent a des nombres £ quadratiques. Pour
obtenir des résultats de cette nature, concernant ’ensemble des valeurs de

c ; s) = l . oy . oy
(&5 s)= plr] —|9(QE—P)| (p, q entiers quelconques ¢=£o0 mods), j'ai utilisé

un algorithme trés voisin de celui. des fractions continues, en définissant des
s-réduites qui jouent, parmi les s-fractions, pour I'irrationnel £ qu’elles approchent
le role des réduites ordinaires parmi l’ensemble des rationnels. On peut ranger
les s-réduites de £, dans 'ordre croissant de leurs dénominateurs, en une suite ou
deux s-réduites consécutives sont toujours adjacentes. Cette propriété, qui est liée
a Dlexistence d’un entier non divisible par s et différent de moins 1 de tout
irrationnel donné, rend l'algorithme ainsi défini aussi maniable que celui des
fractions continues ordinaires. J’ai pu ainsi établir que pour s = 2, la borne infé-
rieure G(2) = 2 des ¢(f; 2) n’est pas isolée dans I'ensemble des ¢ (£ ; 2) tandis que
pour s> 3, I'ensemble des c(£; s) ne prend aucune valeur entre C(s)=/5
et 2,34, sauf si s=25, ou cet ensemble prend, en outre, la valeur iso-

"/_ Vg2 _, 33
S ,33 ...

Dune maniére plus précise, j'ai pu déterminer, pour tout s> 2, Pensemble

=2,30... et si s=13, ou il prend la valeur isolée

des valeurs de c(£; s) entre sa borne inférieure C(s) et sa plus petite valeur
d’accumulation I'(s). On a G(2) =T (a) =2. Pour s> 3, la borne C(s) :ﬁ
est indépendante de s, mais il n’en est pas de méme de I'(s); deux cas
doivent étre distingués, suivant la parité du plus petit indice j(s)>o,
des termes u,, divisibles par s dans la suite de Fibonacci. Si j(s) est pair,

I'(s) =14 — quel que soit s, et ¢c(£; s) ne prend aucune valeur entre \/5

\/
55; si j(s) est impair, I'(s) dépend de la valeur de j(s), et de plus ¢(£; s)

et 14

(*?) Hurwirz, Ueber die angendherte Darstellung des Irrationalzahlen durch rationale Briiche
(Math. Ann., t. 15, 1889, p. 279).

(%) MarkorF, Sur les formes quadratiques binaires indéfinies, 1 et 1I (Math. Ann., t. 15,
1879, p. 381 et t. 17, 1880, p. 379).



— 202 —

prend entre /5 etT(s) une infinité de valeurs isolées, qui dépendent aussi de j (s),
en fait dans des limites trés étroites, puisque, a part les trois valeurs signalées
plus haut, les valeurs de ¢(&; s) inférieures ou égales a I'(s) sont comprises

entre 2,34 et 1 + % =2,3416....

Je suis heureux de pouvoir assurer ici de ma vive reconnaissance M. A. Chatelet
dont la grande compétence et la bienveillance m’ont été précieuses. Je le remercie
également, ainsi que M. G. Valiron et M. P. Dubreil d’avoir bien voulu constituer
le jury de cette These. Je tiens a exprimer aussi ma gratitude a M. Ch. Pisot dont
les conseils et les encouragements m’ont été d’un grand secours. Qu’il me soit
permis enfin d’adresser une amicale pensée a M. G. Poitou dont la collaboration
a été décisive pour ces recherches.

I. — Approximation des nombres réels par des s—fractions.

Nous appellerons, par définition, s-fraction toute fraction réelle % dont le

dénominateur n’est pas divisible par un.entier donné s que nous supposerons
toujours au moins égal & 2. Comme le probléeme bien connu de 'approximation
d’un nombre réel £ par des rationnels quelconques, le probléme de I'approxi-
mation de £ par des s-fractions est tout a fait banal dans le cas ol £ est rationnel,
que &, écrit sous forme irréductible, ait un dénominateur divisible ou non par s.
Nous rencontrerons d’ailleurs dans la suite le cas ou ce dénominateur est divisible
par s. Pour simplifier le langage, nous supposerons désormais § irrationnel sauf
mention expresse du contraire.
Notre but est d’étudier, pour s > 2, 'ensemble des valeurs de

c(&; s)=1im

lim m [p, g entiers quelconques, g £ o (mods)]

lorsque £ décrit I'ensemble des irrationnels, et particuliérement d’en déterminer
la borne inférieur C(s), la plus petite valeur d’accumulation I'(s), et les valeurs
comprises entre C(s) et I'(s).

1. SiTon pose

e(t) =Tim

»q m (p, g entiers quelconques, g 5 o),

il est clair que ¢ (£; s) < ¢(£). Par suite, C(s) est au plus égal a la borne inférieure
des c(k), qui vaut /5 d’aprés le théoréme classique d’Hurwitz.
En sens inverse, on peut donner facilement une minoration de G(s). A cet

effet introduisons la suite de meilleure approxzimation dek, c’est-a~dire I’ensemble

. P . . .
des réduites Q—" (notées avec des majuscules dans la suite de ce chapitre)
n

du développement de § en fraction continue, rangées dans l'ordre des | Qnf— P |
décroissants (n entier positif ou nul quelconque). On sait qu’on a, pour tout 7,
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|PrQn+1—Pri1Qn} =1 (nous dirons que deux réduites consécutives dans la suite
de meilleure approximation de £ sont toujours adjacentes). Posons :

Qn—i E — Pn——t , Qn—i

Xn+1=—' QnE—-Pn vYn+1.=_ Qn

(nx>1);

en convenant une fois pour toutes dans ce chapitre d’identifier les fractions g

et :—z, on peut supposer les Q, tous positifs ; il vient alors

Xn+1>l, —1<Ypu<o

1
Xpr1— Y= mm—m——e————
T Qu(QuE— P
[avec Pexception éventuelle Yo=—1 (14)] et, en désignant par Cn.y la diffé-
rence Xpi1— Yo @

¢(f) = lim —— =lim Cpyy.

1
n IQn(QnE - Pn)l

Si donc, a partir d’un certain rang, toutes les réduites de { sont des s-fractions,

onac(E;s)=c(f)> \/g. Dans le cas contraire, il existe une infinité de valeurs
de n telles que Q,=o (mods). Soit m l'une d’elles. Comme P et gﬂl
m—1

Qm

sont adjacentes, Qn_; est premier avec s; on a donc Qn_i32o0 et aussi
Qmn— Qm_1= 0 (mods). Or, considérons les quantités :

I I I

Cpn= = —
| Qm—1(Qm—15 — Pm—1)]| Xm+1 Y it

C/ . 1 _ 1 _ 1 .
™ (Qn— Qu—1)[(Qn— Qmu—1)t — (Pm—Pm—1)]]| Ymi1+1 Xmya+1

Cn est, dans le domaine X1 >1, —1 << Y4 << 0, une fonction continue et
décroissante de X4, continue et croissante de Y. : son minimum, qui vaut 1,
correspond & X,y infini et Yy, 4=—1, et son maximum, infini, correspond

Iy . . 1 . .
aXmy1=1etYm, =o0. G, varie en sens inverses de a I'infini. Donc, sup (Cm, C,,)

est toujours au moins égal & la valeur minimum commune que prennent Cn, et C,
lorsque C = C,,, c’est-a-dire lorsque 2 X1 Yimis + Xt + Yy +1=0. Or,
dans ce cas, on a

1 I
C =C’=2+———-——-——->2
m " Xm+1 Xmet1 =+ 1

Il en résulte que :
Pour tout irrationnel § et tout s(s> 2), c(£; s) > 2, et par suite :
C(s)> 2.
On peut améliorer cette minoration dans le cas s < 2. Dans ce cas, en effet,
on a aussi, en conservant les mémes notations, Qn—=2Qnu_1£ 0 (mods). La
. Pn—2Pp—
s-fraction —2—2-"=1 donne alors :
Qm—2Qm—1

o= I _! 1 _ I .
™ [(Qm—2Qm—1)[(Qm—2Qm—1)E — (Pm—2Pm—1)]] ~ 2|2Xms1+1  2Ympa+1

(1) Cf. Note (1), p. 206.
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Deux comparaisons, entre Cr, et C, et entre G, et C;,, analogues a la comparaison
précédente entre G, et G, montrent que :

—SiaYn+1>0,
I I
X 3G Xmma 1)

> /5;

[SRREN

sup(Cpm, Crn) > g +

—SiaYa+1<o,

5 1 1
2

sup(Comy Cm) > 5 + 2(2Xmp1+1) Xomrs +1

est une fonc-

5. 5 1 1
Or, dans l'intervalle 1 << X,y <-4, 5+ YO, Swery Bl ey

1

. . . N 13,5 .
tion continue de Xp.4, qui croit de T tandis que 2 + om T X est

. . . . 5, .
une fonction continue de X4, qui décroit de S42; I’'une de ces deux fonctions

est donc supérieure a la valeur commune qu’elles prennent pour X =X, y+1,
c’est-a-dire

Xm-i—l:e:%(l“" ﬁ),

cette valeur commune est \/g. Ainsi, quel que soit la valeur de Y,,., compatible

avec Qn—2Qm_13£ 0 (mods) (d’oﬁ Y1 £ — -;-), ona

sup(Cmy Cny Ch)> VB et méme  sup (Cmr, Crny ) > V5,

car I'égalité ne pourrait avoir lieu que pour une valeur irrationnelle de Y.y qui
est essentiellement rationnel. Il en résulte que :

Pour tout irrationnel et tout s> 3, ¢(£; ) > /5; par suite C(s)> /5. On
a donc établi le

Tutoren 1. — Pour tout s au moins égal a 3, C(s)=\/5.

Remarque. — Ce résultat peut encore s’exprimer ainsi : s petit que soit € > o,

pour tout irrationnel il existe une infinité de fractions g telles que
I
|q(q£——p)|<7—g+e, avec gzo (mods)

pourvu que Uentier s soit au moins égal ¢ 3. La démonstration qui en a été
donnée prouve aussi que ce résultat reste valable pour ¢ = o.

Le théoréme classique d’Hurwitz est ainsi amélioré par la condition
supplémentaire : q £ o (mods) (s entier quelconque fize, au moins égal & 3).

2. Dans la théorie classique de Papproximation des irrationnels par des
rationnels quelconques, on est conduit a répartir les irrationnels en classes
d’équivalence dont une propriété est que c(£) prend la méme valeur pour tous



— 205 —

les nombres { d’'une méme classe. Nous dirons ici que deux irrationnels £ et ¥/
sont, par définilion, équivalents (pour le probléme de leur approximation par
AE+B
Ct'+D
définie par p=Ap'+ Bgq', = Cp'+ Dq associe biunivoquement tout couple
d’entiers p, g avec ¢ =£ o(mod s) et tout couple d’entiers p', ¢' avec ¢'== o (mods).
Les coefficients A, B, G, D doivent donc étre entiers et tels que | AD — BC | =1.
De plus, si I'on a Cz£o0(mods) le couple ¢'=C, p'=—D est associé & un
couple tel que g=o(mods), ce qui contredit la définition. Inversement,
C=o0(mods) entraine AD = =4-1 ce qui implique que ¢ et ¢' sont simultané-
ment non divisibles par s. Nous désignerons par S toute substitution modu-
laire linéaire a deux variables ou homographique a une variable a coefficients
entiers A, B, G, D telle ('{ue C = o (mods). Deux nombres équivalents sont donc
caractérisés par leur correspondance dans une substitution homographique
quelconque du sous-groupe défini par C = o (mods) dans le groupe modulaire.
Or, pour deux tels nombres £ et &,

des s-fractions) lorsqu’on a { = » out la substitution linéaire p - p', ¢ > ¢'

_|Cp'+ Dqg . ,
l9(gt—pP)|=|Grrp @¥—P)
et par suite,
lim | g(g¢—p)|=1lim|q'(¢'¢ —p")I,
v.q T
ou p et ¢, p' et ¢' prennent toutes les valeurs entiéres telles que
g#Fo et g'#Zo (mod s),

On a donc ¢(&; s) =c(&; s). Le sous-groupe des substitutions S joue pour
le probléeme de l’approximation des irrationnels par des s-fractions un réle
analogue a celui du groupe modulaire pour le probléeme de 'approximation
des irrationnels par des rationnels quelconques.

On peut alors introduire une représentation géométrique analoguc a celle
d’Humbert, classique pour le probléeme de I'approximation des irrationnels par
des rationnels quelconques. A chaque point ayant pour abscisse une s-fraction
irréductible g sur un axe Oz, associons les cercles (%)x tangents en ce point

. L . .
a Ox, de rayon e ou } est une constante donnée, et situé¢s dans un plan donng¢,

considéré comme un plan complexe d’axe réel Oz. Toute substitution homogra-

phique S, considérée comme opérant sur ce plan complexe, laisse globalement

invariant I'ensemble de ces cercles et transforme la droite x =E£ en un cercle

centré sur Oz. Or, dans le cas o0 Q=0 (mods), envisagé au paragraphe précé-

dent, la substitution de coefficients P, P,_1, Qm, Qm_1 est une substitution S
1

qui transforme la droite z =¢ en le cercle coupé diamétralement par 'axe Ox

. . , P,._ Pp—Po
aux points d’abscisses X et Y., ct les cercles ( ” ') ) ( - “ > ,
P m+t mh Qm—1/2 Qm— Qm-—l A

Pn— 2P, [ —1 —1 .
(————-’" 2=1) en les cercles (—) ) (-—) et (——) » ce dernier ne pouvant
Qm—2Qm—1/ 1/ V) 2 /) -

étre considéré, comme son homologue dans S, que si 2 3£ o (modys), ¢’est-a-dire
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si s % 2. La démonstration du paragraphe 1 revient donc a prouver que tout
cercle orthogonal 4 Oz et rencontrant cet axe en deux points situés de part et
d’autre de O, dont I'un a son abscisse comprise entre —1 et o, rencontre 1'un au

. [}
moins des deux cercles (;)

;2

—I . . 5
et (T) » ce qui est évident, et, dans le cas s 3,
2
que ce méme cercle rencontre I'un au moins des trois cercles (?) &’ (——;) ;i
5 5

et (:21)‘/_ ce que l'on pourrait établir sans peine directement. Cela éclaire le
5

choix des fractions comparées au paragraphe précédent dans les deux cas s =2
et s 3.

3. Pour achever la détermination de C(2), et surtout pour étudier de fagon
plus précise pour toutes les valeurs -de s 'ensemble des valeurs de c(&; )
lorsque £ décrit ’ensemble des irrationnels, nous allons définir un algorithme qui
met en évidence des s-fractions appelées s-réduites de £, qui en un certain sens,
sont celles qui approchent le mieux l'irrationnel £ considéré. On sait que toute (*%)

. P . T
réduite Q du développement de £ en fraction continué ordinaire peut étre caracté-

risée par le fait qu’il n’existe aucune fraction 5 telle que simultanément |g| <<| Q|
et|gt—p| <<|Qt—PI. En disant que g est plus simple que g si|g]<|Q]et

meilleure (relativement a £) que g si|gt—p! <<|QE—P|, une réduite de f est

donc une fraction telle qu’il n’en existe aucune autre a la fois plus simple et
meilleure (relativement a £) qu’elle méme. D’une maniére analogue, nous dirons
par définition qu'une s-réduite de £ est une s-fraction telle qu'il n'existe
aucune autre s-fraction a la fois plus simple et meilleure (relativement a t)
qu'elle méme (1¢).

Les s-réduites sont donc irréductibles. Tout irrationnel § posséde une infinité
de s-réduites puisque |gt— p| peut étre rendu arbitrairement petit, ¢ restant
non divisible par s (on s’en rend compte immédiatement & l'aide, par exemple,

de la méthode des tiroirs de Dirichlet). Comme on ne distingue pas (§1)—§

et LZ, les s-réduites de £ peuvent étre rangées en une suite % }qﬂ}, ou | gnk — pn|
- L 9n
(*) Rappelons les exceptions bien connnes qui correspondent 3 Q = o et Q =1. Par convention,

pour Q = o, seule est prise en considération la réduite préliminaire 5’ hotée traditionnelle-

ment —'. Pour Q =1, le plus grand entier au plus égal A &, soit a,, est par définition égal &
—1
.. P . 1 . . , . .
la réduite Q—° si §—a,< y’on convient qu'aucune autre réduite n’a pour dénominateur 1; sinon,
0

la réduite % est, par convention, égale a @, +1; aucune autre réduite n’a pour dénominateur 1.
1

Ces conventions entrainent la croissance stricte de |P,| avec n>x3 (et méme n>0si §>o0) et

de Q, avec n 1.

(%) Cette définition doit étre complétée, pour les s-réduites de dénominateur 1, par la conven-
tion suivante, analogue a celle de la note (%) : on choisit ¢,= Q,=1 et p,= P, = a,; il existey
par convention, une autre s-réduite de dénominateur 1 (et une seule) dans le cas o Q,=1:
on a alors ¢, = Q, et p,=P,.
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décroit strictement (puisque § est irrationnel) lorsque I'entier » croit en partant
de o (!7). Les s-réduites ainsi rangées constituent par définition la suite de
metlleure s-approzimation de {. Il résulte de la définition des s-réduites et du
classement qui leur est ainsi assigné que 5 r
Pn (

est la plus simple des s-fractions

meilleures que £ (relativement a £), et aussi que |@u+1|>|ga|. Mais comme

pour n> 2, ona

| gnt —Pal <[g1E—p1| < 3»

il en résulte que | gni1 |52 | gn|: donc| gn|croit strictement avec n, sauf peut-étre
den=o0ad n=1 (1), comme dans le cas des réduites ordinaires.
Il résulte encore immédiatement de la définition des s-réduites qu’a toute

P

s-fraction 7 on peut associer une s-réduite £2 7 “ telle que

lgnl<lql et |guk—pul<|gt—pl

Par conséquent :

TreorEME A :

3 =i— ! =l- ! .
o8 o) = lim o7 = M g =l

Ainsi, ¢(&; s) peut étre calculé en se restreignant parmi les couples p, q a
ceux qui constituent les s-réduites de k.

Montrons maintenant que deux s-réduites consécutives (dans la suite
de meilleure s-approximation d’un irrationnel quelconque ) sont toujours
adjacentes. Pour cela, comparons les suites de meilleure approximation et de
meilleure s-approximation d’'un méme nombre . Deux réduites ordinaires
consécutives étant toujours adJacentes I'une au’moins est une s-réduite. D’autre
part, deux réduites consécutives qui sont des s-réduites sont des s-réduites
consécutives, d’apres la définition. Les deux suites envisagées ne different donc
que dans le cas ou il existe des réduites qui ne sont pas des s-fractions. Soit,

P . .
dans ce cas, % I'une d’elles; alors la précédente Q'" ! est une s-réduite soit %)
m n

m—1

o . P . ' .
ainsi que la suivante =™*%, soit £%. Cherchons les s-réduites dont les rangs sont

Qm+1 qn’
. . . P bP,
compris entre 2 et n’. Toute fraction v peut s’écrire sous la forme Limt D mot,
q aQp+ 6Qm—y
ou a et b sont entiers. Avec les notations introduites au paragraphe 1, les

fractions g

meilleures que g et plus simples que g sont caractérisées par
m—

m—+1

(1) 16X p1— a| < X, [0 Ymir—a| < Apmis— Yo,

(*) Cf. pour n=o0 et n =1, la note (1¢).
('*) Cf., la note ('¢). On déduit de 13 les mémes résultats de croissance pour |p,| et | g,| que
pour | P | et Q,; ¢f. note ().
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ot A,y est le quotient incomplet de rang m + 1 dans le développement de
‘en fraction continue, c’est-d-dire la partie entiere de X,.(; on en déduit
puisque Xpiy >1 et —1<< Yy <<o (19):

16 (Xm1— Y1) < Xt — Y1+ At et, par suite, jb|=1 ou o.

Or, puisque Qnu_i1z0 et Qn=o0(mods), b =o implique g=o0 et |b| =1
implique ¢ £ o (mods), Comme on peut toujours choisir b positif, les s-réduites
cherchées correspondent aux solutions en a et & de (1), avec b=r1 et, par
suite, 0 <<a@ <Ap.1. Le dénominateur ¢ des fractions ainsi obtenues croit
avec @ — Yy tandis que |gE— p| décroit avec X,.y— a. On obtient donc

toutes les s-réduites meilleures que £2 et plus simples que £%, dans l'ordre
q an p pies q o

croissant de leurs indices, en donnant a a toutes les valeurs entiéres croissantes,
au moins égales & 1 et au plus égales & A, 4—1. Ges s-réduites, qui ne sont pas
des réduites ordinaires, sont donc précisément les réduites intermédiaires (au

. P P R
sens habituel) entre =7 et —2*!; la valeur @ = o correspond a £2 et la valeur
: Qm Qm+1 gn

@ = A1 correspond a —‘g—'—'— Or, le déterminant constitué par les termes de deux
i

quelconques mais consécutives de ces fractions vaut en valeur absolue

a-—+1 1
| =1 (oLaLApp—1).

a
I en résulte que :

Deux s-réduites consécutives sont toujours adjacentes, qu’elles soient ou non
identiques a des réduites ordinaires.

En choisissant convenablement les signes des p, et ¢,, on peut donc écrire
comme dans le cas des réduites ordinaires

Pu= AnPu—i~+ Pn—2,  n=@nqn—1-+ gn—z  (an entier, n2),

ce qui définit, pour les s-réduites, les s-quotients incomplets a,, pour n> 2.
En posant :

(2) x,.=—————-————3::1§:§:::, ]'n=—‘§':l::—:’

on a, comme dans le cas des réduites ordinaires

(3) w"“:—l—_, ]',,+,=—‘, 1Zn | >1, lyal <1,
Tn— ap Yn— Qn

avec 'exception éventuelle : | ya| = 1. De plus,

La définition des s-réduites se traduit par la condition pour Uentier a,
d’étre, parmi les entiers a tels que |x,—a|<<1 et aqn 1+ ¢n—23% 0 (mods),

(1) On est assuré ici, d’aprés la note ('¢) que Y, % —1, méme si m =1.
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celut qui rend | yn— a| minimum. Son unicité pour n donné résulte de celle
de ‘Z—", c’est-a-dire de l'irrationalité de £. Enfin en posant ¢, =|z,— .|, on a

n

comme dans le cas des réduites ordinaires

1
| gn—1(gn—15 — Pn—1)!

en=|Zn—yn =

et, par suite,

c(&; s)=ﬁlﬁc,..

. . . .. P P
Remarquons encore que si P o5t une réduite intermédiaire entre ~7 et —2t!,
q9 Qm Qm+1

aPp+Ppy

soit — 2t
aQm~+ Qm—y

syona:

Xmr1—a)(@a—Ymi1)

Xm+1— Ymss

(Xm+1_ Am+1)(Am+1 — Ym+l), Ixm+i Ym+1 | ] ,

Xm+l_ Ym+l Xm+1 - Ym+l .

ig9(qt—p)|=

> inf [

c’est-a-dire
|q(gt—p)| > inf[|Qmus1(Qm+15 — Pmas) |y | Qmu—1(Qin—18 — Pm—1) ],
Pk
9k
inférieur a la plus grande des deux valeurs c¢p.4 €t cpyy qui correspondent aux

de sorte que si“— est une s-réduite, mais non une réduite ordinaire, cj.1 est

deux s—réduites;’—" et gl les plus voisines de part et d’autre de %’i dans la suite de

n n'

meilleure s-approximation de £, et qui soient aussi des réduites ordinaires.
Par suite :

TutoreMe B. —lim ¢, reste égal ¢ c (§; s) st on ne donne & n que les valeurs
n

telles que la s-réduite Z =

soit aussi une réduite ordinaire de t.
n—1

4. Le théoréme B permet de montrer que C(2)= 2. Considérons, en eflet, le
nombre { dont le développement en fraction continue ordinaire est

E=(0o 2 r, 2 r» ... 2 rp 2 ...)

ou les r; sont des enticrs positifs quelconques. Les réduites ordinaires de & qui

P ..
Q"‘ L, telles que A,,=2. En choisis-
m—1

sant lim r,= -, on a pour toutes les valeurs de m ¢n question

sont des s-réduites sont celles, notées

lim X,, =2 et limY,,=o.
m

m

Par suite, comme on a
c(g;2)=1lim(X,,— Yp),
m

ou m prend toutes les valeurs en question, on en déduit ¢(£; 3) = 2.
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Il en résulte que C(2) < 2 ; puisque, d’aprés le paragraphe1, C(s)> 2, on a donc

TrroriME 2 :
C(2)=2.
Les nombres { critiques, c’est-a-dire ceux pour lesquels c(&; 2)=C(2)
constituent un ensemble infini ayant la puissance du continu. De plus, en donnant
a ry dans l'exemple ci-dessus une valeur r indépendante de %, on obtient un

nombre £(r) tel que c[E(r); 2] =2 ‘/1 —+ f—q, en faisant décrire & r un ensemble

infini de valeurs croissantes, on obtient donc un ensemble infini de nombres £(r)
tels que c[E(r); 2] tende vers 2 en restant différent de 2. Donc 2 est une valeur
d’accumulation pour les ¢(£; 2). Ainsi

Tueorime 2 bis :
I'(2)=C(2)=2.

Remarque. — Le résultat G(2)=2 peut s’exprimer ainsi : si pelit que
soit € > o, il existe pour tout irrationnel t une infinité de fractions g telles
que |q(qgt—p) | < % + ¢, avec ¢ impair. On peut remarquer que ce résultat
reste valable avec ¢ = o0, ce qui découle de la démonstration méme donnée au

paragraphe 1 de I'inégalité C(s) > 2,

5. Définissons le développement en s-fraction continue d’un nombre irra-
tionnel §. En faisant précéder la suite des s-quotients incomplets de £, qui
commence par &., des nombres a,, plus grand entier inférieur ou égal a { (2°)

et @, égal a la partie enti¢re de

si elle n’est pas divisible par s et & cette
E—ao

partie entiére augmentée d’une unité dans le cas contraire, on obtient le dévelop-
pement en s-fraction continue de £, qu’on notera

t=(a a a a3 ... ap ...)

Cette notation identique a celle d’un développement en fonction continue ordi-

naire estlégitimée par le fait que la s-réduite ;2 est la fraction calculée de la maniere

n
habituelle dans la théorie des fractions continues ordinaires, en arrétant ce

développement au terme @, inclus. z, est la limite des fractions calculées a la
maniére des s-réduites aprés avoir privé ce développement de ses n premiers
termes, bien que le développement ainsi obtenu puisse différer de la s-fraction
continue qui développe l'irrationnel z,. En effet, le premier terme.du dévelop-
pement de z, en s-fraction continue est le plus grand entier au plus égal a z,,
tandis que @, est égal a la partie entiére (2!) [2,] de z, ou A cette partie entiére
augmentée en valeur absolue d’une unité dans le cas ou

[#n]gn—1+ gn-s=0 (mod s).

(%) Cf. note (%), p. 206.
(*') Par partie entiéré d’'un nombre x de signe quelconque, nous entendons l'entier a le plus
voisin de zéro tel que [z —a| < 1.
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Il apparait donc ici une légeére différence avec le développement en fraction
continue ordinaire : la condition

(4) Qngn—y+ gn—2% 0 (mod s)

qui seule distingue les deux développements entraine que @, n’est pas, contrai-
rement au cas habituel, entiérement déterminé par z,.
Pour donner une autre expression de cette condition (4), posons

(31 qn—i) =dp— (0 < dn—-i < 5)7

gn—1=dn—y gn—h gn—13n=—{qn—2 (mod ds ) .
n—1

(u, v) désigne le p. g. c. d. de u et ¢, et z, est un entier défini 2 un multiple prés

de ds et dont lexistence résulte de celle d’un inverse de ¢n_. (modd‘v )
n—1 n—1

Si d,_15£ 1, la condition (4) est satisfaite quel que soit @,, car g,_s n’est pas.
divisible par d,_, puisque deux s-réduites consécutives sont adjacentes. Sid,_4 =1,
la condition (4) se traduit par

(5) ans 3n (mod s) (dp—1=1).

D’autre part (ga, dn_1)=1 puisque deux s-réduites consécutives sonk
adjacentes; donc

$ — —
dn=($, qn) = (r’ qn) . (‘TS_—” anGn—1dn—1— Gn— zn) = (7:—_—17 andp—y — z,,),.

—1

et
gn—1 gn—1 —di_ :
i - - = (X entier)
— dp— 3 andp—1— 3 As . 4
qn _ Qndp—yq n -+ )\Sqn—i d _ n &n—1 n
9n—1 _——-dn —-———d"—] A n—1 ————_—dn -+ d—,,

d’ou les formules de récurrence

) dpda—
(6) dy=(8; an— anduns);  Enes= Aot <modd—sn->-

Dans le cas ou s est premier, elles se réduisent a

(6") dn=1; . B4y = (mod s)

Bn— Qn

qu’il convient de rapprocher des formules (3) (§ 4).
Ainsi, la donnée de z,, du diviseur d,_, de s (autre que s) et de la classe de

s ) . g . . .
restes 3n (mod-d—> détermine entiérement la suite des s-quotients incomplets
n—1

de £ a partir de a,, ainsi, par suite, que ¢(£; s) = lim ¢,.

Si deux irrationnels £ et £’ (pour lequel nous représenterons tous les éléments
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introduits par les mémes lettres que pour £, mais accentuées) sont tels qu’a partir
d’un certain rang,

s
Zp= EZp,, dy—y=dpy_ 1, Bp= €2y, (mOdd ), (e==1),
n—1

comme on a
E= Pn—1Zn= Pp—s ,
gn—1Zn—+ gn—2

avec 'égalité analogue pour £/, et n — m constant, on a

(At +B

~ CF+D
ou les entiers A, B, G, D sont tels que

|AD —BG|=1
et
C= gn—1 q;n-—z — E€Gn—2 q’m—l ={gn— qlm—-i (drt~i zlm_ Edr’n 1 zn) (mod 7 l ; ) [}
o

c’est-a-dire

C=o0 (mod s).

£ et ¥ sont donc équivalents, au sens défini au paragraphe 2.

Réciproquement, si deux irrationnels § et £’ sont équivalents, leurs réduites se
correspondent & partir d’un certain rang dans la substitution modulaire de coeffi-
cients A, B, G, D qui lie £ et t'; il en va donc de méme de leurs réduites intermé-
diaires et aussi, par suite, de leurs s-réduites puisque C = o(mods) assure la
correspondance biunivoque, parmi les réduites et les réduites intermédiaires, de
celles d’entre elles qui sont des s-fractions. De plus, les dénominateurs de
deux s-réduites correspondantes ont avec s le méme p. g. c. d. puisque D est
premier avec s; cela entraine aussi que les classes de restes z, et z,, homologues
sont égales ou opposées : les développements de £ et &' en s-fractions continues
sont donc constitués a partir d’un certain rang de termes deux a deuz
constamment identiques ou constamment opposés.

6. Dans le cas ot 'on a d,_4521 ou bien d,,_; =1, avec [2,] & 2z, (mods), la
valeur a,=[z,] (ou le crochet désigne la partie entitre) satisfait a la
condition (4) : [#n] est donc bien le s-quotient incomplet de rang n puisque
c’est, parmi les deux entiers a tels que | z,—a| <1, celui qui rend |y,—a|
minimum, & cause des inégalités |z, |>1 et |yn|<<1. D'aprés (3), Zn et Znis

sont alors de méme signe ainsi que, par suite, @, et @.4. Enfin, ? est la plus
n

simple des fractions meilleures que s""’ : c’est donc la réduite ordinaire la plus

n—1

simple parmi celles qui sont meilleures que Pr,

gn—1

Dans le cas complémentaire du précédent, ot dn_y =1, avec [ 2,] = zn(mods),

on a a, [x,] d’aprés (5) et, par suite, d’aprés la caractérisation de a, qu'on
vient de rappeler,

ay=[z,]+1 si z,>0 et ay=[z,]—=1 si z,<o.
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Zn et T, sont alors de signes opposés, ainsi que, par suite, @, et @,.. La
variation de signe @p @n.1<< 0 caractérise donc le cas ou la réduite ordinaire la
Pn—
9

plus simple parmi celles qui sont meilleures que » n'étant pas une s-fraction,

n—1
est différente de ;l‘ De plus d’apres les formules (6), qui se réduisent dans ce cas
a(6'),ona
Zp1=€E =121 (mods), avec €a,<<o;

par suite | @,.1 | 1. D’autre par l'inégalité | a, | > |z, | entraine aussi |a,|5£1.

Dans la théorie classique des fractions continues, la condition nécessaire et
suffisante pour qu’une séguence (finie) ou une suite (infinie) d’entiers non nuls
soit constituée de quotients incomplets consécutifs du développement d’un
nombre irrationnel, est que ces entiers aient tous le méme signe (22). Dans
I'algorithme des s-fractions continues, les s-quotients incomplets peuvent au
contraire n’étre pas tous du méme signe, comme on vient de le voir. Mais, de
fagon analogue aux séquences et aux suile d’entiers présentant, dans le cas
classique, des variations de signe, nous rencontrerons ici des séquences et des
suites d’entiers, qualifiées d’interdites, qui ne pourront étres identiques a une
séquence ou une suite de s-quotients incomplets consécutifs du développement
d’aucun irrationnel en s-fraction continue, avec s fixé. Voici quelques exemples
de cette éventualité :

1° On vient de voir que si |@,|=1 on ne peut avoir a, @,_1<<o
ni @p @nyy < 0, quel que soil s;

2° Siap_4<<o0,ap>o0etap<<o,alorsd,=d,_1=1,3, =1t 5,4 =—1,et
par suite, @, = z,+ 1= 2 (mods) que soit s;

3° Si an=an1=2, a@p_1<<o et apa<<o, alors dp_1=dpn1=1, z,=1

et zpo=—1,doud,=1 et z,.4=1;donc comme z,— a, = y 0 et 2 doivent

Zn+1
étre congrus modulo s, ce qui implique s = 2.
Toute séquence en contradiction avec 'un de ces trois résultats est inter-

dite.
4° Avant de donner un quatriéme exemple, remarquons que {;—" n’est pas une
n

réduite ordinaire si et seulement si 'on peut trouver une fraction 1—;, qu’on peut
apn -+ bp»—:
agn—+ bqn—1
c’est-a-dire telle que

écrire (@ et et b entiers), meilleure et plus- simple que Pn

an
[bzpr—al<1t et |by,m—a|<I,
ce qui implique, puisque | Zp 1y | >1 et | ynia | <1,

la|—1<|b|<|a|+T1, d’ou la|=]b|.

(*2) En supposant au besoin que le premier terme de cette séquence ait un rang assez élevé dans
le développement en question. Le signe commun de ces entiers est ici positif 2 cause des conventions
de la Note (%) p. 206, qui ne sont d’ailleurs pas obligatoires.
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Ce cas est donc celui ou Z,.1 et ¥, présentent simultanément avec 1 ou—i1 des
différences moindres que 1 en valeur absolue. La condition nécessaire et

suffisante pour que % ne soit pas une réduite ordinaire est donc que
n

| @piy | =2, avec @, a1 <0 el @y Ani2< 0,
d’ou
Zpr=E=72x1, cea, <o et €anis < 0.

Comme dans un développement en s-fraction continue, il n’y a toujours qu’un
nombre fini de s-réduites consécutives qui ne sont pas des réduites ordinaires,
puisqu’alors ce sont des réduites intermédiaires, la suite infinie composée de
nombres alternativement égaux a 2 et & — 2 est interdite; elle impliquerait
d’ailleurs z,=-1. On vérifie facilement qu’une telle suite correspond
a Papplication formelle du développement en s-fraction continue & un nombre
rationnel irréductible de dénominateur divisible par s. ¢,=|z,— ya| tend
alors vers zéro, comme on pouvait s’y attendre puisqu’un rationnel n’est pas

susceptible d’une approximation en ;}5 par des rationnels 5 différents de lui.

Ces quatres exemples donnés, nous ne chercherons pas une liste exhaustive des
séquences interdites. Nous vérifierons chaque fois que ce sera nécessaire que les
suites et séquences qui interviendront dans ce chapitre ne sont effectivement pas
interdites.

7. Nous allons maintenant, en utilisant les développements en s-fraction
continue, retrouver la valeur C(s) et déterminer I'(s) pour tout s. Deux cas sont
a distinguer : s=2 et s 3.

Premier cas : s=2. — La condition de congruence (4) se réduit ici a la
suivante : il est nécessaire et suffisant que les s-quotients incomplets soient pairs
(pour n 2). Nous allons retrouver la borne inférieure 2 des ¢(; 2) en prouvant
que pour tout irrationnel { il existe une infinité de rangs de son développement en

. a-fraction continue tels que |Zn— yn|> 2. Clest évident si § possede dans ce
développement une infinité de 2-quotients incomplets de module strictement
supérieur a4 3, car |a,|>4 implique |z,|>3 et comme |y.|<1, on a
bien |Zn— yn|> 2. Sinon, tous les 2-quotients incomplets sont égaux a 2
ou —2; or on a vu qu'on ne peut avoir, pour tout n a partir d’'un certain

rang, Q@ny1=—ap==2; donc il existe une infinité de rangs n tels
que @p= @n41= 2, par exemple. Posant alors z,.y=1+a et ypu=—1-+§,
onaa>oetBf<iet
1 I B—a—+2ap
—_— =24 & — et ZTn— = e e — = D e —————
Zn+1=—Yn+1 B8 n a= Yoo GFra)(i— [1)’

d’ou il résulte que 'une au moins de ces deux différences est supérieure a 2. On

a donc lim ¢, 2 e, par suite, C(2) > 2.
n
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Un exemple de nombre £ tel que ¢(£; 2) = 2 a été donné au paragraphe 4. On
vérifierait que dans son développement en o-fraction continue la suite
des 2-quotients incomplets est constituée par @p=o0, a1=3, |@,|=2 ou 4,
avec dn_1a, << 0 (> 2), ri—+1 étant P'indice du premier 2-quotient incomplet
égal a 4 en valeur absolue et r; la différence entre I'indice du A®™° et I'indice
du (k—1)keme, '

Deuziéme cas : s > 3. — Pour déterminer I'ensemble des valeurs de c(£; s)
depuis C(s) jusqu’a I'(s) nous procéderons d’une fagon analogue a ce qui vient
d’étre fait pour s = 2. Nous qualifierons cette fois d’exclus a A pres toute séquence
de s-quotients incomplets a, telle que sa présence une infinité de fois dans lé
développement de £ en s-fraction continue entraine I'existence d’une infinité de
rangs 7 tels que ¢,> A, c’est-a-dire ¢(£; s)> A, ol A est une constante numé-
rique convenablement choisie. D’autre part, les séquences interdites, qui ne sont
plus identiques cette fois a celles contenant des termes non divisibles par s,
seront aussi qualifiées d’exclues (quel que soit A).

Etudions d’abord les développements en s-fraction continue des nombres & tels

5
que c(k; 5) < 3
Si |a@.|>5, ou si |a,|=4 avec Apan_1>0 oOu An@n >0, oON
a cn=|xp—yn|>3. Mais si @a,=4, il est impossible d’aprés ce qu’on a vu au

paragraphe 6 que @,_, et @n.y soient tous deux négatifs puisque 4 3£ 2(mods); un
résultat analogue vaut pour a,=—4.

Si @ap= 3 il est de méme impossible que @,_; et @, soient tous deux du figne
de —a, et s’ils sont tous deux du signe de a,, on a encore |L,— yn| > 3.

Supposons a@p_1>o0 et a,=3. Posons z,—= 2+ « et yn=——;+ B.; d’une

. . 1
maniére analogue ace qu’on avuaucass—a,onaa>o0,3<< 3 et

a 5
, ' 1 L S
x,,-—y,,:z-o-;—b—a-—ﬁ et ZTpey—Yn—1= — — — =2+ — +

= —_— )
Zn Yn 2 (.’.—0—(1)(%—3)

d’ot il résulte que I'une au moins de ces deux différences est supérieure a g

Supposons enfin @, >0 et a,= 3. En posant z,= % —Bety,—=1—a, on
ax>oetf< é’ et 'on trouve pour ¢, et cn.y les expressions obtenues ci-dessus
en fonction de « et B pour ¢, et ¢,_y respectivement; donc

5
sup(cn, Cnt1) > 5

Des résuliats analogues valent pour @,=-—3. Les séquences comportant des
s-quotients incomplets supérieurs a 2 en valeur absolue sont donc toutes exclues

5 .
a ; prés. Or on a vu que les séquences des s-quotients~incomplets consé-
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cutifs —2 2 2 —2 ét 2 —2 —a 2 sont interdites pour s 3£ 2 ainsi que la
suite pour laquelle @, =-— a@n.1=+ 2 pour tout n. De plus, on voit aisément
. . 8
que | @, | =2 avec @n@p_1>0 et a,ap.1>> o implique c,> 3+ Rappelons enfin
gue a,=1 ne peut étre encadré que de s-quotients incomplets positifs. On peut
onc énoncer en rassemblant ces résultats :
. 5. . . .
Lenue 4. — Sis> 3, ¢(§; 5) < ; implique la présence dans le développement

de £ en s-fraction continue d’une infinité de s-quotients incomplets égauzx a 1
en valeur absolue, les autres s-quotients incomplets éventuels étant, a partir
d’un certain rang, égaux & == 2 et encadrés de s-quotients incomplets égauzx
a =41 ou & = 2 (avec correspondance des doubles signes).

Ecartons provisoirement les développements dont les termes sont tous égauxa 1

. . . 5. .. .
e¢n valeur absolue a partir d'un certain rang. c(%; s) << 5 implique alors I'existence

dans le développement de { d’une infinité d’indices n tels que (en sup-
posant @,>>0) Ap=1, @n 1= 2, Anya=—2, avec a,_1=1 ou 2. Considérons
ce cas, dans le but d’étudier I'éventualité ou plusieurs s-quotients incomplets
consécutifs sont égaux a 2 en valeur absolue.

. 12 . e g .
Si api3 =2, on a x,> o Un calcul analogue a ceux déja faits ci-dessus
montre alors que :

12 7
sup(cny Cn—1) > ) +35 > 2,29.

. 16 . . .
Siapiy=2 el ayy=—2, On a Tp> ' Distinguons alors deux cas suivant
la valeur de a@,_; :
. . . ) . 3
— 81 @p_y = 2, alors @,_» —— 2 sous peine d’exclusion a = prés; d’on y, < — 5
ct, par suite,

6 3
Chn=Tn— Yn> % +3z >2,37;

remarquons en outre que la variation de signe @1 @n+2 << 0 implique Zp 0 =—T1,
d’00 z4.4=1 (mods) et d,—1, tandis que @p_1an_s<0 implique z,—1=1,

d’ot z,=—1 et d,_4=1; comme =2,— an, il en résulte 0 =3 (mods),

. Zn-+1
c’est-a-dire s = 3;
— sl @,_1=1, au contraire, on ne peut avoir s =3 sans quoi la variation de
signe @ni1@nia<< 0 entrainerait z, ;=1 (mods) comme le calcul précédent le
montre, ce qui contredirait la condition (5)(§3). Si donc @,.s=—1, on ne

eut avoir @,.,=— 2 puisque, sous peine d’exclusion a > pres, cela entrai-
P n+6 = puisque, p 2 pres, <
nerait @,.; = 2 et, par suite, s =3 (en remplagant n par n -+ 5 dans le calcul de

. . N 20
congruences ci-dessus). On ne peut donc avoir que @n.s= 2, d'olt £,> T ou

. . . 1 1 20
bien ap s =—1 et @hpo=—1, d'ot 2, > ég Dans les deux cas, comme 2—3 <
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on en déduit comme précédemment :-

23

sup (¢ns cn—i) > g -+ -4—‘ > 2,343.

11 est ainsi établi que :

Lenne 2. — Si s> 3, a partir d’un certain rang, le développement de § en
s-fraction continue ne peut contenir plus de trois s-quotients incomplets consé-
cutifs égaux en valeur absolue & 2 si c(¥; s)< 2,343, et plus de deux
s-quotients incomplets consécutifs égaux en valeur absolue a 2 sic(§; s) < 2,29.

Si donc ¢(&; 5) < 2,29, la suite des s-quotients incomplets de £ est constituée a
partir d'un certain rang par la répétition indéfinie de 1 (ou de —1) ou par

P'alternance de séquences de la forme 2 1 1 ... 1 1 2 et de séquences de la
forme —2 —1 —1 ... —1 —2. Orendésignantpar (a b ... k)la fraction
continue limitée a +1/ b +1/ ... +1/k,ona identiquement ent:

(2 —2 —t)=( 1 1 )
Chacun des nombres £ en question est donc déduit du nombre 6 = —;(1 —+ \/5) par
une substitution modulaire. Il en résulte que pour un tel nombre £, Iim ¢, = \/g qui

est bien inférieur 4 2,29. On a ainsi retrouvé que c(s):\/g pour s> 3, et
montré le :

Tueorkme 1bis. — Pour tout s> 3, la borne C(s)=\/5 est isolée dans
U'ensemble des c(E; s) qui ne prend aucune valeur entre \/5 et 2,29.

8. Pour étudier le cas des irrationnels £ tels que, pour s> 3,

V3 <c(E; )< 2,343,
qui sont donc aussi tels que
2,29 < ¢(E; 8) < 2,343,
cherchons la liaison entre s et le nombre des termes d’une séquence non inter-

dite de la forme —2 2 1 1 ... 1 1 2 — 2. Soit n—1 l'indice de son premier
terme, n + m —+ 1 I'indice de son dernier terme. La variation de signe a,_ja,<<o

se traduit par ¢,_»—+ ¢n_1=o0 (mods). Comme les s-réduites 1;"_2 et £2=1 sont

n—2 n—1
adjacentes, il en résulte que ¢,_, et ¢,_s sont premiers avec s, et que les dénomi?
nateurs successifs des s-réduites, de ¢n._4+ & ¢uim_s, sont congrus & Uygn_1,
UsGn 1y + oy Um_1gn_1, O uy désigne le terme de rang & de la suite de Fibonacci,
définie par uo= 0, uy =1, Ukr1= Ux+ uz_1 (k entier quelconque). La variation
de signe @pim_2@nim_1 << 0 se traduit par ¥,u_»+ Unm_y = o (mod s), puisque ¢,_1
est premier avec s, ou encore par 4, = o (mods). Or on sait (*¥) qu’il existe pour

(*) Cf. Lucas, Théorie des fonctions numériques simplement périodiques (Amer. J. Math.,
t. 1, 1878, p. 184 et 290).
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tout s une infinité de termes uy divisibles par s, et que leurs indices sont les mul-
tiples de I'un d’entre eux (positif) que nous désignerons par j(s), ou, en abrégé, 5.
La liaison entre m et s que nous cherchons est donc exprimée par m =j : le
nombre des s-quotients incomplets égaux a 1 dans la séquence envisagée est j — 3
(s> 3 implique j > 4).

On en déduit, en tenant compte des deux lemmes du paragraphe 7, que la suite
des s-quotients incomplets du développement en s-fraction continue de tout
nombre £ tel que ‘/5 <<c(E; s) £ 2,343 est constituée a partir d’un certain rang
par la succession des séquences suivantes : séquence2 1 1 ... 1 1 2 (j—3fois 1),
séquence 2 (a un seul terme), et séquences ayant leurs termes opposés a ceux des
deux précédentes, cette succession ayant lieu dans un ordre satisfaisant aux
conditions suivantes : deux s-quotients incomplets consécutifs égaux a 2 en valeur
absolue ont toujours des signes opposés; I'éventualité de quatre s-quotients incom-
plets consécutifs égaux a 2 en valeur absolue ne se produit jamais; celle de trois
tels s-quotients incomplets consécutifs se produit une infinité de fois. En tenant
compte des identités

(2 —2 —t)=(1 1 1 t) et (2 —2 2 )=(0 2 1 t)
on peut traduire ainsi ce résultat :

Lenme 3. — Si s> 3, la suite des quotients incomplets dans le développement
en fraction continue ordinaire d’un nombre § tel que

Vb <e(k; s) < 2,343,

est constituée, a partir d’un certain rang, par la succession de séquences A,
de la forme 2 1 1 ... 1(rj termes; r, entier positif quelconque).

Dans la suite, ot I'’hypothése s> 3 sera sous-entendue, il nous sera plus
commode de considérer uniquement les développements en fraction continue
ordinaire; de plus, omettant la locution « & partir d'un certain rang », nous
supposerons, sauf mention du contraire, que les indices que nous considérerons
sont assez grands pour assurer que les quotients incomplets envisagés appar-
tiennent a des séquences A, exclusivement suivies dans le développement de £ par
des séquences du méme type, et éventuellement précédées de séquences de ce
type en nombre fini convenable pour assurer la validité des majorations et mino-
rations qui seront calculées.

D’apres la caractérisation indiquée au paragraphe 6 des réduites qui ne sont
pas des s-fractions (par les variations de signe dans le développement en s-fraction
continue), on voit que pour les nombres £ tels que /5 <c(&;s)< 2,343,

n—1

Qn—l
appartient a la progression arithmétique de raison j qui comprend tous les
indices n tels que le quotient incomplet A, soit égal a 2. On a donc pour un tel

nombre £ :

les réduites qui ne sont pas des s-fractions sont celles pour lesquelles »

c(E; s)= @ C.  (n 3 no+ pJ, p entier positif quelconque, Ay, = 2).
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Montrons que cette limite supérieure ne change pas si I'on ne fait décrire & »
qu’un ensemble plus restreint d’indices. Observons que s> 3 entraine j > 4;

soit alors N l'indice du troisiéme terme d’une séquence &, N l'indice de son

avant-dernier terme; on a N < N. On constate aisément que

I—Yl;>(1 1 2 2)=? et Xx>( 1 1 3)=I—ly

d’ou
6
Xy— Yn> —l—7§ et, de méme, XF— Yz > %

(On sait d’ailleurs que.l-iE;C,.> 2,29 > %3, ou n parcourt toutes les valeurs
n

entiéres). Au contraire, pour tout indice m qui n’appartieut pas aux deux
suites d’indices ainsi définies, on a

Xn<l(t 1 1 1 3)=%§ et 1—Y,<(1 1 1 1 3)
d’ou
Xm—Ym<?—f<f7is.
on a donc :
c(E;s):lil:nCN (N=not2+puj),

ou p prend toutes les valeurs entidres positives et ou n, est est un indice tel

que A, = 2. Les rangs N ainsi définis et les réduites de rang N —1 <on a, en

5 o I . . SRS J PNy b .
effet, Cy T (S E= P ) seront qualifiés de privilégiés, pour le nombre £

considéré. Chaque séquence @, posséde deux rangs privilégiés, le troisieme et
P’avant-dernier (qui sont confondus dans le seul cas ou r=1 et j =4).

Donnons un exemple de nombre irrationnel tel que Q,_,=o (mods) et
que A, =2 soit le premier terme d’une séquence X, exclusiment suivie dans le
développement de ce nombre de séquences du méme type. 11 suffit de choisir

=01 s Ay Ay ... A, ...),

Ul

ou les ry, sont des entiers naturels quelconques. On a en effet pour =,
Q.=o0 (mods) et As;=2, d’ou Qatpj=o0 (mods)

quel que soit 'entier positif 1. Les indices des rangs privilégiés du développement
de = sont ceux de la forme N =0,/ et N'=4§ + o\nj, o 0, est la somme des m
premiers nombres r,,. On peut donc résumer les résultats de ce paragraphe en
énoncant :

Leuse 4. — Pours> 3, tout nombret tel que
VB <c(k; s)<£2,343
est nécessairement équivalent (au sens défini auzx § 2 et 5) ¢ un nombre

E=0 s &y @ ... Q.. ...) (rnentier positif).
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De plus, on a

m
c(E;s)=ﬁ(Cu,cN.), o N=Zr,,,j et N=N-+4
> 1

9. Posons
fle)y=fi(z)=(1 1 ... 1 z) (jtermes égaux a1,z >o0).

Soit f-(x) la (r — 1)"*™° itérée de f(z). Nous écrirons par convention f,(z) =2
quel que soit 2 > o. f,( ) est une fonction croissante de z si ry est pair, décrois-
sante si rj est impair. D’autre part, on a

fr(0)=0==(1+y5)

quels que soient r et j, et f,(z) tend vers 6 lorsque r augmente indéfiniment.
Remarquons enfin que

Urj+1 & &+ Urj

UrjZ ~+ Urj—y

Sr(z)=

Considérons deux séquences A, A, consécutives dans le développement d’un
nombre £ tel que /5 << ¢(k;s) < 2,343, et soient N et N’ leurs rangs privilégiés
les plus voisins, c’est-a-dire Pavant dernier de &, etle troisitme de .. (N'=N+4).
On a alors :

. 1+ fr(x) 11— fr(x) _ 1+ fr(x) 1—fr(z)
(/) CN_2+fr'(Z')—2—-fr(z‘), CNI_2+fr(-Z‘) 2—'fr'($l),

avec 2 > 2 et '> 2. Cy et Cy, sont des fonctions croissantes de f, et f... Distin-
guons deux cas, suivant la parité de j.

Premier cas : j pair. — Dans ce cas rj est pair; donc z > 0 entraine f,(z) > 6
quel que soit r. Il en résulte que Cy et Cy, sont supérieurs a

1+ 0 1—0

2+ 8 2— 0

=1+ i, = 2,34164. ..
V5

qui est inférieur a 2,343. L'cnsemble des valeurs de c(£;s) est donc vide
= 3
entre \/5 et 1 4 —.
Or, pour les nombres E,, définis par limr,, = parmi les nombres Z de la
m

forme indiquée au paragraphe 8, on a, d’aprés (7)

. . 1+ 8 1— 6 - 3
ll;IlCN=]l;PCN»= — 5%’ donc ¢(E,;s)=1+ 73

1=

Au contraire, pour les nombres Z tels que limr,, soit fini, Cy et Cy, restent
m

. . . . R 3
supérieurs A des quantités strictement supérieures a 1 -+ 7 Enfin pour les nom-
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bres Z, définis par. r,, = r quel que soit m, ¢(Z,;s) tend vers 1+ % lorsque r
J

décrit un ensemble de valeurs indéfiniment croissantes. On peut donc énoncer :

Theortme 3. — Si s >3 et st j(s) est pair, T(s)=1+ :/‘% L’ensemble

des c(E; s) ne prend aucune valeur entre C(s)=\/5 et T (s). L’ensemble des
rombres § tels que ¢ (§;s) =T (s) a la puissance du continu; il est constitué¢
par les nombres équivalents aux nombres £, définis par

E,=(1 s a',, A, oo Ay, ) ou limr, =+ ow.

Les premieres valeurs de s telles que j(s) soit pair sont les suivantes : 3, 4§, 6,
7, 8, 9, 11, 12, 14, 15, 16, 18, 19, 20,... D’autre part, d’apreés la définition
de j(s), si j(s) est pair, j(ks) D’est aussi-(k entier naturel quelconque), de sorte
que parmi les valeurs de s inférieures A une borne fixée arbitrairement, celles qui
rendent j(s) pair sont plus nombreuses que celles qui rendent j(s) impair. (Cf.
a la fin du paragraphe 10 la liste des valeurs de s inférieures a 100 telles que j(s)
soit impair. )

Deuziéme cas : j impair. — L'exemple ci-dessus des nombres Z, et =,

permet encore d’établir que 1+ 73—5 est une valeur d’accumululation pour
I'ensemble des ¢(; s). Mais nous allons voir qu’il en existe de plus petites.

Si j est impair r; a la parité de r; donc f, est croissanie si r est pair, décrois-
sante si r est impair. De plus, > 2 implique les inégalités

ur1+1 ur/+i

0 < —— <f (z) < ==L i r est pair,
et les inégalités opposées si r est impair. Donc, quels que soient z et z' supérieurs

az2,sir>r;ona
0 < fr(z) < fr(x') siretr sont pairs,
et les inégalités opposées si r et r' sont impairs. Avec les notations (7), on voit

facilement que Cy— Cy, a le signe de f.(z)— fr(2'); il en résulte que Cy est
supérieur & Cy, dans les trois cas suivants :

— si r est pair et r' impair;
— sir et r' sont pairs avec r << 1';

— si r et 7' sont impairs avec r > r',

Considérons alors les nombres Z,, définis par les développements

0}

=1 s A @, @ Ay, ... A A, A ...),

ou r, augmente indéfiniment. Il résulte de ce qui précede que ¢(E,;s) peul-
étre calculé comme la limite supéricure des Cy correspondant aux rangs privilégiés
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des séquences &, . Or, pour les rangs privilégiés N qui sont les troisi¢mes de
chaque séquence A, , on a

1+ f(1+8)

ll;{nXN=0 et l_hl:nYN=l+2_"—'m,

tandis que pour les rangs privilégiés N qui sont les avant-derniers de chaque
séquence A, les valeurs de ces limites sont échangées. On a donc :

= gy IS+ 0) 1+ 3
0(—,,5)—2+/.([+0) 0<2+0+0_'+ﬁ<2’343'
Posant
Y(.€)=l+'/(l+ﬂ)+6

24+ f(1+0) ?

on vérifie comme précédemment que y(s) est une valeur d’accumulation pour
I'ensemble des valeurs de ¢ (&; s). On va montrer que pour s impair différent de 5,
v(s) n’est autre que I'(s).

10. Pour faire cette démonstration, on va montrer l'exclusion a y(s) pres
(noté en abrégé v) d’un certain nombre de couples ou de triplets de séquences &,
consécutives. Donnons auparavant quelques résultats faciles pour éclairer les
démonstrations d’exclusion qui suivront, en remarquant que s> 3 et j impair
impliquent j > 5.

Quels que soient r et 7/, on a

1+ fli+fr(0)]  1—fr(8) _ g

YO = S A e fe(my — (T 20
en introduisant les fonctions
Foa)= oS+ fr(2)] el 121 L. )
(=) 2+ fl1+ fr(=)] (o ;_1 fols 1 I Ir/—i lulsil “
®(2)= % =—(1 ... 1 2)

rj—2 fois 1

Les arguments des F, et ®, seront positifs dans toute la suite. F.(z) et ®,(z)
sont des fonctions de z croissantes ou décroissantes selon que r est impair ou
pair. Plus précisément :

(—1)y+t(z—a')

Or(2) = p(2') = (Urj—a @ + Urj—3) (Urj—a + Urj—3)’

' —ax
(Vj+1& ~+ 0j42) (V)41 '+ Vjr2)

Fo(z)—Fo(2') = , avec k= Upis+ Ui_1,

Notons que pour k> 3,
Upy < Ok < Uk42-

Enfin en utilisant les égalités

Uhsk= UpUk—y ~+ Uppq U €L u_p=(—1)k1u; (h, k entiers quelconques),
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on trouve
Fr(z)— Fu(z') = (—1y+i(z—2')

)
(W(re1)jr2 @ = W (rp1)j1 ) (Wiren) jee 2 W(ri)j41)

avec
Wi = 2Uf+ Uf—sj—3.

Notons que pour k> 27> 10,0na
Uit < Wi < Uky2.

Etablissons maintenant les exclusions annoncées, en désignant par N le second
rang privilégié (rang du rj — 1"*™¢ quotient incomplet) des ‘séquences que nous
allons considérer. (Rappelons que désormais j > 5 est impair.)

1° Séquence A, A,  avecr>2etr'>2.Ona
Xn=1+ Fo(2') avec ' <1
1— Yn=—D,(2) avec z > f(3)

d’ou

Cy—y=Fo(z') — Ba(x)—y > Fo(1)—Fy(0) — ®3(3) + ®3(0).

Comme 3 — 0 < 3(8 —1), onen déduiten tenant compte de la majoration vx << Usy o
(valable pour £ 3) :

Cn—]' I 3
> J—
0 —1 (Ujs+ wujis) (Oujps+ wjys) (Busj—s—+ usj—3) (8 usj—n+ u;;,»_;;)’

différence qui est strictement positive car j > 5. La séquence précédente est donc
exclue & y pres, et par suite :

Lenme 5. — A partir d’un certain rang toute séquence A, avec r Z 1 doit
étre immédiatement suivie et précédée de Ay dans le développement de §
lorsque j > 5 est impair, et que

Va<e(ts) <.
2° SéquenceA, Ay A, avec r pair et r' impair. On a

Cyn=Fp.(z')— ®,(2), avec x>2>08 et x'>2>0.

D’aprés les sens de variation de F,/ et @, on a immédiatement Cy > v, ce qui
prouve I'exclusion de cette séquence & v pres.
3° Séquence A, Ay A,y avec r et r' pairs et r’>r. On a
Cx=Fn(2')— ®r(x), avec - >2 et x'<3

et, par suite,
Cn—1>Fp(3) — Fr(8) — ®r(2) + ®r(0).
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Comme 3—08<4(2—0), on en déduit en tenant compte de wj>> Ui
(k>~2j>10) et en posant (r+1)j+ 3 =R:

Cn—y 1 _ 4
2— 0 (2urj—2+ trj—3) (Burj—o—+ urj—3) (3ur—+ ur—1)(Bur~+ ur—)

qui est strictement positif pour r'> r.
On obtiendrait un résulat analogue au rang N'= N + j + 4 dans le cas r' < r-
En rassemblant les trois résultats précédents, on déduit le

Lewne 6. — Lorsque j > 5 est impair, Uindice r des séquences ., qui inter-
viennent dans le développement de  ne peut prendre que des valeurs impaires
a partir d’un certain rang si

Vo <e(E5s)<,
et ne peut pas prendre des valeurs paires bornées si
Va<e(E9)<T
4° Séquence A, Ay X1, avec r et r' impairs et r'<<r.On a
Cy=F,(2') — &r(2),
avec, puisque j . 5,
z<(2 1 1 1)=§- et z>(2 1 1)=;,
d’ou
Cx— 71> F,,(g) —Fp(8)— @(g’) + ,(0).
5 o
Comme -g —0< g (5' —_ 6) » on en déduit en tenant compte de wi << wsva (k> 27)
et en posant encore (r'+1)j+3=R:

6
CN—~ 1 5
N _
5 5 8
S — (; UR 41+ un) (OuR+1+ uRr) (3 Upj—s—~+ Upj—3 ) (QUpj—g—+ Urj—3)

5 Up—
Comme > > 2kt
Uk

3 quel que soit k> 3, ona

5/8 5

5 (g Urj—s—+ ur;—a) > Py Upj—3+ Urj—s

et, par suite, Cy—y > 0 d&s que r> '+ 2 et j > 7. Un résultat analogue vaut
au rang N'=N + j + 4 dans le cas r'>> r. Donc, ¢ condition que j soit différent
de 5 (c’est-a-dire s £35), les séquences A, Ay A, sont exclues a y prés sauf
peut-étre si r et 7' sont impairs et égaux. Par suite :

Lenme 7. — 87 j(s) est impair et au moins égal & 7, les nombres § tels que

V3 <e(; §)<<y ne peuvent étre que des nombres quadratiques équivalents
aux nombres E, définis par

=1 s A4 a4, A A, ...) (r impair).
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Les ¢(Z,; s), sont isolés et ne peuvent tendre vers une limite que lorsque r
tend vers I'infini, auquel cas ¢ (&, ; s) tend vers y(s). Il est donc établi que :

1+f(1+0)

1(5)= 2+f(1+6)+0

est la plus petite valeur d’'accumulation I (s) de U'ensemble des c(t; s) lorsque j
est impair et au moins égal a 7.

Etudions les nombres quadratiques Z, en question.
En conservant la notation N pour désigner le second rang privilégi¢ de la
séquence A, Ay A, on a pour cette séquence :

Cy=F () —®-(y), avec r<3 et  y>o2,
d’ou
Cn— 7y <Fr(3)—Fr(8) — Pr(2) + Dr(0)

et, par suite, Cy— v << o comme on le voit en prenant r = r' et en changeant les
signes (puisqu’ici r est impair) dans le troisitme calcul d’exclusion ci-dessus
(cas r et r' pairs). On a donc ¢(Z); s) <<y(s) pour tout r impair (et j impair).

Pour comparer enfin ¢(Z; s) et ¢(E, ; s), avec r'>r + 2, remarquons que
pour la séquence A, A4, on a plus précisément, avec les notations ci-dessus,

8 5
z<(2 1 1 1)=§ et y>(2 1 )=,

|
()= (2)

au rang analogue N pour la séquence X, 1A la quantité Cy est donnée par

d’ou

Ch=En(2) — ®r(y"),
avec

wl

2> (1 1 1)=§ et Y1 1 1 1)=

s

’ 3 8 b 5
G > Fr () = Fr(3) =2 (5) + - (3)-

on en déduit

8 3 __7/(5 5
Commeg——; 5(2 3>, ona
7
Cy— Cy 1 5
3 > [} ) 8 3
§ > Upj—a+ ur/—:l> ('5 Urj—s—+ urj-s) (5 UR 41+ UR 5 UR 41+ Itn)

qui est strictement positif. Donc ¢(Z,; s) croit avec r lorsque 1 impair croit
depuis 1 jusqu’a I'infini.
En résumé on peut énoncer :

Tueorkne 4. — Si j(s) est impair et au moins égal a 7, on a

T+ f+0) 0o 1)y

T =10 —t =
() *3 -+ (1+0) U9j 4=+ 0jqe

(ve= Ut Ufy ).
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Les irrationnels § tels que c(£; s) =T (s) sont les nombres équivalents auz
nombres
BE.=(1 § & &, A &, ... & A, A ...), ot limr, =+ w.
m

Entre C(s) = /5 et U(s), Uensemble des c(E; s) posséde une infinité de valeurs
isolées correspondant dans Uordre croissant aux nombres quadratiques
équivalents aux nombres E,. dont le développement est constitué par les
périodes [A,], [A1 Q3] ..., [A1A,], ... (r impair) précédées des quotients
incomplets Ay—=1 et Ay=s.

Calcul des c¢(E, ; s) avec r impair. — Pour les nombres Z, comme pour les
nombres &, par raison de symétrie, Cy tend vers une limite unique lorsque N
décrit, dans le développement de E,, I'ensemble des rangs privilégiés des
séquences (L, autres (si r21) que Ay. Donc ¢(E); s) est égal a la différence
des racines de 'équation en z suivante :

z=( 1 2 1 ... I 2 I ... I Z)
~——— ~———
J—1fois1 rj—3fois1
C iond =22+3 ,vecA, B, C,D entierset AD —BC ;
estune équation utypez__m—ﬁ,nvec , b, U, D entiers et — =41,

en fait, AD — BC =1 puisque le nombre des termes de la période du dévelop-
pement de la solution z positive par exemple est pair. Par suite

o(E,;5)= (i: V(E=D):+4BC= g (A+Dy—4.
Or, P’équation considérée peut encore s’écrire

x—1
z=1+F H

on en déduit

A = W(ra)j =+ Ura)j — Uir—1)j—2—+ UjUrj, C=wrryj, D=y,

d’oli en tenant compte de la valeur des wy :

e(EL; s)= \/(u(r+1)i+3+ u{‘uri)z—4.

W(r+1)j
Pour r=1, celte expression se simplifie, comme on pouvait s’y attendre
puisqu’alors x posséde une période de développement de j termes au lieu

de (r +1)j termes; elle se réduit a :

On peut encore remarquer que dans I’hypothése du théoréme 4, T'(s) croit
avec j depuis
340 + 55

m = 2,34158. .



_ 997 _
pour j = 7(s =13) jusqu’a sa limite pour j infini qui est précisément

—‘-+—9 +0=1+ i
2+ 0 - V3 ’
valeur de T'(s) pour j pair, et qui vaut 2,34164.... La valeur isolée qui suit

immédiatement C(s)=/5 est aussi la plus petite dans le cas s=13 et vaut

—%4—2 =2,3359....

Les valeurs de s correspondant aux premiéres valeurs de j impaires supérieures
a 5 sont les suivantes :

Pour j=17, s=13; pour j=g9, s=17 et 34; pour j=11, s=28g;
pour j =13, s=1233; pour j =15, s=10, 61, 122, 305 et 610; pour j =17,
s=1597; pour j =19, s = 4 181 etc...

Voici d’ailleurs, pour 3 < s <100, la liste des valeurs de s telles que j(s) soit
impair, avec les valeurs de j correspondantes :

s: 5 10 13 17 25 26 34 50 53 61 65 73 85 89 g7
J:i 5 135 7 9 25 21 9 75 27 15 35 37 45 11 49

Nous allons maintenant étudier le cas laissé de coté s =5 = .

11. Cas s=5=j. — Dans ce cas, on a comme dans les précédents
c(E.; 5)>c¢(E,; 5), ces deux nombres étant encore des valeurs d’accumulation
de Plensemble des c(&; 5); mais nous allons voir qu’il en existe de plus
petites. Les lemmes 5 et 6 (§ 10) montrent encore dans ce cas que
si /5 <c(E; 5) <y(5), le développement de £ doit étre exclusivement constitué,
a partir d’'un certain rang, de séquences (. successives avec r impair, toute
séquence @, avec r3£1 devant, en outre, étre immédiatement encadrée de deux
séquences (X,. Pour poursuivre I'étude des nombres ainsi définis, nous allons
introduire une nouvelle constante d’exclusion Y/, qui ne sera autre que I'(5).
Dans ce but, désignons par @, la séquence obtenue en répétant r fois consécu-
tivement @, et considérons les nombres Z définis par les développements

Eo=(1 5 By, Az By, Az ... Ay By, Az ...),

ou ry, augmente indéfiniment. Si N désigne un rang privilégié¢ de 'une quelconque
des séquences A, qui figurent dans ce développement, on a
XN>(1 1 1 2)'=§ et 1I—Yn>(0 1 2 2)=-1—73,
ou bien
Xy>( 1 2 2) et 1I— Y>>0 1 1 2),

donc, dans les deux cas,
8 5 81
Cn> 5+ ;=%
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Si N' désigne un rang privilégié de I'une (autre que la premiére) des séquences (1,
qui figurent dans ce développement par l'intermédiaire des séquences 3, , on a
au contraire

Xn<(r 1 1 2 2)=E et I—Yn<(l 1 2 1 2)=1§,
12 11
ou
Xp<(r 1 2 1 2) et I—Yn<<(x 1 1 2 2),
d’ou
9, 8 _ 305
G < R TRRE R D)
Or, §%> %‘;—2; donc, ¢(E,; 5) peut étre calculé comme la limite supérieure

des Gy correspondant aux rangs privilégiés des séquences (A, qui interviennent
=
dans le développement de Z.
Posons
122 + 7

gley=>(1 1 2 1 1 Z)= Py

(z>0)

et désignons par n la racine positive de I’équation z = g(z). Pour les rangs
privilégiés N qui sont les troisidmes de chaque séquence (X; intervenant
dans £, on a .
Ui —+ Uqy

4+ 65
UM —+ Uo !

lim XN =
N 7

et 1—limYy=n=
N

tandis que pour les rangs privilégiés qui sont les avant-derniers de chacune de
ces séquences (s, les valeurs de ces limites sont échangées. On a dono :

= . _ UoM + Uy 550 +34
c(Bx; b)=m+ = =1+ 8gm + 55 = 2,341211I....
On constate comme précédemment quey' = n - 55m + 34 est une valeur d’accu-
: P quey = 89 + 55
mulation pour I'ensemble des ¢(£; 5). Or,
- u79+u3= 136+21= ,
Y(J)—0+veu+v7 18629 2,3412121... > Y.

Donc y(5) n’est pas la plus petite valeur d’accumulation I'(5) des ¢(£;5). On va
montrer que I' (5) =+'.

Notons g, () la r — 1'*™¢ itérée de g(x) = g1(x) et posons

55 gr(x)+ 34 _
Bog, ()55~ ° L,?,\l £(2))-
10 fois 1

go(z)=x et Gr(z)=

Les arguments des g, et G, seront positifs dans tout ce qui suit. g.(z) croit
avec £ > o si 1 esl pair et décroit si r est impair; G, (z) varie en sens inverse.
Quels que soient r et 1/, on a

Y = gr(n)+ Gr(n)

hyzx + h,.

D’autre part, g,(z) = Pyl
r r

ot h,., k,, et k) satisfont & la méme relation de
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récurrence Ay y=16h,+h._y, avec ho=1, hy=o0, ky=1; hy=12, h|=7,
" = 4. Avec ces notations, on a

-

N (=1 (z—2a')
grle) =6 @) = e R (R o )
(—1y(s'—2)

Gr(z)—Gr(2') =

(Hyz + Hy)(H,.@ + 1)’
avec
H,=89hq+ 55k, H.=8gh,.+ 55k".

Pour établir que yYY=T(5), on va prouver comme précédemment I'exclusion
a y pres de quelques séquences constituées par des séquences @A, ou 03, consé-
cutives.

1° Séquence A, Ay, avec r impair > 5. Désignons par N le second rang
privilégié de cette séquence (rang de 'avant-dernier terme de ;). On a

Xy=g2(2'), —Yn="Go(z),
avec
> 1 1 1 1 1 1)=% et z<(r 1 1 1 I 1 2):2—?,
d’ou

3 .
Cx—Y'> g <%) — &2 (m)+ Go (g) — Go(m)-

21 __29( 34 ..
Comme n——§<-2§(\n 21>, on en déduit :

29
Cn—7' 1 _ 28 >o
34 34 . 21 ’
n—o7 (89;+55>(89n+55) \112l3+65>(112n+65)

Comme 7> ;—f, ce résultat, joint aux lemmes 5 et 6 (§ 10), implique que

siy/5<e(E;5) <7, le développement de £ doit étre constitué exclusivement, a
partir d’un certain rang, de séquences @ ; et (B, consécutives, deux séquences (A,
n’étant jamais consécutives.

2° Séquence Ay B, A3 B Xy avec r impair et r' pair. Désignons par N le
second rang privilégié de la seconde séquence (; qui figure dans la séquence
envisagée. On a
Cx= gr1(2') + Gria(2),
avec
r<(1 1 2)<nm et z<(1 1 2)<m.

D’apres les sens de variation de g,y et G4, on en déduit immédiatement Cy > v/,
ce qui prouve l'exclusion a y' prés de cette séquence.

3° Séquence A, B, A, B Ly, avec r et r' pairs et ' < r. En conservant la
méme définition pour le rang N, on trouve la méme expression pour Cy, avec

' < (1 1 2)=§ et x>(1 1 1)=§-
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Comme n— g < 4(1;—— §>’ on en déduit

Cn— Y' 1 R 4
5~ 75, p , RE , T
n—3 <§ Ryryq + h,.,+.> (Rrray =+ hioq) (E Hppy+ Bryy )("] Hryy+Hpyy)

Or H,> 554, et H, > 554A]; par suite Cy— Y>> 0; on obtiendrait un résultat
analogue au rang privilégié N'== N —11 dans le cas ou /> r. Il en résulte que
Uindice r des séquences (3, qui interviennent dans le developpement de § ne
peut prendre que des valeurs impaires si \/5 <¢(£;5) <7, et ne peut pas
prendre des valeurs paires bornées si c(£;5) =1 (en supposant qu’on n’écrive
Jjamais consécutivement deux séquences 33, puisque 03, 03, est identique a @B,.,).

4° Séquence Ay B Ay B Ay, avec r et r' impairs et r'>r. En conservant la
définition de N, et par suite, I'expression de Cy, on a, grice aux bornes 2/ > %,
2 < 3 deja wtilisses ci-dessus :

29
Cn—7' I

28
35 ey ) ,
2] (21 Hr+1 -+ Hr+i ) ("] Hr+i -+ Hl'+l ) ( 13 rl+i + hr'+1) (nhl'/+l +hr'+1 )

Or, comme r'> r + 2, on a, d’apres la formule de récurrence des 4,,
Ryrpy > 162h5 4, Ry > 16%R7, 5

d’autre part, on constate aisément que pour r > 2,

he< %h; et <Th;
il en résulte ici

Hy < 211A/,, et Hy <211hj,;

de ces inégalités, on tire facilement Cy—y' > o. Un résultat analogue vaut au
rang N'=N-—11 dans le cas our >r'. Les séquences ;s B, A; B, A; sont donc
exclues a ' prés sauf peut-etre si r et 7' sont égaux et impairs. Par suite :

Lewue 8. — Les nombres & tels que /5 <c(E;5) <Y ne peuvent étre que
des nombres quadratiques équivalents au nombre

=01 5 & & & ...)
ou aux nombres

=t
=y

=(1 5 B A; B A; ...) (r impair).

Les ¢(Z;5) sont isolés et ne peuvent tendre vers une limite que lorsque r
tend vers lmﬁm auquel cas ¢(&;; 5) tend vers 7. Il est donc établi que :

. 550 + 34
=M Bgm+ 55

est la plus petite valeur d’accumulation T'(5) de Uensemble des c(£; 5).
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Etudions les nombres quadratiques Z; en question.

En conservant la notation N pour désigner le second rang privilégié de la
seconde séquence X, qui figure dans A; B, A; B, A;, on a pour cette derniére
séquence

Cn=gr+1(x) + Grog(¥)-

avec r < 3 et)’ > 2~, (l,(bll
’ 5 =) — U, n 0.
CA‘I‘ i < Er+1 <3) gl‘+i( 'l) -+ Gr+i ( ) G +]( ) < )

comme on le voit en prenant 7 =1’ et en changeant les signes (puisqu’ici r est
impair) dans le troisi¢me calcul d’exclusion ci-dessus (cas r et 7' pairs). On a
donc ¢(Z];5) <T (5) pour tout r impair.

Pour comparer enfin ¢(Z,;5) et ¢(E.;5) avec r'>r -+ 2, remarquons
qu'au rang analogue N pour la séquence A By Ay B Ay, la quantité Cn est
donnée par

Ch= gr+1(2') + Grea(¥'),

avec
, 12 , 5
2> 1 2 1 1)=7 et y<(r 1 2)=§,
d’out
5 5 3
Ch—CN>gr+1($)'——gr+1(§)+Gr+1(§)—Gr+1(E);
mm 5 _3_7 (5% on a
co e3—5=5 <7 3>,
7
21(Cy— Cn)> ! 2 ,

12 y 5, A , 5 !
(7 Ry + hl‘+l)(§hl‘+4+ hHl) (5 Hrp+ Hr+1> (§ Hppy Hr+|)

’
r+1

différence strictement positive puisque H,. > 554, et H_  >554] . Donc
¢(Z;5) croit avec r impair lorsque r croit depuis 1 jusqu’a l'infini.
D’autre part, en reprenant les notations et les calculs du paragraphe 10, on voit
que ) = Z et que
¢(E5;5)> (85 5)

En résumé, on peut énoncer :

TueoreME 5. — Pour s=3,onaj=35et

-~

55m + 34 avec = *

FE)=n~+ggn+ss’ 7

Les irrationnels t tels que c(t; 5) =T (5), sont les nombres équivalents aux
nombres

E.=0 s By A ar,.an L Ay By

rm

aA; ...), ot limr, =+x.
m
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Entre C(5)=\/5 et T(5), Uensemble des c(t;5) possede une infinité de
valeursisolées correspondant dans I’ ordre croissant aux nombres quadratiques
équivalents aux nombres E, et & dont le développement est constitué par les
périodes [Qy], [B1 ], [Bs As),. .., [B-Ay]),... (r impair), précédées des

quotients incomplets Ay=1 et A;=>5.

On a I‘(S) =2, 3412111... et les deux valeurs isolées qui suivent immédia-
tement C(5), c’est-a-dire celles qui correspondent a Z| de période [ Ay ] et Z| = Z|
de période [ @ A,] valent respectivement, d’aprés les calculs du paragraphe
précédent :

2yui+1 2 V65
7

= 2,303502...
Y5

et

V(ues+ usuis)t— 4 /317072 — 4
Wao - 13 543

=2,341209. ...

1
.

On calcule enfin ¢(Z] ;5) de facon analogue a ¢(Z,;s) (§10): ¢(Z;5) est
égal 4 la différence des racines de I'équation en z :

=)

z =1+ G,
I+1(.Z'

Az + B

e . -
qui s'écnt z = oD

avec
A’ =144,y + 89h7, 4, C'=89hy, 4+ 55h].,,, D' = 89k — 34h5 .y — 35 h7y,

d’ou :

5) = V(89hres—+ 110k + 34k, )T —§
B 89 Ayt + 5B A)

RESUME DES RESULTATS.

Les résultats obtenus dans ce chapitre peuvent étre rassemblés de la maniére
suivante (th. 1 a5):

s 6lanl un entier donné au moins égal a 2, lorsque § décrit 'ensemble des
irrationnels, la borne inférieure C(s), la plus petite valeur d’accumulation I'(s),
et les valeurs intermédiaires de

e(t;s)=1lim

Jm m (p, g entiers quelconques, ¢ = omod s)
sont les suivantes :

Pour s=12, C(2)=T(2)=02.
Pour s> 3, C(s)=V/5. En désignant par j le plus petit entier positif tel
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que u;j=o (mods) ({ux} étant la suite de Fibonacci définie par u,=o,
Uy=1, Upp1= U+ Uj_1),0n aj >4 et:

—Sijestear (s=3,4,6,7,8,09, 11, 12, 14, 15, 16, 18,...)

r(s)=1+ i_ = 2,3416407. ..
V5

et l’ensemble des c (t; s) ne prend aucune valeur entre C(s) = ‘/3 et T'(s).

— S1 7 BST IMPAIR BT AU MOINS EGAL & 7 (s =10, 13, 17, 25, 26, 34,...)

Ujio0 + ujis

I'(s)=160+ 3
() Vjrr 400
on

0=%(I+ \/5) et Ok = U1+ Uk—.

Entre C(s) et I'(s), l’ensemble des c(&; s) prend une infinité de valeurs repré-

V(wrenjr+ ujur )P —4
2U(r+1)j+ Uir—1)j—3
les valeurs entiéres impaires croissantes.

sentées dans U'ordre croissant par »y ot r>>o0 prend toutes

Uk+

En tenant compte de lim ! =0, on vérifierait que cette expression tend

k>+w u
vers I'(s) lorsque r tend vers l'infini. De plus, lorsque j impair augmente indé-

finiment, T'(s) tend vers 1+ % Les valeurs num¢ériques successives de c(&; s)
sont d’ailleurs dans ce cas :
pour j =17 (s =13):

C(s)= 5, 2,33597..., 2,34157..., ..., T (s)=2,34158...;
pour j =9 (s=17 0ou34):

C(s)=V5, 2,34081..., 2,341631..., ..., T (s)=2,341632...;
pour j =11 (s=89):

C(s)= V5, 2,34157..., 2,341639..., ..., I'(s)=-2,341640...;
pour j =13 (s =233):

C(s)= b, 2.34162..., 2,341640..., ..., I (s)=2,341640...;

pour j =15 (s =10, 61, 122, 305 ou 610) :

C(s)= 5, 2,341640..., eery  T(s)=12,341640.. ..
Toutes ces valeurs restent inférieures a 1+ \/ig =2,3416407....
— St 7 BsT BGAL 4 5 (s =5),
rs)=dmruon+ 340 = £HV6S,

89m + 55 7
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Entre G(5) etT'(3), l’ensemble des c(t ; 5) prend une infinité de valeurs dont la
2 V65

premiére est — et dont les autres sont représentées dans U'ordre croissant

V(89h,—+ 110A). + 34 AL ) — 4
par 89/. & 55 AL
croissantes, et o h., k, et k] sont définis par ho=1, ky=o0, hy=1, hy=12,
k,=1, k', =4 et par la formule de récurrence unique

y oL r>>o prend toutes les valeurs entiéres paires

hk+1 =16As+ hk—(-

he R} . .
Comme }T,:et}-:% tendent vers v lorsque k& augmente indéfiniment, cette expres-
sion tend bien vers I'(5) lorsque r tend vers l'infini. Les valeurs sucessives de

¢(&; 5) sont d’ailleurs les suivantes :

C(5)=y5, 2,303502..., 2,341209.., ..., I'(5)=2,341211....

REMARQUES COMPLEMENTAIRES,

Si s=2, la condition ¢ =0 (mod s) équivaut & ¢ =2p'+1, ou p' est entier. En

= L
posant §' = sprona

, 1
P+

lg(gt—p)l=|> TE(PE'—P'— é)l,

lorsque gt — p tend vers zéro, PE'2 tend vers un. La correspondance entre les

irrationnels § et £’ étant biunivoque, I'égalité C(2) =1 peut se traduire, par
conséquent :

CoroLLaiRe 4. — Pour tout irrationnel t' il existe une infinité de couples
d’entiers p, p', avec p 3 o tels que lp (pE’——p'—— i) I < k lorsque k > %, cette
proposition étant fausse pour k < % (2*).

La condition ¢ 3£ o (mod 2) équivaut encore & ¢ =4p'+1 0u —g=4p' +1,
P’ étant un autre entier. En posant cette fois §'= 4—1—2, |g(gt—p)| est égal

Py 1 Py : .
a4 - (pE'—p’— Z) ouaf4 ——E—,-—<~—-p5'—-p'-— Z) et on en déduit :
CoroLraIRE 2. — Pour tout irrationnel £ il existe une infinité de couples

d’entiers p, p', avec p7£o tels que lp <p£’ —p'— %) | <k lorsque k> %, cette

e R I
proposition étant fausse pour k < g-

(**) Cf. GRACE, loc. cit.
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Enfin la condition ¢ £ o(mod 3) équivalant 4 g=3p'+ 1, ot —g=3p'+1
(p' entier), P'égalité C(3) = /5 peut se traduire de la méine maniere :

Cororiaire 3. — Pour tout irrationnel £ il existe une infinité de couples

d’entiers p, p' avec p£ o tels que 'p pE—p'— %) < k lorsque k > ——, cette

3v5

proposition étant fausse pour k < — \/_

On peat obtenir d’une fagon analogue un quatriéme résultat du type précédent,

relatif a la valeur minimum des bornes k telles quelp(p&’—p'— %) < k ait

pour tout irrationnel ¢’ une infinité de solutions entiéres p, p' avec p £ o. Pour
cela, on remarque que l'égalité 6p'+ 1 == g est équivalente & ¢ =£o(mod 2
et mod 3). Or, des méthodes analogues a celles exposées au début de ce chapitre
permettent d’aborder, parmi d’autres, les deux problémes A €t B suivants :

Déterminer le minimum, lorsque £ décrit l'ensemble des irrationnels,

de im —————oupet q prennent toutes les valeurs entiéres telles que :
ne 19(48—p)|

Probléme A : p Z o(modr), g = o(mods), r et s entiers donnés # 1;

Probléeme B : g=£o(mods,), g==£o(mods,), s, et sy entiers donnés tels
qu’aucun d’euz ne soit divisible par U'autre.
Pour étudier ces deux problémes, appelons o-fraction toute fraction L satis-

faisant aux conditions de congruence qui caractérisent le probléme envisagé, qu'il
s’agisse du probleme A ou du probléme B. Pour ces deux problemes, on vérifie

’
aisément que si deux fractions adjacentes;i et Iqi, ne sont pas des o-fractions, les

uatre fractions définies par £ pEp > sont des o-fractions.
q p dtgqg

Posons

—_ ) 4
o8 o) =bm gE =1’

ou 7 £ décrit 'ensemble des o-fractions et C(¢) = minc(£; ), on§ décrit 'ensemble

des irrationnels. Si g posséde une infinité de réduites (au sens habituel) qur sont
des o-fractions, on a, d’aprés une propriété bien connue des réduites, ¢(£;0) > 1.

Sinon, soient Q"_—l et P2 deux réduites consécutives dans le développement de ¢
n—1 n
. . . P,y+P, P,—Pyy
en fraction continue, et quine sont pas des o-fractions; == et sont
’ q p P p ’ Qn-—l -+ Qn Qll - Qn—
alors des o-fractions, puisque ~— et =" sont adjacentes. Or, on a

Qn-—-i Qn
v o . I _ I
T Q= Q) [(Qr— Qe )E— (Pa—Pur)]] Yo+ 1 Xpa+1’

o = I _ 1~ T
= I(Qn+ le—i)[(Q;l+Qn~i)E_(Pu+ Pn—l)]’ - Xng1—1 Yori—1
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Dans le domaine défini par X1 > 1 et — 1 << Yoy <o, G, et G, varient conti-
nuement et en sens inverses en fonction de X, et Y, 4; donc sup (C,, C) est
au moins égal a la valeur minimum commune que prennent C; et G lors-
que C, = C,, c’est-a-dire lorsque

X+ 1 ,

Xt Yopi+1=0, d’ou C,=Cy= Xz
n+1— 1

expression qui est supérieure 2 1. Il existe donc pour tout irrationnel £ une

infinité de c—fractions,s telles que [g(gt—p)|<< 1. On a donc quel que soit g,

c(k; o)1, dou
C(o)>1.

On peut donner une minoration meilleure de G(o) dans le cas du probléme B,
ol sy et s, ont un p. g. c. d. d différent de 1. Dans ce cas, en effet, puisque deux
réduites consécutives de £ sont toujours adjacentes, on est assuré que si la

.. P . .. P — P,
réduite =~ n’est pas une o-fraction, la réduite L en est une, ainsi que ———"—*,
Q Qn Q _Qn 1
—2P,_
et aussi, dans le cas o0 d. 3, —Q—:—Q—"— On en déduit donc comme pour le
- n—1

probleéme de 'approximation de £ par des s-fractions (§1), ¢(§;0) > 2 et, sid 3,
c(t; a)é‘/g. Comme, en sens inverse, on a évidemment ¢(£; o) Zc(8; d), il
vient

C(o)=2 si d=2 e C(o)=y5 si dx3.

Pour poursuivre I’étude de ¢(£, o) et, en particulier, pour déterminer C (o) dans
le cas du probléeme A et dans celui du probléme B ou (s4, sa) = 1, on peut définir
des o-réduites de la méme maniére que pour les problemes de I’approximation
de £ par des rationnels quelconques ou par des s-fractions. Une o-réduite de % est,
par définition, une o-fraction telle qu’il n’en existe aucune autre a la fois meilleure

et plus simple qu’elle (relativement a £). En classant les o-réduites £ dans I'ordre

des | gt — p'| décroissants, on obtient la suite 51;7"'} de meilleure s-approxzimation
de £ qui est telle que '

4 T)= llm e o 2w By e
(s ) Iq'n(QME_Pm)l
Comparons-la avec la suite des réduites ordinaires de .
D’apreés la définition, une réduite qui est une o-fraction est une o-réduite, et
deux réduites consécutives qui sont des o-fractions sont des o-réduites consécutives.

. N . P .
Pour étudier le cas ou une réduite 5~ n’est pas une o-fraction, remarquons qu’on

Qn
a établi au paragraphe 3 que la plus simple des fractions meilleures que (F;
6——35_—, identique d’ailleurs a o kel
'l n— n-+1
si le quotient mcomplet An.y vaut 1. Améliorons ce résultat en cherchant les

fractionsg meilleures que g———%l et telles que || < | Qns1 |- Comme les formules
e

est,

P,
sil'on excepte ——, la réduite intermédiaire

p=aP,+bP,_,, g=aQp+ bQn (a et b entiers)



— 237 —

représentent tous les couples d’entiers p, ¢, les fractions 17; cherchées sont carac-
térisées par :

[0Xpr1—a| < Xppy+ 1, [6Ynpy—al L Aprs— Youg,
d’ott Yon déduit
18] (Xnta— Yni1) < Xy — Yniy+ Apy+1, dou  |b|=o0, 1 ou 2.
Or, b = 2 implique
|2Xpp1—a| < Xpp+1 et |a—2Yniy| < Ans— You,

mais ce couple d’inégalités n’est satisfait par aucune valeur entiere de @ puisque
X1 >1, —1<<Yn.1 <o et que A,y estla partie entiere de X,,.. Ainsi, comme
on peut toujdurs supposer b > o, les fractions en question sont, comme au para-

P,y P . . ..
oraphe 3, == qui correspond & b= L, ==L, et les réduites intermédiaires
Q Qr—1” Qs
P
entre Q— et Q”'“ qui correspondent a4 b == 1 et a entier tel que 0 <L @ < Any. Or,
n

en est

—P
! en est une, ou bien - m—1
n—1 Qn_ Qn—i

une. Il en résulte qu'on obtient la suite de meilleure s-approximation de { en

. P, . . . P,
si =" n’est pas une o-fraction, ou bien
n

remplacant dans la suite de méilleure approximation de £ chaque réduite Pa qui

Q
5 . . . . “ . " .
n’est pas une o-fraction par la suite des réduites intermédiaires entre les réduites
P P . . . .. .
——'i et Q"'“, et en supprimant, en outre, les réduites intermédiaires qui ne
N

sont pas des o-fractions. Cette derniére suppression ne peut jamais viser deux
”
réduites intermédiaires consécutives ’qiet g—, car deux telles fractions sont adja-

centes a la réduite Pn différente d’une o-fraction, et lies par

Qx
pP'=p'+Pr ¢=q¢ Q.
On déduit aisément des considérations précédentes que le déterminant constitué

par les termes de deux o-réduites consécutives dans la suite de meillcure
g-approximation d’un irrationnel £ vaut en valeur absolue 1 ou 2.

Cr. . . . P, P
Considérons deux réduites ordinaires consécutives —— £

L et == d’un irrationnel £,
p ] . . Qll 1 Qn
et ensemble des fractions définies par
P=(lP"+P,,_‘, q=aQn+ Qn—-n oLaL An+|1
-

Sur cet ensemble, g(gt—p) est un trinome du second degré cn a dont les
racines encadrent o et A,,s; il en résulte que le minimum de |g(gt—p)]|
correspond a 'une des valeurs extrémes o et A,,4 de a, tandis que le minimum
de |g(gt—p)| sur Pensemble défini par 1< a< App— 1 (81 Api2)
correspond & « =1 ou-a =An,— 1. Ces deux rem'\rques assurent
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que hm reste égal a c(f; o) lorsqu’on ne fait décrire a la

[ q'n(q:nE Pm)l
o-réduite 22 7 7 qu'un ensemble plus restreint (choisi d’une manié¢re analogue a celle

du paragraphe 3) que la suite de meilleure s-approximation de £, dans le cas ou
elle ne coincide pas avec la suite de meilleure approximation de £. En particulier.
, & partir d’un certain rang, aucune réduite de £ n’est une o-fraction, on a
c(t;0) =sup (h_m— Ch, lim C’,’l) s
n n

avec, comme ci-dessus :

G b U 1 1
n— 3 in = —_— .
Youi1+1 Xpp1+ 1 X1 — 1 Y1 —1

Or, envisageons, dans le cas du probleme A, les nombres ¢ définis par
E=(kir kis kir ... kmar kms kpar ..))
et dans le cas du probleme B o (sy, s2) = 1, les nombres £ définis par
= (Ao kisy kisa kusy ... km—1S1 kmss kmaass ...),

ou k, tend vers l'infini avec m dans les deux cas, et ou, dans le second cas, A, est
un entier positif quelconque et &y choisi tel que k;s;+ 1 = 0 (mod s,), ce qui est
possible puisque (sy, s») = 1. Dans les deux cas, aucune réduite de £ (sauf la
premiére) n’est une o-fraction, et de plus X, 4—>—+ow et Y, 4—o0 lorsque »
augmente indéfiniment. Donc G, et C), tendent vers un et 'on a ¢(§; o) =1.
Ainsi, pour le probléme A et pour le cas ou s; et sa sont premiers entre eux dans
le probléme B, on a C(s) < 1, d’ou
C(o)=1,

d’aprés la minoration C(¢)> 1. La forme des exemples précédents montre de
plus que cette borne inférieure C (o) est aussi une valeur d’accumulation pour
Pensemble des ¢(5; o) dans ces deux cas.

On peut résumer ainsi les résultats qu’on vient d’¢établir :

TutoriMe 6. — r et s étant deux entiers arbitrairement fixés au moins
égaux a 2, pour tout irrationnel § il existe une infinité de fr actions £ p telles
que pzo(modr), g=£o(mods) et |g(qgi—p)| <<k lorsque k> 1, cette
proposition étant fausse si k < 1.

Tukorime 6 bis. — sy et sy étant deux entiers positifs tels qu'aucun d’eux ne
solt un multiple de Uautre, pour tout irrationnel i il existe une infinité
de fractions L telles que g'=o (mod sy et mods,) et |¢(gE—pH|<K.

lorsque k' == 1, ou l.’é =y ou k> 7_ respectivement dans les cas oit (sy, s2) =1,
2 5

(81, $2) =2, (81, $a) 23, cette proposition étant fausse si k'<< 1 ou k' <'7l,,

1
ou k'<< 7 respectiiement.
b
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Posant alors s, =2, s, =3, on déduit de la seconde de ces propositions, par
une transformation analogue a celles du début de ces «remarques complé-
mentaires », comme il a 6té annoncé :

CoroLLAIRE 4. — Pour tout irrationnel £, il existe une infinité de couples
I

d’entiers p, p', avec p £ o, tels que lp(pi’—p’— €>| < k lorsque k > %, cette

.. , I
ropos L
proposition étant fausse ponr k <C g

Au chapitre suivant, une autre méthode permettra, indépendamment de ce qui
précede, de déterminer plus généralement la valeur minimum de la borne £ telle
que | p(pt'— p'—p) | < k ait une infinité de solutions entitres p, p' (p 2 o) quel
que soit I'irrationnel £/, lorsque p est un rationnel non entier arbitrairement fixé,

*t non pl 1 ici, 1 tégalal, L, Loul
[ on p us seu ement, comme 1C1, orsque p es ,Da d;, §1 ZOU E

II. — Etude diophantienne de la forme ¢t — p — ;

Nous nous proposons dans ce chapitre d’étudier I'approximation de zéro
par la forme linéaire non homogéne g5 — p—p, ot p est un nombre rationnel
donné et ou p et g peuvent prendre toutes les valeurs entieres. Le cas ou £ est
un nombre rationnel est banal, et dans celul ou p est un entier, on se ramene
immédiatement au probléme bien connu de Papproximation de £ par des nombres

rationnels quelconques. Nous supposerons donc désormais % irrationnel et p
rationnel non entier. Nous nous attacherons particuliérement a donner, en

. . ¢
fonction de p, des résultats valables pour tout %, lorsque p est fixé, Posant p = -

(¢, s premiers entre eux s> 2), nous rechercherons une méthode de calcul de
la quantité
G<E; f) = lim
s T

. . . t .
et nous déterminerons ensuite sa borne supérieure G<S-> lorsque £ décrit

q(ﬁ*ﬁ*é)l (g#0)

I’ensemble des irrationnels.
La limitation générale G (g) é% résulte imédiatement des travaux classiques
de Minkowski. D’autre part, quatre valeurs de G(;) découlent des résultats

signalés a la fin du chapitre précédent ( corol. 1, 2, 3, 4); ce sont

LAY N1, NN_1! Iy L,
o(3)=¢ G<3>‘3¢5’ o(z)=% ©(3)=s
1. On a évidemment

.s2g<gz—p— §> =v(vE—uj
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en posant v = sq et u = sp + ¢; il en résulte que

szG(E; t_> =lim|o(vf —u)],

s
u, v

ol u et ¢ prennent toutes les valeurs entitres satisfaisant aux conditions u = ¢,
v=o0(mods), avec ¢v20. On est ainsi conduit & examiner, d’'une maniére
apparemment plus générale, la quantité

H(E; 5, @, b) =lim (v (vE— )|,

u, v

ol u et v prennent toutes les valeurs entiéres satisfaisant aux conditions
(1) u=a, v="5 (mods), v #Z o0,

ou a et b sont deux entiers donnés, premiers dans leur ensemble avec s (s> 2)
On a ainsi :

s2 G(E; ;) = H(E; s, ¢, o).
Montrons qu’en réalité, 'ensemble des valeurs que prend H(E; s, a, b) lorsque
¢ décrit 'ensemble des irrationnels est indépendant de a et b pouvu que s, a, b
restent premiers entre eux dans leur ensemble.
Considérons a cet effet la substitution modulaire > z', y ->y' définie par
z=Az'4+By',y=Ca'+Dy' (A, B, C, D entiers, AD — BC = == 1) qui associe
biunivoquement les couples d’entiers .z, y et 2/, y'. Remarquons que les frac-

tions % telles que y'= o étant toutes égales, on a (?%)

lim|o(vf—u)| =+

si Pon se borne, parmi les couples u, ¢ vérifiant (1), & ceux pour lesquels ¢'=o,

en désignant par v/, ¢’ les transformés de u, ¢ par la substitution modulaire; par

suite lim|¢(vE—u)| ne change pas si I'on se borne, parmi les couples u, ¢

u,v

vérifiant (1) a ceux pour lesquels ¢'3¢0. Introduisons alors Dirrationnel
. , At +B
el St

défini par £ CETD On a

Cu'+D¢, ,, ,
oot — )| = | Ty (E—w)|

et, par suite, lim |0 (v — ) | [onr u et v vérifient (1)] est égale & lim | o' (v'E' — ') |

ou u' et ¢' prennent toutes les valeurs entiéres satisfaisant a

W=a, v'=b" (mods), v' # o,

(*) Si C 3 o; sinon, ¢'= o implique ¢ = o, incompatible avec les conditions (1).
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a', b' étant le couple transformé de @, b par la substitution modulaire envisagée.
On a ainsi
H(E; s, a, b) = H(E,; $y alv b,)'

Pour établir le résultat annoncé, il suffit donc de montrer (puisque la corres-
pondance entre et £ est biunivoque) que, si s, @, b sont premiers entre eux
dans leur ensemble, on peut déterminer A, B, C, D de fagon par exemple
que a'=1 et b'=o, c’est-a-dire par les conditions

A=a, C=6 (mods), AD —BC ==*1.

Or, puisque (s, @, b) = 1, on peut trouver deux nombres A et C respectivement
congrus & a et b modulo s et premiers entre cux; B et D seront ensuite déterminés
grice a I'identité de Bezout. Ainsi :

Tutorkme 4. — Lorsque t, a et b varient, s restant fixe avec (t, s) =1 et

(s, @, b)=1, les deux fonctions de § : G(g; ;) et H(; s, a, b) conservent
globalement les mémes ensembles de valeurs, celui de G<E; ;) étant déduct

de celui de H(%; s, a, b) par I’homothétie de rapport :;

En particulier, si I'on désigne par H(s) la borne supérieure de H (¢; s, a, b)
lorsque £ décrit 'ensemble des irrationnels (cette notation étant légitimée par ce
qui précede), on a la relation

s G(;) =1(s).

Remarque 1. — On peut ramener immédiatement au probléme que nous
étudions celui de 'approximation de zéro par une forme ap + B¢ + y lorsqu’il
existe une relation linéaire et homogene a coefficients entiers entre «, 8 et y, sans
que le coefficient de y puisse étre 6gal & 1 et sans qu'il en existe une entre
2 et 3 (car sinon le probleme serait trivial). En effet, si sy—aa—0B =o0,s,a,b
étant des entiers qu’on peut supposer premiers entre eux dans leur ensemble,
avec s> 2,o0ona

stq(ap+Bg+y)=uags [(ps+a)+ g(qs+b)]

B

et 'on est ramené a I'approximation de — - par des fractions dont le numérateur

et le dénominateur sont respectivement congrus a @ et b modulo s. On en dé¢duit :

\

i 3 I .
l:g‘ "<——:;;sy a, b)—‘élal‘;(;) (g #0).

lim|g(ap+Bg+71)| =
pP:q

Remarque 2. — Si
L(p,q)=cep+fg+~v e L(p,q)=adp+{g+7

sont deux formes linéaires du type précédent, telles que de plus af'—a'f 5£ o,
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la limite inférieure du produit |L(p, ¢) L'(p, ¢)| lorsque p et ¢ prennent toutes
les valeurs entieres est obtenue en donnant au couple p, ¢ un ensemble infini
de valeurs qui rendent |L| ou |L’'| arbitrairement grande, I'autre forme tendant

vers zéro. L’étude de lim | LL'| se ramene donc a celles de lim | gL | et de lim | gL'},
X 123 2xa
avec ¢ % o. Si donc on a

sy—ax—b3=o0 et s'Y'—ada—b'i=o,

avec
(s,a,b)=1, (s,a,b)=1, s 2 et s> 2,

on en conclut

lim | L(p, DU(p )l = s —wplint[ S0(= 5 sia ) Zu(=E; v 0,0)],
d’ou )
lim | L(p, ) L'(p, )] = |58 —«Blint[6 (1) 6(7)]-

P q

2. Dans le but d’obtenir de |¢(¢fi— u)| une expression qui permette
un calcul commode de H(Z; s, @, &), introduisons (2¢) le développe-

ment (@ @y ... @, ...) de § en fraction continue ordinaire. Soit ? la
n
réduite de rang » et posons
gn—2§ — Pn—2 In—2
XLy = — s et = e— —
" gn—1E — pn— Fu qn—1
. . u . .
Comme | pn_aqn_1— pn_1gn_2| =1, on peut représenter toute fraction > satisfai-

sant aux conditions (1) sous la forme

U = Ccpp—g~+ dpp—y, ¥ = cqn—2~+ dgn—,
avec

(2) ¢ = cp~+ hs, d = dn+ ks, oZLep< s, oLdp<s,

ol toutes les lettres représentent des nombres entiers. Nous désignerons par f**

la fraction l—: qui admet la représentation précédente. D’autre part, comme

9n—1(7n—1E““Pn—l)(zn"‘}'n) =*1,
on a
(d—cazn)(d—cyn)].
Zn—Yn

[o(vE—u)|=

(%) Les réduites, les quotients incomplets et les expressions x, et y, seront désormais notés
avec des minuscules. D’une fagon générale, les notations du chapitre II seront valables pour le
chapitre III, mais indépendantes de celles du chapitre I.

D’autre part, bien que l’on ne puisse plus désormais, & cause des conditions (1), confondre—':
et :% on supposera toujours — ce qui reste licite — les dénominateurs ¢, des réduites tons.

positifs, ainsi que les quotients incomplets a,, sauf peut-étre a, qui a le signe de §, conformément
aux conventions de la note (*3) p. 206.
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Telle est I'expression cherchée, qui sera désignée par H(c, d; z,, y.), ou plus
briévement par H**.

Donnons quelques formules de récurrence utiles pour la suite. Supposons

que f**et 22X soient identiques, et remplagons dans P'expression de ¥, p,

et ¢n Par @nPn_1~+ Pn_2 et Angn_s—+ Ga_s; il vient :

Wk Pn-z(dn+1 -+ k") —+ Pn— [an dn+l =+ Cniq + (ank/"" h,)»\‘].
s gn—2(dnir+ K's) + gnos| @an dnps + cny + (an k' + h')s]

La comparaison avec I'expression de f%'* fournit les congruences :
dp= Cn, ap dn-H + Ch1= d, (mOd 5)

qui d’apres les inégalités de (2), se réduisent a :

(3) dypty = Cn, Coyy=d,— ancp+ EnsS,y

apCpn—

. . . . d
ou gn estle plus petit entier au moins égal a “. De plus, on a les formules :

v K=h, I=*k—ayh—gn,
(39 =Kk, k=Hh+ak+gnu.

Ainsi, la forme de Pexpression H(e¢, d; za, yn) et les formules de récur-
rence (3) montrent que H(E; s, @, b) est entiérement déterminé par s et par
la donnée, a partir d'un certain rang, de la suite des quotients incomplets a,
et de celle des coefficients ¢, associés (que I'on peut réduire a la donnée de
deux d’entre eux par exemple consécutifs).

D’autre part, si Pon se donne arbitrairement une suite indéfinie d’entiers
strictement positifs by by ... b, ... et un couple d’entiers co, do(0 <L co<<s,
0L dy<s), sous réserve que s, co, do soient premiers entre eux dans leur
ensemble, on peut toujours trouver un nombre { qui admette, a partir d’'un
certain rang, les entiers b, b,,4, ... pour quotients incomplets successifs,
associés aux coefficients ¢, Cni1, ... déduits de ¢ et dy par les formules (3)
A+ By
C+ Dn
n=1_(bo by ... b, ...)etoulesentiers A, B, G, D vérifient les conditions :

apres remplacement des a, par les b,,. Il suffit de choisir § = y avec

) Acy+Bdy=a, Ceco+ Ddy=b (mods), AD — BC==1.

En effet, en désignant par ‘;—,i’ les réduites successives de n, les formules (3)
A i

qui définissent ¢, et d, se traduisent par les congruences, valables pour tout n :
CuPn—2—+ Anpp_=dy, Chqp-s~+ dngna=co (mods).

Dans la partie commune des développements en fraction continue de £ et 7,

dont Pexistence est assurée par AD—BC =1, les réduites gﬂ de £ se
N m



déduisent des réduites —? de 7 par

n
Pm=Ag,+ Bp)p, gm= Cqgr+Dp) (n — m constant),

d’ou d’apres (4),

Cnpm—a~+ Bnpm—s=A(Caqn2+dnqi1)+B(capr s+ dppp)=Aco +Bdo=a
et, de méme, ¢,gm_a2—+ dngm_1=>, ce qui établit bien que les coefficients c;,
dn sont associés a b, pour § comme pour 7.

Or, on a vu au paragraphe précédent que les équations (4) sont susceptibles
d’une solution en A, B, G, D entiers dans le cas ot co=1 et doy=0, pourvu

que (s, @, b)=1. Inversement si I'on a a=1 et b =0, ces équations se
réduisent & :

D =c¢c,, C=—c¢ed, (mods), AD —BC=¢==1
et sont résolubles en A,.B, G, D entiers pourvu que
(s, coy dp)=1.
Par suite, les équations (4) sont résolubles en A, B, G, D entiers quels que
soient a, b, co, do pourvu que
(sl a, b) = (8, ¢, dy) =1.

De deux solutions A, B, G, D et A’, B, C/, D' des équations (4), on déduit

deux nombres

__ A +Bq ,_ A'+B'q
s_C+D1r1 et E_C’+D"r1

que nous qualifierons d’équivalents (relativement au triplet s, @, b). On peut
caractériser autrement cette relation d’équivalence. Considérons en effet les deux
substitutions modulaires X et X' suivantes :

2: u=Ac +Bd, v=Cc +Dd,

2: u=A'c+Bd, v'=Cc+ D'd.

Le produit 2'~* 2 est une substitution modulaire S(a, &) :

u=Au+ B¢, o= Ciu'+ Dyv
telle que
a=Aja+ B, b, b=Cija+ D,b (mod )
etlon a
E= A+ By
- Clsl—i- D1

Les substitutions S(a, b) définies par les conditions de congruence précédentes
constituent un sous-groupe du groupe modulaire puisqu’elles sont caractérisées
par la propriété de laisser invariant, modulo s, le couple d’entiers a, b. D’autre
part, deux irrationnels £ et ' qui se correspondent dans la relation homo-
graphique induite par une substitution S(a, b) ont, a partir d’un certain rang,
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les mémes quotients incomplets et des réduites homologues dans S(a, &), donc
aussi les mémes coefficients ¢, et d, associés aux quotients égaux a@,: Les
relations homographiques induites par les substitutions S(a, b) caractérisent
donc les nombres équivalents § et £'. Pour deux tels nombres on a

H(.E; s,a,b)=H(¥;s, a, b),

et si une suite de couples d’entiers u, ¢ satisfaisant a (1) est telle que | ¢ (0§ — u) |
tende vers H(E; s, a, b), la suite des couples u', ¢ transformés des u, ¢
par S(a, b) est telle que | ¢'(¢'E'—u') | tende vers H(E'; s, a, b). Le sous-groupe
des substitutions S(a, b) joue pour le probléeme qui nous occupe un réle
analogue & celui du groupe modulaire pour le probléme de U'approximation
des irrationnels par des rationnels quelconques.

3. Parmi I’ensemble des fractions g satisfaisant a (1), nous allons définir une
famille plus restreinte de fractions ; telle que la limite inférieure de | v (¢ —u) |

lorsque ;'décrit cette famille soit égale alim | ¢ (v — u)|, o u et ¢ prennent toutes
u, v
les valeurs satisfaisant a (1), c’est-a-dire égale a H(E; s, a, b).
Associons a chaque indice  'ensemble %, des fractions f%* telles que

qn—ie‘—Pn—i > VE—u — q"—zE_Pn-—zl’
gn—1 - v - gn—2

c’est-a-dire

d

PR z

n

(5) = 7 = ;“

S —

La réunion des ensembles %, 4 partirde n =1 (en désignant par —‘;;’ la réduite
—1

préliminaire 3> est évidemment l'ensemble des fractions satisfaisant a (1). De

plus, comme z,>1 et —1 <y, o0, la condition (5) de définition de %, se
traduit par

I 1
Yn _ Zn,
2 b

d  x,+
oé;é._"T_'y" ou 0oL —

=

Qo

Sn peut donc étre décomposé en quatre sous-ensembles Z,, Z,, Z,, Z. Z, est
défini par les conditions (2) et par les inégalités

(6) c>. o, d> o, oé%é%(znq—yn);

on obtient I définition de Z, en comservant les conditions (2) et en effectuant
dans les inégalités (6) la substitution (qui sera désignée par R) de d, —e, —}-,I-
n

1 . . . . .
et — —ac, d, Z, et y, respectivement; les substitutions itérées R? et R® livrent
n

de méme les définitions de Z;. et Z;, respectivement.
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L’identité
H(e, d; m,,,_y,,):l-l(d, —c; _‘;I_, — L)

n Zn
permet de se ramener, pour 1'étude des variations de H?* aux fractions %% de Z,.
Or, lorsque fi¥ appartient & Zn, czn— d et d — ¢y, restent positifs ; donc

_ (cx,,—d)(d—cy,,).

Hipk e
n— n

Cette fonction est croissante par rapporta chacune des varisbles ¢ (ou %) et d (ou k)
dans le domaine défini par les inégalités (6); elle est méme croissante par rapport
a ¢ (ou k) dans le domaine @, défini par c¢> 0, d>0 et 0 < %l <z, qui
contient le précédent. On en déduit immédiatement

Hip k> HE O HYO,
oii ¢ est le plus petit entier tel que f%° appartienne a 'ensemble correspondant

a (,; mais, puisque z,> 1, f*° appartient toujours a cet ensemble. On obtient
donc le :

Lemue 1. — Lorsque f* décrit L,, H»* reste au moins égal a H)°
st cnxn—dp>o0eta HY® si chzp—dn<<o.

11 sera plus commode d’utiliser I'énoncé suivant :

Lenue 2. — Lorsque f** décrit Z,, H"* reste au moins égal au minimum
de HY® et de H)™", et méme a H)° si dp=o.

Pour prouver le lemme 2, il suffit, d’aprés le lemme 1, de montrer que
s1 cnZn—dn<<o et Hy°<<H}°, alors H)»° > H?~". Or, ces derniéres hypothéses
entrainent

[(en+ $)Zn—dn)[du—yn(ca+$)] < (dn— cua)(dn—cayn),
ce qui, compte tenu de linégalité évidente dp—yn(cn—+$)>dn—cryn
implique (¢p—+ §)&Zn— dn<dn— cpzn ou encore d,> z, (c,.—}— §>, d’ot en
particulier dp> E On en déduit, dans le cas ou d,,—s—yncn< o, I'iné-
galité

dn—yn(cn+8)>|dn—s—yncnl,
cette inégalité étant évidente dans le cas contraire. Comme on a aussi
(en—+ $)Tn— dpn>crxn— dn+ s,

on obtient bien Hy'* > H'~*, et le lemme 2 est démontré.

Les lemmes 1 et 2 peuvent étre transposés de Z, a Z,, Z et Z. a l'aide des
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substitutions R, R2,. R*. Les quantités qui interviennent dans le lemme 2 ainsi
transposé sont alors respectivement :

— Pour Z): H;»° et H)*°, et si ¢,= 0, on peut se restreindre a H)>® d’apres
le lemme 1; v

— Pour Z : H;»"' et H;"*, sauf si ¢,= o, auquel cas ce sont Hy ™' et HY'®;
si dp= o [alors ¢, 5% o puisque (s, ¢n, d,) =1], on peut se restreindre a H;"°;

— Pour Z; : HY~' et H;" ", sauf si d,= o, auquel cas ce sont H)>® et H;"'*;
si cp,= 0, on peut se restreindre a H ™',

En résumé, on peut donc énoncer :

Leuns 3. — Lorsque fiX décrit 5., Hi'® reste au moins égal au minimum
5. . 72PN ..
qu’il prend pour les deux ou quatre fractions - définies par les conditions (2)
et par |c|<<s, |{d]|<s.

Les fractions ainsi définies seront nommées fractions privilégiées de £ au
rang n (relativement au triplet s, @, b). Elles seront désignées dans la suite par
des notations abrégées : fn, f., fn: fn, remplaceront respectivement f2°, f7'°,

n
[t femt et Hy, Hy, H;,, H, remplaceront Hy'°, H;*°, H;»~*, H>~'. Dans le
seul cas ot ¢,d,= o, les fractions privilégiées sont au nombre de deux : f, et f,
sicn=0, fn etf',l sid,=—o.

Désignons encore par J¢, le minimum des quatre quantités H,, H,, H,, H,
(réduites & deux dans le cas ou c¢,d,=0). Le lemme 3 indique alors que,
lorsque f** décrit $,, on a H»*x 4¢,. Du fait que I'ensemble des fractions
satisfaisant a (1) coincide avec la réunion des Z" résulte donc que

lim %€, < lim HA: k= H(E; s, a, b),
“n Kk
la derniére limite inférieure étant calculée pour Pensemble des fractions satis-
faisant a (1). Mais cet ensemble contient toutes les fractions privilégiées de £; on
aura donc
lim 3¢, = lim H% %
“n Tk

si aucune fraction n’est privilégiée a une infinité de rangs. Or, sila fraction '5 était

privilégiée a une infinité de rangs n, les coefficients ¢ et d correspondants pour
cette fraction seraient bornés en valeur absolue; il existerait donc une infinité de
rangs n pour lesquels ¢ et d prendraient les mémes valeurs fixes. Des relations

U= CPn—2~+dPn—y, ¢=Cqra=dqn,
on tirerait alors
“'E —u= c(q::—-:E _Pn—2) -+ d(qn—-ie — Pn—1 ))

ce qui est impossible puisque, pour » assez grand, le second membre est arbi-
trairement petit.
On a donc démontré le :
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TuEorREME A :
H(Ev S, a, b)=li£56m
n

qui peut encore s'exprimer : Pour le calcul de H(E; s, a, b), on peut se
restreindre a la considération des fractions privilégiées de k. .

4. Le rang n étant arbitraire mais fixe dans ce paragraphe, nous allons chercher
des majorations valables quels que soient z, et ¥, du minimum ¢, des quatre
quantités H,, H,,, H;, H, (éventuellement réduites & deux). Comme les ensembles

1 . . . -
de valeurs z, et — sont les mémes, savoir l'intervalle (1, + o), ainsi que
n

I . . .
ceux de y, et — - savoir l'intervalle (—1, o), on peut sans restreindre la
n

généralité, supposer grice a l'existence des substitutions R, R? ou R¥, qu’a ce
rang n, c’est pour la fraction f, que les coefficients de p,_s, gn_2, Pn_1, gn_s ont
la plus petite valeur absolue, c’est-a-dire que :

(k) Oécnézi 0<d,._4_'§
(car si cadn=o0, on peut, pour les mémes raisons, supposer que ¢, =o et d,>%0;
rappelons qu’on n'a jamais ¢,=d,=o0). Cette hypoth¢se (%) vaudra, sauf
mention du contraire, pour tout ce paragraphe, ol 'on supprimera, cn outre,
Pindice » (fixe) apres les lettres ¢, d, z, y, f, H, 3C.

Pour obtenir des majorations de J€¢, nous distinguerons plusieurs cas suivant
les signes des facteurs des numérateurs de H, H', H”, H”. Dans chacun de ces
cas, celles de ces quatre quantités qui seront envisagées seront des fonctions
continues et monotones par rapport a chaque variable z et y dans les intervalles
de variation considérés, qui seront respectivement intérieurs a (1, + o) et (—1, o).

Supposons d’abord d — cx > o.

H est une fonction croissante de y et décroissante de z. Donc

H(e, d; 2, y) <H(e, d; 1,0)=(d—c)d.
Par suite :

— Si s est impair, dé%(s—l), doncH<%(s—l)’;

— Si s est pair et différent de 2, comme on ne peut avoir ¢ = oavec d = - sans

[CRR-Y

que (s, ¢, d) soit différent de 1, on a H<C % s(s—2);
— Sis=2, (k) imposed=1etc=o0o0u1, dou H<1.
On peut donc énoncer :
Lewne 4. — Dans Uhypothése (), d — cx > o implique :
— Sis=2, H<1;
— Sis est pair et différent de 2, H < -;-s(s——z);
— Si s est impa¥r, H < %(s—-— 1)
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Supposonsmaintenantd—cx << o.Dans ce cas, ¢ (etaussi d par hypothése)n’est
pas nul;ily a effectivement quatre fractions privilégiées. De plus —cy —s+d <o
d’aprés (k); donc H est une fonction croissante de z et décroissante de y, tandis
que les sens de variation de H” sont opposés. Comparons H et H”. Le maximum
de H et le minimum de H” (non atteints) correspondent aux mémes valeurs : + co
pour z et — 1 pour y. On a

max H = ¢(c~+ d), min H" = ¢(s — ¢ — d).

Deux cas sont donc a distinguer :
— Si c+dé§, H < H" et, de plus, H<§c-,
— Sic+d> %, max H > min H”; de plus, le minimum de H et le maximum

de H” (non atteints) correspondent aux mémes valeurs 1 ou a pour z et o pour y;
c
par suite : si d > ¢,
min H = 0 < max H”
etsid<<c,
min H=(¢c—d)d<(s+d—c)(s— d)=max H".

Donc, si ¢ 4+ d > IZ, inf(H, H") est toujours au plus égal a la valeur commune
maximum de H et H” lorsque H = H", c’est-a-dire lorsque
(7) 2etzy +c(s—2d)(z+y)+d+(s—d)y=o,

équation qui définit ¥ comme fonction croissante de . Lorsque cette condition (7)
est réalisée, on a

H=H"= -
3@ —7)

[s —2d+c(x+y)],
d’ou, en différentiant :

Mﬁﬂ =—(s—2d+2cy)dr+(s—2d+2cx)dy.

Or la différentiation de (7) donne
(s—2d+2¢cy)dz+(s—2d+2cx)8y = o,
d’otr
g_.'c_-s—_y_)f 8H =(s—2d+2cz)dy.
Lorsque la condition (7) est réalisée, avec d —cz << o, H et H" croissent donc

avec z et . Le maximum de inf(H, H”) correspond donc aux valeurs —+ oo
s—a2d o
2¢c

pour z et — (qui est bien compris entre —1 et 0) pour y; ce maximum,

non atteint, vaut Zc. Par suite :
Lemne 5. — Dans Uhypothése (h), d —cz << o implique :
inf(H, H") < gc.

Supposant toujours d—cz << o, comparons H et H' dans le cas
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ot d + (s —c)y > o. Les sens de variation de H et H' en fonction de z et y sont

opposés; les extrema de H et H' correspondent encore aux mémes valeurs :
d , d )

+ pour & et — —— pour y d’une part, 1 ou  pour et o pour y d’autre part.

On a, d’une part, minH'=o0 < maxH et, d’autre part, minH = o0 < maxH'
sid>cetminH= (¢ —d)d < (s—c+ d)d = maxH'si d <c. Donc inf(H, H')
est toujours, dans ces hypotheéses, inférieur ou égal a4 la valeur commune
maximum de H et H' lorsque H = H', c’est-a-dire lorsque

[e24+(s—c)]ay +(s—2¢)d(x+y)+2d*=0.

Un calcul analogue a celui qui a été fait a propos de la comparaison de H et H”
permet d’établir que cette valeur commune maximum de H et H' correspond aux

2¢(s—c¢)
oy pour y et vaut

valeurs + o pour z et — ————1_
eurs - pour z e iy

s 2¢(s—c) s
2 2t (s—c)p T 2

d.

Par suite :

Lemwe 6. — Dans I'hypothese (h), d—cx <o et d + (s—c) y > o impliquent :

2¢(s—c¢)

. , s
inf(H, ") < Edm’

d’ou en particulier :
inf(H, H') < 2 d.

Enfin, si d—cx <Co et d+ (s~—c¢)y <o, H' ecst une fonction croissante
de z et décroissante de y. Donc H'<H(¢—s,d; +ow, —1), clest-
a~dire H'<< (s —¢) (s —c —d). Par suite :

Lemme 7. — Dans Uhypothése (h), d—cx <<o et d + (s —¢) y << o impliquent -

H<(s—e¢)(s—c—d).
Regroupons ces résultats, en tenant toujours compte de 'hypothese (%) :

- Sts=2, d’apres les lemmes 4 et B, on a :
inf(H, H") < sup (1, §c> =1;

—- Si s est pair mais différent de 2, d’apres les lemmes 4 et B :
o 1 s
inf(H, H") < sup (Zs (s —2), ;c),

N . c e 1 . s . .
c’est-a-dire inf(H, H") < ;s(s—2), sauf si ¢ = 5 Mais dans ce dernier cas,
i ; ‘

d est différent de i) (et de o) puisque (s, ¢, d) =1 et 'que s£ 2; donc, d’aprds

les lemmes 6 et 7, inf (I, H') << %s(s——— 2)oull < (s—¢)(s—c—d) < %s(s—z).
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Donc s pair différent de 2 implique
inf(H, H', H") < %s(s —2);
— Si s est impair, d’apres les lemmes 4 et 5, on a :
inf(H, 0" < sup [ (s — 1), Se] < Gos =),

4 2 4
On en déduit I'énoncé suivant, indépendant de I’ hypothése (k) .
Lenye 8. — Si s =2, a tout rang n, 3¢, <1;
— 8¢ s est pair et différent de 2, a tout rang n, 3¢, << %s(s—— 2);
— Si s est impair, a tout rang n, I, < -Zs(s— 1).
Telles sont les majorations que nous avions en vue, et d’ou lon’ tire

immédiatement :

H(2)<1, H(s)< %s(svz) (s pair 5 2);

H(s)é;s(s—l) (s impair).
13

5. Montrons que les bornes qui vienncnt d’étre obtenues sont exactes si s
est pair.

Si s == 2, supposons par exemple @ = b =1 et considérons un nombre
E=(a a ... an ...)

dont tous les quotients incomplets sont pairs et augmentent indéfiniment avec »n.
Pour un tel nombre, z, tend vers l'infini et y, vers zéro lorsque n tend vers
linfini; de plus, & tous les rangs, ¢, = d,=1. Donc H,, H,, H’, H’, tendent

vers un et 'on a H(§; 2, @, ) = 1. Il en résulte que H(2) > 1 et, par suite, on
peut énoncer, compte tenu des inégalités qui terminent le paragraphe 4 :

Tatoreme 2. — H(2)=1.

Les nombres ¥, critiques, c’est-a-dire ceux pour lesquels H(E; 2, a, b) =H(2),
constituent une ensemble infini ayant la puissance du continu.

Considérons encore un nombre £ dont tous les quotients incomplets sont
égaux a un entier fixe r pair. Pour un tel nombre £, z, et la limite de y,
lorsque n augmente indéfiniment sont respectivemenl égaux aux racines de
I'équation z*=rz + 1. De plus, a tous les rangs, cn=d,=1. On en déduit

ue H,, H, H. ef"H” tendent vers « Cette quantité tendant vers un
q n n n q

Vri+ 4
lorsque r augmente indéfiniment, il en résulte le

Tutoreme 2 bis. — La borne H(2) =1 est une valeur d’accumulation pour
Uensemble des H(E; 2, a, b).
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Remarque. — On peut énoncer ainsi le résultat H(2)=1 : pour tout irra-

tionnel £, il existe une infinité de fractions I;‘ telles que
Jo(vE—u)| <1+¢, u=a, v=2>b (mod 2) [(2, a, b)=1]

si petit que soit ¢ positif. Mais puisque a tout rang n, J€, <1, ce résultat vaut
aussi pour & = o.
. . . , s s
Si s est pair et différent de 2, supposons par exemple a = setb=-—u,

et considérons un nombre { dont tous les quotients incomplets sont divisibles
par s et augmentent indéfiniment avec leur indice n. Pour un tel nombre, z, tend
vers linfini et y, vers zéro lorsque n tend vers l'infini; de plus on vérifie

facilement que les coefficients c, valent alternativement -:- et -:- —1. Pour 7 infi-

niment grand, les quantités H,, H,, H), H, sont respectivement équivalentes
& cndn, (s—cn)dn, (s—¢n)(s—dn), ¢n(s—dy). Leur limite inférieure vaut

donc %s(s—— 2). Donc

H(E;s, a, b) = 25(3—2) et H(s)x %s(s-—z).

On peut donc énoncer en tenant compte des inégalités qui terminent le para-
graphe 4 :

Tutorkme 3. — Si s est pair et différent de 2, H(s) = %s(s— 2).

Les nombres & critiques, c’est-a-dire ceux pour lesquels H(; s, @, b) = H(s)
constituent un ersemble infini ayant la puissance du continu.

Considérons encore un nombre £ dont tous les quotients incomplets sont
égaux A un entier fixe r divisible par s. Les coefficients- ¢, valent alterna-

tivement ; et 2—1; un calcul facilé fournit alors la limite inférieure de J¢,,

rs(s4—2) _
Vri+4

Il en résulte le

I—s

égale a ce qui, lorsque r augmente indéfiniment tend vers % s(s— 2).

TutorkMe 3 bis. — La borne H(s)= %s(s—z) est une valeur d’accumu-

lation pour Uensemble des H(E; s, a, b) (s pair £ 2).

Remarque. — On peut énoncer ainsi le résultat H(s) = %s(s— 2) :sis est
pair et différent de 2, et si (s, @, b) =1, pour tout irrationnel £, il existe une

infinité de fractions g telles que

]v(viE-—"u)]<%s(s—2)+e, u=a, v=> (mod s)
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si petit que soit ¢ ‘positif. Mais puisque A tout rang n, on a ¥,<C is(s—z),

ce résultat vaut aussi pour ¢ = o.

6. La majoration H(s) < %S(S——I) obtenue au paragraphe 4 pour s impair
n’est au contraire pas exacte. La détermination de la valeur exacte de H(s) pour s

impair est I'objet de la fin de ce chapitre, ou s sera désormais supposé impair
sauf mention du contraire.

La majoration €, << %S(S—-I) valable a tout rang », peut étre améliorée

immédiatement dans les cas qui suivent :
Placons-nous a un rang ou ’hypothese
() oLenstly  o<dyZ-
2 2
est satisfaite;
— 84, de plus, ¢, < %(5—3), alors (lemmes 4 et 5)
inf (Hp, HY) < 2(s —1)%;
— Sidu+ (s—cn)¥a> o0, alors (lemme 6)

s2—1
241"

inf(H,, H,) < %s(s— 1)

-=Sid,+ (s—cn)yn<<o, avec cp= -S—Z——I et d,> 2, alors (lemme 7)
H, < 2 (57— 25 —3);
. §S—1 1
— Sidp+ (s—cn)yn<< o0, avec ch= ——et Yn>— 5 alors
H,< H(c,,—s, dp; -+ o, ——%)

(démonstration comme au lemme 7), d’ou

§ —Cp

H;,<(s—cn)< ——d,,)/é;(s‘—'—l).

En résumé, I'hypothese (%) entraine

inf (H,, Hy, HY) < %s(s— ni—!

ruvael |
s241

sauf peut-étre dans le cas ot I'on a simultanément

1
cp= ;(s—l), dp=1 et _y,,<—5-
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En supprimant I'’hypothese (%) et en tenant compte de la substitution ‘R, on en
pp yp p R
déduit que I'on a
1 s2—1
Hn< Zs(s —1) pryrary
pour tous les indices n sauf peut-étre pour ceux ou I'une des quatre conditions
suivantes est vérifiée :

(kp) Ch= 1(s——-l), dp=1, n < — & (c’est-a-dire ap—y =1),
2 r 2

(k) Cr=1s5—I, d,= é (s —1), z, <2 (c’est-a-dire a,=1),

(k) Crn= .21.(s+1), dp=s—1, y,l<-—£ (c'est-a-dire @, =1),

(kn) cp=1, dp= i(s +1), z, <2 (c’est-a-dire  a,=1).

Si (ka) est satisfaite, seule (kni1) peut étre satisfaite au rang n + 1 d’apres les
formules de récurrence (2); pour cela, il faut et il suffit que

§—1I

(mods),

Appy =1 et  —I=cpp=dp—asc,=1—a,

c'est-a-dire @,=—/4 (mods). D’autre part, (k,,,) implique (47,,); (k,.,)
avec @pa==—4 (mods) et @n+3 =1 impliquent (4, ,) qui implique (kn+s). On
en déduit I'existence de développements oi, a tous les rangs d’indice assez élevé,

P'une des quatre conditions précédentes est satisfaite, et I'énoncé :

Leume 9. — Pour tout irrationnel £, on a, si s est impair

s2—71
$2+4-1

&<§w—o

@ une infinité de rangs n et, par suite,

sT— 1

H(E, 5, @ 8) < s(s—1) 5y

sauf peut-étre pour les nombres t dont le développement est constitué a partir
d’'un certain rang, par la répétition indéfinie de séquences de la forme
suivante, ot les rn, et les r',, sont des entiers tels que rps—4 et 1, s — 4 solent

positifs :

dp 1 rms—4 1 rms—4
1 I

cn t I —(s—1 s—1 -(s+1

; ) JE+D

d,: l(5—0—1) I I(.s' 1) s—1

n - 2 . 2

Pour simplifier le langage, on supposera désormaisique les indices n tels
que cp,=1 et d,.=-;—(s+ 1) sont de la forme 4m—1, avec m entier. On

désignera par W un tel développement et par (W) les irrationnels corres-
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pondants; de plus la restriction « a partir d’un certain rang » sera sous-entendue.
Enfin, sauf indication contraire, nous nous bornerons dans la suite aux
nombres £(W) satisfaisant a la condition supplémentaire (c) suivante pour
tout n':
(¢) Hy> ls(s—l) g1,

4 s2+41
Cette condition (c) exige r,> 2 et r,,> 2; en effet, dans le cas contraire, on
aurait £, < 0U Lymia << S, et, par suite, H,», ou H}, ,, serait inférieur a :

s—1 s—1
(s -—1) (1+ > .
H(s——l ) 2 2 _SP—s—2
2 4

)y 158, —1) =
*o S+1

et (¢) ne serait pas satisfaite.
.Le fait que rn et r, soient au moins égaux a 2 pour tout m implique de plus
que les quantités Hj,, et H,p.o sont au moins égales a

s —

[(s+1)(s—2)—(s—1)](s—1)

28— 4

H(s—l, 1;25—4, o):
qui est supérieur a %s(s— 1) dés que s> 3. Donc, pour les nombres §(W)
satisfaisant a (c¢),

“br{; # Him et’ Him+s # Himps.

La recherche de H[((W); s, a, b] est |encore simplifiée par les égalités
- suivantes faciles a vérifier :

f‘m—i=ftmy f‘m—l =f;‘,’n“) Sim-1 =f:'m) .ﬂ”m—x =f‘rn;

flm+1=f£m+ly ,f£m+x =fg’,'n:.lgr erm-i =fz’m+z, fi"m“ =fzm+2-

Il résulte de ce qui précede que :

Leume 10. — Pour les nombres £(W) satisfaisant a (c), HH{EW); s, a, b] est
égal a la limite inférieure, lorsque m augmente indéfiniment, de U'ensemble
des quantités W\, H, ,, H, ., H, ..., H; ..., Hi1..\-

7. Nous nous proposons de montrer que (pour s impair) les nombres ¢
critiques sont effectivement des nombres § (W) et de déterminer les rp, et les r)»
correspondants.

Nous allons d’abord montrer que pour s assez grand (en fait s> 13) les ¢
critiques sont les nombres que nous désignerons par £(W,) o les ry et les r),
sont tous égaux i 2. ‘

Pour un tel nombre £(W,), lorsque [ jaugmente indéfiniment, Zs;n et Zim+s

sont égaux 4 la racine positive z de I’équation

zt= (25 —4)(z+1),
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tandis que ¥ 4m €t ¥im+a tendent vers la racine négative ; Donc

§—1— §—1—

. . Y z—1){1— y -1
limHypm=limHY,,,, = 2 2 _ $2—2s5s—1 (1 2\ *?
m m z—y = 4 \ s )

(s+1;+l)< s+1}—/ 1) f
NmH, - — lim H” _ o 2 _s2—oa2s—1 2\~ ¥
mmH,,=lmH,,,, = = = - I—<) >
m m x s

. m . ,
limH},,=1limH},,,, =
m m

Par suite, d’apres le lemme 10 (§ 6):

s2—2s—1 2
HIE(Wa)i s, @, 5] = S22 (1 2)

is
Une expression asymptotique de cette quantité pour s infiniment grand est
$2—1
$t4-1

donnée par % [32—— §— g + O(%)] » tandis que la quantité %s(s— 1) a pour

expression asymptotique % [s‘*———s— 2+ O(%)] . La différence entre ces deux

quantités tend donc vers la limite finie % lorsque s tend vers linfini. En fait, on
vérifie que, dés que s> 9,

$2—as—1 2\ 2
s+ 1

1
21 L $2—1
g 1—;) >Zs(s—l)

Donc, pour s impair au mois égal & g, les £ critiques sont & coup sur des
nombres £ (W).

Pour décider si ce sont précisément les £ (W), considérons un nombre (W)
satisfaisant a (¢) et différent des (W), c’est-a-dire tel que pour une infinité de
valeurs de m, r, ou 7/, soient au moins égaux a 3. Les indices n=4m
(pour rn>x3) et n=4m-2 (pour r,,>.3) ayant tous la méme parité, lorsque n
augmente indéfiniment on a

mxn;s+5 et myné;,
puisque (c¢) implique, pour tout m, rn>>2 et r,, > 2. Il en résulte que limH;,
n

ou limH], et, par suite, limJ¢, sont majorées par :

n n

[s—l+s—l(s+§) (s—x—o—sml;) s-+—2—s‘/1—2
2 2 9 S|

— =%(s—l) —
sHE—Yy 1+2\/1—§

Une expression asymptotique de cette quantité pour s infiniment grand est donnée

par % [s’— % s+ O(1 )] - Sa différence avec sn—_?_—l (l — %) ’ augmente donc in-
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définiment avec s. En fait, on vérifie que

2 1
s+2—s I— = -1
s s*—zs-—l(l 2) 2

1
—(s—1) <
4 2 4
1+24/1—=
s

des que s > 13. On peut donc énoncer :

TutorEME 4. — S s est impair et au mois égal a 13, les nombres quadra-
tiques :(W,) sont les nombres critiques; on a

H(s) = __—s?-—-'zs—[ (l— -2-)

s

et cette valeur est isolée dans U'ensemble des H(E; s, a, b).

Remarque 1. — Dans la démonstration qui vient d’étre donnée, on a vu que
pour les nombres £ critiques, H(E; s, a, b) apparait comme la limite commune
aH,n, H,,,, H,,.., et H ., qui sont des fonctions toutes décroissantes de y,,
ou )im+2. Or, ces deux quantités, ayant des indices de méme parité, tendent
toutes deux de la méme maniére monotone vers leur limite commune y. Il existe
donc des nombres § critiques pohr lesquels la limite H(%; s, @, b) n’est approchée

que par valeurs supérieures par H,,, H,,, H; .., et H{ _,, et pour lesquels il
n’existe donc qu'un nombre fini de fractions % telles que |o(vE—u)| < H(s),
avec u=a, v=20b, (s, a, b) =1. On obtient un tel nombre £, par exemple dans
le cas ou a = -;—(S—}—-l) etb—=s—ienchoisissantf =(ay a2 ... a, ...),
ol a;=o et ou les ¢, et les a, ont, a partir de » = 2, les valeurs indiquées dans

le développement W,. <Dans cet exemple, la réduite préliminaire (1, est notée ;ﬁ)
0

Remarque 2. — On vérifie aisément que , si s> 15, on a :
2
" 21 I S+ 2—S§ l-—;
=s(s—1)—>=-(s—1) —mm—————

7 ( oy /4( )

2
1+2\/1——
s

au contraire, pour s = 13, cette inégalité vaut en sens inverse, le second membre
étant cependant inférieur a 38,56, tandis que

H(13)= 72“;/%'3 — 38,502. . ..

On en conclut :

Pour  :13, U'ensemble desH(E; s, a, b) ne prend aucune caleur entre

H(13)=38,592... et 38,56.
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Pour simpair > 15, Uensemble des H (£; s, a, b) ne prend aucune valeur
entre

H(s)='f:—24$—_—l(1—§) et %S(S-—l):—:—:{—:ﬂ .

e

Remarque 3. — H(s) exceptée, il n’existe donc, dans I’ensemble des H (£ ; s,a,b)
aucune valeur asymplotiquement supérieure d’une quantité finie &

%('52—3—2)=%s(s—-1)§;—:—i +0(§)-

En fait, il existe des nombres £ tels que, pour s infiniment grand, on ait
I I
H(%;s, a, b) = Z[sl——s—2+0<;>] .
Considérons, en effet, un nombre £* dont le developpement présente a partir d’un
certain rang la période suivante pour les a, et les ¢, :.

(27 rs—+ 2 §—2 rs—+ 2 §—2

Cn: —;—(3—1) %(s+1) §($+l) %(S——l)

ol r est égal, par exemple, 4 la partie entiére de % Des considérations analogﬁes
a celles qui ont été développées pour les nombres £(W,) montrent qu’en posant
A= (rs+2) (s —2) [(r5 +2) (s —2) + 4]
4AH(E; 5, @, b) est égal a la plus petite des deux quantités
(rs+2)(83—3s1—3s4+1)—(s—2)(s—1)? et (rs—+2)(s—1P—(s—2)(s — 1),
d’od l'on déduit :
GH(E;s, ab)=st—s—2+ 0(&)-

8. Revenons maintenant aux cas laissés de coté o s est impair et inférieur a 13
en commencant par les trois cas o s est égal a 7, g ou 11.

Pour s=17, g ou 11, notons qu’on arespectivement pour valeur de % s(s—1) :—E—-:— :
21.48 18.40 55.30
—I—OT <1o,I1, 4[ <17)6) 61 < 27,I.

Considérons un nombre £(W) [satisfaisant & (¢)] tel que pour une infinité de
valeurs de m, r,, ou r), soitau moins égal & 4. Pour les indices n=4m (pour r, > 4)
ou n=4m + 2 (pour r\,> 4), on a alors :

1 25— 4 25— 4§

xn>l‘s'—4+’l“-.-—l=43—4+m et yn<—2"_3-

28— 4



11 en résulte que lim H), ou lim Hj, et, par suite, lim #€, sont majorées par :
n n
25 — 4 25— 4
ds—2+ 2s—3><2— 2s—3>
b

25— 4
4:—4+22s_3 .

%(5—1)’<

expression qui vaut respectivement pour s =7, g et 11 :

74.12 131.16 : 204.20 -
9 f—— < 10,24, 16 2715 < 17,7, 25m < 27.

71.11

Considérons ensuite un nombre £(W) tel que pour une infinité de valeurs
de m, on ait r,,_, = 2, rpn=2 et r\,, < 3. Pour les indices n = 4 m correspondants,

on a
. 3s—3 25 —3
-’”n<'_23—4+1+ —23—4+§-s—__—; et }’n>~";:‘2-,
3s—3
par suite :
§s—1 3s—3 s—1 25—3
25—4—'_3:-'—2 Ut =)
limH, < 2 - : y
—_ . 3s—3 25 —3
n 28 — 4 + -+ —
3s—2 25 —2

expression qui vaut respectivement pour s=7, g et 11 :

605.45 1471.76 X 2909.115
-2—70—5<10,1; _6_53§—<17’6’ 12 349 <27,1.

Ces limitations valent évidemment pour lim #¢, dans le cas envisagé et dans
n

celui ot 'on a une infinité de triplets rp=r,, = 2, rp.1<3.

Considérons enfin un nombre §(W) tel que pour une infinité de valeurs de m,
on ait r,_, =3, avec rn= 3. Pour les indices n = 4 m correspondants, on a
3s— 4§,

1 25— 4
B R T A AT SRR G P L
1+
25— 4
par suite :

28— 4 3s— 4

. w 1 (35—24_2:-3)(2_3:——3)
lim Hy < - (s —1)? )

— 4 25— 4 3s— 4
35—4+2s——3+3s—3

expression qui vaut respectivement pour s=17, g et 11 :

219.19 38g-.25 607.31
9 3,33 <10,I1, 168_96_;—< 17,4, 25 17621 <27

Ces limitations valent évidemment pour lim J€, dans le cas envisagé et dans

n

celui ou 'on a une infinité de couples rp,=r,,=3.
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Il résulte des diverses inégalités qui viennent d'étre établies que les seuls
nombres g pour lesquels H(E; s, a, b) puisse étre supérieur a 10,24, 17,7 et 27,1

dans les cas respectifs oi s =1, g et 11, sont ceux des nombres E(W) pour
lesquels pour tout m assez grand, r.=2 et r\,=3 et ceux pour lesquels
rm=13 et r,,=2. Notons-les respectivement { (W, ;) et (W, ,). On va prouver
que ce sont les nombres critiques en montrant que, pour eux, H(; s, a, b) est
supérieur aux bornes qui viennent d’étre indiquées.

Remarquons d’abord qu’a cause d’une symétrie évidente (qui traduit R2), on a
H[§(W23)55, @, 6] = H[E(Ws)5s, a, B].
On peut donc se restreindre & ’étude des nombres (W, ;).

Pour ces derniers nombres, lorsque m augmente indéfiniment, Z.n et Zymio
sont respectivement égaux aux racines positives des équations

(3s—2)x? =(3s—2)(2s—4)x +(3s—3)(2s—3)—1,
(2s—2)z?=(25s—2)(3s—4)z'+ (3s—3)(2s—3)—1,
tandis que ¥im €t ¥im+2 tendent respectivement vers les racines négatives des
mémes équations. Désignant par A? et B le discriminant et le terme indépendant

de z ou 2’ que ces équations ont en commun; on a, lorsque m augmente indéfi-
niment :

AlimH‘m=—(3s—2)+%(s——l)(3s—2)(2s-——4)+ ZB(s—I)z,
AlimH1m=—(3s—z)—%(s+1)(3s—2)(2s-——4)+ %(s—ﬁ-x)?,

AIimH',:'",=(s——x)2[3s——2+%(35—2)(23—4)-— %];

Hu H "

Am+2) Am+2

et H

" m+s ONt des limites analogues, telles que

Alim Hypp= Alim HY oy = Alim H} ,,— s? = Alim HY .y — 52,

Alim H},, = Alim H ., ,.

Pour déterminer H[E(Wa,3); s, @, b], il ne reste donc, d’aprés le lemme 10
(§6), qu'a trouver la plus petite des deux expressions A lim H,,, et AlimHY . Or:

—Pour s =7,
Alim Hypm == 2324 et Alim HY,,= 2331;

— Pour s =g,

AlimHy,,= 7119 et Alim HY,,= 7056;

—Pour s =11,

Alim Hy,, =16 984 et Alim HY, = 16 775.

Les discriminants A? correspondants valant respectivement 51072, 158 4oo
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et 381 920, on a pour les nombres £(W,,,) -considérés :

H(E g, a,6)= —24 _ 87,
V51072 o\/lm
H(; 9, a,b)=—l(@—— 294

V158 4oo — 5 \/ﬁ’
16 775 305 /35
V381920 . 4V434

H(g 11, a0, 6) =

30:- \/:u
Comme 83 V7 Y/ > 10,2 _~> 17, > 27,1, on peut énoncer :
> Vll] 4 \/ / / 4 \/47 VAR P

Tueorkwe 5. — Pour s =17, 9 et 11, les nombres ;( W, ;) et 2( W, ) sont les
nombres critiques. Les bornes H(7), H(9) et H(11) sont isolées et valent :

H(7)= M = 10,283...

2y/114 -
294 305 /55
H = —= =17,728..., B(11)= —=— =127,144.....
(9) Wir 17,72 (11) o 7

L'ensemble des H(t;s, a, b) ne prend aucune valeur entre H(s) et 10,24,
17,7 et 27,1 respectivement pour s =1, g et 11.

Remarque. — D'une maniére analogue a ce qui a été dit dans le cas s > 13, il
existe, dans les trois cas qui viennent d’étre étudiés, des nombres % critiques pour
lesquels la limite H(E; s, @, b) n’est approchée que par valeurs supérieures

par Hy,, et HY, ., ou par H}, et H,, ... et pour lesquels il n’existe donc qulun

nombre fini de fractions g telles que |o(vE—u)|<H(s), avec u=a et
¢=b (mods), (s, a, b)=1.

9. Etudions le cas s = 5.

Notons que pour s =5,
s?—1
s?41

1
Z:(s——l) 13<4 62.

Considérons un nombre £(W) tel que pour une infinité de valeurs de m, rp,
ou r’, soit au moins égal a 6 [r,, et r,, étant, rappelons-le, au moins égaux a 2 pour
tout m en vertu de la condition (¢)]. Pour les indices » = 4m (pour r,> 6) et
n=4m —+ 2 (pour r,,>> 6), on a (en utilisant la notation des développements en
fraction continue limités) :

8 8
zp>(26 1 6 1 6)=26+45-5 et }’n<-—%.

Il en résulte que lim lim H), ou 11m H et, par suite, lun €, sont majorées par

4<2+26+ gz><2 gg) _4/94 62

96 763.55
55

<4
26—+
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Considérons ensuite un nombre £(W) tel que pour une infinité de valeurs
de m,on ait r,_, > 3 et rn>> 3. Pour les indices » = 4m correspondants, on a

Zp> (11 1 6)=n+-§ et yp<—(0o 1 II)=— —

par suite,
11

<2+u+§>(2——> 3
lim Hj < 4 z e~

6 11 1073
n n+;+— 7

<4,701'

Cette limitation vaut évidemment pour lim lim C, dans le cas envisagé et dans celui

ou l'on a une infinité de couples rp> 3 r3.

m=—

Considérons enfin un nombre £E(W) tel que pour une infinité de valeurs de m,
on ait r,_, <4, rm=12 et r,, < 5. Pourles indices n = 4m correspondants,on a:

2p<(6 1 22)_64—23 et Yn>—(0 1 17)=——-l—7

B e [

3271

par suite

< 4§,722.

6+

7
23 18

Cette limitation vaut évidemment pour lim J€, dans le cas envisagé et dans celui
n

ot 'on a une infinité de triplets rpn <4, 1, =2, rm1 =<5. .

Il résulte des diverses inégalités qui viennent d’étre établies que les seuls
nombres £ pour lesquels H(E; 5, a, b) puisse étre supérieur a 4,722 sont ceux
des nombres £ (W) pour lesquels, pour tout m assez grand, rm=12 et r,,=5
et ceux pour lesquels rm=15 et r,,—.2. Notons-les (W, 5) et E(W;3). On va
montrer que ce sont les nombres critiques, en se bornant comme précédemment
aux nombres £ (W ;).

Pour ces derniers nombres, lorsque m augmente indéfiniment, ,,, €t Z4n2 sont
respectivement égaux aux racines positives des équations

23 22 = 1382 + 153 et 8 2"t = 168 2’ + 153,

tandis que Ysm €t Yimia tendent respectivement vers les racines négatives.
Désignant par A? le discriminant commun de ces équations, on a A= 12y/230 et

AlimH,,, = AlimH) s> AlimHyp= AlimH”,,,, > AlimHY, = A lim HY . o,

cette derniere expression étant égale a 860. Donc, d’apres le lemme 10 (§ 6) :

H[§(Ws,5); 5, a, b] = 1285:30 :3\/‘/—_

> 4,722, on peut énoncer :

435
VR

Comme on a -
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TueoreMg 6. — Pour s = 5, les nombres E(Wa5) et E(W,2) sont les nombres

critiques. La borne H(5) est isolée et vaut 43£'=11,7255.... L’ensemble

3V46

des H(%; 3, a, b) ne prend aucune valeur entre H(5) et 4,723.

Remarque. — D’une maniére analogue a ce qui a été dit dans les cas précédents
ou s est impair, il existe des nombres £ critiques pour lesquels la limite H(¢; 5, a, b)
n’est approchée que par valeurs supérieures par HY,, et HY,,,, et pour lesquels il

n’existe donc qu'un nombre fini de fractions :)—‘ telles que |o(vE—u)| < H(3),

avecu=aetv=>5 (mod5), (5, a,b)=1.

10. Etudions le cas restant : s = 3.

Notons que pour s = 3,

1 §2—

I 4
“s(s—l)s’—_'_l =1,2< 3"

3

Considérons un nombre{ (W) tel que pour une infinité de valeurs de m, r,, = a.
Pour les indices n—=4m correspondants, on en déduit z,<<3 et H,<1;
d’ou limH, 1. Cette derniere limitation vaut évidemment pour lim €, dans le cas

n n

envisagé et dans celui ol 7, = 2 pour une infinité de valeurs de m.
Considérons encore un nombre {(W) tel que pour une infinité de valeurs
de m, r,_, >3 ¢t rn> 4. Pour les indices n = 4m correspondants, on a z,> 8

m—1

et )',.<~—§ et, par suite, H, << g La limitation lim Je,.ég vaut évidemment
n

dans ce cas et dans celui oi 'on a une infinité de couples rmX 3, . 4.
Il résulte des diverses inégalités qui viennent d’étre établies que les seuls

nombres = pour lesquels H(t; 3, a, b) puisse étre supérieur a % sont ceux des

nombres :( W) pour lesquels, pour tout m assez grand, r, =r, = 3. Notons-
les (W),

Pour ces derniers nombres, lorsque m augmente indéfiniment, Ziu €t Zim+a
sont égaux a la racine positive de l'équation 2?=5(z—+ 1), tandis que Yim
el ¥im+2 tendent vers sa racine négative. On en déduit que les limites de H,,,
H, A H 6 H H!

sm? sm) $m+29 S m+2

et H',,., sont toutes égales a 73; Donc

3

H[E(W3>; 3, a, b]= ﬁ‘

Comme on a %> g, on peut énoncer :
J

TunetoreMe 7. — Pour s =3, les nombres £(W,) sont les nombres critiques.

La borne H(3) est isolée et vaut 3oy »3416. ... L'ensemble des H(E; 3, «, b)

N

ne prend aucune valeur entre H(3) et g
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Remarque. — Parmi les six fonctions de y,, ou de y4,.a indiquées ci-dessus
et dont la limite commune est H(3) lorsque £ est un nombre critique, certaines
sont croissantes et d’autres décroissantes par rapport aux variables y.m €t 3.
qui tendent toutes deux de la méme maniére monotone vers leur limile commune
lorsque m augmente indéfiniment. Pour tout nombre £ critique, H(%; 3, «, &) est
donc approché par valeurs supérieures et par valeurs inférieures par ces six
fonctions, contrairement a ce qui avait lieu dans les cas précédents (s impair). 11

en résulte que :
Pour tout nombret, il existe une infinité de fractions % telles que

[0(0E—lt)|<-—3§1 u=ga, p=20b (mod 3), si (3,a,b)=1

RESUME DES RESULTATS.

Résumons les résultats qui ont été obtenus dans ce chapitre, en les traduisant
pour le probléme de I'approximation de zéro par la forme linéaire non homo-
géne gt — p — p, ot § est un irrationnel et p un rationnel non entier donnés, et
ol p et ¢ peuvent prendre toutes les valeurs entiéres (¢ 5 o). En écrivant p sous

la forme irréductible ; (s> 2), ces résultats (th. 1 a 7) impliquent les valeurs
. ¢
suivantes pour G(-) :
s
Si s est pair et au moins égal é 4§ :
o(9)-10-1)
) 4 s

St s est impair et au moins égal a 13 :

Enfin :
t 1 t 43
G(l) - ! c.<_) = L G(—> = A
2 & 3 3\/5’ 5 15\/2'io’
t 83 t 98 t 3053
()= )= o(%) =i
7 14 798, 9 135 \[1—1’ I 44V4 774
En fait, les théordmes cités et les remarques qui leur sont jointes permettent
les énoncés plus précis qui suivent :

Si s est pair et différent de 2, t étant un entier quelconque fixe premier

avec s, pour tout irrationnel § il existe une infinité de fractions g telles
¢
q(qi—p—— ;) l < k lorsque

I 2
ks i(=3):

que
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1l existe des nombres § critiques, qu’on peut définir ceux pour lesquels il n’existe

qu’un nombre finj de fractions 19—7 telles que 'q(gi —p— é) < k pour toutes les

valeurs de & strictement inférieures a 1<[ — ;) - Un exemple de nombre critique £

4
. A+Bn . . . .
est fourni par £ = T Dy’ Cumest un irrationnel dont les quotients incomplets

sont tous divisibles par s et tendent vers l'infini avec leur rang dans le dévelop-
pement de 7, et ou les entiers A, B, G, D satisfont aux conditions

AD—BC=¢==1, De=c5, sz—e(g—x) (mod s).

. . L o ¢
Il existe aussi des irrationnels { pour lesquels lim [q(qi—p—~ ;> ’(q # o) est
P
arbitrairement voisin de % <1 — ;)
Si s =2, pour tout irrationnel t il existe une infinité de fractions —;—7 telles

que 'q(qg—p—é) ‘ < k lorsque

k>

F-NE

Des exemples de nombres £ critiques [qu’on peut définir encore ceux pour lesquels
il n’existe qu’un nombre fini de fractions 1}, telles que Iq(q'&——p— é) ‘ < k pour

toutes les valeurs de £ strictement inférieures a G(i) = %] sont fournis par

£=(ry 2 re...2 r; 2...), ott les r; sont des entiers indéfiniment croissants avec j.

(g7 0) est

Il existe aussi des nombres £ pour lesquels lim Iq(gE_—p—-—%)
X;

.. .. I
arbitrairement voisin de -

4

Remarque. — Dans les cas s=2,s=4 ets=6, on retrouve, avec des
précisions supplémentaires, les résultats signalés a la fin du chapitre précédent.
Si s est impair et au moins égal a 13, pour tout irrationnel ¥, il existe une

infinité de fractions g telles que l z](qi—p — g) ‘ < k lorsque

Tous les nombres critiques £ (définis comme ci-dessus) sont déduits de la racine
A +Bn N

positive n de I’équation en 2: z = (125 — 4 z) par E = T °

S$+1

AD—BC=¢e==*1, Dt=ce, Ct=—c¢ (mod s).
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Parmi eux, il y a des nombres { tels qu'il n’existe qu'un nombre fini de

fractions I;’ telles que I q(q&——p—— ;) I < k lorsque k= G(f) '

Si 'on écarte tous les nombres critiques, on peut remplacer la constante

44/ 1

GG):‘_; ‘ (i)

R

par une autre strictement plus petite, égale par exemple pour s =13 a 0,2282

[au lieu de G <I—t3\) =0,23835... lorsqu’on conserve les nombres critiques] et,

s2—1
ST+ 1

pour s> 15, égale a %(1 ——E)

y dont une expression asymptotique pour s

infiniment grand est donnée par % [ 11— ;, + O(Sla >] tandis que pour G(g),

s
. . 1 1 3 1
une .expressmn asymptothue est donnée par Z[ 1 — Pl —+ O<s—3>] .
Dans chacun des cas s =3, 5, 7, 9 et 11, pour tout irrationnel§ il existe une

infinité de fractions 1—; telles que 'q(q& —p— ;) ’ < k lorsque, respectivement :

1 43
k> —— =o0,1490... pour s=3; k> =o0,1830... pour s=>5;
3v5 2 149 14 15 V230 5 189 P
k> 33 = 0,2098 our s =17; k> 98 = 0,2188 pour s=9;
14 Y798 120950 P ’ 135 /11 ! ’
k>#‘/_5=0,2243... pour s=11.
44V 4774

Les nombres £ critiques sont encore de la forme § = é:—g::, ot A, B,C,D

satisfont aux mémes conditions que dans le cas s impair > 13, mais ol 7 est cette
fois la racine positive des équations en z suivantes :

x=(1 5 x) pour s=3; z=(1 6 1 21 x) pour s=5h;
rx=(1 28—4 1 3s—4 x) pour s=17,9 et II.

Parmi ces nombres critiques, et seulement dans les cas s =5, 7,g9et 11, ilya

des nombres £ tels qu'il n’existe qu'un nombre fini de fractions Lq) telles

que ‘ q(qF, —p— é) | < klorsque k = G(g) - Sil’'on écarte les nombres critiques,

. t\ . . .
on peut remplacer les bornes G(;) ci-dessus par d’autres strictement plus petites

que o0,1478, 0,1889, 0,2090, 0,2186 et 0,2240 dans les cinq cas respectifs en
question.

Le probleme se pose de déterminer exactement ces valeurs suivantes et les
analogues pour s impair quelconque. 1l est résolu dans le seul cas o s = 3, par
les résultats du chapitre précédent, dont les méthodes sont plus aisées : c’est



ainsi que, pour s =3, la borne G(%) = 3—:/—5, déduite de C(3)=1/5 dés la fin

du chapitre précédent, peut étre remplacée, si l'on écarte ici les nombres
= 0,1423..., déduite de fagon analogue de T'(3) =1+ 15 .

Les résultats du chapitre I permettent encore d’ajouter que cette seconde

critiques, par

valeur _1___3__ est la plus grande valeur d’accumulation de I'ensemble des
()

valeurs de lim , q (qg —p— g) l (g5 0) lorsque £ décrit ’ensemble des irrationnels.
P q .

I11. — Etude diophantienne de la forme gt — p — ; sous la condition ¢ > o.

Un probléme analogue a celui envisagé dans le chapitre précédent consiste dans
I’étude de 'approximation de zéro par la forme linéaire non homogene gt — p —p,
ou p est un nombre rationnel donné, et ou les variables p et ¢ peuvent prendre
toutes les valeurs enti2res, 'une d’elles, ¢ par exemple, étant en outre astreinte a

rester positive. Pour g assez grand et Lq’ suffisament voisin de £, le signe de p est

alors aussi déterminé : c’est évidemment celui de £. En étudiant ce probléeme dans
le présent chapitre, nous laisserons de coté le cas banal ou £ est rationnel, et celui
ol p est entier, dans lequel on se rameéne encore immédiatement au probléeme de
P'approximation de § par des rationnels quelconques.

¢ . .
1. Posons encore p = ; (¢, s entiers premiers entre eux, s> 2); la transfor-

mation du paragraphe 1 du chapitre II rameéne le probléme envisagé a l'étude
de lim |¢(¢vX — u)|, ol u et ¢ prennent toutes les valeurs entieres telles que u = ¢,

u,v

v=o0 (mods), avec v>>o. Plus généralement, nous poserons comme au chapitre II :

K(;s, @, b)=lim|o(vE—u)|,

u,v
ou u et ¢ prennent toutes les valeurs entiéres satisfaisant aux conditions

(1) u=a, v="5 (mods), v > o,
ou a et b sont deux entiers donnés, premiers dans leur ensemble avec s.

Comme pour I'ensemble des valeurs de H(%; s, @, b) (chap. II), montrons que
I'ensemble des valeurs que prend K(£; s, a, b) lorsque £ décrit I'ensemble des
irrationnels est indépendant de @ et b pourvu qu’il restent premicrs dans leur
ensemble avec s.
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Considérons a cet effet deux solutions en nombres entiers A, B, C, D et A’, B/,
C/, D’ des congruences modulo s :

(2) a=Ad+B¥, b=Cd-+Db
telles que
(2) AD —BC=¢==1, A'D—B(C=¢==1,

ot @' et &' sont deux entiers tels que (s, @', b') =1, et associons 4 I'irrationnel §
les irrationnels £ et £" définis par

At'+ B A"+ B

=T fTowen
Les substitutions modulaires
u=Au+ B¢, wu=A'u"+ BV,
v= Cu'+Dv, o= Cu'+ D"

associent biunivoquement a tout couple d’entiers u, ¢ tels que u =a, v = b(mods)
des couples d’entiers u', ¢’ et u’, ¢" tels que

vV=u'=d, v'=1¢"=b" (mods).

Lorsque le couple u, ¢ prend un ensemble infini de valeurs tel que ¢ soit stric-
tement positif et que lim|o(vE—u)| soit finie, u/, ¢' et u”, ¢ décrivent des

u,v

ensembles tels que (¢f. chap. II, § 1) :

lim[o(vE—u)|=lim| o' —a')| = lim |o"(s""—u") |

u,v u, v o
et que, 4 un nombre fini d’exceptions pres, ¢' et ¢” gardent des signes constants,
puisque, lorsque ¢ augmente indéfiniment, %I et %’ tendent respectivement vers
les limites finies non nulles (A — Ct) et ¢'(A'— C't) ; par suite, si

e(A—CE)>o0 et &(A'—CE)>o,
¢, ¢’ et ¢ sont simultanément positifs pour ¢ assez grand, et 'on a
K(E;s,a,b)=K(¢;s, a,b)=K(;s, a,b).
Pour alléger les calculs, supposons a'=1 et ' =o. Les conditions (2) se

réduisent a :

A=A=a, C=C0C=b (mods),

o/
9 AD—BC=¢ A'D—BC=¢:

Or, en posant £ = (@, b), on peut choisir d’une infinité de maniéres des entiers «,
B, o et tels que

aa+ b=t tt+so=1,
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puisque (s, @, b) =1. Dés lors, comme
(a+o3s) (“T'F g) + (b —oas) ({3-:— ;) =1,

on obtient une infinité de solutions des équations (2') en prenant
A = a+ ofis, C=b—ouas,

et B et D tels que AD —BC =, ce qui est possible puisque (A, C)=1. Choi-
sissons, par exemple, deux valeurs de ¢ qui fournissent deux solutions A, B, G,
D et A, B, C/, D' telles que C et C’ soient positifs, et é > %; I'indétermination
de B et D, B’ et D' permet encore de faire en sorte que ¢ =1 et &' = —1. Quel que
soit Z, 'une au moins des deux expressions (A — CE) et & (A'— C'E) est alors
positive ; & tout irrationnel £, on peut ainsi associer un irrationnel £’ ou un irra-
tionnel ¢’ tel que K(¥'; s, 1, 0) ou K(§"; s, 1, 0) soit égal a K(&; s, @, b) : donc
Pensemble des valeurs de K(£; s, @, b) est contenu dans 'ensemble des valeur
de K(z;s,1,0).

En supposant au contraire @ =1 et b = o, on montrerait de facon analogue que
I'ensemble des valeurs de K(£; s, 1, 0) est contenu dans 'ensemble des valeurs
de K(z; s, d/, b') pourvu que (s, @', 8') = 1. L'ensemble des valeurs de K(; s, @, b)
est donc globalement identique a 'ensemble des valeurs de K(&; s, 1, 0) et 'on
peut énoncer :

TutoreMe 1. — Lorsque a et b varient, s restant fize avec (s, a, b)=1, la
Jonctionde: : K (%;s, a, b) conserve globalement le méme ensemble de valeurs.

En particulier, on peut donc désigner par K(s) la borne supérieure de K(¢; 5, @, b)
lorsque : décrit 'ensemble des irrationnels.

La méthode développée au chapitre II pour I'étude de H(E; s, a, b) et la déter-
mination de H(s), analogues a K(£; s, @, &) et K(s) mais ot la restriction ¢ > o
est levée, utilise un classement des couples u, ¢ relatif aux couples de réduites
consécutives de lirrationnel £. Ce classement répartit les couples u, ¢ en
ensembles Z,, Z,, 7, 7 qui possédent notamment la propriété suivante : pour
chacun d’eux les formes linéaires ¢ et ¢f — u conservent toutes deux un signe
constant. L’étude de K(¥; s, @, b) pourra donc étre abordée par un algorithme
voisin de celui du chapitre II, mais ou seules seront prises en considération les
fractions appartenant a certains des ensembles Z,, Z,, Z., Z., en fait Z, ct Z,.
Cependant, le probleme de la détermination de K(s) paraissant beaucoup plus
difficile que celui de la détermination de H(s), nous nous attacherons plus particu-
lierement a trouver des limitations pour K(s) valables paur tout s, et nous déter-
minerons K (s) pour's =< s < ro.

Rappelons enfin que tous les développements en fractions continues qui seront
envisagés dans la suite seront supposés écrits de fagons que les dénominateurs des

n

réduites et les quotients incomplets, sauf peut-étre le premier, soient positifs (¢f.
note (%), p. 242).
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2. Conservant les notations du paragraphe 2 du chapitre II, on voit de la méme
fagon que K(%; s, a, b) est entierement déterminé par s et par la donnée, a partir
d’un certain rang, de la suite des quotients incomplets a, du développement en
fraction continue de £ et de celle des coefficients ¢, associés, qu’on peut réduire a
la donnée de deux d’entre eux consécutifs grice aux formules de récurrence

(3) dpy1= Cn, cn+1=dn—ancn+gns (0_4_0,,(8),

ol g, est le plus petit entier au moins égal & ﬂ'—cis_-——d"-

Sil'on se donne arbitrairement une suite indéfinie d’entiers strictement posi-

tifs bo, by, ..., bn, ... et un couple d’entiers co, do, avec 0 Lco<s, 0 L do<s,

(s, coy do) =1, pour n assez grand, les réduites % (n— m constant) du nombre
B .

g:é:_l):, ot mn=(bo b ... by ...)etou A, B, C, D vérifient

Aco+ Bdy=a, Ceco+Ddy=b (mods),

4) AD — BC = =1, C+Dn>o

" ont leurs termes déduits des termes des réduites };—" de n par
. n

Pm= Aqln"'BP'm dm= Cq'n"‘Dplny

la condition C + D0 > o assure donc que ¢y, est positif comme ¢, ; de plus, on a
vu (chap. II, § 2) que les coefficients ¢, et d,(0 £ ¢, <<s, 0 Z dn<<s) associés
a b, dans le développement de v sont aussi associés au quotient incomplet @, égal
a b, dans le développement de £; on a donc

uU=Ccappm—2+ dqu—l =a,  v=Ciqm—2+ d, dm—1= b (mods), avec ¢ >o.

Or, il résulte de la démonstration du paragraphe 1 qu’on peut toujours trouver
des solutions entieres A, B, C, D aux conditions (4). On est donc assuré de
trouver des nombres £ qui admettent a partir d’un certain rang. les entiers b,,
bn+1, - . . pour quotients incomplets successifs, avec des réduites & dénominateurs
tous positifs, et des coefficients ¢,, ¢piy, ... associés déduits de co, do par les
formules de récurrence (3) aprés remplacement des a,, par les b,.

De deux solutions A, B, C, D et A/, B', C/, D' des conditions (4) on déduit.
comme au chapitre II, deux nombres £ et £’ qui seront dits éguivalents pour le
probléme qui nous occupe. £ et £ sont tels que

K(t; s, a,b)=K('; s, a, b);

A E + By

Ci &'+ D,

a=Aja—+ B;b, b=Cia+D;b (mods),
AD —B C=¢==F1

ils se correspondent dans une relation homographique £ = telle que

avec
CiE¥+Dy>o0 ou, encore, — Cyet+ Aje >o0;

-on vérific facilement que cette relation entre £ et £’ est bien une relation d’équi-
valence.
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. . u . . . . ‘
3. Parmi 'ensemble des fractions . satisfaisant & (1), nous allons définir une

famille plus restreinte telle que la limite inférieure de | e(vi—u)| lorsque g décrit
cette famille soit cependant égale a K(£; s, a, b).

L’ensemble des fractions satisfaisant a (1) remplit la condition d — ¢y, > o qui
traduit ¢ > o puisqu’on a supposé positifs les dénominateurs des réduites de £. Or,
parmi les fractions des ensembles %, introduits au chapitre II, seules celles des
sous-ensembles Z,, et Z,, satisfont & cette condition. A chaque indice 7, nous asso-
cions donc ici les onsembles Z, ev L, (a Yexclusion de Z) et Z;). Leur réunion

lorsque n varie a parhr de n =1 (Z désignant la réduite préliminaire ) est

identique a 'ensemble des fractions satisfaisant a (1).

Nous dirons qu’on est dans le cas A, si c,zn—dn>0 et dans le cas B,
si ¢pp— dp<< o. Remarquons que lirrationalité de £ implique cpz,— dn7 o.
B, implique d,, > a, ¢, et. par suite, g,= o, tandis que g, = o implique :

(cn+| X 41— le—l) =d,—e¢, Ly
1
c’est-a-dire B, ou B,,4. B, implique donc A, ,. Enfin, si 'on a A, et A,.,, alors
gnZoet fr1'= f%6—1 a un dénominateur positif.
Le lemme 1 du chapitre II affirme que :

Lewue 1. — Lorsque fi* décrit L, Hy* S H) si lon a A, et HME S HY® sf
l'on a B,.

Il résulte de la démonstration méme de ce lemme 1 que si f)’° n’appartient pas
a Z,, lorsque fﬁ”‘ décrit Z,, H#* > H,'° méme dans le cas A,. En transposant ces
résultats pour Z, a 'aide de la substitution R, on peut énoncer

Lexye 2. — Lorsque f%* décrit T,, H"* > H;"" (qu'on doit remplacer par
H;° si ecn=o0, ce qui implique B,) si f"° a un dénominateur positif, et
HY S H; Y si f;1° nappartient pes a L.

o Supposons qu’on soit dans le cas B,.

—Si a,> 2, on a (¢p+s)xy—dp,>s>d,—c 2, >0, et comme y, <o
entraine dy—(¢n+ §)¥n>du—cnYn, on en déduit : H'»* >H".

— Sia,=1, comme g,=o, f,° et /11" sont identiques : H)*=H;'.

De plus g, = o implique aussi f3" = f:°,, d’ou Hp'* = H:",.

Le lemme 1 peut donc s’énoncer dans le cas B, : lorsque f4* décrit L, on a
HPA X inf (H2Y, H0). :

n+1? n+1
D’autre part, si f,"° appurlient AaZ,ona o< S 2L L), et
d,, 2 Y Zp

Cn : —1 —1

ne 0 >—— > —— @ —Cpy —y — — -, =
comme o Z > ) on nH(du,s Cn; 7o z">>H<d,,, Cn; y,,’ xn>
ce qui, en vertu de I'identit¢ H(ce, d; ,, 1,,)_H(d —c; ;——I, -g-‘), s'exprime :

n n

H—l 0>H0 0‘
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De plus, B, implique d,+ s+ (s—e¢u) 2> dy—cnn>o0, d’ou H;' > H)*,
pUiSq“e dn+s+ (S_cn)yn > dn’_cn)'n-

Le lemme 2 peut donc s’énoncer dans le cas B, : lorsque f** décrit Z
HR S H =H),.

En résumé, on peut énoncer :

’

on a

n

Lenne 3. — Dans le cas B, (qui implique A1), lorsque f** décrit L, et T,
ona
H2A4 S inf(HSO, H-L).

n+1? n+1

2° Supposons qu'on soit dans le cas A,,.

—1,0

— Sil'onaA,_, on avu que f

lemmes 1 et 2 impliquent :

a un dénominateur positif et par suite les

Lemye 4. — St Pon a A,_, et A,, lorsque _/f:" décrit L, et L, on a
HA% ~ inf (HD°, H; ).

T y o S—¢Cy  S—dy+ an—1cn— —1
— SilonaB,_j,ona g, ;=0 dou = > @y >
a Dp_yq, a &na . P n 7n

donc f7,"'° ne peut appartenir a Z, et par suite, les lemmes 1 et 2 impliquent :

>

Lense 3. — Si lon a B,_, et Ay, lorsque f** décrit Ly, et L, on a

n?
H/A% = inf(HS0, Hatt),
Posons alors
K= inf (HDO, Hz') si A,y et Ay,
et
.= inf (H2O, H7'') si B,_, et A

M ’ . u . .
Comme la réunion des Z, et des Z, est 'ensemble des fractions - satisfaisan-

N . u . .
a (1), et que le nombre des rangs n tels qu'une fraction — donnée satisfaisant

a (1) puisse se mettre sous I'une des formes f3°°, f7"°, f»" est fini (¢cf. démonst
tration donnée & la fin du paragraphe 3 au chapitre II), il résulte des lemmes 3, 4
eth:

THEOREME A :
K(E; s, a, b)=lim 5C,,
n
ot n décrit U'ensemble des indices tel que U on ait A,, ce qui peut s’exprimer :
Pourlecalcul de K (5; s, a, b), on peut se restreindre aux fractions suivantes:

SiAyret Ay fRlet f71 si Bo_ret Ayt fR0et frlst.

Ces fractions seront nomméces fractions privilégiées det au rang n (relativement

au triplet s, a, b et & la condition v > o). Elles seront désignées dans la suite
respectivement par f,,, f,, et /% au lieu de f3°, f7"° et f;"'. Les quantités H**

n

correspondantes seront notées H,,, H), et H},.
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Remarque. — Aucune fraction privilégiée n’est rattachée aux rangs n tels que
I'on ait B,. Cependant, pour obtenir par exemple des majorations de K (¢ ; s, a, b),
on pourra bien entendu utiliser telle fraction que l'on voudra, et en particulier
pour de tels indices n, des fractions comme f}°, f1'°, .. ..

4. En supposant que I'on soit dans le cas o A,_; ¢t Ay, nous allons chercher
une majoration de I, = inf(H,, H)), valable quels que soient z, et y,. Le calcul
de comparaison de H, et H), a ¢té fait au paragraphe 4 du chapitre II en suppo-
sant ¢, et d, au plus égaux a ‘; Si l'on supprime cette restriction, H, reste une
fonction croissante de x, et décroissante de ), dans les intervalles de variation
qu'implique A,, tandis que les sens de variation de H, sont opposés. Le maximum

de H, et le minimum de H), correspondent aux mémes valeurs : + o pour z, et

d, . ye  qe , .
—"_ ou—1 pour ¥, ; donc, en supprimant 'indice n pour alléger I’écriture :
. pour ¥ ; » €N supp P éger I’éeriture

—— ou bien minH'= 0 << max H, dans le cas ou s —c > d ;

— ou bien minH'= (s —¢) (d +c—s) <<e(c+d)=maxH, dans le cas
ous—c<d.

Le minimum de H et le maximum de H' correspondent aux mémes valeurs :
d
. ou 1 pour z et o pour y; donc :

— ou bien, sid> ¢, minH =0 < maxH’;

— ou bien, si d <<c¢, minH=d(c—d) et maxH'=d(d+s—c), ce qui

. . . . . s 1
implique minH << maxH', 4 moins que ¢ — d > =9 auquel cas H' << ;sd.
" 2 2

Sie—d< g, inf(H, H') est donc toujours inférieur ou égal a la valeur

commune maximum de H et H' lorsque H=H', qui, d’apres le calcul déja cité du
ad

paragraphe 4 du chapitre II, correspond aux valeurs z =

d(s—o2c)

. S
y — -
‘),L‘—S") OSlC>2

. s N s

el r=—+w. y=— st e Dans le cas on ¢ > =) cetle valeur
. 1 . s

commune maximum est - sd, et dans le cas ott ¢ < 7, elle vaul

Lag 2oz Ly,
2t (s—c) T 2

Dans tous les cas, on peut donc énoncer :

Lemwe 6. — Si lona A,_, et A, alors

5, = inf(H,, W) < > sd,.

Supposons maintenant que I'on soit dans le cas ou B,_, et A, et comparons H,
et H). Les sens de-wariation de ces fonctions de z, ety, sont encore opposés
dans les intervalles de variation qu’implique A,. Leurs extrema correspondent

d,
donc aux mémes valeurs : + © pour z, et — 1 pour y,, d'une part ; 1 ou —= pour z,
b ? c

n
eto pour ), d’autre part. On en déduit, en supprimant de nouveau l'indice n :

maxH = c¢(d+c) et minH"Y = (s —¢) (d +¢),
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ce qui implique max H > min H" a moins que ¢ £ s — ¢, auquel cas H < %s(c “S-d):
minH = 0 << maxH", dansle casou d > ¢} '
minH=d(¢c—d)<(2s+d—c¢) (s +d)=maxH", dans le cas ou d <<c.
Siec> és, inf(H, H") est donc toujours inférieur ou égal a la valeur commune

maximum de H et H" lorsque H = H", c’est-a-dire lorsque

(3) [e2+ (s —e]ay +[(s —¢) (s +d) —ed] (x +y) + (s + d)t+ d2 = 0,

équation qui définit y comme fonction croissante de . Lorsque cette condition (3)

est réalisée, on a

oy s(c+d)
== o= =

y)[c(s—c)(x +y)+s(c—d)+2cd],

d’ou, en différentiant :

2+ (s—c)?

oxd) (x—y)28H =——[s(c——-d)+2cd+2)’c(s—c)]8.i‘+[s(c—d)+2cd+2zc(s—c)]6_)‘.

Or, la différentiation de (3) donne

[t—e)(s+d)y—cd+y(s—ec)2+c?)]dx +[(s—c)(s+d)—cd+ xr((s—c)+c?)]8)y =0,

d’out
%;—X(I—y)zaﬂ=—s‘i(l+y)6.z‘—(s—'_»c)[(s——zc).v,+s+2d]83'.
Mais y>—l' implique, d’aprés (5), x>iz__“f Donc, comme c>§’ les

coefficients de x et y sont tous deux négatifs dans I'expression ci-dessus, et la
s +2d
2c—s’

valeur commune maximum de H et H” correspond précisément a z =
I
¥y =—1, et vaul ;s](c +d).
Comme on a vu que ¢ < s — ¢ implique H < -;-s(c ~+ d), on peut donc énoncer
dans tous les cas : :
LemMe 7. — Si Uon a B,_y et A, alors

Hp=inf(H,, HY) < %s(c,.+ dn).
Enfin, un calcul analogue permet d’établir le lemme suivant :
Leuue 8. — 8¢ lon a B, alors inf(H*, H)*) < ;:-s,d,,.

Ce dernier résultat est & rapprocher du précédent, en remarquant que dans le
cas B, ona gua=o0 et Ay, 4, et aussi

. cu+l+dn+i=dn*'(“n—‘)cn-



— 275 —

3. Nous allons déduire des lemmes 6, 7 et 8 la majoration suivante de K (s),
valable pour tout s > 2 :

K(s)< %s’.

1° Supposons qu’on soit dans le cas A,. — Si cp< gs, on a, d’aprés les
lemmes 6 et 8 : si Ay, inf(HYS, H D) < %sﬂ 3 i Bpyg, inf(H2S, HES ) < % 52,

Sicn> gs, ou bien dp + (s —¢n)yn>> 0 assure que le dénominateur de f3,"*°
est positif et, par suite,

dp[dn+ 5(s — cp)] 252
5 <%

Hz1 0 < deés que z,>5;

— ou bien d,+ (s —¢n)yn< 0 implique

[dn+ s+ za(s —cn)][dn+ s +yu(s—cn)]

Hoto! =
" Zn—Yn
s 2, .
P ;;—_7+s—c,, <§s dés que 2,> 5.

Mais si ¢, > gs eta,<4,ona

Crt1=Cpn—1+ An(s—Cp) +(gn— an)s < s+ gs+(gn—a,,)s

et, par suite :
. N 4 . - 2
— ou bien grn=an—1, &0l cniy < 35, donc inf(HRS,, Hx, HIL) <25,
sauf peut-étre si 'on a B4 (lemmes 6 et 8);
—ou bien gn=a,, &0V chr1=ca1—cn+ (@n—1)(s—cn) +5s<s,
ce qui implique ¢, > ¢,_i, éventualité qui ne saurait avoir liev pour tout r.

En résumé, pour tout irrationnel § il existe une infinité de fractions '—: satis-

Sfaisant aux conditions (1) et telles que |v(vE—u)| < gs?, sauf peut-étre

st le cas B, intervient une infinité de fois dans le développement dek, le cas A,
n’intervenant en outre que pour les indices n tels que a, < 4.

2° Supposons qu’on soit dans le cas B,. On a donc

&n=10 et Cn4 = Cp—q— AnCn <L Cp—1.

Sicp < és, comme Ay,4, on ainf(HYS,, HY, H 1) < %s” (lemmes 6 et 8).

5 n+2? n+2
Si chpr > és, ce qui ne peut arriver que pour s > 5, on a

Cpn—1 — Cpn41 s,
C) = i =0
an 5

Mais alors cnys=cp+ @ns1 (S—Cns1) + (gnr1t — Ans1) s est inférieur & gs sl
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@ n+1 £ 3. Donc, ou bien A,., implique, d’aprés les lemmes 6 et 8 appliqués
au rang n + 3 : inf(HY%, H2%, H10) < -zs? sauf peut-étre si @, =4;

n+3?
— ou bien ona B,y d’00 ¢pay £ Cuia <£ €ay, les égalités n’étant simultanées que
sl ¢p=Cnpya=0, ce qui entraine @p.1($—cpi1)=o0 (mods), d'od, comme

— 52 .

(8, Cnvty Ca) =1, @np=o0(mods), donc H,}}' <s(s—ecpi+1)< 5+, qui

est inférieur a §s2 pour tout s>5. Les éventualités cpy==cpnii<cCn_y ou

Cnis << Cnia 2= €n_a D€ pouvant avoir lieu pour tout 7, il en résulte que (en tenant
compte du résultat relatif au cas A,) :

Pour tout irrationnel ¢ il existe une infinité de fractions % satisfaisant a ()

2 " . . .
et telles que |v(vE—u)|<<; s sauf peut-étre si le triplet Bn_yAnAp.y inter-

plent une infinité de fois dans le développement de &, avec, en outre,
s 4
an=4 = gn, d, = cp— <31 dn1=cr> 5 s.

3° Etudions cette derniére possibilité, en distinguant deux cas :

— Sidn+ yn(s—ecn) > o, f;° aun dénominateur positif, donc comme @, = 4,
Ho'h0 < d,,[d,.—o—!z(s_cn)] < ﬁ;

—- 81, au contraire, d,+ ya(s—cn) < 0, 0n a

S
H;‘”és(.—— +s—c,,>‘
Zpn—Yn

De plus, la plus petite des quantités H)»® et H7}' = H}’ (puisque g = an=4)
est toujours inférieure a la valeur commune qu’elles prennent pour
Cnp—dpn—3s= dn_cn}/n;
donc :
. Zn—1Y¥n 3 Cn 3s
0,0 0,3y _~ T = L S Y
inf(HY°, H}3) < (c,, 5 + 23) [ > 2(1_”_},”)]
On acheéve la démonstration en observant que ¢, > gs et z,—y.>4, et en

distinguant les cinq cas suivants :

s s 2
H'»t <s<3 -+ §)= gs‘—’;

— Sizp—yn<5et c,,<%s,

— Sizp—yn>5,

inf(H}°, HY? ) < - (37+3><———>32=—82<§32;

— Sicp> 45.9e:t.z'"—_y,,>

8s 2
—li —_ = §2
<s(9 )—55,
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— Si zn—ynéget cn<l %-g-s,

0,0, Ho,3 9 3V (B I e 2,
inf(H3°, HY )<( ><30 3)s’— 200 <5

—Sien —lis, comme Zp,— yn>> 4,

15
H;t ’1<s( -+ 2J;>= z—?’s=<§s?.
Il en résulte donc bien dans tous les cas :
Turortme 2. — Pour tout irrationnel { il existe une infinité de frac-

S . 2,
tions — satisfaisant & (1) et telles que [o(vE—u)| < 5%
Par suite, pour tout s au moins égal a 2, K(s) £ g-s'-’.
6. Pour obtenir des minorations de K (s), il suffit de donner des exemples

d’irrationnels &, en étudiant I'approximation que fournissent leurs fractions
privilégiées.

. . .. 1 .
Pour s impair, choisissons E=(s s s ...), a=b=; (s+1), dod

ch=dp,= %(s—}— 1) et A, quel que soit n. Les fractions privilégiées sont donc f,

et f,. Lorsque n augmente indéfiniment, x, est égal a la racine positive de I'équa-
tion 2?2 =sx 41, té\ndis que yn tend vers I'autre racine. Il en résulte que H, tend

z t.H M.D
vers (s—|— ) e 4\/;1__.__4 onc
K(E;si a7b)_ s(‘ +3)

dyst+4

Pour s divisible par 4, choisissons le méme nombre £, mais a = b = %(s + 2).

On a bien (s, a, b) =1, puis c,=d, = %(s—{— 2) et A, pour tout n. H, tend
1 i , s
vers Z(s + 2)? Vel H,, vers Z\/s’—}— 4. Donc
K(§;s,a,b)= % Vst+ 4.

.o . s s s
Pour s=2(mod4), choisissons = (E PS5 TaS .e. o TmS .. .),
o . . . A . y . . K3 s
ou rp, est un entier naturel qui croit indéfiniment avec m, et a = 51 b= S+
. , . § s N s
On a bien (s, a, b) =1, puis ¢, = 51 dn= -1 aux rangs n ou an=
s s . C e
eten=7 +1,dn= 5 dux rangs n ol @, est divisible par s. A tous les rangs, on

est dans le cas A,. H, tend vers %s? lorsque n augmente indéfiniment; H, tend
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vers la méme limite pour 'ensemble des rangs n tels que a, = g, et vers &%“—)
pour I'ensemble des autres rangs. Donc

K(§;s,a,b)= % s2.

Ces exemples montrent qu’on a K(s) > %s’ pour tout s. On peut donc énoncer:

TukoreMk 3. — On a pour tout s> 2 :

1

2
4s*é K(s)< gsl.

7. On verra dans la suite que la minoration K(s) > %s“ est précise au moins

dans le cas s = 2. Cependant, on peut donner de meilleures minorations de K(s)
valables pour des valeurs de s assez rares, mais en nombre infini.

Soit, en effet, s = 2ua;3, @ = Uar, b = 5 — Ua,4, OU ¢ est un entier quelconque
.au moins égal & 1, et ou { uz} est la suite de Fibonacci, définie par u,—=o, us=1,
U+t = Uk ~+ Uk_1, avec k entier de signe quelconque (27). £ sera le nombre dont
le développement en fraction continue a tous ses quotients incomplets égaux a 1,
sauf ceux dont le rang est multiple de T = 4¢ +- 2 (y compris &, ), qui sont égaux
A 4. Soiti=nr (modT),avec1 =i LT, et j =T —. Ces hypotheses entrainent
la périodicité cp= ci, gn= gi, avec :

—Pour 1 i L2t
ci=§—Uppra—t; Z1=1 (i#2t), gu=o0 et A,
— Pour 2¢+41 Zi=T:
si Z est pair :
ci=8s—upr2—, =1t (E#T), g,=4 et An;
si Z est impair :
Ci= Uj—31—1, &gi=0 et B,.
De plus, z, ne prend que T valeurs distinctes z;, au plus, et les y, tendent
vers T limites y; lorsque n augmente indéfiniment. z; et y; sont les racines de
Péquation ‘

(WU U3 Uji )T+ Uiy Uy ~+ Wiy Ujiy

x
(Wiltjrs = Uta¥)) T - Up—g Ujy2 4+ Uy U

qui peut encore s’écrire :

(6) (witjs+ Uirsttj) (22— 2 —1) — (— 1 [(Ui—js+ Ui—jis) & + Us—j—s+ Us—j1]= 0.

(") On rappelle les formules, utiles pour les calculs qui vont suivre :
= (M U= Ul U Uy

déja rencontrées au chapitre I.
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K(&; s, @, b) sera donc déterminé en comparant un nombre fini de quan-
tités H* | limites des H** lorsque n augmente indéfiniment.

Les fractions privilégiées sont les suivantes :

— Pour 1 Zi <2t fret [, dailleurs identique & fr_y si i 2;

— Pour 22 +1 =7 T, avec ¢ pair : f, et f7.

1° Comparons, H; et H} pour i pair compris entre 2t + 1 et 4¢+1. On a, en
posant /' =i{—2t—1:
(zi—y:) (B — Hy) = 2oy [ud + (s — ur)?]

(@i yi) [0 (5 + Uy )—up—1(s — up)] + @h—1+ (s + up_y )2

On |minore le second membre en négligeant le terme en z;+ y;, manifestement
positif, et en remarquant que

(s + up—q)® + up— S—Uy—2 2Ui'+1
T T oy e ST+
(s— up )2+ u} S o ur (s — ur) >

tandis que, d’aprés (6), et puisque ¢ est pair

— Up—j—s+ Uj—jiq
_ s iy
Ziyi1+1 L ’
UiUhjyor+ U2 Uj

d’ou
- G 3 Uij—2¢ Uj—j—3+ Uj—jyq
i— BY —H) >[ul+(s—up) [___.;_I__ .
(zi—y0) (B 1) > [up+( N PRy

Le second crochet est supérieur a
WUi—9; _ Ui—jur Ui-2¢  Usi—st
Usit3 2 Ui Usrt+3 Urt+3
expression positive pour ¢ pair compris entre 2¢+1. el 4¢—+1. Par suite,

H > H, pour / pair compris entre 2¢ 41 et 4¢ 1.
Mais la symétrie de la période du développement de & entraine la relation

Zi yj+1+1=0; en tenant compte des valeurs des c;, on en conclut pour ¢ pair :

H;= H;,, = H;. En posant, grice 4 la périodicité,
o= (ET, }_’o=_}’,l, ﬁo: HT’ ey

et en observant que H,=H,, d’aprés la formule précédente et H, — H;_, pour
2 £ [ £ 2t, d’aprés ce qu’on a vu, on en conclut :

Leuxe A :
K(;s, @, b)=inf(Ho, H, HY) (1ZiL2t).

2° Comparons HietH; , pour i pair comprisentre 1 et 2t +1.0na H_.= I_-I;
et en posant j'= a2k 1 —{, on voit que la différence

(zi—y) (Hi—H)) = —z. 5| (s—up )+ ui:’]""‘(xi"';i)‘(s_uj’+l)(3—2uj’)—2(3—uj'+1)’

ale méme signe que I'expression

= (s— up)+ u} =\ Ss—2up =
=—21y: —wryr+u (@i+y1) =221 5,

(s—up ) S — Ujrgy
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Dans A le coefficient de — z;y; est manifestement supérieura 1, et celui de z;+ y;
inférieura 1. Désignons-les par 1 + y et 1 — & respectivement, Posons, de méme,

—zyy=1+a, i+ y=1—0.

Il vient, d’apreés (6) :

Wj—i—a Uj_ii2 Uj—i—3% Uj—i1
=(—1) i T a—B=(—1) ___7L
B=(—1) Rilljra+ Uiralt) B=(—1) ?

Uilhjie—+ U2l
d’od B > 0 et a— > o, puisque  est pair et inférieur a j —1 ; d’autre part :

v SQBuyay—up)+2
R A S A S /L e
i G — g )

est positif pour j'>1, c'est-d-dire {<C2¢. Done, pour  pair compris entre
1et2t—1,

A=(1+a)(1+7)+(1—B)(1—8) —2=a—B+y—8+ay+P>a—B+7y—8>o0.
On en conclut en tenant compte du lemme A :
LemuMe B :
K(t; s, @, b) = inf(H,, H;, Hy, HY) (4 impair avec o < i < 2¢).

3° Comparons H;_, = H;. et Hi.y=H"* pour i pair compris entre 1 et 2t +1.
On a, en posant encore j'=—2f+1—1:

::-(a;i—}_q) (Hpt— W) = 21 yi(s — 2uj) — (Zi+ Y1) (28 — Ujr— Ujrig) + 35 — 28y

qui a le méme signe que

I
S —=Ujris
, = s—aup - g /7
A=3+ziy, > —2(x:+yz)————2 *
S-—-gu/'.H s—gul-v_H

Désignant par 1—y' et 1 — & les coefficients de x;y; et de ———2(:1::—1—3’,-), on vérifie
sans peine que Y>> 20'> 0. Or, on a vu que @ > > o ; de plus, d’apres (6) :

@ —2f = (—1)+ Hjmt T Uit
UtUjro—+ Uiro Uj

donc @ — 23 < o pour ¢ pair au plus égal & 2¢. Pour ces valeurs de ¢, on a donc :
A=3—(1+a)(1—Y)—2(1—B)(1 —¥) =Y + 28— (a—2B) +ay — 288> 0.
On en conclut en tenant compte du lemme B :

Lemne C :
K(ey s, a, b) = iﬂf(ﬁo, l'—lh ﬁ!b El0')
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De plus, pour i =2¢t—1, 0ona:

3 3 21

= = —_ -_ )
6usps— 4 UspaUagps+ Uspra Uaprs (35— 4) (Uap—y Unpas + Unpay Unprs)

A

expression positive pour > 2 ; pour ¢ 2, on en déduit donc
Hoe>Hopo > Hopy > H,.
Pour ¢t =1(s=10), on vérifie directement que H,;>H,. Dans tous les cas,

on a donc :

Lemme D :
K(E; S, a, b) = inf(HM H;, Hll:)'

4° Or, d'aprés (6), Z,=2; et yo=y; sont les racines de Iéquation
. . . u 2
ufz? = furz + 3uy_, + tr. En désignant par v la fraction u'ii'i = SUsss, ON €D
. 2¢+3
déduit :
— _ s2f . U,
(Io—)’o) Ho= (uzt-w.-z‘o— u‘.’t) (uet — Yo Uspry) = 7 5v2— g+ 3v? - )
T
(J‘o —}_'o ) ﬁlov = (Uayy1 o+ Unpqo+Ussps) (u2t+l}7;) + Usgyo+ Usgys)

u
—Hv2+420v —11—3 (2 —V)? =t
Uy

(wo— o) Hy= (@0 — yo) HY* = (Buarrs+ tay— taprs @0) (8uaprs+ tae— Unirs Yo)

Par suite,
4(]:0_‘}/0)‘,(]-]0_}{') =10 v2—34+6v‘3—-—-—u1‘~1,
5 Uy
S\ e e
4(”°"7°)£H° —H) =20v— 36 +12(v—1) froa,
s u,

wg .

Or, en posant 0:&(1 —|—\/§,) on a, comme X1, u—_'_—s-év<0 et comme T
5

u

est pair Lt B % > ; On en déduit d’apres les expressions ci-dessus :
4

Uy
H,>H, e HY >H,.

Donc finalement en tenant compte du lemme D :

Lenne E ¢
K(E7 $, a, b) = Hy.
— u, u .. . .
Or,z,—y,=2 —Z—*—‘ Comme —;::—'3 est une fonction décroissante de l’entier k
. y
lorsque k est pair, et que T=4¢+2>2¢+ 4, 0na
_ 2ug ., o
Lo — Yo < T2 = Plarrs 2<2—+— 1>~
u, Uspyy v
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D’autre part, u;—:’ étant dans les mémes conditions une fonction décroissante de 4,
u .
ona—= <. Dou
u,l. v
E 25v — 3v:— 53
8s > 2v 41 !

qui est une fonction décroissante de v dans I'intervalle (% <v< 0) ; par suite :

H, — —5
8i>250 302 303= 44 ,
2 20 +1 70+5
c’est-a-dire
1182 $2

K(t;s, a, b)> 2(70 +5) = 2,968. .. ’

TueorkMe 4. — Pour l'ensemble infini de valeurs de s déterminé par
§=2U3¢4y, O A’
115 2
—_— S
2(70 +5) <K@ =g
en particulier, on a donc
K(s)

52

<

=

W=
(SR
.

Des exemples analogues, obtenus en donnant au quotient incomplet différent
de 1 dans la période du développement de § une autre valeur que 4, fourniraient
pour d’autres valeurs de s des minorations de K(s) peut-étre moins bonnes

I . . . . I
que 35, mais meilleures que la minoration générale Zs).

Enfin remarquons que pour s =10(z=1) (2*) les calculs Jprécédents fournis-
sent la minoration :

37 s? 52
K(io)> 4= ——~—.
(10) 10y/110 2,834. ..
On montrera a la fin de ce chapitre qu’'on a en’fait K (10) = jﬂ
I10

8. La fin de ce chapitre va étre consacrée a la détermination pour 2 < s < 10,
des valeurs exactes de K (s) et des nombres £ critiques correspondants, c’est-a-dire
ceux pour lesquels K(&; s, @, b) =K(s).

Pour s =2, il est évident que K(¢; s,a,b) =H(; s, a, b) quels que soient {, a

u
. . — . . . 2v —
(2*) D’ailleurs, en exprimant u-l"—'i et —=! 3 laide de v, soit respectiv t .
Ug ur —3vi+4+10v—8
5v2—16v+ 13 .
et —vriov—8 °" obtient
8 H _ —2¥ —9§v*+ 250y — 200
s

V—6v+23vi—26v+8

. o . . Ki(s H
fonction décroissante de v, de sorte que la minoration K(s) > L

T > est la plus forte pour

t =1(s =10), parmi toutes les valeurs de ¢.
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et b, puisque les deux classes de restes modulo 2 sont chacune leur propre
opposée. Les résultats relatifs 2 'ensemble des valeurs de H(E; 2, a, b) (chap. II)
valent donc pour celui de K(&; 2, @, b). En particulier K(2) =1, et c’est
une valeur d’accumulation pour l’ensemble des valeurs de K(£; 2, @, b). Les
nombres £ dont tous les quotients incomplets sont pairs et augmentent indéfini-
ment avec leur indice, sont encore critiques pour le choixa=b=1.

Pour 3 <s <10, la méthode de détermination de K(s) est analogue a celle
utilisée au chapitre II pour trouver H(s). Nous qualifierons cette fois d’ezclue
a ks? pres toute séquence de quotients incomplets a, et de coefficients ¢, associés
telle que sa présence une infinité de fois dans le développement de £ entraine

I'existence d’uneinfinit¢ de fractions 5: satisfaisant & (1) et telles que| v (vE—u) | << As?

et, par suite, K(£; s, @, b) < 152, o 1 est une constante numérique convenable-
ment choisie dans chaque cas.

Les lemmes 6, 7 et 8 (§4) entrainent immédiatement Pexclusion des
séquences a un terme telles que ¢, 21s si A,, et d, = 2}s si B,. De plus
dn> s — cp assure que le dénominateur de [/, est positif, et dans ce cas dp= 215
entraine l’exclusion méme dans le cas A,. Enfin, B, entraine A,., et
Cpa=dn—apncn < dn—c, ; donc dp— ¢, < 24s est exclu dans le cas B,.

Dans chaque cas numeérique, A sera toujours choisi strictement supérieur a %
Il en résulte, d’apres ce qu’on vient de voir, que, & moins d’étre exclu a As? pres,

le couple c,, d, ne peut prendre ses valeurs que dans trois ensembles Ey, Ey, E,
sans valeurs communes, définis par :

Ei: 2 s<en<s, 2as < dp< s
E:: 2hs<en<s, 0oLdp< s—ecp
Es: dn—cn>2)s, ch> 0, d, < s.

De plus, en remarquant que B, entraine
Cp= ai(d,,—c,,.,.,), donc ¢, <(1—2A)s < 2Xs,

puisque A,,, implique cpyy>>21s sous peine d’exclusion, on voit que, sauf
exclusion a As? preés :

— l'appartenance de ¢y, d, a E; implique A,_; et A, ;

—- 'appartenance de ¢,, dn & E, implique B,._; et A, ;

— l'appartenance de ¢, d, & E,; implique B,.

Si ¢p, d, appartient & E,, ¢n_y, dn_y appartient donc a E; et réciproquement.
.o . . -~
Rappelons enfin la eendition nécessaire (s, ¢p, dn) =1.

9. Pour s = 3, nous choisirons g = 2,84.
Les seuls couples non exclus sont alors les suivants :

ch=dp=2, avec A~ et Ay

ch=0, d,=2 avec Cpp1=2, dy41=0 et B, et A,
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1¥ cas. — cp=0, d,=2; Cnii= 2, dpi=o.

@p,> 2 implique H,<<2; donc a,=1 sous peine d’exclusion et, par suite,

(3 +18)(3— —)

1
18+~
2

I . .
Yrrt<<— - @ni1218 implique alors Hy, , < << 2,84. Donc,
sous peine d'exclusion, on doit avoir aussi @n.1= 17. De plus, comme c,. s
ne peut étre égal qu’a o ou 2 sous peine d’exclusion, les formules de récurrence (3)
impliquent @, = o ou 2(mod 3).

2°cas. —cp=2, d,=2.
a,,> 5 implique H, < 2(—2ﬂ =2,8 : exclu; a,=1 implique z, <2, d'ou

H,<® 3 ¢ exclu; de plus, comme on doit avoir @,= o ou 1 (mod3) pour que ¢,y

soit égal 4 0 ou 2, on a en fait @,=3 ou 4. Or, a,= 4 implique ¢,y =0 d’on

s . 2 . . .
Qni1=1 et @pra 2, C'est-a-dire 2, > 4 + 3 sous peine d’exclusion ; d’autre part

(2i+3) (=)

4 + 2 -+ !
. 3 18
ce qui entraine l'exclusion de a,=: 4. Comme a,=3 implique cp.1 = 2, 'éven-
tualité ¢,—=d,=2 né peut intervenir, sous peine d’exclusion, que par sa

@,_4 ne peut étre supérieura 17, d’ott y, <——YI§ etH, <

répétition indéfinie ; or, dans ce dernier cas, z,>3 + % ety,<<— —[,-, et, par
4

suite, H, < &__.%_)<_2_—_%_)

1
5+ =
2

< 2,7, ce qui est encore exclu. Le 2° cas est donc

completement exclu.
Reprenons le 1% cas. On doit donc avoir ¢,y =0, d’ou a,,+,zo et aussl

an_1=o0(mod3). Donc @,,i>3 et a1 >3 d'odt yppy <—— s pulsque a,=1.
e (3-2)
— Si @p1>09, H',l+1<———T—<z,8 : exclu; donc «@n <6 et, de
9+
4
méme, a,—1 < 6;
(3 +6) (3— —)
—Stapy=ana=6,H,,, < — < 2,82 : exclu;
6+ -
7
—Siapr1=a,=3,H,u < ——4—? = g exclu.

I+ -
2

Scul peut donc échapper a 'exclusion a 2,84 pres le développement périodique
suivant :

C. o

d: 2

a: 1

indice n modulo 4 : o

- D W
w o= N O
w O W
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En désignant par £, un nombre correspondant a un tel développement on

calcule aisément que K (%,; 3, @, b) est fourni par la limite commune 2 des Hj,
10

H; et H}, ou lindice, augmentant indéfiniment, est écrit modulo 4. Comme

on a7'-q_—> 2,84, on peut énoncer :
10

Les nombres ¥y sont les nombres critiques, et la borne K(3), isolée, vaut
K(3)= ——_-: =2 8460
Vio
L'ensemble des K (t; 3, a, b) ne prend aucune valeur entre K (3) et 2,84.

10. Pour s = 4, nous choisirons 16 A = 4,942.

Les seuls couples non exclus sont alors les suivants :

cp=o0, d,=3, avec Cpy1=3, dpy1=0 et B, et Apir;
ch=d,=3, avec A,—; et A,.
1 cas. —cp=0, dy,=3; cn1=3, dp.a=o.

a@,> 2 implique H,,< ;donc a,=1 sous peine d’exclusion et, par suite,

G+ (6=3)

I
8+ —
2

Y <— %; @n+1> 8 implique alors H,, < < 4,942. Donc,
sous peine d’exclusion, on doit avoir aussi ¢py = 7. De plus, ¢, ne peut étre
égal qu’a o ou 3 sous peine d’exclusion ; les formules de récurrence (3) impliquent
donc a,.1=o0 ou 3 (mod4).

2% cas. — c,= 3, d,=3.
L L 3(3+3) . . .
ap>5 implique H, < — = = 4,8 : ‘exclu; de plus, comme on doit avoir
ap=o0 ou 1 (mod4) pour que cpy soit égal & 3 ou o, on a en fait a,=1 ou 4.

. . N Y I
Or, @, =1 implique ¢,y =0, d’00 @p 1 =1 €t @2 = 7, c'est-d-dire 2p >1+ 3
sous peine d’exclusion; d’autre part, a@,_. ne peut étre inféricur a 3,

3
d’ou ) pyy<<— 3 et, par suite, H,H_,< ————— = 4,8, ce qui entraine I'exclusion

4
8+Z

de ¢, = 1. Comme a, =4 implique cp.s = 3, 'éventualité ¢, = d,= 3 ne peut
intervenir, sous peine d’exclusion, que par sa répétition indéfinie ; or, dans ce
: I
. 1 3+ “(3_ 5) 14 .
dernier cas, z,> 4 et y,<<— 5 dou H, < ———~ = 3 €e qui est encore
4 .
4+

O] =

exclu. Le 2° cas est donc complétement exclu.
Reprenons le 1 cas. On doit donc avoir ¢,.o= o, (l ol @,41=0(mod4), done
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@1 = 4. Seul peut donc échapper a I'exclusion & 4,942 prés le développement
périodique suivant :

c: o 3
d: 3 o
a: 1 4
indice n modulo 2 : o 1

En désignant par £, un nombre correspondant & ur tel développement, on

calcule aisément que K (& ; 4, @, b) est fourni par la limite L des HY ou l'indice,

/s

“augmentant indéfiniment, est écrit modulo 2. Comme on a \/l_ > 4,942, on peut
2

énoncer :

Les nombres t, sont les nombres critiques, et la borne K(4), isolée, vaut :

K(4) = L = 4,9497. - ..

Vo
L'ensemble des K (%; 4, a, b) ne prend aucune valeur entre K (4) et 4,942.
11. Pour s=15, nous choisirons 251=17,8.
Les seuls couples non exclus sont alers les suivants :

cp=o0, d,=4, avec Cpp1=14, dpy1=o0 et B, et A,
cn=dp= 4, avec A, et A,.

1" cas. — cp=0, dp=4; Cni1t=14, dnr1=o.

@n1> 9 implique H)',, < (5+T9)5 < 7,8 : exclu; comme ¢, 2=0 ou 4 sous
peine d’exclusion @,., = o ou 4<(mod5), donc a@py1=4 ou 3. Des lors, a,> 2
implique z,> 2 + %, d’ou H, << 16 - < 7,5 : exclu. Donc ap=1; or @p.y =35

2+

. . . 5
lmphque Cn+2==0, d'ottaya=1et Anyy = /4 ou 5, d'ovu 2,y > fet Vs < — 6 et,

G+ro(s—3)
o

Sion, ap=1 et apg— 47 d’ou Crya— le—‘.’ = 4'

par suite, H), . < < 7,8. On doit donc avoir, sous peine d’exclu-

2% cas. — cp=14, d,=4.

an>5 implique H), < ==5— =7,2: exclu ; comme on doit avoir a,=o0

ou 1(mod5) pour que ¢,y soit égal & 4 ou o, on a en fait @, =1, d’ou ¢,y =o.
Seul peut donc échapper a 'exclusion a 7,8 pres le développement périodique
suivant :

o

=N

. =]
O &

a: [
indice n modulo 3 : oo

NS
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En désignant par £, un nombre correspondant a un tel développement, on

calcule aisément que K (&, ; 5, a, b) est fourni par la limite commune 40 des H,

26
. . (o]
et Hy (indices modulo 3). Comme on a :jz—_s > 7,8, on peut donc énoncer :
Les nombres £, sont les nombres critiques, et la borne K(5), isolée, vaut :
40
K(5) = —— = 7,8446.
(%) N

L'ensemble des K(%; 5. a, b) ne prend aucune valeur entre K(5) et 7,8.

12. Pour s = 6, nous choisirons 361 =11.

Les seuls couples non exclus sont alors les suivants :

cp=0, d,=09, avec Cpp1=105, dppq=0 et B, et A,
cy=1, d,=05, avec Cpp1=14, dpt1=1 et B, et Ani;
cn=d,=5b; cn="0, dn=14; chn=14, dn=>5; tous ces cas avec A, 4 et A,.
1“ cas. — ecp,=0, dp,=35; cp1=93, dy=o.

P . 25 .
a,> 3 implique H, < —33: exclu; donc a,=1 ouz; par suite, Yy <<— L

3
N
(6+06) <o— §)
1
6+§
1, 4 ou 5, on doit avoir @p1=0, 1, 4 ou 5 (mod6),on a en fait ¢ppy=1,40ub

et a,=1 ou 2 sous peine d’exclusion.

@n+1> 6implique alors H),, | < < 11. Comme, pour que ¢, 3=0,

2% cas. — cp= I, d,= 3; Cn1 = 4, dn+l: I.

ap> 2 implique H, < 5—<:J~2_———2) =17,5 : exclu; donc a,=1; de plus, d, 2 =4,

d’00 ¢n2 =5 sous peine d’exclusion ; on doit donc avoir @,.4= 2 ou 5 (mod6).
3 cas. —c,=3, d,=4.

Si cpyr=10u 4, a=3 ou o (mod 6); si cpy=0; a,=2, avec, d’aprés ce

qu’on vient de voir (1* cas), @p.q=1 ou 2; dans tous ces cas, on a donc, sous
1

4 (4 “+ 2+ r)

3

peine d’exclusion z, > 2 + %, dou H, < <1 1. On doit donc avoir,

2+ 5

3
sous peine d’exclusion @, =1, d’olt ¢y =5 = dp1.

4° cas. —c,=5, d,=35.

5(5+5)

a, > 5 implique H), << > =10 : exclu; comme a,== 3 ou 4 conduit a des

valeurs de cn.4 exclues, on doit avoir a@,=1 ou 2. Or, @,= 1 implique ¢,y = 0,

25

I . .
Y1 <— 3 LSl @y =2, H,.u< . =10, ce qui est exclu.

2+ -
2
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L’examen global des |différents cas montre alors que le premier implique, sous
peine d’exclusion, ¢,_1=d,_1=25 et a,=1; sous ces hypothdses, @ =35
1
6 — 2
(6+5) (6 2)
5+ 1
2
1° cas on doit avoir @,,4=1 ou 4, et que, d’autre part, ¢,= d, =73 implique

sous peine d’exclusion d,_; = 4 et, par suite, @,_y=1; si donc dans le 4° cas on

implique H},, < =11 et est exclu; il en résulte que dans le

. . N N 2
a @, = 2, cela implique ¢,y =1, d’'0V @py =1, nia> 2 (2° cas), Aoz, > 2 4 3

(5+2+ 3) (5—-1)
3 2
DY
3 2
En résumé, les seules séquences qui puissent échapper a I'exclusion a 11 pres

sont les suivantes, désignées par S et &'

et, par suite, H, << <11, ce qui est encore exclu.

c: 5 5 o 5 1 4
5 d: 4 5 5 o 5 1
a: I I I I 1 -
rang: n n+1 n+2 n+3 n+4 n+d
c: 5 5 [ 5 4
oy d: 4 5 5 o 5
a: I I I 4 -
rang : non+1 nr+2 n+3 n4+4

et celles qui s’en déduisent par leur juxtaposition avec, en outre :

Anys=2 ou 5 (mod6), Cn+s =D, dprs=4 pourS;
aprpi=0 ou 3 (mod6), Cprys =5, dpys=4 pour §'.

De plus, pour S, a,,; =2 implique Z, s >1 + % et Ynps << — %, et, par suite

1 1
(5—1——§> (5+ ;)
I+ 5+~

3 2

Supposons que la séquence &' soit immédiatement précédée de la séquence

=11, donc an, s> 5 sous peine d’exclusion.
)

Hll-)-b <

8 (n'=n -+ 6) ou bien d’une autre séquence de type &', mais avec @n—15 3;

N 1 . 1
dans les deux cas, a,—1X 5, d'ou Yw>—7z et Znras >4, do0 zp<< ?4, ce

7 _ >5

(5—¢
14 1

978

séquence &' soit précédée d’une autre séquence de type &' avec ap—1=3;

qui implique H,< <11 : exclu. Supposons, au contraire, que la

Znigr > 3 implique 2, > —:—g, tandis que y_a<<— g implique Y <<— ;—2, d’ou

@ (3
Pon deduit H,, < %ﬁ_)

—_—— —
29 74

<11. La séquence &' est donc complétement

exclue.
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Supposons encore que la séquence 8 soit immédiatement précédée d’une autre
1

séquence de type 8, avec @p—1 8, d'ot yp>— §3 comme Znys> 5 implique

o (o))
22 < p» cela 1mpllque <l —
2878
Finalement, seul peut donc échapper a I'exclusion a 11 prés le développement
périodique suivant :

<11, ce qui est encore exclu.

c: 5 5 o 5 1 4
d: 4 5 5 o 5 1
a: 1 1 1 1 156
indice n modulo 6 : o1 2 3 4 5

En .désignant par £, un nombre correspondant 2 un tel développement, jon

calcule aisément que K(%; 6, @, b) est fourni par la limite —\‘;—;_ de Hy=H,
9
(indices modulo 6). Comme on a 76;-’_- > 11, on peut énoncer :
9
Les nombres &y sont les nombres critiques, et la borne K (6), isolée, vaut :

K(6) =52 —11,0489....

V39

L'ensemble des K (t; 6, a, b) ne prend aucune valeur entre K(6) et 11.

13. Pour s =1, nous choisirons 4gA =16,2.
Les seuls couples non exclus sont alors les suivants :

Cp =0, d,= 6, avec Cu4q =6, dpiy=0 et B, et Apyg;
cn=0, d,=5, avec Cpy1=05, dpyy=o0 et  Bp et Apyg;
cp=1, d, =6, avec Cppy=05, dyi =1 et B, et Apid;

c,=d,=6; ch=d,=5; ¢, =6, d,=5; c,=5, d,=6; avec A, et A,.
1¥ cas. — ¢,=o0, d,=6; Cnr1 =06, dpa=o.

ap> 3 implique H, << 3—36: exclu ; donc ap=10u 2 d’0l ypr1 <<— %; An1 5

e . 0+5)(1-3)
implique alors H,_, < —_—= 15 : exclu; comme, pour que cpia=o0,

b+ 2
3
1,5 ou 6, on doit avoir @p.y=o0, 1, 5 ou 6 (mod7y), on a en fait ap. =1,
1 . . 36 .
d’ou z,> a,+ 5 Gn=2 implique alors H, < - < t5. Donc, sous peine
2+ ~
2
d’exclusion,
Apr=ay1 =1, d’ou Cpya=1.
2°cas. — cp=1, d,=6; Cne1=05, dn=1.

@i 2 implique H,< 20=2)

==12: exclu; donc @,=1. De plus, on doit

avoir ¢,42 =173, o ou 6, d’olr respectivement a,,s=2, 3 ou 6 (mod 7).



3 cas. — cp=o0, di=35; Chy1=125, dp=o,
. . 25 \ 1
ap>2 implique H, << S exclu; donc a,=1 d’00 yn44 <——;; Ani1> 10

(7+20)(7 —1)

.. ~ . .
implique alors H, , << <16 : exclu; comme on doit avoir ¢p 9= 6,

10 + —
. 2
5 ou o, d’ou respectivement @,,1=0, 3 ou 6(mod7), on ne peut avoir, sauf
exclusion, que :

a,=1 avec a,41=3, 6 o0u7.

4° cas. — cn=06, d,=H5.
a,= 2 entraine c¢,,y=o0, d’olt @,,.y=1 (1* ‘et 3° cas); donc a,> 2 entraine
I
(5 + 2+ —) 5
1 . , 2, . . s .
Zn>>2 —+ _ et, par suite, H,< ) =15: exclu. Sous peine d’exclusion,
9+ —
. . 2
on doit donc avoir
a,=1, d’ou Cn1= 6.

5¢cas. — ¢cpn=6, d,—6.

a,> 6 implique H, << 12 et est exclu; pour que ¢,,4 ait une valeur non exclue,
on doit donc avoir a,=1 ou 2. Or, @,= 2 implique ¢, ,1=1, d'od @nyi=T1,

(2° cas) donc x,> 2 + i; d’autre part, 'examen des différents cas montre qu’on

ne peut avoir que d,_;=o ou 5 (et c,_y=06), d'ott @,y =1 et y,l<—§ et, par
(6—— %) <6+2+ é)

suite, H,, < — <16 : exclu; donc, sous peine d’exclusion, on a

24 =+ =

2 2

a,=1, d’ou Cnt1= 0.
6°cas. — cp=25, dp=>5.
5(5 + 8)

an>s 4 implique H), < — < 16; pour que a, et cny aient des valeurs non

exclues, on doit donc avoir @, = 1. Or, celaimplique cp.1 =0, d’0l @, s =1 (3¢ cas)
et, d’autre part, I'examen des différents cas montre qu'on ne peut avoir que
N 2 25
dn_1=oou1,dota,_ 1> 2etyp<<— 3 dott Hypy<< —— =15. Il en résulte
3 2
I+ 3
3
que ce 6° cas est completement exclu, ainsi que la valeur a,., =6 dans le 3° cas.
De plus, ’éventualité a, ., = 2 (mod7) dans le 2° cas est aussi exclue.
plus, 7
Remarquons encore que I'éventualité ¢, =5, d,,= 6, qui ne peut suivre aucun
q q » q p
des cas envisagés, est par la méme exclue, puisqu’elle ne peut intervenir par sa
répétition exclusive.
Reprenons la séquence du 3° cas : ce qui vient d’étre établi montre qu’elle ne
peut étre précédée, sous peine d’exclusion, que par ch_1=1>5, dn_i=o0ou1, d’od
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o (r—3)

7+

Ui 3 et yppy < — §; sidonc @i =7,0na H,,, < <15, ce

4

~lw

qui est exclu; donc @n.q = 3, sous peine d’exclusion.
Des lors, aux exclusions pres, la valeur de @, n’est plus susceptible d’un choix
que pour ¢, =5, d,=1 (2° cas). Envisageons dans ce cas les diverses possibilités :

— Si anEG(mod7), on a {anﬂ:an:a:anﬂ: Qpis = Apys—1, et, par

(5-2)(~5)

suite :I:n+1< 3, y,,+,>—— d'ov H,y < 5% <16 : exclu;
]
donc a,= 3 (mod7);
— Si a"él7$ alors Apri=1 et an+2:3y d’ou xlz+ﬂ>3+g et y"+2<—:—g
e )-3)
et, par suite, H, , < R 2/ <16 : exclu; donc @, = 3 ou 10;
3+—+—7
5 18
— Sia,=3, alors lz,,+,<3+ etyn+g>———, d’ou H,po < —— 8 <16 2:
+

29 29
ce qui est encore exclu.
Finalement, seul peut donc échapper a I'exclusion 4 16,2 pres le développement
périodique suivant :

c: 6 6 o 6 1 5 o b
d: 5 6 o 6 1 5 o
a: 1.1 1 I 1 10 1 3
indice n modulo 8 : o1 2 3 4 5 6 7

En désignant par £ un nombre correspondant a un tel développement, on cal-

cule aisément que K (£0; 7, @, b) est fourni par la limite commune ; 3 33 des H,
11 130
6 853

1w (3 M —— .
et des H" (indices modulo 8). Comme on a i Ve > 16,2, on peut énoncer :

Les nombres £y sont les nombres critiques, et la borne K (7), isolée, vaut :

53
K(7)= 4‘/m= 16,2395. e

L’ensemble des K (E; 7, a, b) ne prend aucune valeur entre K(7) et 16,2.

14. Pour s = 8, nous choisirons 64 A = 22.
Les seuls couples non exclus sont alors les suivants :

cr=0, dp=27, avec Cp41=19, dpnyy=0 et B, et A
cpn=1, dp=27, avec Cpp1=06, dpiy=1 et B, et Apiq;
ch=dpn=7; cpn=17, d,=6; chn="6, d,= tous ces cas avec A,—y et A,.
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1" cas. — cp=o0, dp,=7; Cns1=17, dpp=o.
. v _(8+6)8 .
@n1> 6 implique HY,, < —— <19: exclu; comme, pour que cpp3=o,

1, 6 ou 7, on doit avoir @,+1=o0, 1, 6 ou 7 (mod8), on a en fait ap =1, d’ott

. I . . .
Tn> an+ 5 Deés lors, ap> 2 implique H,<< 49 - <20: exclu. Donc, sous
) 2+ -
2
peine d’exclusion, on a
An=apni1=1, d’ol Cnyg=1.
2°cas. — cp=1, d,=17; Ch1=6, dpa=1.

an> 2 implique H, < 7(7——2_—22 <18 : exclu; donca,=1; deplus, ona dpy2a=6
d’on, sous peine d’exclusion cp, 2= 7 et, par suite, @py= 3 ou 7 (mod8).
3°cas. — c,=19, d,=6.
a,=2 implique c¢py=o0, dod aru=1 et z>an+ i; donc a,> 2
6 (6 + 2+ 3)
2
I

24 =
2

implique H, < < ar1; donc, sous peine d’exclusion, on a

anp=1, d’ou Cnt1=17.

4° cas. — cp=79, d.=7.
. : + . 9(7+4) . lu: =3 dui
an> 4 implique H) < = < 20 : exclu; comme a,=3 conduit i une
valeur de cn.+4 exclue, on doit avoir a,=1 ou 2. Or, a,= 2 implique cpty =1,

dod appu=1etz,>2+ i; d’autre part, 'examen des différents cas montre que

I'on ne peut avoir qué dn_1=o0o0u 6 (et cn_y=7), dot @,_1=1 et y,.<——§
/ o 1) / _ 1
(7 +3 (7 Y

3 << 21 : exclu. Donc, sous peine d’exclu-

et, par suite, H, <

sion, on doit avoir
an=1, d’ou Cptq =0.

Remarquons comme précédemment que I'éventualité ¢,=6, d,=7 qui ne
peut suivre aucun des cas envisagés, est par 14 méme exclue.
Le seul cas ou 'on puisse avoir un quotient incomplet diftérent de 1 sans que

A . . I
cela entraine d’exclusion est le 2° cas; or, si dans cecas @py 1> 7,002 Ypyg>— 5 et

(33—5—-6> (6-+1)

5.1
373
Finalement, seul peut donc échapper a I'exclusion a 22 prés le développement

périodique suivant :

| 5
@ns = Aniy=Cny =0ns=1,d' 00U Zp 9 << 3 etHpa< <22:exclu.

c: 7 7 0 9 1 6
d: 6 7. 7 0 71
a: 1 11 1 1 3
indice ~» modulo 6 : o1 2 3 45
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En désignant par £, un nombre correspondant a un tel développement on cal-

cule aisément que K (%; 8, @, b) est fourni par la limite -2 WA 4 des Hy— H/ (indices

modulo 6). Comme on a == > 23, on peut énoncer :

t/-
Les nombres o sont les nombres critiques, et la borne K (8), isolée, vaut :

K(8)=3ﬁ_22,1560
\

L’ensemble des K (t; 8, a, b) ne prend aucune valeur entre K(8) et 22.

15. Pour s =9, nous choisirons 81 A = 25,75.

Les seuls couples non exclus sont alors les suivants :

cp=0, d,=38, avec Cu41=28, dpy1=o0 et B, et Any
cn=0, dp=17, avec Cp=19, dy41=0 et Bnr et Ang;
=1, d,=4§, avec c,41=06 ou 79, dppy=1 et B, et A,iy;
=1, d,=7, avec ¢,41=6 ou 7, dpy=1 et B, et Anpy;
Cp=2, d,= 8, avec Cp4y= 6; dyyr1=2 et B, et Ay
Ccn= 6, d, = 75 Cn=6, dn=8; Cn=17, dn=6; cn=7=dn; Ch=17, dn=8;
c,=8, d,=6; c,=8, d,=7; c,=8=d,; tous ces cas avec A, _; et A,,.

1" cas. — cp=o0, d,=8; cri1=38, dpi1=o0:

. . -+ 5
Any1 5 implique HY,, < g(9—5—2 = a5,2:exclu; commea,.4 nepeut étre égal

a 3 ou 4 sans que cn.2 ait une valeur exclue, on doit avoir @,.1=10u 2. Or,a,> 2

. . 1 N 6
et a,= 2 avec @ny1 =1 impliquent z,> 2 + ) d'ou H, < 4 = 25,6 : exclu.
2+ —
2
Donc, sous peine d’exclusion, on doit avoir :
— ou bien a,=au =1, d'olt cpypa=1 (€t dpia=38);
— ou bien a,=1 ou 2, avec @ppy =2, d’00 ¢pa=12 (et dpa=8).

2° cas. — cp=0, dn:7; Cn+t1 =17, dn.+l:0t

an> 2 implique H,,<4—9: exclu; donc a,=1 et y"+‘<—i;a,,+4§8'
(9+16)(9—1)
8+—

implique alors Hy,, < < 25 : exclu. Pour que cn.a ait une valeur

non exclue, on doit donc avoir a,.1=3, 4 ou 5, d’ol respectivement ¢,.,, =6,
8ou1 (et dpa=7).

3. cas. — Chp—2, dn,=8; Cn+l=6y dn+l=2-

an> 2 implique H, <16 : exclu; donc @,=1; de plus on vérifie aisément
que l'on ne peut avoir que cpr2=28 (et dnra=6), avec an =2, 5 ou 8 (modg).



— 294 —

4*cas. — cp=1, d,=S8; Ch1=06 ou 7, dp=1.

an> 2 implique H, << 24 : exclu; donc a,=1, d’0o0t chiy =17 €t Ypp<<— i .

w (10 + 20) (10 —1)
n+1 - 1
10 + --
2

@n+1>10impliquealors H < 25,72 : exclu; de plus, @niy=1

ou 2 entraine pour ¢, des valeurs exclues; donc 3 < any < 9.

5°cas. — ca=1, d,=7; Cnr1=6 ou 7, dpy=1.

ap> 2 implique H, <18 : exclu; donc a,=1, d’ot ¢,y = 6. De plus, on véri-
fie aisément qu’on ne peut avoir que ¢pa =7 (et dpr2=6), avec @p,1=3, 5 ou
8 (mod.g). '

6°cas. — cn,=6, d,=17,; Cnr1=1% ou 8, dn.=6.

Les formules de récurrence (3) imposent en fait ¢,y = 7, avec @ap=0, 3 ou 6
(modg); donc @, 3.

7° cas. — ¢,=6, d,=38; Cny1=7 ou 8, dny=6.

Les formules (3) imposent en fait ¢,y =28, avec @,=o0, 3 ou 6 (modg);
donc a,> 3.

8 cas. — chn=7, d,=6.

a,> 3 implique H), < 24 : exclu; a, = 2 implique cpy =1 (et dpy = 1), don*
6 <6+4+§>

2+§

n,=1, enfin, impliqué cni1=28 (et d,ry=17); or, examen des cas précédents

(5° cas) @ny1 =1 e€l@na>> 2;done £, > 2+ get H, < =25,5: exclu;

montre qué I'ona d,_1=10u 7y, dot @,y 2 et yp 4 <<— 2. das lors :
q 7 Y 39

i - 0=3)(0*3)

et << 3 =25 : exclu;
2

— ou bién z, > g, d’

. 3 .. .
— oublen x4 < 52 cequi implique @p1 =1 et @pio> 2, donc cpro = dpia=38,

1 . ) |
nia<<— = €t Sl Gnya=2, Cpeg =1 €l Apy3=1, avec &nrs> 3 (4° cas), d’ou, de
2

(5 ) (-3)

11 . .
toutes fagons, Znp.a> 4 et par suite, H,.,< < 25, ce qui est

exclu.

Ainsi, ce 8° cas est complétement exclu, ainsi par suite que ceux qui impliquent
sa présence, par exemple immédiatement a leur suite, comme les 5° et 6° cas.

9° cas. — cp=1, h=7.

a5 implique H, < 7(—_7—2-1—0)<24 : exclu; donc, en tenant compte de
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Pexclusion des 5° et 6° cas, on voit qu'on doit avoir @,=1, avec Cp4s =0,
dni1=17, Qni1=1, @na= 14 (d’aprés le 2° cas).

10°cas. — c,=7, d,=8.

8(8 +14)
7

ap>7 implique H, < << 25,2 : exclu; en tenant compte de I'exclu-

sion du 5° cas, on voit qu’on ne peut donc avoir que :

— ou bien ap,=4, d'ot chp1=dn1=7;
— ou bien a, =35, d'ol ¢he1=0, dpn1 =7, CGni1=1, Gna=14.

Reprenons alors le g° cas. Il résulte de ce qui précéde qu’il implique sous peine
d’exclusion dn_1=8 et @n_(=4 (10° cas au rang n—1) ou dpn_y=1¢et @, 1 =3

3
(4° cas aux rangs n—2etn —1), donc de toutes fagons Y <— Z; or on a vu
e . . 6 .
qu il unpllque aussi @puu—=1 et apa=4¢, dol Zni1> 3 et, par suite,

Honn< — 6 3 < 25,2 : exclu. Donc le ¢° cas est complétement exclu, et le 10°
-+ =
574
se réduit au second terme de l'alternative indiquée.

11°cas. — c¢,=8, d,=6.
an> 2 implique H, < 24 : exclu; or, a,=1 implique cps1 =7 (et dp1=38)
R 1
donc, d'aprés le 10° cas, apiy=5 et anr2a=1, d’on .z',,+,>5+%, Y <—3»

<(8—[)(8+lo+l)

et, par suite, H, << 23. Ce 11° cas est donc completement

1
5+ = +—
2

exclu, et aussi ceux qui 1mplnquent sa présence par exemple a leur suite, comme
les 3°et 7° cas et le sécond terme de 'alternative du 1° cas.

12° cas. — ¢,=8, d,=7.

7(7+3)

an> 3implique H;, << &5~ < 24 :exclu; a,=2implique @n.1= Gnia= @niz3=1

29
7(7 -+ [—{)
29

11

et @nix 3 (cef. 17 4° et 11° cas); donc xu>—— d'ou H, < < 25,7.

Donc, sous peine d’exclusion, on a a,=1, d’ott cpi1 =dnr1=8.

13°cas. — ¢c,=38, d,=S8.

L’examen des cas précédents montre qu’on doit avoir sous peine d’exclusion
en1=8,dn1=79, ana=1, dot y,<— %; de plus @, = 2 implique cppy=1,
d'ott @ =1 et a,.‘:,é 3 (4° cas); donc a,> 2 implique z, > '7;— et, par suite,

(2= 9)(-3)

11 1
—_— - -

4 2
L .
sous peine d’exclusion.

H, < < 25 : exclu. On doit donc avoir a,=1, d’ou ¢, y=o0
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Remarquons ici que le 10° cas, qui ne peut suivre aucun des cas non exclus, est
par 1a méme exclu complétement

Ainsi, les seuls cas qui échappent encore & Pexclusion a 25 ,75 prés sont
les 1%, 2° 4°, 12° et 13° cas. De plus, le 2° cas ne peut intervenir qu'immédia-
tement aprés le 4° cas pour former la séquence suivante :

c: 1 7 o 7 8’
d: 8 1 7 o 7
a: 1 4 1 4 i
rang: n—2 n—I A  R4+1 n4+2
.. . 1 4 1 (9+9)(9— g) .
qui implique Z,.4> 4 + 3 Y <—7p» d’on HZ“ —;—7—7—<25, et qui

est donc aussi exclue, ainsi par suite que le 2° cas.

Seul peut donc échapper a I'exclusion a 25,75 prés le développement pério-
dique suivant :

c: 8 8 0 8 1 7
d: 7 8 o 8 1
a: 1 11 1 1 8
indice n modulo 6 : o1 2 3 4 5

En désignant par £ un nombre correspondant & un. tel développement,
on calcule aisément que K (£o; 9, @, b) est fourni par la limite - ‘/—-_ des HY (indice

modulo 6). Comme on a —1‘/?5 > 25,75, on peut énoncer :

Les nombres ko sont les nombres critiques, et la borne K (g), isolée, vaut :
K(9)= -—_-— =25,7932....
V38
Lensemble des K (£; 9, a, b) ne prend aucune valeur entre K(g) et 25,75.

16. Pour s =10, nous choisirons 1001 = 34.
Les seuls couples non exclus sont alors les suivants :

¢h=0, dpn=y9, aveC Cpy1=19, &n+1=0 et B, et A,
ch=1, dp=y9, avec Cp1=28, dpp=1 et B, et A, ;
cp=dp=09; cp=9, d,=38; ch=28, dp,=9; tous ces cas avec A,_; et A,.
1 cas. — cp,=0, dn=9; Cir1=0, @ni1=o0.
10 + 8) 10 )
@n+1>>8 implique HY (—————l— < 23 : exclu; comme, pour que cp.a= o0,

1, 8 ou g, on doit avoir a@py=o0, 1, 8 ou g(mod10), on a en fait a@py=1.

Dés lors @, a implique x,> 2 + % et, par suite H, << 81 - < 33. Donc, sous

24 —
2

peine d’exclusion, on a @y = a@pr1=1, d’0tt Cpra=1 (et dpry=9).
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2° cas. — cp=T d,,:g; Cn1 =8, dya=1.

@, a2 implique H, << 22—~ 9(9 2) <32 : exclu; @py1>9 implique d’autre part
H~ 11(11+18)

Nt <3a exclu; de plus, on a dnya =38, d’0lt coys =9 et, par suite,

@ny1= 4 sous peine d’exclusion, ainsi que a,=1.

3° cas. — ch=9g, d,=8.
an,= 3 implique ¢p.y=o0, d’odt @,,1=1; donc a,> 2 implique z,>2 + %,
8(8 + 2 + 1)
d'ow H) =~ 2/
I
24 —

2
b N
d’'ot e =dur1=09.

< 34; donc sous peine d’exclusion, on doit avoir a,=1,

4° cas. — cp=9, dn=09.

an> 4 implique Hj << 222 99 +4) <30 : exclu; comme a,= 3 conduit i une

9+4)
4
valeur exclue pour ¢,.4, on doit avoir a,=1 ou 2. Or, a,= 2 implique ¢,y =1,
dot @pi=1 et z,>2+ ;; d’autre part, 'examen des différents cas montre
qu’on ne peut avoir que d,_y=oou 8 (et c,1=9),d'od @r_1=1 et yp<— % et,
I
(e o2

11
24+ = + =
2 2

par suite, H, < << 33 : exclu. Donc, sous peine d’exclusion,
on doit avoir a,=1, d’ot ¢pry=o.

Remarquons que l'éventualité ¢,=8, d,=g9, qui ne peut suivre aucun des
cas envisagés, est par la méme exclue.

Il résulte donc de ce qui précéde que seul peut échapper a I'exclusion a 34 prés
le développement périodique suivant :

c: 9 9 9 1 8
d: 8 9 o 9 1
a: I 1 1 1 4
indice n modulo 6 : o1 2 3 4 5

En désignant par £ un nombre correspondant a un tel développement, on

calcule aisément que K (&o; 10, a, b) est fourni par la limite 3;71 des Hy=H,
110

(indices modulo 6). Comme on a — > 34, on-peut énoncer :
. Vito
Les nombres £y sont les nombres critiques, et la borne K (10), isolée, vaut :

370

WVito

L’ensemble des K (t; 10, a, b) ne prend aucune valeur entre K.(10) et 34.

K(10) = = 35,2781....
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Reprenant les notations du paragraphe 7, on constate que, dans le cas t =1,
le nombre ¢ utilisé au paragraphe 7 pour obtenir seulement une minoration
de K(s), n’est autre qu'un nombre critique pour s=r10, et fournit donc la
valeur exacte de K(10), comme il avait été annoncé a la fin du paragraphe 7.

RESUME DES RESULTATS.

Comme au chapitre II, résumons les résultats obtenus dans le présent chapitre,
en les traduisant pour le probléme de I'approximation de zéro par la forme linéaire
non homogeéne gf— p—p, on £ est un irrationnel et p un rationnel irréduc-

_— ) .
tible - (s> 2) donnés, et ou p et ¢ peuvent prendre toutes les valeurs entidres
S

telles que g > o. Les résultats des paragraphes 5 a 16 permettent d’énoncer :

t étant un entier quelconque fize premier & s(s > 2), pour tout irrationnelt,
g . . . P t
il existe une infinité de fractions 7 telles que I q(q&—p —§> . < k, avec ¢> o,
lorsque

cette propriété (P) é
La fonction K (s) est telle que :

52

= K(s)

<4

[SERS

(alors que, rappelons-le, la constante analogue envisagée au chapitre II est,

H( )
d’apres le théoréme de Minkowski au moins égale a 4).

Il existe une infinité de valeurs de s telles que

5217475
K(s)\ 11

=2,968....

Le tableau ci-aprés rassemble, pour 2 < s <10, les valeurs de ——, avec une

(

période du développement des nombres critiques correspondants (que I'on peut
définir ceux pour lesquels il n’existe qu’'un nombre fini de fractions -‘3 telles

que

q(q& —p—§> l << k, ave¢ g > o pour toutes les valeurs de k& strictement
K( $)

inférieures a ), sauf pour s = 2 ou un exemple seulement de nombre critique,

de développement non périodique, est donné (2°).

(29) Dans chacun de ces cas particuliers, I'étude du sens dans lequel la limite inférieure K (§; s, a, b)
est approchée par les valeurs de HZ:% qui s’accumulent vers elle pour les ¢ critiques, permet

d’établir que pour s ==, 3 et 5, la propriété (P) reste vraie pour k = ( ), tandis qu ‘elle est

fausse pour cette valeur de k& pour s =4, 6, 7, 8, g et 0.
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E=(ao ar ... ap ...); ch=d,=1 } 22

- f - -
§= 2"'{ a, pair indéfiniment croissant § K(2) — =4
_ {a: 1 3 1 6 32 _
$=3.00 05 0o X&) = Vie =3,162...
—fe @ _ a6y
s = 4...%01 ° 3} m— 7 —3,232...
_ {a: I 1 4 52 5 /26 _
s = 5( c: i o 4 KG) — S 3,186...
_ a: 1 1 1 1 1 5 62 12 /29 _
s = 6...{02 55 o0 5 1 4} K©) = 23 =3,258...
s— - {a: I 1 1 1 1 101 3 72 _28\/11130_3 o1
e 6 6 o 6 1 5 0 5 K(7) = 979 7 7
_ a: 1 111 1 3 8  g6ya
s = 8...{6: 2 7 0 7 1 6} m = =2,888...
s= 9... a: oo 8y 9 27-@ =3,140...
c: 8 8 o081 7§ K(9) 53
(a: 11 11 1 4 102 10yiro
s =10.. {c: 99 0 9 1 8} ITIO)_ 35 =2,834...

Malgré les analogies de structure que présentent ces développements critiques
entre eux (pour s> 3) et aussi avec le développement étudié au paragraphe 7,
la détermination générale de K(s) semble étre un probléme compliqué. Les
propriétés arithmétiques de s y jouent probablement un réle bien plus important

qu’elles ne faisaient dans le chapitre précédent pour la valeur de H(s). D’ailleurs,
il ne me parait pas yraisemblable que P'ensemble des valeurs de 'KfZT) ne posséde
qu’un petit nombre de valeurs d’accumulation lorsque s augmente indéfiniment,

mais je ne puis jusqu’ici étayer cette affirmation de quelque preuve.




