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CONTRIBUTION A LA THÉORIE DES DEMI-GROUPES (III);

PAR M. P. DUBREIL.

Le présent travail, qui 'se rattache plus ou moins étroitement à des Mémoires
antérieurs (1), est divisé en deux parties. La première, formée des sections 1, 2, 3
concerne l'étude de certains idéaux remarquables d'un demi-groupe D : idéaux
fermés à droite (par exemple), idéaux larges.

Les idéaux fermés à droite sont des idéaux à droite particuliers, caractérisés
par une propriété de fermeture (au sens de E. H. Moore) ( 2 ) introduite à partir
de l'équivalence ^Vi^ définie dans l'ensemble des parties ^(D) par la relation
XD ̂ X'D. Cette relation apparaît d'elle-même dans l'étude des résidus ( 3 ) : on
sait que le résidu à droite W» d'un complexe (ou partie non vide) H est
l'ensemble des éléments w de D pour lesquels l'équation wxçîî n'a aucune
solution x\ W» est un idéal à droite et une classe par rapport à l'équivalence
principale à droite (Ru définie par H ([1], chap. I). L'étude des résidus se place
donc au point où les théorèmes sur les demi-groupes qui s'inspirent de la Théorie
des groupes s'articulent avec ceux qui généralisent la Théorie des anneaux. Je
montre ici (§ 2) que tout résidu à droite est un idéal fermé à droite, et réci-
proquement. Parmi ces idéaux figurent toujours les idéaux premiers; tout idéal
à droite de D est d'ailleurs fermé à droite dès que D possède un élément-unité à
droite. L'idée qui conduit à ces résultats est extrêmement simple : elle consiste à
regarder l'ensemble des parties ^(D) comme un demi-groupe demi-réticulé ou,
plus brièvement, gerbier^ qui possède en outre la propriété d'être résidué ( ' • ) :
les règles de calcul qui en résultent sont rappelées, et leurs premières consé-
quences sont développées, dans le paragraphe 1.

( * ) P. DUBBEIL, Contribution à la théorie des demi-groupes {Mém. Acad. 5c., t. 63, i94i ,
p. i-52), désigné ultérieurement par [1]; P. DUBREIL, Contribution à la 1 héorie des demi-
groupes (II). {Bendiconti di Matem. e. d. s. appl., 5e série, vol. 10, IQ^, p. i83-2oo), désigné
par [2]; R. CROISOT, Propriétés des complexes forts et symétriques des demi-groupes (Bull. Soc.
Math. Fr., t. 80, iQÔa, p. 217-223), désigné par [3J.

( 2 ) E. H. MOORE, Introduction, to a form of général Analysis (New Haven, 1910); voir aussi
G. BIRKHOFF, Lattice Theory, 2e édit., p. 49? ou P. DUBREIL, Algèbre^ t. 1, 2e édit., chap. I, § 11
(Paris, Gautliier-Villars, sous presse).

(3) [2], § 2, égalité (3) Wn D == m D.
(*) Le succès de cette méthode confirme l'intérêt qui s'attache à cette structure de gerbier^ dont

on trouvera une étude systématique dans : M. L. DUBBEIL-JACOTIN, L. LESIEUR et R. CROISOT, Leçons
sur les treillis, les structures algébriques ordonnées et les treillis géométriques (2e partie,»
(Paris, Gautliier-Villars, sous presse).
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Dans bien des questions, un complexe H d'un demi-groupe peut être remplacé
par sa trace T •==. D2 n H sur l'ensemble D2 des produits ah. On est ainsi conduit
à considérer, dans l'ensemble des parties X de D, l'équivalence H définie par la
relation D2 nX== D2 nX', et qui coïncide avec l'égalité si D est globalement
idempotent (D2==D). Dans tout ensemble d'idéaux à droite équivalents modj,
il y en a un maximum, qui est dit large. Je montre (§ 3) que tout idéal premier
est large, et que le résidu WH d^un complexe H est large dès que H vérifie la
condition HnD 2 nWH=0 , ce qui a lieu notamment pour tout sous-demi-
groupe de D.

Dans la seconde partie, je reviens d'abord (§ 4) sur l'étude des complexes forts
d'un demi-groupe. Les propriétés des sous-demi-groupes forts ([l], chap. I, §3,
où les sous-demi groupes sont désignés sous le nom de sous-groupoïdes) s'étendent
aux complexes forts contenant un sous-demi-groupe non vide. Cette générali-
sation repose sur l'introduction de la notion, nouvelle, de complexe unitaire par
rapport à un autre complexe. D'autre pari, la lecture du travail de R. Croisot [3]
m'a suggéré un théorème sur la comparaison d'un complexe fort H (non nécessai-
rement symétrique) avec sa trace T == D2 n H : c'est l'objet du théorème 12 dans
lequel on voit de nouveau apparaître la condition H n D2 n W,i== 0, accompagnée
de la condition symétrique H n D2 n ̂ W =0.

La cinquième et dernière section est consacrée aux analogies supplémentaires
qui peuvent apparaître, moyennant des hypothèses convenables, entre la décom-
position d'un demi-groupe en classes par l'équivalence principale à droite relative
à un sous demi-groupe, et la décomposition d'un groupe en classes à droite par
rapporta un sous-groupe.

1. Demi-groupe des parties; quotients. — A un demi-groupe D, associons le
demi-groupe ^défini de la façon suivante. ^ == ^C(D) est l'ensemble des parties
de D ; le produit AB de deux parties non vides ou complexes A, B est le complexe-
produit, c'est-à-dire l'ensemble des produits ab, où a, b décrivent respectivement
A, B; la partie vide 0 est élément-zéro de ^ : 0X==X0=0 quel que soit X
dans ^. Par rapport à la multiplication ainsi définie, ?î est un demi-groupe, que
nous appellerons demi-groupe des parties.

Ordonné par la relation d'inclusion des parties, XCY, ^C est un treillis'(et
même une algèbre de Boole); la multiplication est isotone,

XCY entraîne AXCAY et XBCYB,

et même distributive par rapport à la réunion :

^(\}^\^\}^ (^M^A==^MA.
\M€^ / M€9f \M€y / M€^

mais elle n'est pas distributive par rapport à f intersection : on a seulement

A/^M^c^AM, (^M^AC^MA.
\Mey / M € ^ \Mey / M€^
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Par exemple, dans un demi-groupe D où tout produit est égal à un même
élément z , si Von considère une famille ^ de parties M dont l'intersection est
vide, on a

A / ' ^ M ^ = 0 c ^ A M =
VMe^ / M6^

^ a donc une structure de demi-groupe demi-réticulé, ou gerbier.
^ est de plus un gerbier résidué. Rappelons que le résiduel ou quotient à

gauche Q = H '. R de H par R (H, R€ ^) est la plus grande des parties X de D
vérifiant XRÇH. On définit symétriquement le quotient à droite H .' R au
moyen de la relation RY Ç H. Dans le cas abélien, le quotient est désigné par H : R.

Remarque. — Si D possède un élément-zéro z , le complexe Z== j z j , contenu
dans tout idéal, est élément-zéro de l'ensemble ̂ == êC — j 0 j des complexes de D;
il est cependant préférable, même dans ce cas, de considérer le demi-groupe ^
plutôt que le demi-groupe ^, parce que ^ ' , en général, n'est pas résidué.
Par exemple, dans le demi-groupe multiplicatif No=|o , i , 2, . . . , n, .. . },
le quotient H : R de l'ensemble H des nombres impairs par l'ensemble R des
nombres pairs, est vide. De plus, °£ a sur ^ l'avantage de posséder un élément
minimum, 0. On notera que, si D possède un élément zéro z, le complexe
Z == j z [ r^est pas un zéro dans ^ : on a en effet 0Z == Z0 = 0 (et non Z).

Dans la fin de cette section et dans certains résultats des paragraphes 2 et 3
interviendront seulement les propriétés suivantes de l'ensemble des parties ^? du
demi-groupe D :

^ est un gerbier résidué;
^î- possède un élément minimum 0 et un élément maximum D, on a

0X = X0 == 0 et AB = 0 (ou BA = 0) avec A ̂  0 entraîne B = 0 ;

^î est un demi-treillis complet /c'est-à-dire toute union ̂  JX existe \
\ X€.<F /

Deux éléments quelconques X, Y de ^ ont, dans $, une intersection (ou borne
inférieure) X n Y : ̂  est donc un treillis, et, d'après un théorème classique (°),

. ce treillis est complet (toute intersection existe).
Ces axiomes définissent une structure abstraite plus particulière que celles de

gerbier et de gerbier résidué et, elle aussi, digne d'intérêt.

Propriétés. — Les relations XRCH et XRÇDRnH étant vérifiées en même
temps, on a

II '. R = = ( D R n H ) •. R,

R étant donné, le quotient H '. R ne dépend que de I ' 1 intersection DRn H.
On a H '. 0 == D quel que soit H e ̂  (en particulier 0 '. 0 == D). Si R ̂  0,

( t) Voir par exemple, G. BIBKHOFF, Lattice Theory^ chap. IV, théorème 2, p. 4g; ou
M. L. DUBREIL-JACOTIN, L. LBSIEUR et R. CROISOT, Leçons sur les treillis, i" partie, chap. III, § 2,
théorème 1. On notera que ^ n'est pas un demi-groupe réticulé, cette dénomination impliquant la
distributivité de la multiplication par rapport à l'intersection.
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Q === II '. R est l'ensemble des éléments q de D vérifiant qr e H <y^/ y//^ .so//
r eR; en particulier, 0'. R==0(R^0) .

Si l'on a DRÇH, il en résulte H •. R = = D ; D2 Cïï entraîne donc H •.. R == D
quel que soit Re ̂  el l'on a, en particulier, D '. R== D.

Rappelons encore les règles de calcul classiques (°) :

(1) I JC i r entraîne H •. R CH •. R,
(2) R C R ' entraîne H •. R 'CH •. R.

On a

(3) ( I I •. R , ) - . R , = H - . ( R , R i ) ,(o fn^'-^n"*-R'
\ne^c / H€^

('*) H '. fUt^O" '• R5

Viief? / Re^
en particulier

H ••l^f^H -.r,
/ € H

en désignant, ])onr s implif ier , par H '. /• le quotient à gauche de H par le
complexe •[ r }•.

TiiAonftMK 1. — i" Qu^ls que soient A, R€ ^C, on ci

( G ) A C A R •. R;

^/, en pai'licn,liei\ \) ==• DH '. IV.
a0 AR est la plus petite partie H de D vérifiant

(7) A C H - . R ;

3° Pour qU il e x i s i e an i nn i / t s une partie H de D vérifiant l'égalité

(<S) A = H •. R
il faut et il suffit que l'on ait

( « ) ) A =AR. - . R
on, ce qui revient an inèine^

( < Y ) AR •. R C A .

1° On a ARC AR, donc A CAR •. R. Pour A == D, il vient DR •. R=D,.
2° L'ensemble ^C des parties H de D vérifiant (7) n'est pas vide puisque AR e SC.

D'après (4), l'intersection JTo==^H vérifie (7); comme c'est, par construction.
"e<ic

( G ) Voir p;ir exemple, pour le cas des idéaux d'un anneau commutatif, VAN DER WAERDEN
Moderne Al^ebi-a, t. 2, 2e édit., p. 24 (§ 85); pour celui des éléments d'un treillis multiplicatif.
G. BIRKHOFK, Lattice Theory, 2e édit., chap. XIII, § 1, p. •?oi; pour celui des éléments d'un grou
poïde ordonné (vérifiant éventuellement des conditions plus fortes), M. L. DUBREIL-JACOTIN.
L. LKSIEUR, R. CROISOT. Leçons sur les treillis ..., IIe partie, chap. II: (on notera qu'ici S est un
treillis complet). Cette théorie de la résiduation, qui remonte à Dedekind et Macaulay, a été
développée principalement pnr Krul l , Ward et Dilworth.
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la plus petite partie de D ayant cette propriété, nous avons Ho Ç Ail. D'antre
part. AÇHo '. R entraîne ARÇHo, d'où l'égalité Iio==AR.

3" Si nne partie H de D vérifie (8), elle vérifie (7) , donc contient AK, et nous
avons, d'après (6) et ( i ) ,

A C A R '. R C H '. R = = A

et par conséquent (9). Cette condition (9), nécessaire pour que (8) ait au moins
une solution H, est évidemment suffisante, et, d'après ((S), équivalente a (9').

A chaque partie R de D, associons les deux relations d'équivalence n^t, ^Tlii,
définies dans ^T de Irf façon suivante :

On pose
H = H' (R^t) si et seulement si M •. R == 11' ' . R.

On pose
X ^ = X , (c)1ln) si et seulement si X R = X , R .

Etudions leurs propriétés.
Puisque H '. R = = ( D R n H ) •. R, i^l contient réquivnlence nJ définie en

posant
II - H' (uJ) si et seulement si D R n I l = DRnir .

( .haque classe mod^l est convexe par rapport a la relation d'inclusion, c est-
a-dire H Ç X Ç H ' et H=H'(R^I) entraînent X = II (n^l); d'après (4), chaque
r fasse mod^^t est fermée par rapport à V nilerseclion des p a r l i e s ^ donc, conlieni.
une partie minimum, intersection de toutes les parf/es appai'feii.ant a cet le
fiasse.

A et R étant deux parties données de D, les parties II vérifiant A == lt '. R, s i i
en existe, forment une classe modu^Ï,. Cette classe comprend alors, d'après le
théorème 1, le produit AR. qui est précisément la plus petite partie de cette classe.

D'après (3), l'équivalence n^t est contenue dans l'équivalence sii^? quel que
-oit Se^?.

L équivalence c)1tR est régulière à gauche pour la multiplication définie dans ^î.
(..haque classe modJTtu est convexe^ et fermée par rapport a la réunion des
parties : chaque classe \ X, . . ., Xi, . . . ^mod<7Ttn contient donc une partie
maximum X, réunion de toutes les parties appartenant à cette classe.

L'application X —- X est une fermeture au sens (ùî E. I I . ]\loore. On a évi-
demment X Ç X et X == X; il suffît donc de montrer que Y Ç X entraîne Y Ç X .
Or, on a, par hypothèse,

Y R = Y R C X R = X R

et II suffît d'utiliser lîTproposition suivante :

LEMME 1. — Si X est maximum dans sa classe mod^lLn, / ' inclusion

C R C X R
entraîne

Ccx.



On a en effet

d'où

c'est-à-dire

— ^i —

X R c ( X u C ) R = X R u C R = X R ,

( X u C ) R = X R ,

X u C = X (*)HR),

ce qui exige X u C == X, donc C C X.
La fermeture X->X sera appelée fermeture à droite associée à R; les

parties X seront dites fermées à droite par rapport à R.

THÉORÈME 2. — i° Pour toute partie X de D, on a

(10) X = X R •. R.

2° Les parties X fermées à droite par rapport à R sont caractérisées par
chacune des propriétés

a.
X = X R •• R.

b. Il existe au moins une partie H € ^* telle que X == H '. R.

i° Par définition, X est la réunion des parties Xi vérifiant X(R = XR; chacune
de ces parties est contenue dans le quotient XR '. R==Q, d 'oùXçQ. Inver-
sement, nous avons QRCXRÇXR, d'où, d'après le lemme 1, QÇX, donc
l'égalité.

2° X étant la partie fermée à droite par rapport à R qui contient X
(puisque X == X), on a, d'après i°, X = XR '. R. Inversement, si une partie X
vérifie l'égalité X == XR •. R, on a, toujours d'après i°, X = X, X est fermée à
droite, et la propriété a est caractéristique pour les parties fermées à droite par
rapport à R. La propriété b, équivalente à a d'après le théorème 1, 3°, caractérise
également ces parties.

2. Idéaux fermés à droite. — Rappelons qu'un idéal à droite du demi-groupe D
est une partie m de D (me^*) vérifiant la condition m D Ç m ; d'après cette défi-
nition et les règles de calcul du paragraphe 1, la partie vide 0 sera considérée
comme un idéal à droite; toute réunion et toute intersection d'idéaux à droite
sont des idéaux à droite.

II étant une partie quelconque de D, l'intersection des idéaux à droite conte-
nant H est le plus petit idéal à droite |H) contenant H. H) est appelé idéal à
droite engendré par H. L'inclusion H Ç | H ) entraîne HD Ç H ) D Ç | H ) , d'où
H u III) Ç | H) ; II u HD étant un idéal à droite contenant H, nous avons finalement

^i) } H ) = H u H D ,

|IÎ) et HD sont en général deux idéaux à droite distincts; ils coïncident si l'on a
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H Ç HD et seulement dans ce cas. Inégalité (i) entraîne | H) D == HD; on a donc

( H ) = H (;)îlo).

L'idéal à droite h) engendré par un seul élément h est dit principal. L'idéal
engendré par un ensemble fini ( A i , . . ., hn \ est désigné par i Ai, . . ., hn)- L'idéal

^ JH ) engendré par une réunion est la réunion des idéaux | H) correspondants.
H€X J

On obtient aussi des idéaux par formation des quotients. Remarquons d'abord
que le quotient à gauche Q === H ". R est un idéal à gauche si H en est un,
puisqu'on a

D Q . R = D . Q R C D H C H , d'où DQCQ.

THÉORÈME 3. — i° Quelle que soit la partie H de D, Q == H '. R est un idéal
à droite si R est un idéal à gauche; en particulier^ les quotients à gauche
H *. D, H '. D3' (a entier naturel) sont des idéaux à droite.

2° Les idéaux à droite de la forme H '. D sont les parties î fermées à droite
(par rapport à D), caractérisées par la condition

f= fD •• D.

Ces idéaux f seront dits fermés à droite,

i° Nous avons, si R est un idéal à gauche,
Q D . R = = Q . D R C Q R C H ,

donc QDcQ, et Q est un idéal à droite, il en est ainsi, notamment, pour des
quotients de la forme H •. D, H '. D".

2° D'après le théorème 2, les idéaux à droite H '. D ne sont autres que les
parties f fermées à droite (par rapport à D), caractérisées par la condition

f = = f D '.D
et Von a

pour toute partie H vérifiant
f = H '. D

H = = f D (n^t).

Remarques. — i. Toute intersection |i(H *. D) d} idéaux fermés à droite
iiex

est l'idéal de même forme ( f\îï\ \ D.
\H6^e /

2. Pour tout idéaH? droite m, on a m Cm *. D, et, plus généralement, quel que
soit A €^, mÇîlï •. A (puisque WACw).

THÉORÈME 4. — Pour que I1 idéal à droite \ A) engendré par une partie A de D
soit fermé à droite^ il faut et il suffit que A vérifie la condition

(2) AD• . D C A u A D .
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Pour que |A) soit fermé à droite, il faut et il suffit que l'on ait

| A ) = = [ A ) D •. D,
c'est-à-dire

A u AD = AD '. D.

Or, on a toujours A CAD •. D et AD CAD '. D; la condition (2) est donc
nécessaire et suffisante.

Exemple. — Considérons le demi-groupe (abélien) D == f a, h, c, z } défini
par la table suivante :

I a b c z

b c z z

c z z z
•z z z z

Puisque s est élément-zéro, tout idéal non vide contient z. Les idéaux de D
sont par conséquent : 0, 1îti== ( z } = zD == cD == (.s), Wt== { c. ^ ; =(c)= 6D.
îll3= ( b, c, z j•= (b) = aD = D2, et enfin D. On a

mi D : D = { z } : D = { c, j } = m,,
m.sD :D = { z } : D === nij,

donc, en désignant par m la fermeture de lll (par rapport à D),

nii c nti = m2== nis,
puis

m:; D : D = ( c, z } : D = {b, c, z \ = m:;
et par conséquent

Rappelons que le résidu à droite W,, d'une partie H de D est l'ensemble des
éléments w de D vérifiant la condition ( 7 )

(3) H .• w = 0

équivalente à
(4) w D ^ D — H
ou, puisque n 'DCD2 , a
(5) ( r D C D 2 — ( D ^ n I I ) .

On a donc
(.6) W n = ( D — H ) •. D = [ D ^ — ( D 2 n H ) 1 •. D

et par conséquent, tout résidu à droite, de la forme K '. D, est un idéal fermé
a droite.

( ' ' ) [l], cli;«p. I, § 1 , p. .S; [2J, cliap. I, § l et 2, p. •-! à 5. Lorsqu'aucunc confusion ne scrn a
craindre, il nous arrivera d'écrire résidu pour résidu à droite.
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THÉORÈME o. — Réciproquement, tout idéal fermé à droite t est le résidu de
H == D — tD, de K === D2— fD, ̂  6^<? ^ot^<? partie comprise entre H et K.

Nous avons en effet, H et K étant définis comme dans l'énoncé,

Wn== (D — H) '. D = fD ' . D = f,
WK= [ D — Ç D s n K ) ] ' . D = = ( D 2 — K ) '. D ==t'D •. D == t.

Puisque K Ç X C H entraine WnÇWxÇW^, le résidu de toute partie X com-
prise entre H et R est également t.

Remarque. — Si X et Y sont deux parties de D ayant le même résidu à droite ty

donc
f = = ( D — X ) •. D = = ( D — Y ) •. D,

D — X ^ D — Y (n^).

Or. une classe de parties équivalentes modp^t contient une partie minimum : il
existe par suite un X maximum vérifiant la condition Wx== t. Cet X n'est autre
que H = D — fD. Soit en effet

m = ar ( r t€ f, re D)

un élément de tD ; pour toute partie M comprenant m, on a a^p. W,i, d'où f ̂ é\\\ :
ainsi, une partie ayant f pour résidu est nécessairement disjointe de tD;
D—fD est donc la plus grande partie ayant {pour résidu à droite.

Indiquons encore les propriétés suivantes (cf. [2], chap. I, § 2, p. 5).
Pour qu'un idéal a droite îll soit fermé à droite par rapport à une partie

quelconque R deD, il SUFFIT que l^on ait W '. R == Wt.
En effet, l'égalité X R = = m R ( Ç m ) entraîne X Ç n i ' . R, donc ici XÇm :

l'idéal lu est donc bien la partie maximum dans la classe modJTTit à laquelle il
appartient.

Pour un idéal a droite premier p, la condition ? '. R == p est remplie dès
que R n est pas contenu dans p. Soit en effet rçR, r ^p ; si xçy ' . R, on a
xr ç. p d'où J T € P donc ? '. R Ç p , ce qui entraîne l'égalité.

Si R = = D , nous avons p '. D = p pour tout idéal premier P^ I) et, puisque
D '. D = D. nous cu'ons

y : D = p

pour tout idéal à droite premier p.
Xous avons obtenu la proposition suivante :

T H É O R È M E G. — Lesjuléaux à droite Ht vérifiant

m *. D = m,

i?n particulier les idéaux à droite premiers, et les intersections d^ idéaux à
droite premiers, sont des idéaux fermés à droite.

Remarque. — II est facile de montrer directement que loul idéal a droite
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premier p est fermé à droite. Soit X = p (Jït^)', si a* € X, on a x2 e XD == pDÇ:p,
d'où xçy et par conséquent XCp.

£'/i résumée nous avons établi qu'//y a identité entre :
les parties maximum appartenant aux classes JTXo, ou parties fermées à

droite (par rapport à D) caractérisées par la condition

X = X D \ D ;

^ idéaux fermés à droite f, o?e la forme H *. D, H e ̂ î;
/e.y résidus à droite Wy des différentes parties H de D.
De plus, V'ensemble S1* des idéaux fermés à droite comprend les idéaux à

droite W vérifiant Inégalité tll • . D == Ht, en particulier les idéaux à droite
premiers p; enfin ^* est fermé par rapport à V intersection des idéaux.

Pour que tout idéal à droite de D soit fermé à droite, il faut et il suffit que
la condition (S) suivante soit remplie :

(S) Dans le demi-groupe multiplicatif ̂  des idéaux à droite, D (élément
maximum de ̂  et de ^*) est simpli fiable à droite.

En effet, il faut et il suffit que chaque classe mod Jîlo contienne un seul idéal
à droite, donc que l'égalité WD = W'D entre idéaux à droite implique tu == m7.

Chacune des conditions suivantes', de plus en plus fortes, entraîne la condi-
tion (S), donc est suffisante pour que tout idéal à droite de D soit fermé à

roite.droi
l /c(Si ) m D == m, ou W Ç m D, pour tout idéal à droite W.

(Sa) XÇXD pour tout Xe^C; cette condition signifie que V idéal à droite
|X)==XuXD engendré par ̂  et V idéal à droite XD coïncidente quel que
soit X CD.

D'autre part, la condition (Sa) est une conséquence de chacune des conditions
suivantes :

(I) D est idempotent, c'est-à-dire a'a= x, pour tout x e D ;
(Erf) D possède au moins un élément neutre à droite;
(Qri) Pour deux éléments a, m quelconques de D, il existe au moins un

quotient à droite q (m q == a).

En résumé, nous avons les implications :

(I)\
( Ed)->- ( Sa ) -> ( Si ) -> ( S ) ̂  Tout idéal à droite est fermé à droite.
(Qrf)^

3. Idéaux à droite larges. — Nous dirons qu'un demi-groupe D est globale-
ment idempotent s'il vérifie la condition

(GI) D2=D,

en d'autres termes si tout élément .y de D est obtenu comme produit, x = r s.
Si l'on désigne par (E^), (Q^) les conditions respectivement symétriques
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de (E(/), (Q,/), la propriété (G I) résulte de l'une ou l'autre des conditions (Erf),
(E^); elle résulte aussi de l'une ou l'autre des conditions (Qrf) , (Q^)î elle résulte
enfin de la condition (Sa) et, a fortiori^ de (I).

THÉORÈME 7. — Soit W un idéal à droite dans un demi-groupe D.

i° Les relations
(1) m = = m - . D OTto),
(2) m=mD (D^)
ont lieu en même temps.

2° Tout idéal à droite tll vérifie les relations ( i ) et (2) :

a. dès que le demi-groupe D satisfait à la condition (Si), ou, naturelle-
ment, à une des conditions plus fortes mentionnées ci-dessus ;

b. dès que D est globalement idempotent.

i° Nous avons mDCni, donc
mD '. D C m '. D.

Comme wD • . D est la fermeture à droite 1U de W, la congruence ( i ) exige que
l'on ait W • . D Ç m D • . D, d'où l'égalité

(2') m '. D = m D •. D,
c'est-à-dire la congruence (2).

Inversement, (2), sous la forme (2'), entraîne lit • . D == llî = W (JTtn) c'est-
à-dire (i).

2° «.La condition (Si), m== mD, entraîne évidemment (2), donc (i).
b. La relation

( m - . D ) D C m

entraîne, si D est globalement idempotent,

( n r . D ) D = ( m - . D) D^m DC(w . D)D,
d'où

(m • . D) D = ni D,
c'est-à-dire ( i ).

Dans l'ensemble *?* des idéaux à droite, considérons la relation d'équivalence J
définie en posant

m = = = w ' (.y) si et seulement si mnD 2 ^ m'nD2 .

3 se réduit à l'égalité si D est globalement idempotent. Banales dans ce cas,
les considérations suivantes prennent leur intérêt dans les demi-groupes qui ne
sont pas globalement idempotents (8).

(') D'après les tables de K. S. CABMAN, J. C. HARDEN et E.-E. POSKY il y a n demi-groupes
globalement idempotent d'ordre 3 sur 18, ^5 demi-groupes d'ordre 4 globalement idempotents
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U intersection llln D^ est un idéal à droite^ qu'il sera commode de désigner
par nia et d'appeler trace de l'idéal m (sur D'-').

On a
m s ' . D = = ( m - . D ) n ( D 2 - . D ) = m - . D

puisque D^ • . D == D ; de cette propriété résulte V inclusion

JCi^t.

Remarque. — Pour tout idéal à droite lit, on a niDÇmnD-1^ m:;. S'il s'agit
d'un idéal premier p, la relation a 6 € p 2 ^ P entraîne que l'un au moins des
éléments a, b appartient à p, d'où a b e?D uD p, et nous avons

y D C y a C y D u D y .

*S7 p est permutable à droite avec D (c'est-à-dire si l'on a DpÇpD) , <7 f/c'/^

y,=yD.

Or, l'idéal p, fermé à droite, est déterminé d'une façon unique par la classe
mod Jîlj) à laquelle il appartient, c'est-à-dire par le produit ?D. Les idéaux à
droite qui sont à la fois premiers et permutables à droite avec D, en particulier
les idéaux premiers d'un demi-groupe abélien, sont donc déterminés d'une façon
unique par leur trace.

L'équivalence ô est régulière par rapport à la réunion et à l'intersection des
idéaux à droite; les classes mod <J, évidemment convexes, contiennent un
idéal à droite minimum qui est la trace commune Wa» et un idéal à droite
maximum tlli, réunion de tous les idéaux de la classe. L'application lU-^tiïi est
d'ailleurs, dans ^*, une fermeture (au sens de E. H. Moore), car on a par
construction mÇtlli et (Wi)i == îlti, et d'autre part l'inclusion mC n entraîne

miUiii== m un = n == ni (J),

donc nii u îïi Ç iti (d'où l'égalité), et enfin Illi C ni.
Cet idéal tlïi, qui sera dit large, est de la forme

et on doit avoir
ill] == Uls -I- M,

m,DCmi,

ou, puisque HtiD est contenu aussi dans D2,

miDCws.

Or, on a m i l ) = = 1 U 2 ^ u M D , avec WaDCîUa , la condition précédente se réduit
donc à

MDCiii2

et il faut prendre pour M la plus grande partie de D—J)-' vériliant cette rela-
tion, d'où

M ==(1113 • . D ) n ( D — D 2 ) ,
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et enfin
( 3 ) mj==n i .2 -+ - (n i3 - . D ) n ( D — D - 2 ) .

Pour qu'un idéal à droite donnée Ht, soit large, il faut et il suffit qu'en
posant Wa = lit n D2, on ait
( 4 ) ( m a - . D)n(D—D^cm.

Cette condition (4) équivaut en effet à tlli Cm, donc à l'égalité llli=== Ht.
Il suffit en particulier que l'on ait

< 5 ) Ws " . D c m.

Comme on a 1H • . D == Wa * . D, la condition nécessaire et suffisante (4) s'écrit
encore
(4') (m •. D^D—D'QCni

et la condition suffisante (5) peut s'écrire sous l'une des formes

(5 ) m ' . D c m,
<3") m • . D== m

(puisqu'on a toujours Ht Cm • . D); ces conditions sont remplies par tout idéal
premier et par toute intersection finie de tels idéaux premiers.

En résumé, nous avons la proposition suivante :

. THÉORÈME 8. — Pour qu^un idéal à droite Ht soit large^ il faut et il suffit
qu'il vérifie les conditions (4) ou (4 /)7 ^ suffit qu^il vérifie Vune des conditions
( 5\ (5') ou {^'r)- En particulier, tout idéal à droite premier p est large.

Moyennant une hypothèse simple, le résidu à droite W» d'un complexe H est
un idéal à droile large. Soient Ha = D2 n H, Ws == D2 n Wn les traces respectives
de H et de W» sur D : nous dirons que H est dégagé de son résidu à droite W^ si

H 2 n W 2 = = I I n D - n W H = 0

(cette condition est plus faible que HnWn==0 , elle-même plus faible
que WH== 0, c'est-à-dire H net à droite).

THÉORÈME 9. — Si le complexe H est dégagé de son résidu à droite, on a

Wa • . D == Wn • . D == Wn

et Vidéal àdroite Wn est un idéal large.

D'après l'équation (6), (§2), on a W»=(D2— Ha) • . D. Soit a €Wa • . D,
nous. avons, d'après l'hypothèse, a D Ç W a Ç D 2 — H s , donc aeW», et par
suite WH • . D==W2 • . DCWnÇW^. D, d'où l'égalité. L'idéal à droite Wn est
large d'après le théorème 8.

COROLLAIRE. — Si H est un sous-demi-groupe de D, W^i est un idéal à droite
large.

En effet, H et Wn sont alors disjoints, et le théorème précédent s'applique.
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Remarque. — Pour que Wn soit un idéal large, H étant un complexe quel-
conque, il faut et il suffît, d'après la condition (4'), que l'on ait

[ ( D 2 — H 2 ) - . D 2 ] n ( D — D 2 ) c W H ,

mais cette condition nécessaire et suffisante semble peu maniable.

4. Complexes unitaires; complexes forts. — THÉORÈME 10. — i° Pour toute
partie K d'un demi-groupe D, K • . K == U est un sous-demi'groupe de D
fermé à droite par rapport à K.

2° Tout complexe V unitaire à droite contenant K contient U.
3° Si Fon a u K == Kpour tout u e U, U est unitaire à droite.
4° Si K est un sous-demi-groupe S, on a S Ç S • . S == U. *SïS est globalement

idempotent^ on a U = S (<7Hs).

i° Soient ^i eU, i^eU; nous avons

UlUz.K == Ui.UîKCuiï^K,

donc u^ u^ € U. L'égalité XK == UrL entraîne

X C U K • . K C K • . K = = U,

U est donc fermé à droite par rapport à K.
2° Soit u e U ; les relations À- e K C V et uk € K C V, où V est unitaire à droite,

entraînent u e V.
3° Soit x u ç. U, avec u e U ; nous avons x u K Ç K avec, par hypothèse uK === K ;

il en résulte .z'eU, et U est unitaire à droite.
4° S étant un sous-demi-groupe, nous avons S'-'CS d'où SÇ S • . S == U. Il en

résulte
s^us^s,

d'où, si S est globalement idempotent, S^^ US(= S), c'est-à-dire U =E S(Jîls) ;
U est alors la fermeture à droite S de S par rapport à S.

•^' S' — Dans un travail non encore publié, M. G. Thierrin établit en outre
les propriétés suivantes.

i° U est saturé mod ôi^ où (R^ est l'équivalence principale à droite définie
par R.

2° Si K est un complexe fort et si U n'est pas vide, U est une classe mod d^^.

La définition suivante, qui généralise la notion de complexe unitaire à droite,
va permettre d'étendre les propriétés des sous-demi-groupes forts ([4 ], chap. I,
§ 3, p. i4) aux complexes forts contenant un sous-demi-groupe.

Nous dirons qu'un complexe S est unitaire à droite par rapport à un complexe H
si les relations

A '€S , XSG\{

entraînent
./•eH,
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en d'autres termes si l'on a
H ' . ^ C H pour tout se S.

S'il en est ainsi, toute partie non vide S' de S est encore un complexe unitaire à
droite par rapport à H.

Soit CR,H l'équivalence principale à droite définie par H,
.r==y(^,,)^H . • a - = = H .-y.

THÉORÈME 1 1 . — Soient H un complexe fort d'un demi-groupe D et S un
sous-demi-groupe (non vide) contenu dans H.

i ° S est contenu dans une classe A. mod ̂ ln distincte de WH, et F on a

(i) A == H - . S == H •. si. pour tout 5ieS.

Pour que la classe A. soit contenue dans H, il faut et il suffit que S soit unitaire
à droite par rapport à H.

2° Le sous-demi-groupe U == S • . S(^0) est compris entre S et A ;

(•2) S C U C A ,

(J, donc aussi S, est unitaire à droite par rapport à A.
3° Si Von a S c H - . H ( ° ) , A est un sous-demi-groupe de D.
4° Si D2 n H(== T) est contenu dans S et si S est unitaire à droite^ on a

S = = U = A .

i° Quelque soit^eS, nous avons ^SCSCH, d'où SCH . • s\ les quotients à
droite de H par deux éléments ^i, s^ de S se coupent, donc coïncident (puisque H
est fort) 5 nous avons

5i ==52 (^.iï)

et S est contenu dans une classe A mod <^n (avec A 7^ W»).
Si a e A, nous avons H . • a = H . • s, donc S C H . • a, aS C H, d'où a e H • . S

et A C H • . SÇH • . si pour tout A'i €S. Mais d'autre part xçîî ' . si entraîne
^i € H . • x ' y comme Si e H . • s pour tout ^eS, nous avons a'^^((Xn), c'est-
à-dire .ce A, d'où H • . Si ÇA, et les égalités (i).

D'après ces égalités, les deux propositions : A ÇH et « S est unitaire à droite
par rapport à H » sont équivalentes.

2° On a SÇLJ d'après le théorème 9; d'autre part U S Ç S C H entraîne
U C H • . S = A. Soit xu = a € A, où u € U ; il en résulte, pour tout s e S,

x.usçxu.S = aSCH, où us=SiçS,

donc ;re H • . .îi == A; U est donc unitaire à droite par rapport à A.
3° Soient OiçA, a^ eA== H • . S, et s un élément quelconque de S. Nous

(9) Cette condition s'écrit encore SH^H; elle est remplie dans les deux cas suivants :
1° H est un sous-demi-groupe de D : SHCH'CH;
2" S est permis à droite dans H, SHCSCH; en particulier, S est un idéal à droite de D.
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avons rti=,î(^n), d'où puisque, C?ln est régulière à droite, cii .02= s.ci^i c^n ^
Or nous avons r taSCH, d'où, en raison de l'hypothèse SÇH • . H,

5CT2.S =5. 03 SC 5. H CH.

11 s'ensuit .yaa €A et a^a^ €A , A est un sous-demi-groupe.
4° Si aeA, nous avons aSCH, donc a S Ç T = = D 2 ^ H et, puisque nous sup-

posons TÇS, aSCS; S étant supposé unitaire à droite, il en résulte aeS.
donc A Ç S et, d'après ( 2 ),

S = U ==A.

Remarques. — 1. Un élément-unité à gauche, c, de D, s'il en existe, appartient
à U == S • . S et à A.

2° Si S est contenu dans D2, ce qui à lieu toutes les fois que S est globalement
idempotent, on a SCT, et les hypothèses de la quatrième partie du théorème 11
(T C S, S unitaire à droite) entraînent T = S = U = = A .

3° Pour un sous-demi-groupc fort (S == H), le théorème précédent redonne le
théorème 16 de [1].

Dans un demi-groupe D qui n'est pas globalement idempotent, D-'cD. le
théorème suivant précise le rôle joué par la trace T == D2 n H d'un com-
plexe It sur D; nous supposons H non triviale c'est-à-dire T-^.0. Il est clair
que H . • a = T . • a et ^=-- (K^ ( [2], chap. I, § 2).

THÉORÈME 12. — Soient H un complexe fort (non trivial), (^n== 6^-\ Véqui-
valence principale à droite correspondante^ ^ la trace de cette équivalence
sur D2, ï^Jf l^équivalence principale à droite définie^ dans D2, par T(= D2 n H » .
Wj- le résidu à droite de T dans D2.

i° T est un complexe fort, non seulement dans D, mais dans D2; oh a

WnnDscWi, %C^T,

î? et ô^'t ont même trace sur D2— Wj;
a" Si de plus H est dégagé de son résidu à,droite ; H n D2 n Wn== 0, on a

les égalités
Wi,nD2==WT, Î Î==C%T;

3° Si en outre H est dégagé de son résidu à gauche : H n D2 c\ nW ==0, en
particulier si H est net (Wn=== nW == 0), on a la correspondance biunivoque

.D/^H<--^D2/^T,

qui est un isomorphisme si (R^ (donc aussi (R.'^') est régulière des deux côtés.

i° Soient Qa, Q^ les quotients à droite de T, respectivement dans D et
dans D2, par un élément a de D2. Nous avons Q'̂  == Q^.nD2, Q« == 0 entraîne
Q;,=0 d'où 'WHnD^CWT. Si Q^ coupe Q^, Q/< coupe Q/., d'où Qa == Q/.,
puis Q^ = Q'/, : T est donc fort dans D2. Si a, b sont deux éléments de D2,
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a=6(Î9) ou (^n) entraîne Qa == Q& donc a =6 (^li) : nous avons %C^.
Puisque Qa (Qi, entraîne Qrajl Q&, î? et <R/r ont mêmes traces sur D2—W'-r.

2° Soit w == p qç Wy. S'il existait un élément a? de D vérifiant w a ? = À € H ,
où, par hypothèse, A, élément de T, n'appartient pas à WH, on pourrait
trouver y €D vérifiant ÀyeH, d'où w.aîyeD'^nH^T, avec .yyeD2, ce qui
est contradictoire. Nous avons donc w e WH d'où WT C WH F» D2 et par conséquent
l'égalité.

WT étant alors une classe mod î? et mod ^R/r, ces deux équivalences, qui ont
même trace sur D2—WT, coïncident : î?= cR/r.

3° Toute classe mod <R,n contient un élément û?eD2, car, en premier lieu, le
résidu WH» s'il n'est pas vide, est permis à droite, donc contient des produits; si
maintenant A est une classe distincte de WH et contenant l'élément a, on a une
relation de la forme a.x == h € T C H, avec par hypothèse, h ̂  nW. 11 existe donc
un élément m de D tel que m h == ma.xçîl d'où, puisque H est fort, ma ̂  a ((^n)
c'est-à-dire ma € A.

En associant à chaque classe X eD/^ln sôn intersection avec D2,

X n DÎ = X' e DS/% = D^/ôi'r

nous définissons entre les ensembles-quotients D/(^ln etD2/^^ une correspondance
biunivoque. Cette correspondance est un isomorphisme si (^n est régulière non
seulement à droite, mais à gauche, car ^ == CfïJ-s est alors régulière elle aussi, et
les classes X ou X' se multiplient comme des représentants qu'on peut, d'après
ce qui précède, prendre dans D2.

Remarque. — Les différentes hypothèses faites dans le théorème précédent sont
simultanément vérifiées, et par conséquent toutes les conclusions sont valables,
lorsque H est un complexe symétrique fort dégagé de son résidu W. Des
progrès importants dans l'étude des complexes symétriques forts ont été réalisés
récemment par R. Croisot [3].

5. Analogies avec les groupes. — Soit S un sous-demi-groupe fort du demi-
groupe D; moyennant des hypothèses convenables, la partition de D réalisée par
l'équivalence principale à droite (R,s présente d'intéressantes analogies avec la
décomposition d'un groupe en classes à droite par rapport à un sous groupe (10).

THÉORÈME 13. — Soit S un sous-demi-groupe fort de D.

( l o) Rappelons que pour tout .complexe fort H, les ensembles-quotients relatifs aux équivalences
principales à droite (%H et à gauche nïfi ont la même puissance :

D/fRH<--^D/H^,

ce qui résulte immédiatement de la considération des applications principales à droite /H et à
gauche af associées à H ([2], chap. I, § 1), et de la correspondance biunivoque très générale
obtenue, dans l'étude des applications multiformes, à partir des propriétés des parties stables, par
M. L. DUBBEIL-JACOTIN, Quelques propriétés des applications multiformes (C. R. Acad. Se., t. 230,
1960, p. 806).
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i° Pour tout quotient non vide S • . a ou S . • a et pour toute classe X mod^R.s
distincte du résidu Wg ( * i ), on a

( S . . - a ) S c S . - a , S (S • . a)c8 • . a, SX^X.

2° Si D vérifie la règle de simplification à droite et si, dans S, deux
éléments quelconques s, Si ont un quotient à gauche^

Si^-qs, y € S ,

on a, pour toute classe X 7^ Ws et pour tout x e X,

X = S X = S .r,
X a même puissance que S.

i° Nous avons a ( S . ' a ) Ç S , donc a ( S . ' a ) S C S et par conséquent
(S . • a) S Ç S . • a. De même, S (S • . a)C S • . a. S étant fort, la classe X^ Wg
est un quotient à gauche non vide ( [l], théorème 5, p. 9) et nous avons SXÇX.

2° Soient a", *rieX(^Ws), et y e S . ' ^ = = S . ' . r i , donc .yy=,yeS,
a"iy===^i€S, d'où, avec les notalions de l'énoncé, x^y === qxy^ donc x^==-qx,
où y e S. Nous avons donc x^ e Sa" ce qui permet d'écrire

d'où la double égalité
X ^ S ^ C S X ( ^ X ) ,

x= sx== s^.

L'application s — ^ s x de § sur X==S.y est biunivoque puisque D vérifie la
règle de simplification à droite.

( n ) Cette condition X 7^ Ws est remplie d'elle-même si Ws = 0 (« S net à droite) ».


