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CONTRIBUTION A LA THEORIE DES DEMI-GROUPES (III);

Par M. P. DusreiL.

Le présent travail, quise rattache plus ou moins étroitement a des Mémoires
antérieurs (1), est divisé en deux parties. La premiére, formée des sections 1, 2,3
concerne 'étude de certains idéaux remarquables d’un demi-groupe D : idéaux
Sermés a droite (par exemple), idéaux larges.

Les idéaux fermés a droite sont des idéaux a droite particuliers, caractérisés
par une propriété de fermeture (au sens de E. H. Moore) (2) introduite a partir
de I'équivalence I, définie dans I'ensemble des parties (D) par la relation
XD = X'D. Cettc relation apparait d’elle-méme dans I'étude des résidus (*) : on
sait que le résidu a droite Wy d’un complexe (ou partie non vide) H est
T'ensemble des éléments w de D pour lesquels I'équation wz € H n’a aucunc
solution z; W), est un idéal a droite et unc classe par rapport & I'équivalence
principale a droite Ry définie par H ([1], chap. I). L’étude des résidus se place
donc au point ou les théorémes sur les demi-groupes qui s’inspirent de la Théorie
des groupes s’articulent avec ceux qui généralisent la Théorie des anneaux. Je
montre ici (§ 2) que tout résidu & droite est un idéal fermé a droite, et réci-
proquement. Parmi ces idéaux figurent toujours les idéauzx premiers; tout idéal
a droite de D est d’ailleurs fermé a droite dés que D posséde un élément-unité a
droite. L’idée qui conduit a ces résultats est extrémement simple : elle consiste a
regarder 'ensemble des parties (D) comme un demi-groupe demi-réticulé ou,
plus briévement, gerbier, qui posséde en outre la propriété d’éire résidué (*) :
les regles de calcul qui en résultent sont rappelées, et leurs premieéres consé-
quences sont développéces, dans le paragraphe 1.

(') P. DuBrelL, Contribution a la théorie des demi-groupes (Mém. Acad. Sc., t. 63, 1941,
p- 1-52), désigné ultérieurement par [1]; P. Dusrel, Contribution a la 1héorie des demi-
groupes (11). (Rendiconti di Matem. e. d. s. appl., 5 série, vol. 10, 1951, p. 183-200), désigné
par [2]; R. Croisot, Propriétés des complexes forts et symétriques des demi-groupes (Bull. Soc.
Math. Fr., t. 80, 1952, p. 217-223), désigné par [3].

(*) E. H. Moore, Introduction to a form of general Analysis (New Haven, 1g10); voir aussi
G. Birknor¥, Lattice Theory, 2 &dit., p. jg, ou P. DusreiL, Algébre, t. 1, 2* édit., chap. I, § 11
(Paris, Gauthier-Villars, sous presse).

(3) [2], § 2, égalité (3) Wu D = m D.

(%) Le succés de cette méthode confirme I'intérét qui s’attache 2 cette structure de gerbier, dont
on trouvera une étude systématique dans : M. L. DusRrEIL-JAcoTIN, L. LESIEUR et R. Crolsor, Lecons
sur les treillis, les structures algébriques ordonnées et les treillis géométriques (2¢ partie)
(Paris, Gauthier-Villars, sous presse).
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Dans bien des questions, un complexe H d’un demi-groupe peut étre remplacé
par sa trace T =D nH sur I'ensemble D? des produits ab. On est ainsi conduit
a considérer, dans I'ensemble des parties X de D, ’équivalence J définie par la
relation D2*nX =D?nX’, et qui coincide avec I'égalité si D est globalement
idempotent (D?=D). Dans tout ensemble d’idéaux a droite équivalents mod J,
il y en a un mazimum, qui est dit large. Je montre (§ 3) que tout idéal premier
est large, et que le résidu Wy d’un complexe H est large dés que H vérifie la
condition HnD*n'Wy= 0, ce qui a liew notamment pour tout sous-demi-
groupe de D.

Dans la seconde partie, je reviens d’abord (§ 4) sur I'étude des complezes forts
d’un demi-groupe. Les propriétés des sous-demi-groupes forts ([1], chap. 1,§3,
ot les sous-demi groupes sont désignés sous le nom de sous-groupoides) s’étendent
aux complexes forts contenant un sous-demi-groupe non vide. Cette générali-
sation repose sur l'introduction de la notion, nouvelle, de complexe unitaire par
rapport ¢ un autre complexe. D’autre part, la lecture du travail de R. Croisot [3]
m’a suggéré un théoréme sur la comparaison d’un complexe fort H (non nécessai-
rement symétrique) avec sa trace T =D2nH : c’est 'objet du théoréme 12 dans
lequel on voit de nouveau apparaitre la condition HnD* n Wy, = @, accompagnée
de la condition symétrique HnD*n W = 0.

La cinquime et derniére section est consacrée aux analogies supplémentaires
qui peuvent apparaitre, moyennant des hypotheses convenables, entre la décom-
position d’un demi-groupe en classes par I'équivalence principale a droite relative
a un sous demi-groupe, et la décomposition d’un groupe en classes a droite par
rapport 4 un sous-groupe.

1. Demi-groupe des parties; quotients. — A un demi-groupe D, associons le
demi-groupe % défini de la fagon suivante. € = % (D) est 'ensemble des parties
de D;le produit AB de deux parties non vides ou complexes A, B est le complexe-
produit, ¢’est-a-dire 'ensemble des produits ab, oit a, b décrivent respectivement
A, B; la partie vide O est élément-zéro de ¥ : X =XGF =@ quel que soit X
dans €. Par rapport a la multiplication ainsi définie, & est un demi-groupe, que
nous appellerons demi-groupe des parties.

Ordonné par la relation d'inclusion des parties, XCY, & est un treillis’(et
méme une algebre de Boole); la multiplication est isotone,

X<y entraine AXCAY et XBCYB,

et méme distributive par rapport ¢ la réunion :
A(UM):UAM, <UM)A=UMA.
Mes MesF Mes MeSF
mais elle n’est pas distributive par rapport & Uintersection : on a seulement

A<nM>gnAM, (ﬂM)AgnMA.

METF MEF Meg MEeg
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Par exemple, dans un demi-groupe D ou tout produit est égal 4 un meéme
élément z, si I'on considére une famille & de parties M dont l'intersection est

vide, on a
A(ﬂM):QcﬂAM:{z;.

METF MeF

% a donc une structure de demi-groupe demi-réticulé, ou gerbier.

% est de plus un gerbier résidué. Rappelons que le résiduel ou quotient &
gauche Q =H -. R de H par R (H, Re %) est la plus grande des parties X de D
vérifiant XRCH. On définit symétriquement le quotient & droite H .- R au
moyen de la relation RY € H. Dans le cas abélien, le quotient est désigné par H : R.

Remarque. — Si D posséde un élément-zéro z, le complexe Z = { 5 }, contenu
dans tout idéal, est élément-zéro de 'ensemble €'—= & —{ J } des complezes de D;
il est cependant préférable, méme dans ce cas, de considérer le demi-groupe <
plutét que le demi-groupe %', parce que &', en général, n’est pas résidué.
Par exemple, dans le demi-groupe multiplicatif Ny=1{o, 1, 2, ..., n,... |,
le quotient H : R de I'ensemble H des nombres impairs par 'ensemble R des
nombres pairs, est vide. De plus, & a sur &' 'avantage de posséder un élément
minimum, . On notera que, si D poss¢de un élément zéro z, le complexe
7.=1{s} rest pas un zéro dans ¢ : onaeneffet JZ =70 = (et non 7).

Dans la fin de cette section et dans certains résultats des paragraphes 2 et 3
interviendront seulement les propriétés suivantes de 'ensemble des parties € du
demi-groupe D :

< est un gerbier résidud;
¢ posseéde un élément minimum O et un élément maximum 1), on a

DX =X0 =0 et AB=0 (ou BA = @) avec A 3£ @ entraine B = (J;

@ est un demi-treillis complet <c’est—:‘1—dire toute unionUX exisle).
Xes /
Deux éléments quelconques X, Y de & ont, dans %, une intersection (ou borne

inférieure) X nY : & est donc un treillis, et, d’aprés un théoréme classique (%),
. ce treillis est complet (toute intersection existe).
Ces axiomes définissent une structure abstraite plus particuliére que celles de
gerbier et de gerbier résidud et, elle aussi, digne d’intérét.

Propriétés. — Les relations XRCH et XRCDRANH étant vérifiées en méme
temps, on a
H- R=(DRnH)" . R,

R étant donné, le quotient H *. R ne dépend que de Uintersection DR n H.
OnaH . & =D quel que soit He & (en particulier @ -. @ =1D). Si R0,

(*) Voir par exemple, G. BirkHOFF, Lattice Theory, chap. IV, théoréme 2, p. 49; ou
M. L. DusreiL-Jacotin, L. Lesieur et R. Croisor, Legons sur les treillis, i partie, chap. III, § 2,
théoréme 1. On notera que 2 n’est pas un demi-groupe réticulé, cette dénomination impliquant la
distributivité de la multiplication par rapport a l'intersection.
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Q=1I". R est I'ensemble des ¢léments ¢ de D vérvitiant gr e H quel que soit
r€R; en particulier, @ *. R=0 (R 0).

Silon a DRCH, il en résulic H -. R=D; D2CH entrainc donc H -. R=1D
quel que soit Re & et 'on a, en particulier, D -, R=D.

Rappelons encore les régles de calcul classiques () :

(1) Hen entraine H* RCH R,
(2) RCSR’ entraine H-* RcH . R.
On «
(3) (I *. Ry) . Re=H ~. (R:Ry),
0 (ﬂﬂ) ~R=f)H" R,
ne Hese

(5) H '.(UR):“H " R,

‘ REF RET
en particulier

- n:ﬂu o,
renl

en désignant, pour simplifier, par H <. r le quotient a gauche de H par le
complexce {r}.

Turorine 1. — 1° Quels que solent A\, ReZ, on a
(6) ACAR - R;

el, en particulier, ) = DR - R.
20 AR est la plus petite partic H de D vérifiant

(7) ACH"R;

39 Pour qu'il existc aw moins une partie H de D vérifiant Uégalits

(8) A=H"- R
il faut et il suffit que Uon ail

(9) A=AR" R
o, ce qui reeient i méme,

(9') AR *. RCA.

1 On a ARCAR, donc ACAR ‘. R. Pour A=D, il vient DR . R=D.
2* L’ensemble J€ des parties H de D vérifiant (7) n’est pas vide puisque AR € J¢.

Dapres (4), Pintersection IIO::nH vérifie (7); comme c’est, par construction,
nenx

(%) Voir par exemple, pour le cas des idéaux d’un anneau commutatif, VAN DER WAERDEN
Moderne Algebra, t. 2, 2¢ édit., p. 24 (§ 85); pour celui des éléments d’un treillis multiplicatif,
G. Birkuovrr, Lattice Theory, 2¢ édit., chap. XIII, § 1, p. 201; pour celui des éléments d’un grou-
poide ordonné (vérifiant éventuellement des conditions plus fortes), M. L. DuBREIL-JACOTIN.
L. Lrsieur, R. Croisot. Lecons sur les treillis ..., I1¢ partie, chap. I[; (on notera qu’ici & est un
treillis complet). Cette -théorie de la résiduation, qui remonte & Dedekind et Macaulay, a été
développée principalement par Krull, Ward et Dilworth.
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la plus petite partic de D ayanl cette propriélé, nous avons Ly SAR. Dautre
part, ACH, *. R entraine AR CH,, d’ou I'égalité¢ H,= AR.
3* Si une partie H de D vérifie (8), elle vérifie (7), donc contient AR, ¢t nous
avons, d'apres (6) et (1),
ACAR . RCH- . R=A

et par conséquent (9). Gette condition (g), nécessaire pour que (8) ait au moins
une solution H, est évidemment suffisante, et, d’apres (6), équivalente a (g').

A chaque partie R de D, associons les deux relations d’équivalence I, My,
définies dans 9 de 1a facon suivante :
On pose
H=H (gI1) si et seulement si U . R=H1"". R.
On pose
X ==X, (IMg) si et seulement si XR = X, R.

Etudions leurs propriétés.
Puisque H . R=(DRnH) . R, 39U contient I'équivalence yJ définie cn
posant
H=H (pJ) si et sculement si DRnH = DRnlIl'.

Chaque classe modgIU est conecere par rapport a la relation d'inclusion, ¢'est-
a-dire HEXCH' et H= H' (IU) cntrainent X =1 (3IU); d'apres (4), chaque

classe modyIT est fermée par rapport a l'intersection des parties, donc contient

une partic minimum, intersection de toutes les parties appartenant « cetle
rlasse.

A ct R ¢tant deux parties données de D; les parties H vérifiant A =1 . R, ~'7l
en existe, forment une classe modgIL. Cette classe comprend alors, d’apres le
théoréeme 1, le produit AR, qui est précisément la plus petite partie de cette classe.

D’aprés (3). I'équivalence zIU est contenue dans I'équivalence I, quel que
woitSe .

L'équivalence MMy estréguliere a gauche pour la multiplication définic dans .
Chaque classe modJ, est convexe, ct fermée par rapport a la réunion des
parties : chaque classe {X, ..., Xy, ... mod0My contient donc une partic
mazimum N, réunion de toutes les parties appartenant a cette classe.

Lapplication X —X est une fermeture au sens de K. IT. Moore. On a évi-

demment XX et X = X; il suffit donc de montrer que Y €N entraine YcX.
Or, on a, par hvpotheése,

YR = YRSXR =XR
et il suffit d'utiliser laproposition suivante :
Lenve 1. — 8¢ X est maximum dans sa classe mod My, Uinclusion

CRSXR
entraine
CcX.
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On a en effet
XR<(XuC)R=XRUCR =XR,
d’on
(XuC)R =XR,
c’est-a-dire
XuC=X (Jny),
ce qui exige X UG =X, donc CcX.
La fermeture X — X sera appelée fermeture a droite associée a R; les

parties X seront dites fermées a droite par rapport & R.
Tutorine 2. — 1° Pour toute partie X de D, on a
(10) X = XR “. R.

2° Les parties X fermées a droite par rapport a R sont caractérisées par
chacune des propriétés
a.
X =XR " R.

b. 1l existe.au moins une partie He T telle que X =H -. R.

1° Par définition, X est la réunion des parties X, vérifiant X,R = XR; chacune
de ces parties est contenue dans le quotient XR . R=Q, d’ou X< Q. Inver-
sement, nous avons QRCXRCXR, d'ou, daprés le lemme 1, Q €X, donc
I'égalité.

2° X étant la partie fermée a droite par rapport a R qui contient X
(puisque X = i), on a, d’aprés 1°, X = XR . R. Inversement, si une partie X
vérifie I'égalité X =XR . R, on a, toujours' d’aprés 1°, X = X, X est fermée a
droite, et la propriélé a est caractéristique pour les parties fermées a droite par
rapport 2 R. La propriété b, équivalente a @ d’aprés le théoréme 1, 3°, caractérise
¢galement ces parties.

2. Idéaux fermés i droite. — Rappelons qu'un idéal a droite du demi-groupe D
est une partie it de D (me <) vérifiant la condition mD Cm; d’apres cette défi-
nition ct les régles de calcul du paragraphe 1, la partie vide @ sera considérée
comme un idéal a droite; toute réunion et toute intersection d’idéaux a droite
sont des idéaux a droite.

H étant une partic quelconque de D, l'intersection des idéaux a droite conte-
nant H est le plus petit idéal & droite |H) contenant H. |H) est appelé idéal a
droite engendré par H. L'inclusion HC|H) entraine HD C|H)D C€|H), dou
HuHDC|H); ITUHD élant un idéal a droite contenant H, nous avons finalement

W) [H)=HUHD,

| ) et HD sont en général deux idéaux a droite distincts; ils coincident si l'on a
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H<HD et seulement dans ce cas. L’égalité (1) entraine |H) D = HD; on a donc
[Hy=H (o).

L’idéal a droite | ) engendré par un seul élément % est dit principal. L'idéal
engendré par un ensemble fini { A4, ..., k| est désigné par |k, ..., k,). L'idéal

UH) engendré par une réunion est la réunion des idéaux | H) correspondants.
nex

On obtient aussi des idéaux par formation des quotients. Remarquons d’abord
que le quotient a gauche Q =H . R est un idéal a gauche si H en est un,
puisqu’on a

DQ.R=D.QRSDHCH, d’ou DQ<cQ.

Tutorexe 3. — 1° Quelle que soit la partie Hde D, Q =H -. R est un idéal
a drotte si R est un idéal a gauche; en particulier, les quotients & gauche

H -. D, H -. D* (a entier naturel) sont des idéauz a droite.
2° Les idéaux & droite de la forme H . D sont les partiesf fermées a droite
( par rapport a D), caractérisées par la condition

f=€fD . D.

Ces idéaux f seront dits fermés a droite.

1° Nous avons, si R est un idéal a gauche,

QD.R = Q.DRSQRCH,

donc QD CQ, et Q est un idéal a droite; il en est ainsi, notamment, pour des
quotients de la forme H . D, H -. D*.

2° D’apres le théoréme 2, les idéaux a droite H *. D ne sont autres que les
parties f fermées a droite (par rapport a D), caractérisées par la condition

f=¢fD -.D
et lona
f=H- D
pour toute partie H vérifiant
: H=¢(D (pIN).

Remarques. — 1. Toute z'ntersectz'onn(‘H ‘. D) d’idéaux fermés a droite
nez
est l'idéal de méme forme<nH) . D.

He s

2. Pour tout idéal* droite m, on a mCm *. D, et, plus généralement, quel que
soit Ae %, mCm . A (puisque MA Cm).

Tutorexe 4. — Pour que l'idéal a droite | A) engendré par une partie A de D
sott fermé a droite, il faut et il suffit que A vérifie la condition

(2) AD . DSAUAD.

;



— 996 —
Pour que | A) soit fermé a droite, il faut et il suffit que I'on ait

|A)=]A)D . D,
¢’est-a-dire
AUAD =AD . D.

Or, on a toujours ACAD -. D et ADCAD . D; la condition (2) est donc
nécessaire et suffisante.

Exemple. — Considérons le demi-groupe (abélien) D = {«, b, ¢, 5} défini
parla table suivante : '
« b c 3
alb ¢ z z
bilc z 5 3
cl|lz2 2 z 3

5|52 5 3

3

Puisque z est élément-zéro, tout idéal non vide contient s. Les idéaux de D
sont par conséquent : J, Wy = {5} =zD=cD=(35), Ma={c. 3} =(c)=bD.
wy=1{b,¢, 5}=(b)=aD=D?, etenfin D. On a

puis

et par conséquent

my = my.

Rappelons que le résidu a droite Wy d’unce partie H de D est ensemble des
¢léments w de D vérifiant la condition (7)

(3) . w=0
¢quivalente a

(4) wDCDh—H
ou, puisque wD CD?, a

(5) wDCD2— (D2nll).

On a done
(6) Wy=(D—1)- D=[D:—(D2nH) *. D

et par conséquent, towt résidu & drodte, de la forme K . D, est un idéal ferm:
e drotte.

(") [1], chap. I, § 1, p. 8; [2], chap. I, § 1 et 2, p. 2 & 5» Lorsqu’aucunc confusion ne sera i
craindre, il nous arrivera d’écrire résidu pour résidu A droite.
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Tutorkxe 3. — Réciproquement, tout idéal fermé a droite { est le résidu de
H=D—1D, de K =D2—1D, et de toute partic comprise entre H et K.

Nous avons en effet, H et K élant définis comme dans 1'énoncé,

Wy=(D—H)-.D=fD".D=f
Wi=[D:—(D*nK)] . D=(D*—h) . D=fD - D=t

Puisque K€ X CH entraine Wy; € W< Wy, le résidu de toute partic X com-
prisc entre H et K est également f.

Remarque. — Si X et Y sont deux parties de D ayantle méme résidu a droitet,
ona
f=(D—X)-.D=(D—Y)". D,
donc
D—X=D—Y (p90)

Or. une classe de parties ¢quivalentes mody9U contient une partie minimum : il
existe par suite un X maximum vérifiant la condition Wy=1. Cet X n’est autre
que H=D -—tD. Soit en effet

m=ar (aef, reD)

un élément de tD; pour toute partic M comprenant m, ona a & Wy, d'ou 2 Wy
ainsi, une partie ayant  pour résidu est nécessairement disjointe de tD;
D —1£D est donc la plus grande partie ayant £ pour résidu a droite.

Indiquons encore les propriéiés suivantes (cf. [2], chap. I, § 2, p. 5).

Pour qu’un idéal @ droite W soit fermé & droite par rapport & unc partie
quelconque R deD, il surriT que U'on ait m *. R =m.

En effet, I'égalité XR=mR(Cm) entraine XCm . R, donc ici XCm
I'idéal m est donc bien la partic maximum dans la classe mod I, a laquelle il
appartient.

Pour un idéal a droite premier p, la condition p . R =19 est remplic des
que R n'est pas contenu dans p. Soit en effet reR, r¢p; sizep *. R, on a
xrep dou rep doncp *. RSP, ce qui entraine P'égalité.

Si R=1D, nous avons p ". 1) =P pour tout id¢al premier p = D et, puisque
D . D=D. nous avons

p.D=yp

pour tout idéal & droite premier p.
Nous avons obtenu la proposition suivante :

Turorkne 6. — Les Lléaux a drodte W vérifiunt
m.D=m,

en particulier les idéaux a droite premiers, et les intersections d’idéaux (&
droite premiers, sont des idéaux fermés & drodte.

Remarque. — 11 est facile de montrer directement que tout idéal a droite
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premier P est fermé a droite. Soit X =p (IM,;); siz€X,ona z?2€ XD =pDCp,
d’ou z €p et par conséquent X Cp.

En résumé, nous avons établi qu’el y a identité entre :

les parties maximum appartenant auz classes M, ou parties fermées a
droite ( par rapport ¢ D) caractérisées par la condition

X=XD - D;

les idéaux fermés a droite f, de la formeH . D,He Z;

les résidus a droite Wy des différentes parties H de D.

De plus, Uensemble F* des idéaux fermés a droite comprend les idéauz a
droite m vérifiant Uégalité m-. D =m, en particulier les idéauzx & droite
premiers P; enfin F* est fermé par rapport a Uintersection des idéauz.

Pour que tout idéal a droite de D soit fermé a droite, il faut et il suffit que
la condition (S) suivante soit remplie :

(S) Dans le demi-groupe multiplicatif %* des idéaux a droite, D (élément
mazimum de T et de %) est simplifiable ¢ drotte.

En effet, il faut et il suffit que chaque classe mod I, contienne un seul idéal
a droite, donc que I'égalité mD = w’'D entre idéaux a droite implique = m'.

Chacune des conditions suivantes, de plus en plus fortes, entraine la condi-
tion (S), donc est suffisante pour que tout idéal a droite de D soit fermé a
(\roite.

(S1) mD=m, ou mCmD, pour tout idéal a droite m.

(Sa) XSXD pour tout X € %; cette condition signifie que l'idéal & droite
| X)=XuUXD engendré par X et Uidéal a droite XD coincident, quel que
soit X CD.

D’autre part, la condition (S,) est une conséquence de chacune des conditions
suivantes :

(I) D est idempotent, c’est-a-dire 22 = z, pour tout z€D;

(Ea) D posséde au moins un élément neutre a droite;

(Qq) Pour deux éléments @, m quelconques de D, il existe au moins un
quotient ¢ droite g (m g = a).

En résumé, nous avons les implications :

(1)
(Ed)} (82) > (81) > (S) = Tout idéal a droite est fermé a droite.
(Qa)
3. Idéaux i droite larges. — Nous dirons qu’un demi-groupe D est globale-

ment idempotent s'il vérifie la condition
G0 D:=D,

en d’autres termes si tout élément 2 de D est obtenu comme produit, z=rs.
Si l'on désigne par (E;), (Qg) les conditions respectivement symétriques
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de (Ey4), (Qu), la propriété (G I) résulte de I'unc ou 'autre des conditions (Eq),
(Eg); elle résulte aussi de 'une ou I'autre des conditions (Qq), (Qg); elle résulte
enfin de la condition (S,) et, a fortiors, de (I).

Tutorexe 7. — Soit m un idéal & droite dans un demi-groupe D.

1° Les relations
(1) m=m-.D (M),
(2) m=mD (p)
ont lieu en méme temps.
2° Tout idéal & droite W vérifie les relations (1) et (2) :
a. dés que le demi-groupe D satisfait a la condition (S.), ou, naturelle-

ment, 3 une des conditions plus fortes mentionnées ci-dessus;
b. dés que D est globalement idempotent.

1° Nous avons mD € m, donc
mD-.DCm-.D.

Comme mD -. D est la fermeture a droite mt de t, la congruence (1) exige que
Ponaitm:-.DCmD -. D, d’ou I'égalité
(2") m:-.D=mD-.D,
c’est-a-dire la congruence (2).

Inversement, (2), sous laforme (2'), entraine m-.D=m=m (IMN,) c’est-
a-dire (1).

2° a. La condition (S;), m= mD, entraine évidemment (2), donc (1).

b. La relation

(m-.D)DCm

entraine, si D est globalement idempotent,

(m*.D)D=(m-.D)D2CmDC(m-.D)D,
d’ou
(m-.D)D=wmD,
c’est-a-dire (1).

Dans I’ensemble ©* des idéaux a droite, considérons la relation d’équivalence J
définie en posant

m=mwm (J) si et seulement si mnD2=m'nD2.

J se réduit a I'égalité si D est globalement idempoteftt. Banales dans ce cas,
les considérations suivantes prennent leur intérét dans les demi-groupes qui ne
sont pas globalement idempotents (®).

(*) D’aprés les tables de K. S. Carman, J. C. Harpen et E.-E. Posey il ¥ a 11 demi-groupes

globalement idempotent d’ordre ‘3-sur 18, 75 demi-groupes d’ordre 4 globalement idempotents
sur 121.
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L'intersection wn D? est un idéal & drocte, qu'il sera commode de désigner
par m, et d’appeler trace de I'idéal m (sur D?).
Ona
my*.D=(m-.D)n(D2-.D)=m"-.D

puisque D* - . D = D; de cette propriété résulte Uinclusion

J<yat.

Remarque. — Pour tout idéal & droite W, on a mD Cmn D2=m,. il s'agit
d’un idéal premier p, la relation @ b€P.SP entraine que 'un au moins des
éléments «, b appartienta p, ot @ bepD uD P, et nous avons

»DCSpSpDUDy.
Si p est permutable ¢ droite avec D (c’est-a-dire si 'on a DpCpD), il vient
p=pD.

Or, Pidéal p, ferm¢ a droite, est déterminé d’une fagon unique par la classe
mod I, a laquelle il appartient, c’est-a-dirc par le produit pD. Les idéaux a
droite qui sont a la fois premiers et permutables & droite avec D, en particulier
les idéaux premiers d’un demi-groupe abélien, sont donc déterminés d’une facon
unique par lear trace.

L’équivalence J est réguliere par rapport a la réunion et a lintersection des
idéaux a droite; les classes mod J, évidemment conveses, contiennent un
idéal a droite minimum qui est la trace commune M,, et un idéal a droite
maximum My, réunion de tous les idéaux de la classe. L’application mt— nr, est
(ailleurs, dans €*, une fermeture (au sens de E. H. Moore), car on a par
construction nC iy, et (M), = My, et d’autre part I'inclusion m € entraine

mum=mun=n=mn, (J),

donc myy Uy Sy (d’ou Pégalité), et enfin ny; Su,.
Cet idéal m,, qui sera dit large, est de la forme

my = my+ M,
¢t on doit avoir
m D Cwy,

ou, puisque M, D est contenu aussi dans D?,
ny D C .

Or, on a m D) =m, D UMD, avec m,D Cnr,, la condition précédente se réduit
donc a
MD Cm,

ctil faut prendre pour M lu plus grande partie de 1)—1)?* vérifiant cette rela-
tion, d’ou
M =(my-. D)n(D —D?),
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et enfin
(3) =+ (my-. D)n(D — D2).
Pour qu’un idéal a droite donné, W, soit large, il faut et il suffit qu'en
posant Wy=mnD?, on ait
4) (my . D)n(D —D2)Cm.
Cette condition (4) équivaut en effet & m, Sw, donc a 'égalité m, = .
Il suffit en particulier que I'on ait '
(3) me: . DCm.
Comme onam-.D=m,-.D, la condition nécessaire et suffisante (4) s’éerit
encore
1) (m-.D)n(D—D2)Cm
et la condition suffisante (3) peut s’écrire sous I'une des formes
(3") ’ m-.DCwm,

(3" m-.D=m

(puisqu’on a toujours MC W . D); ces conditions sonl remplies par tout idéal
premier et par toute intersection finie de tels idéaux premiers.
En résumé, nous avons la proposition suivante :

- Tntorkne 8. — Pour qu’un idéal a droite W soit large, il faut et il suffit
quil vérifie les conditions (4) ou (4'); il suffit qu’il vérifie l'une des conditions
(3), (8") ou (3"). En particulier, tout idéal a droite premier p est large.

Moyennant une hypothése simple, le résidu a droite W, d’un complexe H est
un idéal a droite large. Soient Hy=D* nH, W, =D?n W), les traces respectives
de H et de Wy, sur D : nous dirons que H est dégagé de son résidu a droite Wy si

HonWo=HnD2AWx=@

{(cette condition est plus faible que HAn'Wy=0@, clle-méme plus faible
que Wy =0, c’cst-a-dire H net a droite).

TutoriMe 9. — S le complexe H est dégagé de son résidu a droite, on a
Wy-.D=Wg'.D=Wy
et Didéal a droite Wy est un idéal large.
D’apres 1'équation (G), (§2), on a Wy=(D*— H,) -. D. Soit « € W, -. D,
nous. avons, d’aprés ’hypothése, a D CW,C D?*— H,, donc a € Wy, et par

suite Wy - . D=W, - . DCW,;C W, . D, d’on I’égalité. L'idéal a droite W est
large d’apres le théoréme 8. » '

Cororraire. — St H est un sous-demi-groupe de D, Wy est un idéal ¢ drotte

large.

En effet, H et Wy sont alors disjoints, et le théoréme précédent s’applique.
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Remarque. — Pour que Wy soit un idéal large, H étant un complexe quel-
conque, il faut et il suffit, d’aprés la condition (4'), que I'on ait

[(D2—H,) . D2]n(D — D)S Wy,

mais cette condition nécessaire et suffisante semble peu maniable.

4. Complexes unitaires; complexes forts. — Tutoreme 10. — 1° Pour toute
partie K d'un demi-groupe D, K -. K=U est un sous-demi-groupe de D
fermé a droite par rapport a K.

2° Tout complexe V unitaire a droite contenant K contient U.

3° Silon a uK =K pour tout ue U, U est unitaire a droite.

4° Si K est un sous-demi-groupe S, on aSCS . S =U. S¢S est globalement
idempotent, on a U = S (IMs).

1° Soient u, € U, u, € U; nous avons
uus K =uwui.us KSu WCK,
donc u, u, € U. L’égalité XK = UK entraine
XCUK-. KSK-. K=U,

U est donc fermé a droite par rapport a K.

2° Soit u € U; les relations ke K<€V et uk€e K<V, ou V est unitaire a droite,
entrainent v € V.

3° Soit zu € U, avec u € U; nous avons zuK CK avec, par hypothese uK =K
il en résulte z € U, et U est unitaire a droite.

4° S étant un sous-demi-groupe, nous avons 5?CS doa SC€S-.S=U.Illen
résulte

s:cuUscs,

d’on, si S est globalement idempotent, S2=US(=38), c’est-a-dire U = S(IMs);
U est alors la fermeture a droite S de S par rapport a S.

N. B. — Dans un travail non encore publié, M. G. Thierrin établit en outre
les propriétés suivantes.

1° U est saturé mod Ry, ou Ry ést Péquivalence principale a droite définie
par K.

2° Si K est un complexe fort et si U n’est pas vide, U est une classe mod Rg.

La définition suivante, qui généralise la notion de complexe unitaire a droite,
va permettre d’étendre les propriéiés des sous-demi-groupes forts ([1], chap. I,
§ 3, p- 14) aux complezes forts contenant un sous-demi-groupe.

Nous dirons qu’un complexe Sest unitaire ¢ droite par rapport a un complexe H
si les relations

seSs, zseH
entrainent

xzeH,
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en d’autres termes si ’on a
H-.sCH  pourtout seS.

S’il en est ainsi, toute partie non vide S’ de S est encore un complexe unitaire &
droite par rapport a H.
Soit Ry 'équivalence principale a droite définie par H,
z=y(Ru)=H.-z=H. y.

Treorkme 11. — Soient H un complexe fort d'un demi-groupe D et S un
sous-demi-groupe (non vide) contenu dans H.

1° S est contenu dans une classe A mod Ry distinctede Wy, et l'on a
(1) A=H'.S=H".s. pour tout s, €8S.

Pour que la classe A soct contenue dans H, il faut et il suffit que S soit unitaire
a droite par rapport ¢ H.
2° Le sous-demi-groupe U =S . S(5£ ) est compris entre S et A :

(2) ScUcA,

U, donc aussi S, est unitaire a droite par rapport @ A.
3° SilonaSCH . H(®), A est un sous-demi-groupe de D.
4° SiD2nH(=T) est contenu dans S et si S est unitaire ¢ droite, on a

S=U=A.

1° Quel que soit s €S, nous avons sSSCSCH, d'oa SCH .- s; les quotients a
droite de H par deux éléments sy, s» de S se coupent, donc coincident (puisque H
est fort); nous avons

si=sy (Ry)

et S est contenu dans une classe A mod Ry (avec A 3£ W),

SiaeA, nousavonsH.-a=H . s,donc SCH. a,aSCH,douaeH".S
et ACH-.SCH:.s, pour tout s; €S. Mais d’autre part z€H . s, entraine
s;eH .  2; comme s, €H . s pour tout s€S, nous avons z=s(Ry), c'est-
a-dire z€ A, d’ou H - . 5, CA, et les égalités (1).

D’apres ces égalités, les deux propositions : ACH et « S est unitaire & droite
par rapport a H » sont équivalentes.

2° On a SCU d’aprés le théoreme 9; d’autre part USCSCH entraine
UCH:-.S=A. Soitzu = a €A, ot ueUj il en résulte, pour tout s €S,

zr.usezu.S =aSCH, ou us=s,€8,

donc z€H - . sy = A; U est donc unitaire a droite par rapport a A..
3° Soient a; €A, a;e A=H".S5,7et s un élément quelconque de S. Nous

(?) Cette condition s’écrit encore SHCH; elle est remplie dans les deux cas suivants :

1° H est un sous-demi-groupe de D : SHCH*CH;
2° S est permis a droite dans H, SHCSCH; en particulier, S est un idéal a droite de D.
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avons «a,=s(Ry), d’'ott puisque, Ry est réguliere a droite, @,.a2=s.a( Ry).
Or nous avons a2 S CH, d’ou, en raison de I’hypothese SCH . H,

sas.S=s.a:SCs.HCH.

1l s’ensuit sa, € A et aja, € A; Aestun sous—demi—groupe.
4° Si a€ A, nous avons aS CH, donc aSCT =D?nH et, puisque nous sup-
posons TCS, aSCS; S étant supposé unitaire a droite, il en résulte a€S.
donc ACS et, d’apres (2), '
S=U=A.

Remarques. — 1. Un élément-unité d gauche, ¢, de D, s'il en existe, appartient
aU=S-.SetaA.

2° Si S est contenu dans D?, ce qui & lieu toutes les fois que S est globalement
idempotent, on a SCT, et les hypotheéses de la quatrieme partie du théoreme 11
(T €S, S unitaire a droite) entrainent T=S =U=A.

3° Pour un sous-demi-groupe fort (S = H), le théoréme précédent redonne l¢
théoréme 16 de [1].

Dans un demi-groupe D qui n’est pas globalement idempotent, D2cD, l¢
théortme suivant précise le role joué par la trace T=D*nH d'un com-
plexe I sur D; nous supposons H non trivial, c’est-a-dire T 3£ (. 1l est clair
que H. - a=T. aet Ry= Ry ([2], chap. I, § 2).

‘Tueorkme 12. — Soéent H un complexe fort (non trivial), Ry= R U'équi-
valence principale a droite correspondante, © la trace de cette équicalence
sur D2, Ry Uéquivalence principale a droite définie, dansD?, par T(=D>nH).
W le résidu a droite de T dans D?.

1 T est un complexe fort, non seulement dans D, mais dans D?; on «
WinD2cWi, SCARr,

B et Ry ont méme trace sur D2— Wr;

2° Side plus H est dégagé de son résidu a.droite : HnD*n'W, =0, on «
les égalités

WunD2= W’,[, %;::d{i-;

3° Si en outre H est dégagé de son résidu a gauche : HnD*nyW =0, en

particulier si H est net (Wy=yW = @), on a la correspondance biunivoque
D/Ru< -~ DYRr,

qui est un isomorphisme si Ry (donc aussi Ry) est réguliere des deux cotés.

1° Soient Q., Q) les quotients a droite de T, respectivement dans D et
dans D2, par un ¢lément « de D2. Nous avons Q, = Q.nD?, Q,= O entraine

Q, =0 dou WynD2CWi. Si Q, coupe Q),, Q. coupe Q,, d’ot Q. = Q,,
puis Q, =Q’, : T est donc fort dans D*. Si «, b sont deux éléments de D2,
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a="b(B) ou (Ry) entraine Q, = Q) donc a=0b (R}) : nous avons B R.
Puisque Q, {Q} entraine Q,) Qs, B et R’y ont mémes traces sur D>— W,

2° Soit w = p g€ Wr. Sl existait un élément z de D vérifiant wz = h € H,
ou, par hypothése, h, élément de T, n’appartient pas a Wy, on pourrait
trouver y €D vérifiant hy € H, d'ou w.zyeD*nH =T, avec zy €D?, ce qui
est contradictoire. Nous avons donc w € Wy d’oit W'y € Wy n D2 et par conséquent
Pégalité.

r étant alors une classe mod B et mod Ry, ces deux équivalences, qui ont

méme trace sur D2 — Wiy, coincident : ® = R.

3° Toute classe mod Ry contient un élément deD?, car, en premier lieu, le
résidu Wy, s’il n’est pas vide, est permis a droite, donc contient des produits; si
maintenant A est une classe distincte de Wy et contenant ’élément @, on a une
relation de la forme a.x = A €T CH, avec par hypothese, 4 ¢ 4 W. 1l existe donc
un élémentm de D telque m A = ma.z € Hd’ou, puisque H est fort, ma = a (Ry)
c’est-a-dire ma € A. .

En associant A chaque classe X € D/Ry son intersection avec D2,

XnD2=X'eD?/% =D?/R'r

nous définissons entre les ensembles-quotients D/R, et D2/R une correspondance
biunivoque. Cette correspondance est un isomorphisme si R, est réguliére non
seulement a droite, mais 4 gauche, car B = R} est alors réguli¢re elle aussi, et
les classes X ou X’ se multiplient comme des représentants qu’on peut, d’aprés
ce qui précede, prendre dans D2.

Remarque. — Les différentes hypotheses faites dans le théoréme précédent sont
simultanément vérifiées, et par conséquent toutes les conclusions sont valables,
lorsque H est un complexe symétrique fort dégagé de son résidu W. Des
progres importants dans I’étude des complexes symétriques forts ont été réalisés
récemment par R. Croisot [3].

5. Analogies avec les groupes. — Soit S un sous-demi-groupe fort du demi-
groupe D; moyennant des hypotheéses convenables, la partition de D réalisée par
I'équivalence principale a droite Rs présente d’intéressantes analogies avec la
décomposition d’un groupe en classes a droite par rapport a un sous groupe (1°).

Tukorkme 13. — Soit S un sous-demi-groupe fort de D.

(*°) Rappelons que pour tout complexe fort H, les ensembles-quotients relatifs aux équivalences
principales a droite ®p et & gauche p® ont la méme puissance :

D/&n<--> D/uR,

ce qui résulte immédiatement de la considération des applications principales a droite fu et &
gauche pf associées 3 H ([2], chap. I, § 1), et de la correspondance biunivoque trés générale
obtenue, dans ’étude des applications multiformes, & partir des propriétés des parties stables, par

M. L. DuBreIL-JAcOTIN, Quelques propriétés des applications multiformes (C. R. Acad. Sc., t. 230,
1950, p. 806).
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1° Pour tout quotient non videS - .a ou S . - aet pour toute classe X mod R
distincte du résidu Wg (1), on a
(S.-a)SCS."a, S(S-.a)<S-.a, SXcX.

2° 8¢ D vérifie la régle de simplification & droite et si, dans S, deux
éléments quelconques s, sy ont un guotient & gauche,

$1=9g5s, q€S,

on a, pour toute classe X = Wy et pour tout xz € X,
X=SX=Saz,
X a méme puissance que S.
1° Nous avons a(S.-a)CS, donc a(S.-a)SCS et par conséquent
(§.+a)S<S .- a. Deméme, S(S-.a)CS -. a. Sétant fort, la classe X 3£ Wy
estun quotient & gauche non vide ([ 1], théoreme 5, p. 9) et nous avons SX € X.
2° Soient z, z1€X(#Ws), et y€S.-2=S.-x, donc ry—=s€S,
z1y = s1 €S, d’'ou, avec les notalions de I'énoncé, z,y = qxy, donc z;,=gqx,
ou ¢ € S. Nous avons donc x4 € Sz ce qui permet d’écrire
XcSzcSX(<X),
d’ou la double égalité
X=8SX=Suz.
L’application s->sz de S sur X =Sz est biunivoque puisque D vérifie la
régle de simplification a droite.

(1) Cette condition X % Ws est remplie d’elle-méme si Ws = (« S net a droite) ».



